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Aufgabe 1. Es sei wie in der Vorlesung X,(n) die semisimpliziale Menge, deren p-Simplizes die
injektiven Abbildungen [p] — n sind. Stérker, als in der Vorlesung bewiesen wurde, gilt, dass
| Xe(n)|| sogar (n — 2)-zusammenhéngend ist.

In der Vorlesung wurde ferner gezeigt, dass die Operation der symmetrischen Gruppe auf
Xo(n) die folgenden Eigenschaften hat: Die zweite Spektralsequenz der Wirkung erfiillt E;q =
Hy(%n-p-1), und das Differential d, , ist Y °F_;(—1)7)st., wobei st. : H.(3y) — H.(Zgy1) die
Stablisierungsabbildung ist.

Man benutze das bekannte Wissen tiber H,(33), um die Homologie H,.(X4;Cy(Xe(n))) 2zu
berechnen. In der Vorlesung wurde bewiesen, dass die Homologie von X,(n) in einem gewissen
Bereich verschwindet.

Welche Information tiber H,(X,) ldsst sich darus extrahieren?

Aufgabe 2 (Ein Hilfssatz fiir die néchste Aufgabe). Sei I eine total geordnete Menge, und es sei
Aq(I) die semisimpliziale Menge, deren p-Simplizes gerade die injektiven und monotonen Abbil-
dungen f : [p] — I sind. Zeigen Sie, dass ||Ae(I)|| = *, falls I # (). Hinweis: am einfachsten ist es,
zuerst einen endliche Menge I = [¢] = {0 < ... < g} zu betrachten, und ||A4([g])]] = A? direkt zu
beweisen.

Aufgabe 3 (Die Mayer-Vietoris-Spektralsequenz). Es sei X ein topologischer Raum und 4 =
(Uy)ier eine offene Uberdeckung von X. Wir setzen voraus, dass I total geordnet ist. Zunfichst
sei etwas Notation eingefithrt. Wie in der Topologie I definiert man Sing®(X) C Sing,(X) als
die Unter-semisimpliziale Menge aller singuldren Simplizes o von X, deren Bild Im(c) ganz in
einer der Mengen U; enthalten ist. Aus der Topologie I ist der Satz bekannt, dass die Inklusion
Sing¥(X) — Sing,(X) einen Isomorphismus in Homologie induziert.

Fir f = (io,...,ip) € Ap(I) (siche letzte Aufgabe) sei Uy := N_,U;; C X, und fiir o €
Sing, (X) sei I, C I die Menge aller ¢ mit Im(o) C U;. Nun sei

Ap o(X) = {(f,0)|f € Ay(I),0 € Sing, (Uy) C Sing,(X)}.

Diese bilden offensichtlich die Mengen von (p, ¢)- Simplizes einer bisemisimplizialen Menge Ag , (X))
(ndmlich wie?). Nun analysiere man die beiden Spektralsequenzen. Die zweite liefert

E2 — HP(X) q= O
P,q
0 q#0,

woraus H, (A, (X)) = H,(X) folgt (hier ist die vorige Aufgabe und der Satz iiber kleine Simplizes
zu verwenden). Die erste Spektralsequenz hat den E*-Term

B}, = @ H,(Uy).

feAL(D)
Wie sieht die Spektralsequenz aus, wenn I = [1]? Und wie fiir I = [2]7
Aufgabe 4. Es sei X ein topologischer Raum und 4 eine Uberdeckung wie in der letzten Aufgabe.
Es sei vorausgesetzt, dass fir f € Ay(I) gelte: Uy = () oder H,(Uy) = H.(x). Es sei Ngil der Nerv
der Uberdeckung 4, also die semisipliziale Menge N, = {f € A,(I)|Us # 0}. Konstruieren Sie
einen Isomorphismus
H,(N) = H,(X).
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