SEMINAR ZUR TOPOLOGIE: ALGEBRAISCHE K-THEORIE UND
ANWENDUNGEN IN DER GEOMETRISCHEN TOPOLOGIE

JOHANNES EBERT, ACHIM KRAUSE

Grundlegende Definitionen.

Vortrag 1 (Definition von Ko(R) und K;(R), Achim Krause, 9.10.). In diesem Vortrag soll die
Definition der Gruppe Ky(R) eines Ringes vorgestellt werden. Einige einfache Beispiele bieten
sich an: Korper, Hauptidealringe und lokale Ringe. [11], 1.1-1.3]. Auch der Satz von Serre-Swan,
welcher zeigt, dass fiir einen kompakten Hausdorff-Raum X die Gleichung Ko(C(X)) = K°(X) gilt,
ist hier erwdhnenswert, [II, §1.6]. Definition K7(R) eines Ringes. Als einfaches Beispiel bieten
sich euklidische Ringe an, und insbesondere der Satz, dass K;(Z) = Z/2 gilt, sollte unbedingt
behandelt werden. [11] §2] und [I0] §3].

Anwendungen in der geometrischen Topologie.

Vortrag 2 (Das Endlichkeitshindernis I, Jens Goénner, Thomas Spelten, 16.10.). Ein Raum X
ist endlich dominiert, wenn ein endlicher CW-Komplex Y und Abbildungen r : ¥ — X sowie
j: X — Y existieren, mit r o j ~ idx. Beispielsweise kompakte topologische Mannigfaltigkeiten,
[4, Proposition 8.3]. In diesem und in dem folgenden Vortrag soll das Ergebnis von Wall [I3]
besprochen werden, dass ein endlich dominierter Raum X genau dann homotopiedquivalent zu
einem endlichen CW-Komplex ist, wenn ein gewisses Element o(X) € Ko(Z[r; (X)]) := coker(Z —
Ky(Z]m(X)]) verschwindet. Man folge [4, §8] und ziehe zur Erginzung die Originalarbeit [13] zu
Rate. Bemerkung: [4, §8] verweist implizit auf [4, §6,7], deren Inhalt aber im Wesentlichen aus
der Topologie II bekannt ist. Der Sprecher muss sich mit dem Sprecher des folgenden Vortrages
koordinieren, um das Material sinnvoll aufzuteilen.

Vortrag 3 (Das Endlichkeitshindernis IT, Jens Gonner, Thomas Spelten, 23.20.). Selbe Beschrei-
bung wie der vorherige Vortrag.

Vortrag 4 (Whitehead-Torsion, Georg Frenck, 30.10.). Einem endlichen CW-Paar (Y, X) oder
allgemeiner einer Homotopiedquivalenz f : X — Y zwischen endlichen CW-Komplexen ordnet
man die Whitehead-Torsion 7(Y,X) bzw. 7(f) zu, welche ein Element der Whitehead-Gruppe
Wh(m (X)) := coker(£ x m(X) — Ki(Z[m1(X)]) ist. Literatur: [4, §11]. Das Hauptergebnis
des Vortrages ist [4, Theorem 11.12]. Zur Ergénzung ziehe man [9], [7, §2] und [2] heran. In
[11, Example 2.4.2] wird sehr einfach bewiesen, dass die abelsche Gruppe Wh(Z/5) unendlich ist.
Fundamental ist natiirlich auch das Beispiel Wh(1) = 0.

Vortrag 5 (Der s-Kobordismussatz, Uberblick, Lukas Stoveken, 13.11.). Ein h-Kobordismus ist
ein Kobordismus W : My ~ M; zwischen Mannigfaltigkeiten, so dass die Inklusionen M; — W
beide Homotopieiquivalenzen sind. Einem h-Kobordismus ordnet man die Torsion 7(W, M) €
Wh(m1(Mp)) zu. Der bertihmte s-Kobordismussatz besagt, dass ein h-Kobordismus der Dimension
> 6 genau dann diffeomorph zu My x [0, 1] ist, wenn 7(W, M) = 0 gilt. Der Beweis kann hier nur
skizziert werden und beruht auf der Morse-Theorie. Im Falle, dass m (Mg) = 1 gilt, erhélt den
h-Kobordismussatz als Spezialfall, und einen schnellen Beweis der Poincaré-Vermutung in hohen
Dimensionen.

Literatur: [7], [6].

Vortrag 6 (Satz von West, Robin Loose, 20.11.). Der Satz von West: das Endlichkeitshindernis
eines kompakten ENR’s ist trivial.
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Zuriick zur Algebra.

Vortrag 7 (Der Satz von Bass-Heller-Swan, Fabian Thiel, 27.11.). In diesem Vortrag soll es um
die grundlegende Berechnung K(Z[Z"]) = 0 und Wh(Z"™) = 0 gehen. [I], [II] §3.2]. Der Beweis
hat gewisse Ahnlichkeiten mit dem Beweis des Periodizitatssatzes von Bott.

Hohere K-Theorie. In den verbleibenden Vortragen soll es um die Moglichkeit gehen, hohere
K-Gruppen K, (R) zu definieren. Es gibt mehrere Moglichkeiten dazu; die meisten wurden von
Quillen eingefiihrt.

Vortrag 8 (Quillen Plus-Konstruktion, Markus Schmetkamp, 11.12.). Ist X ein Raum und P C
71(X) eine perfekte normale Untergruppe, so konstruiert man einen neuen Raum X und eine
Abbildung f : X — XT, so dass f einen Isomorphismus in Homologie induziert, aber 7 (X 1) =
m(X)/P. [Bl S. 374], [11} §5.2]. Mit dieser Konstruktion ausgeriistet definiert man K,(R) :=
T (BGLoo (R)T).

Vortrag 9 (K3(R), Johannes Ebert, 18.12.). Zuné&chst soll nachgewiesen werden, dass die im
letzten Vortrag gegebene Definition von Kj(R) mit der alten iibereinstimmt. Des weiteren soll
eine direkte algebraische Beschreibung von Ks(R) gegeben werden. Literatur/Hinweise: die alge-
braische Definition von K3(R) ist in [I0, §5] oder [I1l IV.1-3] zu finden, der Beweis, dass beide
Definitionen iibereinstimmen in [IT, Theorem 5.2.7].

Vortrag 10 (“Group-completion” und alternative Definition der héheren K-Theorie, Jannes Ban-
tje, Leon Hendrian (2 Vortrage), 8. und 15.1.). Fiir einen topologischen Monoid M soll der klassi-
fizierende Raum BM eingefithrt werden. Nach [§] soll dann bewiesen werden, dass die Abbildung
M — QBM auf Homologie einen Isomorphismus H,(QBM) ~ H,.(M)[ro(M)~!] beziiglich aller
lokalen Koeffizientensysteme induziert. Schliellich soll damit gezeigt werden, dass fiir den Monoid
M =1], BGL,(R) gilt dass QBM ~ Ky(R) x BGL(R)*.

Die Quelle [12] ist ebenfalls relevant, und die bendtigten Aussasgen iiber simpliziale Radume
werden alle auch in [3] bewiesen.
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