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Teil |

Mehrdimensionale Differentialrechnung



In dieser Vorlesung wollen wir die Erkenntnisse, die wir in Analysis 1 Uber Folgen und Funktionen in
R gewonnen haben, auf den euklidischen Raum beliebiger endlicher Dimensionen erweitern. Im groben
Uberblick werden wir in folgender Reihenfolge abstrahieren: Lange, Abstand, Konvergenz, Stetigkeit, Dif-
ferenzierbarkeit. Auf diesem Weg werden wir uns eingangs mit Grundlagen der Topologie befassen. Alle
topologischen Uberlegungen beruhen auf einem sehr allgemeinen Begriff der Ndhe. Diesen Nahebegriff
werden wir im ersten Abschnitt insbesondere mit der Definition offener und abgeschlossener Mengen ent-
wickeln. Zunachst aber befassen wir uns mit der Abstraktion von Lange und Abstand.



1 Metrische Raume

Fir n € N ist die Menge
X1

R" := S lIxeR
Xn

ist mit komponentenweiser Addition und Multiplikation ein R-Vektorraum der Dimension dimg R"” = n. Eine

Basis von R" ist die Menge der kanonischen Basisvektoren {ey, ..., en}, auch Standardbasis genannt, mit
01i
e =
6ni

fir 1 < i< n, wobei wir mit

1, i=j
5/] = . .
0, i#J
das so genannte Kronecker-Delta ist. Dieser Vektorraum wird durchgehend unser Standardbeispiel sein, die

mehrdimensionale Differentialrechnung werden wir sogar ausschlieBlich fiir diesen Vektorraum erarbeiten.
Aus diesem Grund sollten wir diesen Vektorraum stets im Hinterkopf behalten.

11 Normierte Raume

Definition 1.1.1 (Skalarprodukt). Sei V ein R-Vektorraum. Eine Abbildung (-,-): V x V — R, (x,y)
(x,y) heilst Skalarprodukt auf V, wenn fiir alle x, y, z € V, a € R die folgenden Axiome erflllt sind:

1. (x,x) > 0und (x,x) = 0 < x = 0 (Positive Definitheit).
2. (x+y,2)=(x.2) + {y. 2), (X, y + 2) = (x, y¥) + (x, z) und (ax, y) = a(x, y) = (x, ay) (Bilinearitat).
3. (x,y) = (y,x) (Symmetrie).

Das Paar (V, (-, -)) heilst euklidischer Vektorraum.
Beispiel (Standardskalarprodukt). Das Standardskalarprodukt auf R” ist die Abbildung (-, -): R" x R” — R

mit
X1 n n
< , > = ZX,‘)/,‘.
X, i=1

Yn
Beispielsweise ist ((2),(3')) =2-(-1)+4-3=—-2+12=10.

Definition 1.1.2 (Norm). Sei V ein R-Vektorraum. Eine Norm auf V ist eine Abbildung ||-|: V — R, x ~
lIx|l, welche fir x, y € V, a € R die folgenden Axiome erfllt:
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1. |Ix|l = 0 = x = 0 (Definitheit).
2. |lax|| = |a| - ||x]| (Absolute Homogenitat).
3. Ix + vl < Il + llyll (Subadditivitit bzw. Dreiecksungleichung).

Das Paar (V, ||-||) heilst normierter Vektorraum.

Korollar 11.3. Sei (V, ||-||) ein normierter Vektorraum. Fiir x, y € V gilt:

1. ||x]| > 0.
2. ||o]] = 0.
3. [l=xII =[]l
4o |Ix =yl = lly = xII-
Beweis. Zu 3. Es gilt ||—x|| = [|(=1) - x|| = |-1] - [Ix|| = IIx]I-

Zu 2. Esist ||0]| = ]|0 - 0]| = |0] - ||0]| = O.

Zu 1. Dies folgt aus 0 = ||0]| = ||x — x|| < |Ix|| + [|—x]| = 2||x]-

Zu 4. Diese Aussage folgt aus ||x — y|| = ||[-(y — x)|| und Aussage 3. O

Die Norm ist also anschaulicherweise eine Abbildung, welche den Begriff der Lange verallgemeinert.
All ihre Eigenschaften stimmen mit unserer Vorstellung einer Lange iiberein, beispielsweise die Definitheit
oder die absolute Homogenitat. Wir kldren nun den Zusammenhang zwischen Skalarprodukt und Norm
und geben einige Beispiele fir Normen an.

Definition 1.1.4 (Induzierte Norm). Ist (V, (-, -)) ein euklidischer Vektorraum, so ist die durch (-, -) indu-
Zierte Norm fiir x € V definiert durch
IxIl := v/ {x, x).

Dieser Wert ist wegen der[Skalarproduktaxiome|wohldefiniert.

Satz14.5. Sei (V, (-, ) ein euklidischer Vektorraum. Dann gentigt die von (-, -) induzierte Norm ||-|| den
und fiir x, y € V gilt zudem die Cauchy-Schwarz-Ungleichung

[ L < Hlxdl - iy ll-

Beweis. Aus ||x|| = +/{x,x) = 0 folgt (x, x> = 0, also x = 0 und damit die Definitheit von |-||. Fir a € R

erhalten wir |lax| = v/(ax, ax) = /a?(x, x) \ﬁ\/ (x,x) = |a| - ||x|| und ||-|| ist absolut homogen. Fiir

den Beweis der Dreiecksungleichung benutzen wir die Cauchy-Schwarz-Ungleichung, die wir fiir den nicht-
trivialen Spezialfall y # 0 nun mithilfe einer Hilfsfunktion beweisen: Sei

fiR—=R,f(t) = (x+ty,x+ty) = ||x]|* + 2t{x, y) + t?|ly||*.

Da (-, -) positiv definit ist, ist f > 0. Ferner erkennen wir, dass f eine nach oben gedffnete Parabel ist, also
ein globales Minimum besitzt. Wegen

(x,y)
llyll2

fl(t)=0&2(x,y)+2t|y|? =0t =— =T
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sowie f”(t) = 2|ly||> > 0 wird dieses Minimum bei T angenommen. Dort gilt

X, y)?  (x,y)? ,  (xy)?
0<F(T)=xI”-2 = [|x[]* =
Iyl Iyl lyll
(x,y)?
= <IxXI7 = )2 < X2 - Dy lP = 1o yd ] < Dix- Il

lyII?

Nun beweisen wir die Dreiecksungleichung. Es ist

Ix +yI? = (x + v x +y) = X117 + 206, v) + Iy 12 < IxI? + 2104 )] + Dyl
< 11 201 - Iyl + Iyl = i+ Dyl

und mit Radizieren folgt die zu zeigende Dreiecksungleichung. O

Bemerkung. Man notiert die Ungleichung auch |{x, y)|?> < (x, x) - (y, y). In den Komponenten von x ausge-
schrieben lautet die Ungleichung lbrigens

n
| ZX/M <
i=1

Wir wollen nun die Lange eines Vektors so berechnen, wie es unserer intuitiven Anschauung entspricht:
Wir beginnen dazu im R?. Ein Vektor v = () stellen wir uns dort als Pfeil vor:

y

A

> X

Dessen Lange berechnen wir als Hypotenuse des Dreiecks, welches zwischen den Punkten (0, 0), (4, 0), (4, 3)
liegt. Mit dem Satz des Pythagoras folgt Lange () = v/x2 + y2. Vollzieht man dieselbe Uberlegung im

R3, so erhdlt man wieder durch Anwenden des Satzes des Pythagoras, dass Lange (g) = /X2 +y2+Z2

Gewissermalien also entspricht diese Langenberechnung unserer natirlichen Vorstellung der Lange. Aus
diesem Grund wird diese Norm die fiir unsere Arbeit wichtigste Norm werden; in der Tat wird sie sogar
durch das Standardskalarprodukt induziert. Wir wollen diese Norm jedoch verallgemeinern und gelangen
zu folgendem Begriff.

Definition 1.1.6 (p-Norm). Sei x = Y7 | x;e; € R". Fiir p € [1, 00) ist die p-Norm definiert durch
1
n P
Ix[lp = <lef|”> :
i=1

Man setzt die co- bzw. Maximumsnorm als ||x||c = maxi<i<n|xi|. Fir p = 1 bzw. p = 2 heifen die
p-Normen auch Betrags- bzw. euklidische Norm.
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(1

~

(]
(-1.-1)

Diese Abbildung zeigt, wie der Einheitskreis {x € R? | ||x||, = 1} unter verschiedenen p-Normen aussieht,
namlichfirp=1,p=2und . Wir erkennen hier, dass erstens ein Kreis unter verschiedenen Normen
sehr verschieden aussehen kann und dass zweitens (wieder) lediglich die 2-Norm unserer natiirlichen
Vorstellung eines Kreises gerecht wird.

Satz 14.7. Fir jedes p € [1, 0] ist die p-Norm eine Norm auf R".

Beweis. Seien x = (xq, ..., )y =01 ..., ya)" € R
Wir zeigen zunachst, dass die 1-Norm eine Norm ist. Dazu missen wir Definitheit, Betragshomogenitat
und Subadditivitat nachweisen. Aus

n
Ix[ly = x| = 0= |x| =0 fiiralle i = x =0
=1

folgt die Definitheit. Die Homogenitat ergibt sich fir a € R aus

n n
laxlls =Y laxil = lal Y _Ixil = lal - [Ix]s,
i=1 i=1

die Subadditivitat folgt fur y € R” aus

n n

n n
I+ vl = x4yl <D il + il = Y Ixil+ vl = Ixll + Iyl
i=1

=1 =1 i=1
Nun betrachten wir die co-Norm. Diese ist wegen
x|l = max|x|=0= x;,=0flrallei=x=0
1<i<n
definit und wegen
laxlloo = max|ax| = max {lal - [} = [a] max x| = al - ]

fir alle a € R betragshomogen. Wir zeigen nun die Dreiecksungleichung. Fir x,y € R”" gilt wegen der
Dreiecksungleichung des Absolutbetrags auf R die Abschatzung

= . | < ) .
HX +JV”oo 1@?§Xn|XI +yi| < 1”;,;2(”{')(" + |YI|}

< - | =
< ggﬁxnlx,l + lrg%xnly,\ IXlloo + 1Yo
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und die oo-Norm genlgt den Normaxiomen.
Sei nun p € (1,00). Wir beweisen zundchst Definitheit und Betragshomogenitat. Diese Eigenschaften
folgen aus

1
n > n
Il = <ZX/I"> =0= ) |x|°=0=x=0flrallei=x=0
i—1 =1

bzw. aus

n 5 [ 5
laxllo = | D_laxil? | = (al?)> [ D_IxlP | = lal- lIxll,.
i=1 i=1

Es bleibt die Dreiecksungleichung (welche in diesem Zusammenhang auch Minkowskische Ungleichung
genannt wird) zu zeigen. Fir deren Beweis werden wir die Holdersche Ungleichung verwenden: Sind p, g €
(1,00) mit £ + ¢ =1, 50 st

n
> bavil < Ixllplyllg.

i=1

Den Beweis der Holderungleichung geben wir weiter unten. Sei z = (|x; + [P, ..., | Xn +yn|p_1)T e R
Sei g € (1, 00) derart, dass % + % = 1. Zwangsweise ist dann ¢ = p—ﬁl. Wir erhalten folgende Identitat:

1

n q n %

Izlla = (Z(IX/+yfl’“)q> = <Z (xf+y,|”1)‘fl>
=1 i=1

P

q

1
n q n b
= <Z|X/+Yi|p> = <Z|Xi+y/'|p> = HXJF)/H,’;/C’-
i=1 i=1
Diese werden wir spater benutzen. Wegen der Dreiecksungleichung in R gilt
xi + il = |xi + yil - Ixi + vilP " < (I3l 4 D (I + yil)P~ = [xilzi+ Lyilzi.

Durch Aufsummieren erhalten wir die Ungleichung

n n n
I+ 15 =" "Ixi+ylP <D Ixilzi+ D _lyilz (+)
=1 i=1 i=1

Auf beide Summanden der rechten Seite wenden wir die Holdersche Ungleichung an und erhalten

n n
Z|X,-\Z,- + Z|YI|ZI' < HXHDHZ”q + ||Y||p||ZHq = ”ZHG(”XHP + ||YHP)
i=1 i=1

= lx +y159Ixllo + llyllp)-
In Verbindung mit Ungleichung () erhalten wir also
Ix + 15 < Ix + 15 9Cxllo + 1y ll)-
Wegen 1 + £ = 1ist 2 = p—1. Division durch [x + y||5~* ergibt

X+ ylip

1 = X+l < lixlls + lIyllp- O
Ix + b
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Satz 1:1.8 (Holder-Ungleichung). Sind p, g € (1,00) mit £ + ¢ = 1, so gilt fur alle x,y € R" die Unglei-
chung

n
> bavil < lIxllplyllg.

i=1

Bevor wir den Beweis geben kdnnen, brauchen wir zwei Lemmas.

Lemma 11.9. Sei | C R ein offenes Intervall und f : | — R zweimal stetig differenzierbar. Es gelte
f"(x) > 0 fiir alle x € I. Dann ist f konvex, das heifit, fiir x,y € [ und t € [0,1] gilt f(tx+ (1 — t)y) <
tf(x) 4+ (1 —=t)f(y).

Beweis. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit dirfen wir x < y und 0 < t < 1 annehmen. Weil f” > 0 ist
die Ableitung monoton steigend. Sei x < z < y. Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung gibt es
ge(x,z)undn e (z,y) mit

Umstellung dieser Ungleichung zeigt

y - z—X

Z
(f(2) = fONy —2) < (F(y) = f(2))(z—x) = f(2) < yfxf(X)Jr yixf(y)-
Substitution t := i:j und 1 —t = ;%ﬁ tx + (1 — t)y = z zeigt das gewlinschte Ergebnis, zumindest flir
x<y. L]

Lemma 1.1.10 (Young-Ungleichung). Fiir a, b € [0, 00) und p, q € (1, 00) mit £ + £ gilt
1 1
ab < —aP + = b9,
% q

Beweis. Die Exponentialfunktion f(x) = e* erfiillt /” > 0 und ist daher nach Lemma [i.1.9] konvex. Setze
x :=plog(a), y := qlog(b), t := %. Dann liefert die Konvexitatsungleichung

ab = epPl9(a)+5alog(b) < %eplog(a) + %ealog(b)%ap + lbq_

O

Beweis der Holder-Ungleichung. Die Ungleichung ist trivial falls x = 0 oder y = 0. Falls ||x||, = |lyllq = 1,
so sehen wir mit der Young-Ungleichung

n

n n
1 1 1 1
Do il <D0 =balP ) =il = <X+ <yl =1 = [Ixllplyllg.
i=1 i=1 p i=1 q P Y

1 1
X, W =
lIx[l, liylla

Im allgemeinen Fall setze z := y und erhalte

1 n n
WZ IXillyil = Z |zi|lwi] < lzllpllwllq = 1. O
pllYllq

i=1 i=1
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Definition 1.1.11. Sei V ein R-Vektorraum. Zwei Normen [|-||1, ||-||» auf V' heiRen dquivalent, falls ¢;, o > 0
existierten, sodass flr alle x € V gilt:

allxlly < lixllz < cllx|ls.

Korollar 11.12. Die Normendquivalenz ist eine Aquivalenzrelation.

Beweis. Wegen ||x||< ||x|| < ||x|listdie Normendquivalenz reflexiv. Die Symmetrie folgt aus c1||x]j1 < ||x|l2 <
alixll = Zlixlla < lIxllh < Zlix|l2. Fir den Beweis der Transitivitat gelte ¢i|x|ly < [Ix]l2 < cllx|ly sowie
allixll2 < [Ixlls < allx|l2. Dann folgt cza|x[l1 < [[xls < cacallx]l1. O

Satz 11.13. Die 1-,2- und co-Norm auf R" sind dquivalent und es gilt
Ixlloo < lixll2 < lix[ly < nllx]loc-
Beweis. Flr x € R” existiert ein 1 <j < n mit ||x||cc = |Xj|. Dann ist
n

> Ixil2 = lixl,

i=1

IXlleo = Ixil = /1> <

da die Wurzelfunktion auf R streng monoton steigt. Aus der Subadditivitat der 2-Norm folgt

n
E Xi€i
i=1

Zuletzt gilt offensichtlich die Ungleichung

n

n
< lxieilla = Ixil = llxls.
2 i=1

i=1

lIx]l2 =

n n
el = bl < 3 max il = il -
i—1 o1 1sisn

Spater werden wir sehen, dass allgemein auf dem R” alle Normen aquivalent sind.

1.2 Metrische Raume

Definition 1.2:1(Metrik). Sei X eine Menge. Eine Metrik auf X ist eine Abbildung d: XxX — [0, ), (x,y) —
d(x, y), welche fiir alle x, y, z € X die folgenden Axiome erfiillt:

1. d(x,y) = 0 & x = y (Definitheit).

2. d(x,y) = d(y, x) (Symmetrie).

3. d(x,y) < d(x,z)+ d(z, y) (Dreiecksungleichung).

Das Paar (X, d) (bei Eindeutigkeit der Metrik auch nur kurz X) heilt metrischer Raum; der Wert d(x, y)
wird Abstand von x und y genannt.

Eine Metrik verallgemeintert den naiven Abstandsbegriff. Auch hier gilt, dass sich eine Metrik so verhalt,
wie wir es von einem Abstand erwarten wirden, ganz eindriicklich zeigen das die Symmetrie oder die
Subadditivitat.
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d(z.y)
d(x,y)

d(x, z)
X

Die grafische Veranschaulichung der Dreiecksungleichung.

Proposition 1.2.2. Ist (V, ||-||) ein normierter Raum, so ist
d(x,y) = lx =yl

eine Metrik auf V.

Beweis. Wegen d(x,y) =[x —y|| =0 < x—y = 0 & x = y ist d definit. Die Symmetrie ergibt sich aus
Korollar[1.1.3] die Dreiecksungleichung folgt aus d(x,y) =[x —y|| =[x —z+z—y|| < |x—z| + |z - y|| =
d(x,z)+d(z,y). O

Diese Metrik heil’t (analog zu Deﬁniton dievon ||-|| induzierte Metrik. Insgesamt gilt also: Ein Skalar-
produkt auf einem Vektorraum V induziert eine Norm, welche wiederum eine Metrik induziert. Deswegen
ist jeder euklidische Vektorraum auch ein normierter Raum; und jeder normierte Raum ist auch ein metri-
scher Raum. Wir vereinbaren fiir uns: Ist ab sofort X eine Teilmenge von R” und nichts weiter angegeben,
so ist X immer mit der durch das Standardskalarprodukt induzierten Metrik (dies ist also genau die Metrik,
welche durch die euklidische Norm (= 2-Norm) induziert wird) versehen. Diese Metrik hat also die Gestalt

dix,y) =lx=ylla = V{x =y, x—y).

Nebenbei: Die Metrik, welche durch die 1-Norm erzeugt wird, wird auch gelegentlich Manhattan- oder
Taxi-Metrik genannt aus folgendem Grund: Das Straltennetzwerk des New Yorker Stadtteils Manhattan ist
ahnlich einem Schachbrettmuster angeordnet. Die Strecke, die nun ein Taxi zwischen zwei Punkten A und
B zuriicklegt, ist genau die Summe der absoluten Koordinatendifferenzen, also genau ||A — B||1, wie die
folgende Grafik verdeutlicht:

All die eingezeichneten Distanzen haben dieselbe Lange. Man kann sich vorstellen, dass unter verschie-
denen Metriken auch sehr verschiedene Geometrien entstehen kénnen. Dies soll uns aber nicht weiter
beschaftigen.
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1.3 Konvergenz

Da wir nun in allgemeinen metrischen Raumen von Abstanden sprechen konnen, wollen wir den Begriff
der Konvergenz, welcher ja mafligeblich auf dem Abstandsbegriff fult, ebenfalls verallgemeinern.

Definition 1.3.1 (Konvergenz). Sei (X, d) ein metrischer Raum. Eine Abbildung x: N — X, n+ x(n) =: x,
fassen wir wieder als Folge ihrer Funktionswerte (x,)nen auf. Dann konvergiert die Folge (x,), gegen
y € X, wenn fir alle e > 0 ein N € N existiert, sodass fir alle n > N gilt: d(x,, y) < €. Analog zu reel-
len Folgen Ubertragen sich die Begriffe konvergente Folge, Divergenz, divergente Folge auf metrische
Raume.

Die Definition der Konvergenz libertragt sich also komplett analog zu den reellen Zahlen, blof’ dass der
Differenzbetrag |x, — y| durch die Metrik d(x,, y) ersetzt wird.

Satz 1.3.2. Sei X = R" mit der Metrik, die durch 1-, 2- oder co-Norm induziert wird. Sei (x(k))ken =
(Ca(k), ..., Xn(k))k eine Folge in X. Sei x = (xq, . . ., X,) € R". Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
1. Firalle 1 < i < ngilt limg_eo Xi(k) = X;.
2. limioo0llx(k) — x]l1 = 0.
3. limysoox(k) — xl2 = 0.

4. “mk—>oo||X(k) - XHoo =0.

Die Aussage dieses Satzes ist ziemlich intuitiv. Er besagt, dass eine Folge (x(k))x von Vektoren im R”
genau dann gegen einen Vektor x € R”" (beziiglich der von der 1-, 2- oder oco-Norm induzierten Metrik)
konvergiert, wenn fiir alle 1 </ < n die Folge der i-ten Komponente von x(k) gegen die i-te Komponente
von x konvergiert. Dies ist sehr nitzlich, weil damit die Konvergenz im R” in n Konvergenzen in R zerfallt.
Es folgt der Beweis:

Beweis. Der Beweis wird als Ringschluss 1 = 2 = 3 = 4 = 1 gefiihrt.
1= 2 Esist

n
0 < [Ix(k) = x[ly = > [xi(k) = x| = 0.
=1
—0
2 = 3 = 4. Wir benutzen die Aquivalenz der betrachteten Normen. Wegen 0 < [|y|loo < [lyll2 < llyll1 <
nllylle erhalten wir

lim ||x(k) — x|l = 0= lim ||x(k) — x|l = 0= lim ||x(k) — x|l = 0.
k—o00 k—o0 k—o00

4 = 1. Nach Definition ist || x(k) — X|lco = Maxi<j<n|Xi(k) — xi|. Also ist |xj(k) — xi| < ||x(k) — x|l fUr alle
i, damit gilt |x;(k) — x;| — 0. O

Satz 1.3.3. Seien (X, d) ein metrischer Raum. Dann gilt:

1. Firv,w,x,y € X gilt die Vierecksungleichung |d(v, w) — d(x,y)| < d(v,x) + d(w, y).
2. Falls (x»)nen, (Vn)nen gegen x, y Ronvergente Folgen in X sind, so gilt lim,_. d(Xxn, ¥n) = d(x, y).
3. (Eindeutigkeit des Grenzwertes) Konvergiert (x,), auch gegen x' € X, so ist x = x'.
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Beweis. Zu 1. Es gilt d(v, w) < d(v, x) + d(x,y) + d(y, w). Subtraktion von d(x, y) ergibt die Ungleichung
d(v,w)—d(x,y) <d(v,x)+d(y,w) =d(v,x)+d(w,y). Aus der Ungleichung d(x, y) < d(x,v)+d(v,w)+
d(w, y) erhalten wir durch Subtraktion von d(v, w) die Ungleichung d(x, y) — d(v, w) < d(x, v) + d(w, y),
welche mit der Symmetrie der Metrik und Multiplikation mit (—1) in die Ungleichung —d(v, x) — d(w, y) <
d(v, w)—d(x,y) Ubergeht. Insgesamt erhalten wir also —(d(v, x)+d(w, y)) < d(v,w)—d(x,y) < d(v,x)+
d(w,y),also |d(v,w) — d(x,y)| < d(v,x)+ d(w,y).

Zu2.Esist0 < |d(xn, yn)—d(x, y)| < d(xy, x)+d(Vn, ¥). Wegen x, — x, ¥, — yistd(x,, x) = 0,d(yn, ¥) —
0 und damit d(x,, x) + d(¥n, ¥) — 0. Mit dem Sandwich-Lemma folgt das Korollar.

Zu 3. Wie gezeigt ist d(x, x’) = lim,—0 d(Xxp, X,) = 0, also x = x'. O

Definition 1.3.4 (Cauchy-Folge). Eine Folge (x,)nen in einem metrischen Raum (X, d) heit Cauchy-
Folge, wenn fir alle e > 0 ein N € N existiert, sodass d(x,, xm) < € fur alle n,m > N.

Korollar 1.3.5. st (X, d) ein metrischer Raum und (x,).en €ine Folge in X, die gegen x € X konvergiert.
Dann ist (x,), eine Cauchy-Folge.

Beweis. Sei ¢ > 0. Wahle N € N derart, dass d(x,x,) < g/2 fir alle n > N. Fir n,m > N gilt dann
d(Xn, Xm) < d(Xp, X) + d(x, xm) < €. O

Definition 1.3.6 (Vollstandigkeit). Ein metrischer Raum X heiBt vollstandig, wenn jede Cauchy-Folge in
X gegen ein x € X konvergiert.

Beispiel. Der metrische Raum R mit der Abstandsfunktion ist vollstandig. Dies ist gerade die Aussage
des Cauchy'schen Konvergenzkriteriums aus der Analysis I. Das Intervall (0, 1] C R ist kein vollstandiger
metrischer Raum, denn die Cauchy-Folge (%), besitzt keinen Grenzwert in (0, 1].

Der euklidische Vektorraum R" ist vollstandig. Denn ist (x(k)) eine Cauchyfolge in R”, so ist jede Kom-
ponentenfolge x;(k) eine Cauchyfolge in R (denn |x;(k) — x;(/)] < ||x(k) — x(/)||-) und besitzt daher einen
Grenzwert x; in R. Nach Satz[i.3.2 konvergiert dann x(k) gegen x.

All diese Definitionen Ubertragen sich analog aus den eindimensionalen reellen Zahlen und beddirfen
wohl keiner ausgiebigeren Erklarung.

1.4 Topologische Grundbegriffe

Wir geben nun eine Einfihrung in die Grundlagen der Topologie. Die Erkenntnisse, welche wir in diesem
Unterkapitel gewinnen, werden wir fiir alle weiteren Kapitel benutzen. Die Topologie (gr. topos = Ort) ver-
allgemeinert das Konzept der Ndahe, sodass man darauf beruhende Begriffe der Analysis wie Konvergenz
und Stetigkeit, in allgemeinerem Rahmen untersuchen kann. Dafiir klaren wir zuerst einige Basistermini.

Definition 1.4.1 (e-Ball). Sei (X, d) ein metrischer Raum, x € X und € > 0. Der e-Ball in X um x ist
definiert durch
BX(x) == Be(x) = {y € X | d(x,y) < €}.

Der e-Ball ist die Verallgemeinerung der e-Umgebung einer reellen Zahl. In Analysis 1 hatten wir zudem
flr Punktmengen die Terme Bertihrpunkt und innerer Punkt definiert, welche wir auch in unseren folgenden
Arbeiten in allgemeinen metrischen Raumen bendotigen.
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Definition 1.4.2. Sei (X, d) ein metrischer Raum und Y C X. Ein Punkt x € X heil3t

1. Beriihrpunkt von Y, wenn flr alle e > 0 ein y € Y existiert mit d(x,y) < e. Aquivalent: Fir alle
e > 0ist Y N BX(x) # (. Die Menge der Berlhrpunkte von Y nennt man ihren Abschluss und
schreibt Y.

2. innerer Punkt von Y, falls ein € > 0 existiert, sodass BX(x) C Y. In diesem Fall heiBt Y eine
Umgebung von x in X. Die Menge der inneren Punkte von Y nennt man ihr Inneres und schreibt
Ye.

Beispiele. 1. Wir betrachten X = (0,1) C R. Dannist X = X U {0, 1}, denn fiir jedes € > 0 existieren
a,be(0,1) mita<eundb>1-—ce. Innere Punkte von X sind alle Punkte selbst, also X° = X.

2. Wir betrachten N als Teilmenge von R. Dann besitzt N keine inneren Punkte in R, denn egal wie
klein die Umgebung ist, welche wir um eine natirliche Zahl legen, sie enthéalt immer eine (sogar
Uberabzahlbar viele) reelle Zahl. Fassen wir jedoch N als Teilmenge von Z auf, so ist jede Zahl in N
ein innerer Punkt.

3. In Analysis 1 haben wir die Erkenntnis gewonnen, dass Q dicht in R liegt. Diese Tatsache kdnnen wir
topologisch durch @ = R ausdriicken, denn das heit, dass in jeder Umgebung einer rellen Zahl liegt
eine (sogar unendlich viele) rationale Zahl. Umgekehrt gilt aber auch, dass in der Umgebung jeder
rationalen Zahl eine (sogar liberabzahlbar viele) irrationale Zahlen liegen. Also besitzt @ aufgefasst
als Teilmenge von R keine inneren Punkte.

Bemerkung. Fir eine Teilmenge Y C X eines metrischen Raumes gilt offenbar

Yecycy.

©

Diese Abbildung zeigt einen metrischen Raum X und eine Teilmenge Y C X. Der rote Punkt ist ein Be-
rihrpunkt von Y, jedoch kein innerer Punkt, denn egal, wie klein wir eine Umgebung (dargestellt durch
einen Kreis) des roten Punktes wahlen, diese Umgebung liegt nie ganz in Y. Der blaue Punkt ist sowohl
Beriuhrpunkt als auch innerer Punkt von Y, der griine weder noch. Man erkennt gut, dass es wichtig ist,
anzugeben, in welchem Raum man einen Punkt betrachtet: So ist der rote Punkt ein innerer Punkt von X,
der griine ein innerer Punkt von X.

Definition 1.4.3. Eine Teilmenge Y eines metrischen Raumes (X, d) heil’t

1. offen in X, wenn jeder Punkt in Y ein innerer Punkt ist, also: Y = Y°.
2. abgeschlossen in X, wenn ihr Komplement X \ Y offen in X ist.

Offene Teilmengen sind demnach genau jene, in welchen also jeder Punkt aussschlieBlich von anderen
Punkten dieser Menge umgeben ist. Offenheit und Abgeschlossenheit hangen maRgeblich von der zugrun-
de liegenden Metrik ab. Man beachte an dieser Stelle ibrigens, dass alle bisherigen Definitionen flir den
metrischen Raum (R, |-|) exakt den Definitionen aus Analysis 1 entsprechen.
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Warnung. Die Begriffe "offen” und "abgeschlossen” sind nur in Bezug auf einen umgebenden metrischen
Raum definiert. Die Aussage "Y ist offen” ist nur dann sinnvoll, wenn ein metrischer Raum X angegeben
wird, in dem Y offen sein soll (gleiches gilt fiir "abgeschlossen”). Wir gebrauchen die Sprechweisen Y c X

non

offen”, "Y ist eine offene Teilmenge von X",

Beispiele. 1. Offene Intervalle (a, b) C R sind offen in R, denn: Fiir x € (a, b) wahle 6 = min{x — a, b —
x} > 0.Dannist (x—3,x+0) C (a, b). Ebenso sind abgeschlossene Intervalle [a, b] abgeschlossen in
R, denn R\ [a, b] = (—o0, @) U (b, 00) ist offen in R.
2. Das Intervall (0, 1] ist weder offen noch abgeschlossen in R, denn weder (0, 1] noch das Komplement
(=00, 0] U (1, 00) ist offen in R.

3. Die Menge N ist nicht offen in R, jedoch offen in Z.

Korollar 1.4.4. Sei (X, d) ein metrischer Raum, x € X, e > 0. Dann ist jeder e-Ball B:(x) offen in X.

Beweis. Fury € Be(x) setze 6 .= ¢ — d(x,y) > 0. Istdann z € Bs(y), soist d(z,x) < d(z,y) + d(y,x) <
e—d(x,y)+d(y,x) =¢,also Bs(y) C Be(x). O

Satz 1.4.5. Sei (X, d) ein metrischer Raum. Dann gilt:

1. Die leere Menge und X sind sowohl offen als auch abgeschlossen in X.
2. Endliche Durchschnitte offener Mengen sind offen.

3. Beliebige Vereinigungen offener Mengen sind offen.

4. Beliebige Durchschnitte abgeschlossener Mengen sind abgeschlossen.
5. Endliche Vereinigungen abgeschlossener Mengen sind abgeschlossen.

Beweis. Zu 1. Die leere Menge und X selbst sind trivialerweise offen. Wegen ) = X \ X und X = X'\ 0 sind
¢ und X auch abgeschlossen.

Zu 2. Seien A1, A; offen in X, x € Ay N Ax. Dann existieren g1,e2 > 0 mit B, (x) € A; und Bg,(x) C As.
Fir e := min{ey, 2} > 0 ist dann B¢(x) € A; N A, und der Durchschnitt zweier offener Mengen ist offen.
Induktiv folgt die Aussage fiir beliebige endliche Durchschnitte.

Zu 3. Sei (A))ies eine durch / indizierte Familie offener Teilmengen von X. Sei ferner x € [ J,¢, Ai. Dann
existiert ein Index/ € / mit x € A;. Da A; offenistin X, ist x ein innerer Punkt von A;, also auch von {J,¢, Ai.

Zu 4. Sei (Aj)ies eine durch [ indizierte Familie abgeschlossener Teilmengen von X. Dann ist

X\ﬂAi = U(X\A/)-
icl i€l
Nun ist {J;¢; X \ A nach Aussage 3 als Vereinigung offener Mengen offen und ¢, A; damit abgeschlossen
in X.
Zu 5. Seien Az, A, abgeschlossen in X. Dann ist

X\ (AfUA) = X\AINX\ A

als Durchschnitt zweier offener Mengen nach Aussage 2 offen in X und damit A; N A, abgeschlossen in X.
Induktiv folgt die Aussage fur beliebige endliche Durchschnitte. O

Bemerkung. Beliebige Durchschnitte offener Mengen sind nicht allgemein offen, betrachte als Gegenbei-
spiel das Intervall 1, = (=%, 1), welches fir alle n offen in R ist; jedoch ist (), /n = {0} nicht offen in
R. Ebenso sind beliebige Vereinigungen abgeschlossener Mengen nicht allgemein abgeschlossen. Ein Ge-
genbeispiel ist I, = [—1 + % 1- %] welches flir alle n abgeschlossen in Riist; jedoch ist J,ey /n = (=1, 1)

nicht abgeschlossen in R.
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Eine wichtige Folgerung dieses Satzes ist — wie man in Aussage 1 sieht -, dass Offenheit und Abge-
schlossenheit keine Gegensatze sind! Mengen konnen weder offen noch abgeschlossen sein, genau eine
der beiden Eigenschaften besitzen oder auch sowohl offen als auch abgeschlossen sein (solche Mengen
heilen selten auch abgeschloffen). Wir geben nun ein alternatives (ebenfalls aus Analysis 1 bekanntes)
Kriterium fir Abgeschlossenheit an und klaren kurz den Zusammenhang zwischen Abgeschlossenheit und
Vollstandigkeit.

Satz 1.4.6. Sei (X, d) ein metrischer Raum und Y C X. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

1. Die Menge Y ist abgeschlossen in X.
2. Fir jede Folge (y,)nen in' Y, die in X Ronvergiert, ist limp—.o ¥n € Y.

Lemma 1.4.7. Ein Punkt y € X ist genau dann ein Bertihrpunkt von Y, wenn es eine Folge (yn)nen in Y
gibt, welche gegen y konvergiert.

Beweis. »=-«. Ist y ein Beruhrpunkt von Y, so existiert fir jedes € > 0 ein y' € B(y). Wahle als n-tes
Folgenglied y, ein y’ € By/n(y). Dann ist (y,)nen €ine Folge in Y, die gegen y konvergiert.

»<=«. ISt limp_ee Yo = ¥, S0 existiert flirallee > 0 einy, € Y mit d(y, y,) < €. Also ist y ein Beriihrpunkt
vonYy. O

Beweis von Satz 1.4.6. Wir zeigen »—1 < —2«. Sei Y nicht abgeschlossen. Dies ist dquivalent zu X \ Y nicht
offen. Dies ist nach Definition genau dann der Fall, wenn ein y € X \ Y existiert, welches kein innererer
Punkt von X \ Y ist. Genau dann gilt fiir alle € > 0, dass Be(y) € X \ Y, also Be(y) NY # 0 fir alle . Dies
ist gleichbedeutend mit der Definition eines Beriihrpunktes, also ist y € Y und nach Lemmaexistiert
genau in diesem Fall eine Folge (v,)qen in Y, welche gegen y ¢ Y konvergiert. Da wir nur tiber Aquivalenzen
argumentiert haben, ist der Satz gezeigt. O

Korollar 1.4.8. Sei X ein metrischer Raum. Dann ist Y C X genau dann abgeschlossen in X, wenn
Y=Y.

Beweis. Folgt unmittelbar aus Satz[i.4.6lund Lemmai.4.7} O

Satz 1.4.9. Sei X ein metrischer Raum. Ist Y C X vollstdndig, so ist Y abgeschlossen in X.

Beweis. Sei (ya)nen €ine Folge in Y, die gegen ein x € X konvergiert. Wir zeigen die Abgeschlossenheit von
Y, indem wir x € Y zeigen. Da (y,), konvergiert, ist sie eine Cauchy-Folge. Aufgrund der Vollstandigkeit
von Y konvergiert (y,), gegen ein y € Y. Wegen der Eindeutigkeit des Grenzwertesist x =y € Y und Y
abgeschlossen in X. O

1.5 Kompaktheit

Wir betrachten nun eine weitere Eigenschaft metrischer Raume, welche folgendermafen motiviert ist: In
Analysis 1 haben wir den Satz von Bolzano-Weierstral kennengelernt, welcher besagt, dass jede beschrank-
te Folge in R eine konvergente Teilfolge besitzt. Dieser Satz war in der Analysis 1 von fundamentaler Bedeu-
tung, und es kann daher nicht berraschen, das wir zu einem Analogon in beliebigen metrischen Raumen
gelangen wollen.
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Satz 1.5.1 (Satz von Bolzano-WeierstraB in R"). Jede beschrinkte Folge in R" (wobei (x,)nen beschrdnkt
heift, wenn ||x,|l» < C fiir ein C € R und alle n € N) besitzt eine konvergente Teilfolge.

Beweis. Wir fiihren den Beweis auf den Satz von Bolzano-WeierstraBB in R zurlick. Sei (xx)ken €ine Folge
von Vektoren in R™ mit ||x||» < C fir alle k. Dann ist die Folge der i-ten Komponente firalle 1 </ <n
beschrankt, wie man sich leicht iiberlegt. Nach Bolzano-Weierstrals existiert eine Teilfolge von (xk)«, sodass
die Folge der ersten Komponente konvergiert. Wahle aus dieser Teilfolge eine Teilfolge, sodass auch die
Folge der zweiten Komponente konvergiert. So erhalten wir schrittweise eine Teilfolge von (xk ), in der alle
Komponentenfolgen konvergieren und damit auch (xx,,)m. O

Definition 1.5.2 (Folgenkompaktheit). Ein metrischer Raum X heil’t folgenkompakt, falls jede Folge in
X eine in X konvergente Teilfolge besitzt.

Anhand der Definition kann man bereits erkennen: Im Unterschied zu Offenheit und Abgeschlossenheit
hangt die Kompaktheit eines metrischen Raumes nicht davon ab, ob der Raum in einen umgebenden (und
gegebenenfalls in welchen) metrischen Raum eingebettet ist.

Beispiele. 1. Abgeschlossene reelle Intervalle sind folgenkompakt.
2. Die Einheitssphdre S"! := {x € R" | ||x|» = 1} ist folgenkompakt.
3. Rist nicht folgenkompakt, betrachte die Folge (n)pen.

4. Die Menge QNJ0, 1] € R ist nicht folgenkompakt, denn fir jede irrationale Zahl x € [0, 1]\ Q existiert
eine Folge in Q N [0, 1], die gegen x konvergiert und damit keine in Q N [0, 1] konvergente Teilfolge
besitzt.

Wir werden nun die so genannte Uberdeckungskompaktheit definieren. Dies ist eine andere Art von
Kompaktheit, welche tendenziell abstrakter und eher topologischer Natur ist als die Folgenkompaktheit.
Wir werden aber sehen, dass diese Definition daquivalent zur Folgenkompaktheit ist. Ist dies gezeigt, so
werden wir ab diesem Zeitpunkt nur noch von »kompakten« Mengen sprechen. Die wichtigste Erkenntnis
dieses Unterkapitels wird jedoch der Satz von Heine-Borel sein, welcher uns ein einfaches Kriterium fiir die
Kompaktheit einer Teilmenge des R™ an die Hand gibt. Zunachst aber wollen wir Uberdeckungskompaktheit
definieren; dazu bedarf es einiger Vorarbeit.

Definition 1.5.3 (Beschranktheit). Sei X ein metrischer Raum. Eine Teilmenge Y C X heilt beschrdnkt,
wenn x € X, e > 0 existieren mit X C Bg(x).

Beschrankte metrische Raume sind also jene, welche sich in einem endlich groRen Ball einschlieRen
lassen.

Definition 1.5.4 (Offene Uberdeckung). Sei X ein metrischer Raum. Eine offene Uberdeckung von X ist
eine Familie (U;);e; offener Teilmengen von X, sodass

Yu=x

icl

Eine offene Uberdeckung heil’t endlich, falls die Indexmenge endlich ist.

Beispiele. 1. Sei X = [1,10] C R. Dannist ((n— 2, n+1))1<»<11 eine endliche offene Uberdeckung von
X.

2. Sei X = R. Dann ist ((—n, n)),en eine offene Uberdeckung von X.
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Definition 1.5.5 (Teiliiberdeckung). Sei X ein metrischer Raum und U = (U;);¢, eine offene Uberdeckung
von X. Eine Teiliiberdeckung von U ist eine offene Uberdeckung (V;);c, von X, sodass fiir jedes j € J
ein i € [ existiert mit V; = U;.

Definition 1.5.6 (Uberdeckungskompaktheit). Ein metrischer Raum X heiRt iiberdeckungskompakt,
falls jede offene Uberdeckung von X eine endliche Teiliiberdeckung besitzt.

Wir zeigen nun die Aquivalenz der beiden Kompaktheitsbegriffe.

Satz 1.5.7. Ein metrischer Raum X ist genau dann folgenkompakt, wenn er liberdeckungskompakt ist.

Fir den Beweis benutzen wir zwei Lemmata.

Lemma 1.5.8 (Lebesguesches Lemma). Sei X ein folgenkompakter metrischer Raum und (U;)c; eine
offene Uberdeckung von X. Dann existiert ein & > 0, sodass fiir alle x € X ein i € | existiert mit
Bs(x) C U;.

Beweis. Der Beweis wird als Widerspruchsbeweis geflihrt. Sei also das Lebesguesche Lemma falsch. Dann
existiert ein folgenkompakter metrischer Raum X mit einer offenen Uberdeckung (U;);c;, welche keine
Lebesgue-Zahl besitzt. Dann existiert fur alle § > 0 ein x € X, sodass Bs(x) in keiner der Mengen U,
enthalten ist. Insbesondere kdnnen wir flr ¢ die Folge (1/n),en betrachten und erhalten die Aussage: Fir
alle n € N existiert ein x, € X, sodass By/,(x,) in keinem U; enthalten ist. Da X folgenkompakt ist, gibt es
eine konvergente Teilfolge (x,, )ken, S0dass By/p, (xn,) in keinem U; enthalten ist. Sei x := limy_o X,,. Da
Uie; Ui = X, existiert ein /" mit x € Uy. Diese Menge U; ist jedoch offen in X. Damit existiert ein ¢ > 0,
sodass B¢(x) C Uy. Dies ist ein Widerspruch, denn: Wahle ein k, sodass 1/nx < €/2 und d (x, x,,) < €/2.
Daraus folgt, dass By, (xn,) € Be(x) € Uy, denn: Ist d (y, xp,) < 1/nk, soist d(x,xn,) < d (v, Xn,) +
d (Xp,, x) < nik + 5§ < e und insgesamt also das Lebesguesche Lemma richtig. O

Bemerkung. Ein solches § > 0 heilt Lebesgue-Zahl der Uberdeckung (U;);.

Lemma 1.5.9. Sei X ein folgenkompakter metrischer Raum. Dann ist X total beschrankt, das heift fiir
alle € > 0 existieren endlich viele Punkte xi, . . ., xp € X, sodass |JI_; Be(xi) = X.

Beweis. Wir zeigen, dass ein nicht total beschrankter Raum X nicht folgenkompakt ist. Dann existiert ein
€ > 0, sodass fur beliebig (aber endlich) viele Punkte xg, .. ., xp 8ilt: UL, Be(x;) # X. Wir konstruieren nun
eine Folge, welche keine konvergente Teilfolge in X besitzt. Wahle x; € X derart, dass X\ B:(x1) # 0. Wahle
xo € X\ Be(x1), sodass X \ (Be(x1) U Be(x2)) # 0. Allgemein wahle x, € X\ Uf’;ll B:(x;). Fur jedes n € N
finden wir ein x, € X, da X nicht total beschrankt ist. Dann ist (x,), eine Folge in X mit d(x,, x») > €, denn
ist n > m, so ist nach Konstruktion x, ¢ B:(xn). Keine Teilfolge von (x,), kann damit eine Cauchy-Folge
sein, also nicht konvergieren. Es folgt also, dass X nicht folgenkompakt ist. O

Beweis von Satz 1.5.7. »=-«.Sei X folgenkompakt und (U;)c, eine offene Uberdeckung von X. Zu zeigen ist:
Es gibt eine endliche Teilliberdeckung (V}),c . Sei & > 0 eine Lebesgue-Zahl von (U;);, diese existiert nach
dem|Lebesgueschen Lemmal Da X als folgenkompakter Raum total beschrankt ist, existieren xg, . . ., x, € X,
sodass szl Bs(x;) = X. Firalle 1 < < nexistiert damit ein j; € /, sodass Bs(x;) € Uj,. Mit Bs(x;) U ---U
Bs(x,) =X folgt Uy U---U U, = X.

»<=«. Der Beweis wird als Widerspruchsbeweis gefiihrt. Sei X tuiberdeckungskompakt, jedoch nicht fol-
genkompakt und (x,)qen €ine Folge in X, welche keine konvergente Teilfolge besitzt. Dann ist kein Punkt
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x € X Grenzwert einer Teilfolge von (x,),, das heilt fir jedes x existiert ein €, > 0, sodass nur endlich
viele Folgenglieder x, € B¢, (x) liegen. Dann ist U = (B, (x)),cx eine offene Uberdeckung von X. Da X

nach Voraussetzung liberdeckungskompakt ist, gibt es eine endliche Teiliiberdeckung (Bgy/ (y,-))KK,7 mit

X=U, B, (vi). Da die Folge (x,)n unendlich viele Folgenglieder besitzt, wir X aber in endlich viele Teil-
mengen zerlegt haben, missen in mindestens einem der g-Balle unendlich viele Folgenglieder x, liegen
im Widerspruch zur Konstruktion dieser e-Balle. Also muss X folgenkompakt sein. O

Da also wie gezeigt Folgenkompaktheit und Uberdeckungskompaktheit daquivalent sind, werden wir ab
diesem Zeitpunkt lediglich von kompakten Mengen sprechen. Fir unsere spateren Untersuchungen, ins-
besondere die mehrdimensionale Differentialrechnung, ist der R” von besonderer Bedeutung. Aus diesem
Grund wollen wir ein einfaches Kriterium fir die Kompaktheit einer Teilmenge des R". Dieses liefert der
Satz von Heine-Borel:

Satz 1.5.10 (Satz von Heine-Borel). Eine Teilmenge X C R" ist genau dann kompakt, wenn sie be-
schréankt und abgeschlossen in R" ist.

Fur den Beweis nutzen wir als Kompaktheit die Folgenkompaktheit.

Beweis. »=-«. Sei X folgenkompakt. Nach Satz und Satz ist X abgeschlossen in R”. Ware X
unbeschrankt, so gabe es zu jedem n € N ein x, € X mit ||x,]]2 > n. Die Folge (x,), kann dann keine
konvergente Teilfolge besitzen, womit X nicht folgenkompakt ware. Also ist X beschrankt.

»<=«. Sei X C R" beschrankt und abgeschlossen in R”. Eine Folge (x,)nen in X ist damit beschrankt
(dies sieht man leicht, da jede Komponentenfolge beschrankt sein muss). Nach dem Satz von Bolzano-
Weierstrals existiert damit eine konvergente Teilfolge (x,, ).y, die gegen ein x € R” konvergiert. Da X
abgeschlossen in R” ist, folgt mit x € X die Folgenkompaktheit. O

Mit diesem Kriterium sieht man nun sofort, dass beispielsweise die Einheitsspahre S"~1 kompakt ist
und R wegen der Unbeschranktheit nicht.

Satz 1.511. Ein kompakter metrischer Raum ist vollstdandig.

Beweis. Sei (x,)nen €ine Cauchy-Folge in X. Da X folgenkompakt ist, existiert eine konvergente Teilfolge
X, — X € X. Wir zeigen x, — x. Sei ¢ > 0. Wahle N € N derart, dass d(x,, dn) < /2 fur n,m > N. Wahle
k € Nmit ne > N. Fiir n > n, gilt dann d(x, x,) < d(x, xp, ) + d(Xn,, Xn) < €. O

Dieser Satz hat Ahnlichkeit zu Satz [.4.9] Hier miissen wir im Unterschied nicht von einer Teilmenge
Y eines metrischen Raumes sprechen, da Folgenkompaktheit und Vollstandigkeit nicht von umgebenden
metrischen Raumen abhdngen. Mit diesen beiden Satzen erhalten wir die folgenden Abhangigkeiten:

notig fur notig fur
Abgeschlossenheit }—g” Vollstandigkeit & Kompaktheit

Wir wollen an dieser Stelle kurz die Inhalte des ersten Unterkapitels Revue passieren lassen. In die-
sem Unterkapitel haben wir Skalarprodukt, Norm und Metrik kennengelernt, mit welchen wir den Begriff
der Lange und des Abstandes verallgemeinern kdnnen. Mit diesen Verallgemeinerungen konnten wir in
metrischen Raumen von Offenheit und Abgeschlossenheit sprechen. Eine Vorstellung dieser Begriffe zu
bekommen, war wesentliches Ziel dieses Unterkapitels, denn mit all diesen Begriffe werden wir in den
nachsten Unterkapiteln hantieren missen. Bislang haben wir jedoch noch keine Erkenntnisse tber Funk-
tionen gewonnen, dies beginnt mit dem nun folgenden Unterkapitel.




2  Stetigkeit in metrischen Raumen

Wir beginnen nun, Uber Funktionen zu sprechen und unsere Ergebnisse aus Analysis 1 zu verallgemeinern.
Erstes Ziel wird es sein, eine adaquate Definition der Stetigkeit zu finden und wesentliche Ergebnisse aus
den eindimensionalen reellen Zahlen in metrische Raume zu Ubertragen.

21 Gewohnliche Stetigkeit

Definition 2.1.1 (Stetigkeit). Seien (X, dx), (Y, dy) metrische Rdume und x € X. Eine Abbildung f: X —
Y heil3t

1. g-¢-stetig in x, wenn fur alle e > 0 ein § > 0 existiert, sodass fur alle x’ € X mit dx(x, x") < 4 gilt:
dy (f(x), f(X')) < e.

2. folgenstetig in x, wenn fiir jede gegen x konvergente Folge (x,)nen in X die Folge (f(x,)), gegen
f(x) konvergiert.

Wir erinnern an dieser Stelle an die [Konvergenzdefinition| Diese hatte auffallende Ahnlichkeit zu der
Konvergenzdefinitionen reeller Folgen, bloR wurde der Differenzbetrag durch die Metrik ersetzt. Ahnliches
finden wir hier vor: Die beiden Stetigkeitsdefinitionen reeller Funktionen libertragen sich ebenfalls analog,
bloR dass auch hier der Abstand von Punkten bzw. Funktionswerten durch die Metrik des entsprechenden
Raumes angegeben wird. In Analysis 1 haben wir gezeigt, dass die beiden Definitionen dquivalent sind.
Der folgende Satz zeigt, dass dies auch in metrischen Raumen gilt. Dariiber hinaus liefert er noch zwei
aquivalente Kriterien fiir die Stetigkeit.

Satz 21.2. Seien (X, dx), (Y, dy) metrische Rdume und f: X — Y eine Abbildung. Dann sind folgende
Aussagen daquivalent:

—

Die Abbildung f ist folgenstetig.

2. Ist A C Y abgeschlossen in'Y, so ist f~*(A) abgeschlossen in X.
3. IstO CY offeninY, soist f~1(O) offen in X.

4. Die Abbildung f ist e-§-stetig.

Beweis. Der Beweis wird als Ringschluss 1 = 2 = 3 = 4 = 1 geflihrt.

»1 = 2«. Sei f folgenstetig und A C Y abgeschlossen in Y. Wir zeigen: Ist (x,)aen €ine Folge in F=1(A),
die gegen x € X konvergiert, dann ist x € f~1(A). Da (x,), gegen x konvergiert, konvergiert die Folge
(f(xa))n in Agegen f(x) € Y. Da A abgeschlossen ist, ist f(x) € A, also x € f~1(A).

»2 = 3«. Ist O C Y offen, dannist Y\O C Y abgeschlossen in Y. Nach Bedingung2istdann f~}(Y\O) =
X\ f71(O) abgeschlossen und damit f~1(O) offen in X.

»3 = 4«. Seix € X,e > 0. Esist BY (f(x)) C Y offen in Y. Nach Bedingung 3 ist dann = (BY (f(x))) C
X offenin X. Wegen x € f~1 (BY (f(x))) existiertein§ > 0 mit BX(x) C £~ (BY (f(x))). Istalso x’ € B (x),
soist f(x') € BY (f(x)), das heiit aus d(x, x') < é folgt d(f(x), f(x)) < €.

»4 = 1«. Sei f nun e-0-stetig und (x,)nen €ine Folge in X, die gegen x € X konvergiert. Sei e > 0. Dann
existiert ein § > 0, sodass d(f(x), f(x')) < e furx’ € X mit d(x, x") < §. Wegen x, — x existiertein N € N

21
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mit d(x, x,) < & fir n > N. Dann ist d(f(x), f(x,)) < e flirn> Nund f(x,) — f(x). O

Aufgrund der Aquivalenz von e-6- und Folgenstetigkeit werden wir ab nun lediglich von stetigen Funktio-
nen sprechen. Wichtig bei diesem Satz ist, dass die Urbilder offener bzw. abgeschlossener Mengen wieder
offen bzw. abgeschlossen sind; fur die Bilder gilt dies nicht allgemein! Genau umgekehrt verhalt es sich
mit der Kompaktheit, wie der folgende Satz zeigt.

Satz 21.3. Seien (X, dx), (Y, dy) metrische Raume, f: X — Y stetig. Ist X Rompakt, dann ist auch
f(X) CY kompakt.

Beweis. Sei (yn)nen €ine Folge in f(X). Schreibe y, = f(x,) flir alle n. Die so konstruierte Folge (x,), in
X besitzt nach Voraussetzung eine konvergente Teilfolge (x,, )ken, deren Grenzwert x € X ist. Da f stetig,
insbesondere folgenstetig, ist, konvergiert die Folge (f(xn,))x gegen f(x) € f(X). Nun ist f(xn,) = Ya,-
Dann ist (yn,) eine konvergente Teilfolge von (y,)n Mit liMkseo Vn, € F(X). O

Wir werden an dieser Stelle keine Beispiele diskutieren, da wir nach der gewohnlichen Stetigkeit noch
zwei verstarkte Stetigkeitsbegriffe definieren und erst danach die betrachteten Beispiele direkt auf die
verstarkten Stetigkeiten prifen. Wir fahren nun fort mit der Ubertragung grundlegender Ergebnisse (iber
Stetigkeit aus Analysis 1.

Satz 21.4. Seien X ein metrischer Raum und f, g: X — R Abbildungen. Sind f, g stetig, dann sind auch
f+9.f—g,fgund L (falls 0 ¢ g(X)) stetig.

Flir den Beweis nutzen wir zwei Lemmata.

Lemma 21.5. Die Funktionen a,s,m: R> — R, d: R x R\ {0} — R definiert durch a(x,y) = x +
y.m(x,y) =xy,s(x,y) =x—y, dx,y) = f/ sind stetig.

Beweis. Wir beweisen die Aussage gleichzeitig fiir alle Abbildungen. Wir schreiben Dy C R? fiir Defini-
tionsbereich der Abbildung K = a,s, m, d. Sei nun (x,, y»)nen €ine Folge in Dk, die gegen (x,y) € Dk
konvergiert. Dann ist lim, 00 X, = X, limy00 Yo = ¥ und nach den Grenzwertsatzen fur reelle Folgen ist
liMyeo K(Xn, ¥n) = K(x,y). Damit ist K stetig auf D. O

Lemma 21.6. Seien X,Y, Z metrische Rdume und f: X — Y,g: Y — Z Abbildungen. Ist f stetig in X
und g stetig in f(x), so ist g o f stetig in x.

Beweis. Sei (xp)nen €ine Folge in X, welche gegen x € X konvergiert. Da f stetig in x ist, konvergiert
die Folge (f(x,))n gegen f(x). Wegen der Stetigkeit von g in f(x) konvergiert dann auch (g(f(x,))), =
((go f)(xn))n gegen g(f(x)) und folglich ist g o f stetigin x. O

Beweis von Satz 2.1.4. Wir betrachten (f | g): X — R?, x — (f(x), g(x)). Diese Abbildung ist stetig, denn:
Seien (xn)nen, (Vn)nen Folgen in X, die gegen x,y € X konvergieren. Wegen der Stetigkeit von f, g kon-
vergieren (f(x,))n. (9(xn))n gegen f(x), g(x). Damit konvergiert auch (f(x,), 9(xa))n gegen (f(x), g(x)) und
f | g ist stetig auf X. Mit Lemma 1.5 und Lemma 1.6 folgt, dass die Komposition K o (f | g) = (fKg)
stetig auf X ist. O

Satz 2.1.7 (Satz vom Minimum und Maximum). Sei X ein kompakter metrischer Raum, f: X — R stetig.
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Dann existieren xmin, Xmax € X, $0dass f(xmin) < f(x) < f(xmax) fUr alle x € X.

Beweis. Da X kompakt und f stetig ist, ist f(X) € R kompakt, also abgeschlossen und beschrankt ist.
Definiere

Ginf i= inf{f(x) | x € X} =inf f(X) € R,
Coup 1= sup{f(x) | x € X} =sup f(X) e R.

Aus Analysis 1 wissen wir, dass cnf, Gsup Bertihrpunkte von f(X) sind. Da f(X) abgeschlossen ist, sind
Cinf Csup S f(X) Wahle Xmin» Xmax € X mit f(Xmin) = Cinf, f(Xmax) = Csup- Dann ist f(Xmin) < f(X) <
f(Xmax)~ O

2.2 GleichmaBige und Lipschitz-Stetigkeit

Wir betrachten nun noch zwei Verscharfungen der Stetigkeit.

Definition 2.2:1. Seien (X, dx), (Y, dy) metrische Rdume. Eine Funktion f: X — Y heiBt gleichmdfig
stetig, wenn fliralle e > 0 ein § > 0 existiert, sodass dy (f(x), f(x’)) < efiralle x, x' € X mit dx(x, x") <
J.

Diese Definition ahnelt der Definition der gewohnlichen Stetigkeit sehr. Der Unterschied ist, dass das
gesuchte d nurvom vorgegebenen g, nicht aber vom betrachteten Punkt x abhangen darf. Zu einem € muss
man demnach eine Art Universal-§ finden, sodass dy (f(x) — f(x')) < e fir alle x, x’ € X mit dx(x, x") < ¢
gilt. Ein Standardgegenbeispiel ist die Normalparabel x — x°. Diese Funktion ist auf ganz R stetig, jedoch
nicht gleichmaRig stetig; dies kann man sich geometrisch Uberlegen: Seien § > 0 fest und x, x’ € R mit
|x — x'| < §. Werden nun x, x’ sehr groR, so strebt die Differenz der Funktionswerte gegen oo, damit kann
kein ¢ ein gefordertes Universal- fiir ein vorgegebenes e sein und x? ist nicht gleichméaRig stetig. Es gilt
aber:

Proposition 2.2.2. Seien (X, dx), (Y, dy) metrische Rdume und f: X — Y stetig. Ist X kompakt, dann
ist f gleichmdpfig stetig.

Beweis. Sei e > 0. Fiir einen Punkt x € X betrachten wir die Menge
Uc={x' € X | dy (f(x) = F (X)) < &/2} = FH(Beja(f(x))).

Da f stetig ist, ist diese Menge offen in X und damit (Uy)xex eine offene Uberdeckung von X. Nach dem
[Lebesgueschen Lemma| existiert damit ein ¢ > 0, sodass fir alle z € X ein x existiert mit Bs(z) C Uy. Fir
z' e X giltdann: Ist d(z,2') < @, so sind z,z" € Bs(z) C Uy und es folgt mit

1f(2) = F(Z) < If(2) = F)+[f(x) = (Z) <e
die gleichmalige Stetigkeit von f. O
Die folgende Stetigkeit ist eine Vescharfung der gleichmaRigen Stetigkeit.
Definition 2.2.3 (Lipschitz-Stetigkeit). Eine Abbildung f: X — Y zwischen metrischen Raumen (X, dx), (Y, dy)

heil’t Lipschitz-stetig, wenn ein L > 0 existiert, sodass fiiralle x, x’ € X gilt: dy (f(x), f(x")) < Ldx(x, x").
Die Zahl L heil’t Lipschitz-Konstante der Funktion f.



24 KAPITEL 2. STETIGKEIT IN METRISCHEN RAUMEN

Wir Uberlegen zundchst, dass jede Lipschitz-stetige Funktion gleichmalig stetigist. Flr eine > 0 wahlen
wir § > 0 derart, dass 6L < e. Ist dann dx(x, x") < §, so ist dy(f(x), f(x")) < Ldx(x,x’) < Ld <eund f
folglich gleichmalig stetig. Nun interpretieren wir die Lipschitz-Stetigkeit geometrisch anhand einer reellen
Funktion f. In diesem Fall gilt die Ungleichung |f(x)—f(x")| < L|x—x'|. Stellen wir diese um, so erhalten wir
% < L. Die linke Seite der Gleichung ist, wie wir erkennen, die Steigung der Sekante zwischen den
Punkten x, x’. Eine Lipschitz-stetige reelle Funktion ist also genau eine Funktion, deren Steigung Uberall
durch L beschrankt ist. Aus diesem Grund ist beispielsweise die Wurzelfunktion x — +/x nicht Lipschitz-
stetig, denn fiir x, x’ sehr nahe bei 0 strebt die Sekantensteigung gegen oco. Die Wurzelfunktion ist jedoch

gleichmalig stetig, wie man sich geometrisch tberlegen kann.

2.3 Beispiele stetiger Funktionen

Wir diskutieren nun einige Beispiele. Zunachst priifen wir die drei Abbildungen, welche wir ganz am Anfang
dieses Kapitels kennengelernt haben: Skalarprodukt, Norm und Metrik.

Wir beginnen mit der Norm, da wir diese Erkenntnis fir die Prifung des Skalarprodukts verwenden. Sei
(V. |I]) ein normierter Vektorraum. Dann ist ||x|| = |[x —y + y|| < [Ix =yl + ¥, also [Ix]| = Iyl < |Ix = vl
Andererseits ist —([[x|| — [ly[)) = lyll = [IxI| < lly — xl| = Ix = yl, also —[lx = y[| < [Ix]| = [ly||. Insgesamt ist
damit |||x]| — [I¥lll < |lIx — y|l und aus diesem Grund die Norm Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante 1.

Nun prifen wir das Skalarprodukt. Seien (V, (-, -)) ein euklidischer Vektorraum und (x,)nen, (¥n)nen ZWei
Folgen in V, welche gegen x, y € V konvergieren. Dann ist

[Xn, V) — 0 = 1500 V) = Xn, ¥) + (X y) — (X Y)]
= [{(Xn, ¥n = ¥) + {(Xa — X, y)|
<X Yo = W+ [0 — X, y)
S Axall - llyn = yIF =+ 11x0 = X1 Iy I,
wobei ||-|| die durch das Skalarprodukt induzierte Norm ist. Nun ist diese Norm wie gesehen stetig. Fir

n — oo konvergieren also || x4, |||l gegen ||x||, ||y]| und insbesondere ||y,—yl||, || x,—x|| gegen 0, der gesamte
Ausdruck konvergiert damit gegen 0, woraus die Stetigkeit des Skalarproduktes folgt.

Es bleibt die Metrik. Und auch hier gilt: Jede Metrik ist stetig, wir haben dies in Satz [1.3.3] gesehen,
wiederholen dies aber noch kurz: Es sei (X, d) ein metrischer Raum und ((x,, ¥»))nen €ine Folge in X, welche
gegen (x, y) € X konvergiert. Nach[Definition der Konvergenzheift dies aber genau, dass lim,_,, d(x,, x) =
limy_e0 d(vn, ¥) = 0. Mit der Dreiecksungleichung folgt

|d(Xn, ¥n) = d(x, y)| < 1d(xp, x) +d(x,y) + d(y. yn) — d(x, )|
= |d(xn, x) + d(¥n, y)| = 0

und damit die Stetigkeit der Metrik. Man konnte vermuten, dass die durch d(x,x) =0 und d(x,y) =1 fur
x # y definierte, so genannte diskrete Metrik ein Beispiel einer unstetigen Metrik ist. Dies ist jedoch ein
falscher Gedanke aus folgendem Grund: Stetigkeit bedeutet, dass fiir jede gegen (x, y) € X konvergente
Folge ((xn, yn))n in X die Folge (d(xy, vn))n gegen d(x, y) konvergiert. Wenn (x,, y») aber gegen (x, y) kon-
vergiert, heilt dies, dass der Abstand von (x,, y,) und (x, y) beliebig klein wird. Dieser Abstand, und das
ist der Knackpunkt dieser Argumentation, wird aber durch die Metrik angegeben; das heil3t in jedem Fall
greift also unsere oben getroffene Abschatzung, auch wenn die Metrik auf den ersten Blick unstetig zu sein
scheint.
Die Stetigkeit der Norm flhrt uns zu folgendem Korollar.

Korollar 2.31. Je zwei Normen auf R" sind dquivalent.
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Beweis. Da die Normendquivalenz eine Aquivalenzrelation ist, reicht es zu zeigen, dass jede Norm auf R”
aquivalent zur 2-Norm ist. Sei ||-||: R" — R eine Norm auf R". Zu zeigen ist: Es existieren ¢y, c; > 0, sodass

fiir alle x € R” gilt: a1l < Ix]| < olxlo. Fir x = (xa

xp) € R ist dann

n n x| llexl]
Il = (1> x| <D Ixillleill = < >
=t =t X llenll
X el el
< : Ix]l2
Ial /{1, 1l \llenll/ 1l llenll /|,
=:10>0

Da S = {x € R"| ||x|| = 1} kompakt und die Norm stetig ist, existiert nach dem[Satz vom Minimum und|
[Maximum]| ein xmin € S, sodass [|x|| > [|xmin|| fir alle x € S. Setze ¢; = [|Xmin|| > 0 (c; ist positiv, weil
Xmin # 0). Sei y € R\ {0} beliebig. Dann ist

y
1yll2

y
il = H'”'Q H — Iyl HM'QH > Iyl - Ieinll = c1lly . g

Satz 2.3.2. Jede lineare Abbildung f: R" — R™ ist Lipschitz-stetig.

Beweis. Aus der linearen Algebra wissen wir, dass es genau eine Matrix A = (a;;) € Maty, »(R) gibt, welche

f(x) = Ax flr alle x € R” erfillt, wobei die Matrizenmultiplikation fur x = (xq, ..., xp)" definiert ist durch
Yot a1nXn
Ax = : eR".
D201 amiXi
Behauptung: In Abhangigkeit von A existiert ein L, sodass fiir x € R" die Ungleichung ||Ax|> < L|x]|» gilt.
Schreiben wir Ax = ((Ax)1, ..., (Ax)m)" und wenden die[Cauchy-Schwarz-Ungleichunglan, erhalten wir
IAXII2 < 1Al = D 1Al = DD aix
i=1 j=1li=1
m n 1/2 m n 1/2
S ((2) ) - (S (8) ] 0
j=1 i=1 Jj=1 \i=1

=L
Definition 2.3.3 (Operatornorm). Fiir A € Mat,, ,(R) ist die Operatornorm von A definiert durch ||A|| :=
SUPxesn-1 || AX]|2.
Aus Satz[2.3.2]ist dieser Ausdruck stets endlich, dennist L > 0 mit |[Ax|[> < L||x]|> fur alle x € R”, so

gilt ||Ax|» < L fir alle x € S™1, also ||A|| < L < co. Wir verifizieren nun kurz, dass die Operatornorm eine
Norm auf Mat,, ,(R) ist und halten einige ihrer wesentlichen Eigenschaften fest.

Proposition 2.3.4. Die Operatornorm ist eine Norm auf Mat, ,(R) und erfillt:



26 KAPITEL 2. STETIGKEIT IN METRISCHEN RAUMEN

1. | AL < [[ANlIx]]2-
2. [|AB]| < ||Alll|B]| (Submultiplikativitdt).

Beweis. Wir zeigen zunachst, dass die Operatornorm eine Norm ist. Zur Definitheit. Ist ||A]| = 0, so ist
insbesondere Ae; = 0 fir alle Standardbasisvektoren ey, .. ., em, also folgt A = 0. Die Betragshomogenitat
ergibt sich fur A € R aus

[AA[ = sup [[AAx]]2 = sup[A[[[Ax|l2 = [A]sup||Ax[|=[[[| Al
xesn-1 x X

Schlieflich folgt die Subadditivitat aus
A+ Bl = sup [[(A+ B)x|l2 = sup||Ax + Bx|l2 < supl|Ax|[> + [| B2
xesn-1 X X

< supl|Ax]|2 + sup|[ Bx[l2 = [|All + || Bl
X X

und die Operatornorm ist folglich eine Norm.
Zu 1. Flir x =01ist 0 < 0 trivial. Fir x # 0, x’' := == ist

[Ix]2
l[x1l2 - x X
| Ax||2 = HA = [Ixll2- |As= |l = Ixll2 - IAX ]2 < lixll2 - [JA],
lIxll2 |l lIxl2 ||,
da [[x[l2 = 1.
Zu 2. Esist

[AB|l = sup [[(AB)x|l2 = sup||A(Bx)]|2
xesn-t X

< sup[|Alll[Bxll2 = ||All supl|Bx[l> < [IA]l| B]|- =

Zwar ist die Operatornorm wegen Mat,, ,(R) = R™ dquivalent zu jeder anderen Norm auf Mat,, ,(R),
dennoch werden wir die Operatornorm an einigen Stellen gebrauchen.



3 Mehrdimensionale Differentialrech-
nung

Nachdem wir nun die Stetigkeit auf metrische Raume verallgemeinert haben, wollen wir uns nun der aus
Analysis 1 bekannten Differentialrechnung widmen. Dabei werden wir uns aber auf den R” beschranken. Am
Ende dieses Unterkapitels werden wir einen Differenzierbarkeitsbegriff erarbeitet haben, welcher uns die
Ubertragung vieler Ergebnisse aus Analysis 1 ermoglicht. Wir werden uns aber zunachst einigen intuitiveren
Konstruktionen widmen.

Konvention. Ab sofort sei U C R” stets eine in R” offene Teilmenge.

3.1 Partielle und Richtungsableitungen

’

Die Differenzierbarkeit einer Funktion f: U — R™ im Punkt x € U gibt einen Uberblick dariber, wie sich
f in einer (gegebenenfalls sehr kleinen) offenen Umgebung von x verhalt. Nun erstreckt sich diese Umge-
bung aberin n Dimensionen. Aus Analysis 1sind uns keine Methoden bekannt, diesen n-dimensionalen Fall
zu untersuchen. Wir kénnen jedoch folgende Uberlegung verfolgen. Wir betrachten nicht, wie sich £ in einer
Umgebung von x verhalt, sondern schranken uns auf das Verhalten von f in Richtung der Koordinatenach-
sen ein. Dies heil3t, wir ignorieren alle Funktionswerte auflberhalb der Geraden x + te; firt e R, 1 < i <n
und schauen lediglich, wie f auf dieser Geraden aussieht. Da wir damit f als eindimensionale Funktion
auffassen kénnen, konnen wir sehr ahnlich wie in Analysis 1 differenzieren.

Definition 3.1 (Partielle Ableitung). Fir eine Funktion f: U — R™ ist die partielle Ableitung nach der

i-ten Variable im Punkt x = (xq, ..., xn) € U ist definiert durch
of 0 A . f(x+ he) —f(x) m
ox (x) = Bx f(x) = 0if(x) = /Igno p e R™,

falls dieser Grenzwert existiert (hierbei ist e; der i-te Standardbasisvektor). Existieren alle ;f in jedem
Punkt x € U, so heiBt f partiell differenzierbar in x.

Diese Definition ahnelt stark der Differenzierbarkeitsdefinition aus Analysis 1. Dort hiel8 eine Funktion
f: U— R, wobei U ein offenes Intervall war, differenzierbar in x € U, wenn der Grenzwert

F(x) = }7@0 f(x+ h/))— f(x) c

existierte. Wir berlegen uns nun, wie wir diese partiellen Ableitungen berechnen. Da wir die Funktion
f auf die Gerade x + te; einschrdanken, bleiben alle anderen Funktionswerte fest. Schreiben wir f(x) =
f(xg, ..., Xp), S0 konnen wir die Funktion E U — R™ betrachten, welche bis auf x; alle Variablen fest-
halt und nur noch von der /-ten Variable abhangt, also F,-(g) = f(x,..., Xi—1,&, Xit1, - s Xp). Dann ist die
partielle Ableitung von f nach x; im Punkt x die gewdhnliche Ableitung von f an der Stelle x;, es gilt also

R

or

df;
ox; (x) = &(Xi)-

27
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Dies liefert uns eine einfache Methode zur Berechnung partieller Ableitungen. Dabei werden wir jetzt le-
diglich reellwertige Funktionen betrachten (also Funktionen, welche in die reellen Zahlen abbilden). Vek-
torwertige Funktionen werden wir nach Satz[3.1.3|diskutieren, welcher uns die Berechnung derer partiellen
Ableitungen vereinfacht.

Beispiele. 1. Sei f: R? — R gegeben durch f(x, y) — x?+ y? — y. Die partiellen Ableitungen sind dann
O1f(x,y) =2xund 6>f(x,y) =2y — 1.

2. Sei f: R3 = R, (x,y,2) ~ sin(x + y) + exp(yz). Die partiellen Ableitungen sind dann 8:f(x,y,z) =
cos(x +y),02f(x,y,z) = cos(x + y) + zexp(yz) und O5f(x,y, z) = yexp(yz) und f ist stetig partiell
differenzierbar auf R3.

Wir verallgemeinern nun die partiellen Ableitungen. Statt eine Funktion auf eine Gerade in Richtung
einer Koordinatenachse einzuschranken, betrachten wir sie eingeschrankt auf eine beliebige Richtung.

Definition 3.1.2 (Richtungsableitung). Sei f: U — R™ eine Funktion. Die Richtungsableitung von f im
Punkt x € U entlang dem Vektor v € R" \ {0} (ein solcher Vektor heilt Richtungsvektor) ist definiert

durch . ) .
DyF(x) = fim XM = F0I g
h—0 h

falls dieser Grenzwert existiert.

Fir v = ¢ erhalten wir also genau D, f(x) = 0;f. Der folgende Satz liefert ein Kriterium fir die
Richtungs-differenzierbarkeit einer Funktion f und vereinfacht die Berechnung.

Satz 31.3. Sei x € U ein Punkt und v € R" ein Richtungsvektor. Sei ferner f: U — R™ eine Funktion in
Komponentendarstellung

fi(x)
fo)=1
fn(x)
Dann existiert D, f genau dann, wenn alle D, f; existieren und es gilt

D, A(x)
D,f(x) = :
Dy fm(x)
Beweis. Fir die Richtungsableitung gilt
fi(x+hv)—fi(x)
h
DyF(x) = lim LXFEMI =0 :
0 h h—0

fm(x-ﬁ—h\;)—fm(x)
h

Existiert D, f, so existieren nach Korollar[t.3.2]alle Komponentengrenzwerte und es ist
limjy-o 2CHPI=AL) Dy fi(x)
D,f(x) = : = :

|imh—>ow D, frn(x)

Existieren andererseits die Richtungsableitungen aller Komponentenfunktionen, so existiert auch D, f und
ebenfalls gilt die gezeigte Identitat. O
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Wie bei der Konvergenz reduziert sich die Richtungsableitungen einer Funktion in n-Variablen auf n
Ableitungen von Funktionen einer Variablen. Da partielle Ableitungen besondere Richtungsableitungen
sind, folgt
Oif1(x)

Oif(x) = :
&'fm(x)

Diese Identitat werden wir haufig gebrauchen. Damit sind partielle Ableitungen vektorwertiger Funktionen
nicht wesentlich schwerer als partielle Ableitungen reellwertiger Funktionen.

Beispiele. 1. Sei f: R? — R? definiert durch f(x, y) — (x?y,x — 3y). Dann ist & f(x, y) = (2xy, 1) und
oof(x,y) = (x2,-3).
2. Sei f: R? — R? definiert durch f(x,y) — (sin(x)y, x?, exp(2y)). Dann ist 8:f(x, y) = (cos(x)y, 2x, 0)
und 9-f(x, y) = (sin(x), 0, 2exp(y)).

Definition 34.4. Seien x € Uund v, ..., vk € R" Richtungsvektoren sowie f: U — R™. Dann heil3t eine
Ableitung der Form D,,D,, --- D, f Richtungsableitung k-ter Ordnung oder k-te Richtungsableitung.
Insbesondere bezeichnet man partielle Ableitungen der Form 8,9, - - - ;. f, wobei 1 <, ..., ik < n,als
k-te partielle Ableitung. Die Funktion f heil’t partielle Ableitung k-ter Ordnung oder k-mal (stetig) par-
tiell differenzierbar in x, wenn alle partiellen Ableitungen von hochstens k-ter Ordnung in x existieren
(und stetig sind). Man schreibt auch
k 2
éxlaf@xk =0, ---0,f, und insbesondere SXZ = 0°f := 0;0,f.

1

Beispiel. Wir betrachten die Funktion f: R?> — R? (x,y) — x3y + y?e* — y. Die partiellen Ableitungen
von f sind dann 8;f(x,y) = 3x%y + y?e* und 8-f(x,y) = x> + 2yeX — 1. Leiten wir diese Ausdriicke
nochmal partiell ab, so erhalten wir 8,0, (x, y) = 6xy +y?eX, 820, f(x, y) = 3x% +2ye* sowie 810 (x,y) =
3x2 +2yeX, 0,0-f (x,y) = 2€X.

Wir erkennen, dass 010-f(x,y) = 8.0:f(x, y). Berechnet man weitere Ubliche Beispiele, so stellt man
fest, dass unter nicht allzu strengen Voraussetzungen diese Gleichheit gilt:

Satz 3.4.5 (Satz von Schwarz). Sei f: U — R eine zweimal stetig partiell differenzierbare Funktion. Dann
ist 0;0;f = G;0;f fur1l <i,j<n.

Vor der Beweisfiihrung erlautern wir die Grundidee des Beweises: Ohne Beschrankung der Allgemeinheit
nehmen wir n = 2,i = 1,j = 2 an. Um einen fixen Punkt x legen wir ein Quadrat, welches ganz in U
liegt. Mithilfe des Mittelwertsatzes der eindimensionalen Analysis finden wir zwei Punkte, in welchen die
beiden zweiten partiellen Ableitungen tbereinstimmen. Wird das Quadrat dann beliebig klein, so folgt die
Gleichheit der beiden zweiten partiellen Ableitungen in x. Es folgt der Beweis:

Beweis. Sei ohne Beschrankung der Allgemeinheit n = 2,/ = 1,j = 2. Fur einen Punkt x € U seir > 0
so, dass das Quadrat {x + se; + tey | |s], |t] < r} ganz in U enthalten ist. Wir fixieren solche s, t # 0 mit
Is|,|t] < r und betrachten die differenzierbare Hilfsfunktion

@:[0,5] >R, h— f(x+ hey + tey) — f(x + hey),
Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung existiert ein &; € (0, s) mit

o(s) —p(0) = f(x+se +tex) — f(x+se) — f(x+ tex) + f(x)
=59/ (&1) = s(01f(x + €161 + tes) — A1 f (x + €1e1)).
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Nun betrachten wir die differenzierbare Abbildung
PY:[0,t] > R, k= O1f(x+ ey + keo).
Anwenden des Mittelwertsatzes bringt ein u; € (0, t) mit

P(t) —P(0) = O01f (x + Erer + ter) — O1f(x + &rer)
=ty (1) = t&O F(x + &rer + p1en).

Insgesamt erhalten wir also
f(x+se +te) — f(x+se) — F(x+ tey) + F(x) = stB0:1F(x + &1e1 + p1€).

Wenden wir diese Rechnung in umgekehrter Reihenfolge an, so erhalten wir & € (0, s) und u, € (0, t) mit
f(x+se+tey) — f(x+se) — F(x+te)+ f(x)=sthr10-f(x + &ep + poen),

also
0201 f(x + €161 + pie) = 010xf (x + €261 + pzen). (%)

Fiir alle vorgegebenen s, t # 0 mit |s|, |t| < r existieren also &1, £, bzw. w1, uo, deren Betrag nicht grofRer
ist als der Betrag von s bzw. t und welche (x) erflllen. Zieht sich das eingangs beschriebene Quadrat nun
auf den Punkt x zusammen, streben also s, t — 0, dann konvergieren auch &1, &, 1, u» — 0 und aus der
vorausgesetzten Stetigkeit der zweiten partiellen Ableitungen folgt die Identitdt 8;8f(x) = 8,01 F(x). O

Bemerkung. Der|Satz von Schwarz gilt allgemein fiir Richtungsableitungen in beliebige Richtungen v,u €
R". Im Beweis sind dann ey, e5, 81, &> durch u, v, D,, D, zu ersetzen.

Definition 3.1.6 (Hesse-Matrix). Sei f: U — R zweimal stetig differenzierbar. Die Hesse-Matrix von f bei

x ist definiert durch
6161f(X) te 616,,f(x)

Hf(x) = : : € Mat,(R).
anal f(X) e ananf(x)

Nach dem|Satz von Schwarzlist die Hesse-Matrix symmetrisch, das heit Hf(x)T = Hf(x). Das folgende
Korollar werden wir an einigen Stellen spater verwenden.

Korollar 31.7. Sind v, w € R" Richtungsvektoren, so ist

D,D,,f(x) = (Hf(x)v, w) = (v, Hf (x)w).

Fiir den Beweis werden wir die Erkenntnis aus der linearen Algebra benutzen, dass flr eine symmetrische
Matrix die Identitat (Av, w) = (v, Aw) gilt.
Beweis. Schreibe v =37, vie;und w =7, wie; flr v;, w; € R. Dann ist

n

DyDyuf(x) =Y vidiDuf(x) = > viw;0,8;f(x) = Y viw;(HF(x));s

i=1 ij=1 ij=1

:zn:wj(Hf(x)v)j:<W,Hf(x)v) = (Hf(x)v, w). O

Jj=1
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3.2 Totale Differenzierbarkeit

Wir wollen uns nun dem Begriff ndhern, dass eine Funktion nicht nur entlang von Richtungsvektoren dif-
ferenzierbar ist, sondern im gesamten Raum durch eine lineare Funktion approximiert werden kann. Dazu
kodnnen wir jedoch nicht einfach die lbliche Grenzwertdefinition aus Analysis 1 verallgemeinern. Denn der
Grenzwert
f h)—f
F1(x) = lim LXEM = FO)

h—0 h R ()

wirde voraussetzen, dass wir durch einen Vektor h € R” teilen. Also bendttigen wir eine anderen Ansatz.
In Analysis 1 hatten wir eine zu (x) aquivalente Definition. Dort hieB eine Funktion f: U — R (wobei U C R
ein offenes Intervall war) differenzierbar in x € U, wenn es eine reelle Zahl ¢ gibt, sodass

f(x+ h)=rf(x)+ch+r(h),

wobei r: R — R eine Funktion war mit limp_,o th) = 0. Anschaulich bedeutet das: Am fixen Punkt (x, f(x))
legen wir die Tangente mit Steigung ¢ an die Funktion an. Dann soll die Funktion in einer gewissen Nahe
von x bis auf einen Fehler r(h) mit der Tangente libereinstimmen. Dieser Restterm r(h) muss dabei schnell
genug klein werden, sodass limp_0 L,f) = 0 erfullt ist. Existieren ¢ und r, so hiels ¢ die Ableitung von f
an der Stelle x und war eindeutig bestimmt, denn es war ¢ = f'(x). Wir nutzen diese Definition, um zu

formulieren, dass eine Funktion R” — R™ lokal durch eine lineare Funktion approximiert werden kann.

Definition 3.2 (Totale Differenzierbarkeit). Eine Funktion f: U — R™ heilt (total) differenzierbar im
Punkt x € U, falls eine lineare Abbildung L: R" — R™ und eine Restfunktion r: U — R™ existieren,
sodass

f(x+h)=f(x)+L(h)+r(h) und lim rh) _y
h—=0 | hl|
Dabei ist ||-|| irgendeine der (dquivalenten) Normen auf R™. Man bezeichnet die lineare Abbildung L

als (totales) Differential von f in x (oder manchmal auch Ableitung) und schreibt Df(x). Aufgrund des
Vektorraumisomorphismus Hom(R"”, R™) = Mat,, ,(R) entspricht jede lineare Abbildung R” — R™
genau einer m x n-Matrix mit reellen Koeffizienten. Damit geht die Differenzierbarkeitsdefinition tber
in

f(x + h) = f(x) + Ah+ r(h),

wobei A € Mat, »,(R) und limy_o T‘(,f”) = 0. Fir die meisten Zwecke werden wir auf die Definition mit-

tels Matrizen zurtickgreifen. Dies ist aufgrund des oben beschriebenen Isomorphismus und der daraus
folgenden Aquivalenz der Definitionen maéglich.

Korollar 3.2.2. st f differenzierbar in x, so ist Df(x) eindeutig bestimmt.

Beweis. Sei Df(x) € Maty,,(R) eine weitere Matrix mit der Eigenschaft, dass f(x+h) = [(x)+5f(x)h—|—7(h)
mit einer Restfunktion ¥, welche limy_o % = 0 erfullt. Dann folgt Df(x)h + r(h) = Df(x)h + r(h), also

Df(x)h — Df(x)h = F(h) — r(h). Division durch ||h|| und Anwenden des Grenzwertes ergibt

_ Df(x)h—DFf(x)h . F(h)—r(h) _
mT A1 A T

Schreibe h = tv fiir t € R und einen Einheitsvektor v € R” (das heift es ist ||v|| = 1). Wir erhalten wegen
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der Linearitit von Df(x), Df(x) die Gleichung

im Df(x)(tv) — Df(x)(tv) im tDf(x)v — tDf (x)v

t—0 t t—0 t
= lim Df (x)v — Df(x)v = 0.
=0

Also ist stimmen Df(x) und Df(x) auf allen Einheitsvektoren tiberein, damit insbesondere auf allen Stan-
dardbasisvektoren, also (da lineare Abbildungen eindeutig durch die Bilder von Basisvektoren bestimmt
sind) auf R”. O

Wir wissen nun also, dass der Ausdruck Df (x) wohldefiniertist. Nun stellen wir uns die Frage, wie dieses
totale Differential aussieht.

Satz3.2.3. Sei f: U — R™ mit Komponenten f, . . ., fm differenzierbar in x € U. Dann sind alle fi, . . ., -
partiell differenzierbar und es ist

Ofi(x) -+ Opfi(x)
pr)=| z
O1fm(X) -+ Onfm(x)

Lemma 3.2.4. Sei f: U — R™ eine in x differenzierbare Funktion. Dann ist f in x in jede Richtung
v € R"\ {0} differenzierbar mit D,f(x) = Df(x)v.

Beweis. Schreibe f(x + h) = f(x) + Df (x)h + r(h) fiir Df(x) € Matm, o(R) und lims_o 7 = 0. Dann ist

_ f(x+ hv) — f(x) _ f(x)+ Df(x)(hv) + r(hv) — f(x)

va(X) h h
_ th(x)\;7+ r(hv) — DFO)v + r(/;]v) h—0 DF(x)v,
also existiert die Richtungsableitung und es gilt die behauptete Identitat. O

Bemerkung. Insbesondere gilt: Ist f differenzierbar in x, so hangen die Richtungsableitungen in x linear
von der Richtung ab. Ist dies umgekehrt nicht der Fall, so ist f nicht differenzierbar.

Beweis von Satz 3.2.3. Nach Lemma[3.2.4) und Korollar[3.1.3|sind alle Komponentenfunktionen partiell dif-
ferenzierbar und es folgt

Bifi(x)
i-te Spalte von Df(x) = Df(x)e; = §;f(x) = ; : O
G,fm(x)

Definition 3.2.5 (Jacobi-Matrix). Sei f: U — R™ eine in x € U differenzierbare Funktion mit Komponen-

tenfunktionen fi, ..., fm. Die Jaboci-Matrix von f im Punkt x ist definiert durch
O1fi(x) -+ Opfi(x)
Jf(x) = : g € Mat, n(R).
O1fm(X) -+ Onfm(x)

Da wie gesehen dieser Matrix die Rolle der Ableitung (also der approximierenden linearen Funktion)
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zukommt, schreibt man fiir Jf(x) auch Df(x).

Ist f also differenzierbar, so hat das totale Differential die Gestalt der Jacobi-Matrix. Dieser Ausdruck ist
jedoch nur dann sinvoll, wenn f auch differenzierbar ist, denn umgekehrt gilt nicht, dass jede Funktion,
deren partielle Ableitungen existieren, differenzierbar ist. Wir diskutieren einige Beispiele.

Beispiele. 1. Betrachte f: R” — R, x — (x, x) = ||x||3. Dann ist
f(x+h)=(x,x)+ (h, hy +2(x, h) = f(x) + (h, h) + 2(x, h).
Wir suchen also A € Maty ,(R) und r: R" — R, sodass Ah+r(h) = (h, h)+2(x, h) und limp_q % =0.
SeiA=(2xq,..., 2x,) und r(h) := (h, h). Dann ist

n
_ _ r(hy KI5
Ah = sz,h, =2(x,h) und lim Tl = lim Tl = 0.

Also ist f differenzierbar und es ist Df(x) = (2xy, .. ., 2Xp).

2. Flr A € Mat,, ,(R) istdie lineare Abbildung f: R” — R™, x — Ax differenzierbarund esist Df(x) = A,
denn trivialerweise gilt f(x + h) = A(x + h) = Ax + Ah = f(x) + Ah.

3.3 Zusammenhange der Differenzierbarkeitsbegriffe

In Analysis 1 haben wir gesehen, dass jede differenzierbare Funktion stetig ist. Da wir in der mehrdimen-
sionalen Differentialrechnung verschiedene Differenzierbarkeitsbegriffe kennengelernt haben, wollen wir
kurz die Zusammenhange dieser Ableitungen festhalten.

Satz 3.341. Ist f: U — R™ differenzierbar in x € U, so ist f stetig in x.

Beweis. Es gelte f(x + h) = f(x) + Ah + r(h) mit A € Mat, ,(R) und Iimhﬁoﬁ = 0. Dann folgt aus

IF(x+ h) — FCI = |AR + r(B)] 222 0 die Stetigkeit von f im Punkt x. O

Satz 3.3.2. Sei f: U — R eine Funktion, welche im Punkt x € U alle Richtungsableitungen besitzt. Dann
ist £ nicht notwendigerweise (1) stetig oder (2) differenzierbar in x.

Beweis. Zu 1. Wir betrachten die Funktion

2
iR >R, (x y)H{)m, (x.y) 70

0, (x.y)=0"

Es sei v = (v1, o) € R? ein Richtungsvektor. Dann ist

F(hvi, hva) — £(0,0) e

L Vi, hvp) — , ) h*vi+h2v2

D.f(0.0) = lim, h =M
h3v2v, , vZva vj

=lm-——— = =lm 57— =—.
h=0 Wovi + h3vE  hso v+ V2 v

Also existieren alle Richtungsableitungen von f im Nullpunkt. Dennoch ist f in diesem Punkt unstetig,

denn: )
. 1 1 . 3 . n
Jim £ (n' r72> =TT T g =ee#0=70.0)
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womit die Aussage Uber die Stetigkeit gezeigt ist.
Zu 2. Ware f zwangsweise differenzierbar, so wére f nach Satz[3.3:]auch zwangsweise stetig, was nach
Aussage 1 nicht der Fall ist. O

Satz 3.3.3 (Differenzierbarkeitskriterium). Sei f: U — R™ partiell differenzierbar und alle partiellen
Ableitungen seien in einem Punkt x € U stetig. Dann ist f differenzierbar in x.

Beweis. Da f genau dann differenzierbar ist, wenn alle Komponentenfunktionen differenzierbar sind, kon-
nen wir uns auf dem Fall m = 1 beschranken. Dann ist Jf(x) = (61f(x), ..., On(x)) € Maty ,(R). Der Satz

ist bewiesen, wenn wir
f(x+h)—f(x)—Jf(x)h

li =
oy 7] 0 )
zeigen konnen. Schreibe x = (xq, ..., xn). Da U offen ist, gibt es ein € > 0, sodass B.(x) C U. Es sei nun

x+h=x+(hy,..., hn) € Be(x) ein solcher Punkt. Wir definieren Punkte ax := X+Zf‘:1 hiej fir0 < k < n.
Dann ist ag = x und a, = x + h. Wir schreiben die Differenz f(x + h) — f(x) als Teleskopsumme:

Fx+h)—f(x)=>_ f(a)—f(ai1)
i=1

und werden diese mithilfe des Mittelwertsatzes umformen. Dazu definieren wir fir 1 </ < ndie Hilfsfunk-
tion
©;: [O, h,] — R, t— f(a,-,l + te,-).

Damit ist f(a;) — f(ai—1) = wi(h)) — ¢i(0). Die p; sind wegen der partiellen Differenzierbarkeit von f dif-
ferenzierbar mit ¢/(t) = 0;f(ai—1 + te;). Aufgrund ihrer vorausgesetzten Stetigkeit erhalten wir mit dem
Mittelwert fur jedes 1 < i < nein &; € (0, h;) mit

wi(hi) — ¢i(0) = hiwj(ai—1 + &ie;)) = hidif (z).

mit z; .= a;_1 + £;e;. Unsere Teleskopsumme schreibt sich damit als
Flx+h) = f(x)=>_ hdif(z).
=1
Mit Jf(x)h =7, 8if(x)h; erhalten wir

F(x+h) = F(x) = JF)h =D hi(8if(z) — Bif (x)).

i=1

Die rechte Seite ist ein Skalarprodukt, auf welches wir die|Cauchy-Schwarz-Ungleichunglanwenden kdnnen.
Wir erhalten

n

1/2
|f(x + h) — f(x)— JE(x)h| < ||| - <Z|a,-f(z,-) - &-f(x)> :

i=1

" 1/2
f(x+h)—f(x)—JF(x)h
A < (izy@f(zi) - aif(X)|) :

Fir h — 0 strebt zz = a;_1 + &;& nach Definition von &; gegen a;_1, welches wiederum gegen x strebt.
Folglich ist mit

h—0 1Al

. 1/2
0 < im LOENZI0IZIICD (le,-f(z,-) - a,-f<x>|> =0

die Aussage bewiesen. O
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Richtungsableitungen }—»’ Partielle Ableitungen

/An alle stetig

]Totales Differential\

Y
Stetigkeit
Dieses Diagramm zeigt die Zusammenhange zwischen den verschiedenen Differentiationen und der Ste-
tigkeit. Existiert das totale Differential, so hangen insbesondere die Richtungsableitungen linear von der

Richtung ab. Existieren alle partiellen Ableitungen und sind stetig, so existiert das totale Differential und
ist insbesondere ebenfalls stetig.

3.4 Ableitungsregeln

Satz 3.41 (Kettenregel). Sei V C R™ offen. Es seien f: U — R™ (wobei f(U) C V) und g: V — RP in x
bzw. f(x) differenzierbar. Dann ist g o f differenzierbar in x und es ist

D(g o f)(x) = (Dg)(f(x)) - Df (x).
Beweis. Es seien A := Df(x), B := (Dg)(f(x)) und es gelte

f(x+ h) =f(x)+ Ah+@(h) sowie
9(f(x) + k) = g(f(x)) + Bk + 9 (k),

wobei limp_g H(—l 0 und limk_o ”"—l 0. Dann ist

(gof)(x+h)=g(f(x+h))=g(f(x) +Ah+(h))
= g(f(x)) + BAh+ Bo(h) + ¥ (Ah+ ©(h))
=g(f(x)) + BAh+ w(h)

mit w(h) = Bp(h)+yY(Ah+(h)). Wir zeigen, dass limp_o % = 0. Nach Voraussetzung ist limp_,o H%h”) =0,

also limp_yo Bl“’f(”h) = 0. Nun gelten folgende Abschatzungen: Wegen limp_o ”“ﬁihn)” = 0 existiert ein § > 0,

sodass [[e(h)|| < ||h|| fur alle ||h]] < & und wegen limk_q dljl( = 0 existiert eine Funktion 9" mit 9 (k) <
k|l (k) und limg_ ¥'(k) = 0. Ist also h klein genug, dass Ah + p(h) < 4§, so gilt also

Y(Ah + @(h)) < |Ah+ @(h)||¥' (Ah+¥(h))
< ([IAAI + lle(M) DY (Ah + 4 (h))
< (IANAI + 1AW (AR + 9 (h))
= (Al + D)l (Ah + 4 (h))

und es folgt limp, o LAEED < fimy, o (|| A]l + 1)9'(Ah + P(h)) = 0 O

Satz 3.4.2 (Produktregel). Seien f,g: U — R differenzierbar. Dann ist fg differenzierbar und es ist
D(fg)(x) = Df(x)g(x) + f(x)Dg(x).
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Beweis. Wir definieren Hilfsfunktionen
2 f(x) . 2
o U—R x— a(x) sowie m: R =R, (x,y) — xy.

Die Funktion m ist differenzierbar, da die partiellen Ableitungen

h)y — hy —
alm(xvy)zmw#zmw#: und
B x(y+h)—xy . xy+hx—xy
amlx.y) = /|7|—>o h 7)7@0 h N

auf U existieren und stetig sind. Also ist Dm(x,y) = (v, x). Ebenfalls ist ¢ differenzierbar, da f und g
differenzierbar sind. Wegen fg = mo ¢ folgt mit

Dg(x)

und Matrizenmultiplikation die Behauptung. O

D(Fg)(x) = Dm(w(x)) - Dip(x) = (9(x), F(x)) - ( ”)

Satz 3.4.3 (Quotientenregel). Seien f, g: U — R differenzierbar, wobei 0 ¢ g(U). Dann ist g und es ist

P\ _ DAx)glx) — Fx)Dglx)
o (g) a2

Beweis. Wir definieren Hilfsfunktionen
0: U—R? x> <f(X)> sowie ¢:R?2—= R, (x,y)— ~
g(x)
Die Funktion ¢ ist differenzierbar, da die partiellen Ableitungen

(x+h)—x und

—xh ) _ =x
2+hy _y2

—QX) Ebenfalls ist ¢ differenzierbar, da f und g

019(x.,y) :"limo

oq(x,y) = Jim — (

1
oy

3"‘&\'—‘

= lim
h—
X = Jim
y+h vy
auf U existieren und stetig sind. Also ist Dq(x,y) = (

1
y!
differenzierbar sind. Wegen £ g = ao g folgt mit

P (5) 1= oetet -0 = (565505 ) (o)

und Matrizenmultiplikation die Behauptung. O

3.5 Eine nutzliche Tatsache zum Matrizenraum

Wir wollen zum Abschluss des Kapitels ein Beispiel behandeln, welches eine Briicke zur linearen Algebra
schlagt und zu einer nutzlichen Vorstellung des Vektorraums der Matrizen Mat,(R) verhilft. Dartber hin-
aus ist dies ein gutes Beispiel dafiir, dass Stetigkeits- und Differenzierbarkeitsbeweise auch argumentativ
geflihrt werden kdnnen.
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Proposition 3.5.1. Die Menge der invertierbaren Matrizen GL,(R) ist offen in Mat,(R) und die Funktion
F: GL,(R) — GL,(R), A~ A~1 st beliebig oft stetig differenzierbar.

Beweis. Aus der linearen Algebra wissen wir, dass Mat,(R) = R™. Demnach kénnen wir eine Matrix A =
(ajj) € Mat,(R) auffassen als Tupel ihrer transponierten Spaltenvektoren; also ist

Damit kénnen wir die Operatornorm als eine Norm auf R™ auffassen. Nun ist die Determinantenabbildung
det: Mat,(R) — RstetigaufR, denn fir A = (a;;) € Mat,(R) ist nach der Leibniz-Formel die Determinante
wegen
det A= Z SIN Ta1,6(1) " ** An,o(n)
o€eS,

ein reelles Polynom der Matrixkoeffizienten. Diese Stetigkeit gilt wegen der Normendquivalenz beziglich
Operator- und euklidischer Norm. Nun wissen wir aus der linearen Algebra, dass A € Mat,(R) = R" genau
dann invertierbar ist, wenn det A # 0. Da die Determinante wie gezeigt stetig ist, existiert ein § > 0,
sodass ||[A— Al < § = det A # 0 = A € GL,(R). Folglich ist GL,(R) offen in Mat,(R). Nun zeigen wir,
dass die Inversionsabbildung F: GL,(R) — GL,(R), A — A~! beliebig oft stetig differenzierbar ist. Sei
B = (bj) := A7l die zu A inverse Matrix mit Spaltenvektoren b!,. .., b". Dann ist b eindeutig bestimmt
durch das lineare Gleichungssystem

Abl = €&
Ab" = e,
wobei e = (04j, ..., 0ni) € R". Nach der Cramerschen Regel ist
b= det(al, ..., ale,att . ., a")
det A
Da Zahler und Nenner als reellwertige Polynome beliebig oft stetig differenzierbar sind, ist auch der Quo-
tient beliebig oft stetig differenzierbar. O

Die Benutzung der Determinante ist nicht notig, und der folgende alternative Zugang liefert sogar bes-
sere Ergebnisse.

Lemma 3.5.2. Es sei A € GL,(R) eine invertierbare Matrix, und B € Mat, ,(R) mit || B]| < HA_I*H (Opera-
tornorm!). Dann ist A+ B invertierbar, und es gilt

1
[(A+B) 7Y < ——=
ma — I8l

Beweis. Schreibe A+ B = A+ BA™'A = (1 + BA1)A. Es folgt dann fir x € R” mit der umgekehrten
Dreiecksungleichung

I(A+ B)xll = (1 + BATH)(Ax)|| = | Ax|| = |BAH[[[|Ax|| = (1 — [[BAH)[|Ax|| =

(1—1BATMD (l—HBIIIIA’lll)”XH _(

A= [A=H] IA=H]
Zusammengenommen folgt (A + B)x = 0 = x = 0. Also ist (A + B) injektiv und folglich (LAI!) invertierbar.
Ferner erhalten wir fir die Operatornorm von (A+ B) ™

=@ = IBATHDIATH I THIATH I AX] > IA71 Ax|| > = I1BIDIxIl

I(A+B) "yl < —

——— & I(A+B)(A+B) Tyl
= — 1Bl
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also wie behauptet
1

A+ B) | < ———
HA171|| - ”BH

Lemma 3.5.3. Die Funktion F : GL,(R) — GL,(R), A+ A~%, ist stetig.

Beweis. Sei H € Mat, ,(R) mit ||H|| klein. Dann gilt
A+H) P —AT=(A+ H)TAA L —(A+ H) YA+ H)A = —(A+ H) THAT?

und daher
[(A+ H)™t = A7 < 1A+ H) AN

Es gilt ferner ||(A+H) ™| — ||A~1|| nach dem vorigen Lemma, und daher limy_,o ||[(A+H) 1 =AY =0. O

Lemma 3.5.4. Die Funktion F ist differenzierbar, und es gilt
DF(A)H = —A"1HA L.

Beweis. Nach der Differenzierbarkeitsdefinition ist nur zu zeigen, dass

: 1 -1 -1 —lpa-1y
’LmO”HH((AJrH) Al ATTHATY) =0,

aber es gilt

A+ H) P —A T ATHA T = (A+ H)Y T HA TP  ATTHA = (A — (A+ H) HHAT?

und daher
1 _ B _ _ 1 _ B B B _
HrHH((AJFH) LA HATTHATY)| < rH”HA (A H)THIHIATH < ICA+H)THIHTANNHINAT = 0.

O



4 Extremwertprobleme

41 Mehrdimensionale Taylorentwicklung

Erinnerung. In Analysis 1 haben wir die Methode kennengelernt, um Funktionen in einer Umgebung eines
Punktes a durch das so genannte Taylorpolynom n-ter Ordnung zu approximieren, welches fir f € C™(/,R),
wobei I C R ein offenes Intervall ist, definiert war durch

Tm.af (x) = i%f(k)(a)(x— a)k.
k=0 "

Dieses Polynom ist das einzige Polynom vom Grad m, fiir welches die Gleichheit der Ableitungen T,&k,?,,f(a) =
f()(a) fiir alle 0 < k < m gilt. Ferner gilt die Taylorformel mit Integralrest:

f(x)=Tmaf(x)+ % /X(X - t)mf(m+1)(t)dt,

sofern f sogar (m + 1)-mal stetig differenzierbar ist. In diesem Fall existiert die Langrangesche Restglied-
darstellung: Fiir ein € zwischen a und x gilt

F(X) = Tma(x) + FIm (&) (x — a)™ L.

(m+1)!

Diese Erkenntnisse wollen wir auf den hoherdimensionalen R” ibertragen.

Definition 4.1 (Sternférmige Menge). Sei U C R”, x € U. Dann heilt U sternférming beziiglich x, falls
firalley e U, t € [0,1] gilt: tx+ (1 — t)y € U.

Diese Menge ist sternférmig beziiglich x, nicht aber beziglich y.

Satz 4.1.2. Sei U C R” sternférmig beziiglich x € U, f € C™L(U,R) und v € R” mit x + v € U. Dann

39
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existiert ein € zwischen x und x + v (das heifst £ = x + tv fiir ein t € [0, 1]), sodass

f(x+v)=zki ~-va(x)+ﬁDv~-~va(£).

h=Y k-mal (m+1)-mal

Beweis. Setze g: | :={teR | x+tve U} D[0,1] - R, t— f(x+tv). Dal eine offene Teilmenge von R
ist, konnen wir g im Punkt x entwickeln und finden ein t € [0, 1], fur dass

71
fx+v)= = =d® (01 -0)f +
k=0

- 1 ) g(m+1)(t)(1 _ O)m+1 (*)

(m+1)!

gilt. Fur die Ableitungen von g gilt dabei
g(k)(t) =D,---D, f(X+ tV)-
——
k-mal

was man leicht durch vollstandige Induktion Uber k oder scharfes Hinsehen beweist. Der Beweis der Aus-
sage erfolgt mit Einsetzen von g (¢t) in (). O

Bemerkung. Fir den Spezialfall m = 1 erhalten wir

Fx-+v) = () + DyF(x) + 3D/DL(E)

= F() + DAY + & (HAEW.v).

4.2 Extremwertprobleme

Motivation. In diesem Kapitel wollen wir die aus Analysis 1 bekannte Berechnung von Extremwerten auf
Funktionen im R” verallgemeinern, wobei wir zwischendurch einen kurzen Exkurs in die lineare Algebra
machen.

Definition 4.24. Sei f: U — R eine Funktion. Ein Punkt x € U heiRt lokales Maximum bzw. lokales
Minimum von f, falls eine Umgebung VV C U von x existiert, in welcher f(x) > f(v) bzw. f(x) < f(v) fir
alle v € V gilt. Als lokales Extremum bezeichnet man einen Punkt, welcher ein lokales Maximum oder
Minimum ist.

Lemma 4.2.2. Ist f: U — R differenzierbar und besitzt im Punkt x € U ein lokales Minimum oder
Maximum, so gilt Df(x) = 0.

Beweis. Betrachte die Funtion g,(t) := f(x+ tv) flir v € R". Diese Funktion ist definiert auf einer offenen
Umgebung von 0, differenzierbar und besitzt ein lokales Extremum im Nullpunkt. Aus Analysis 1 wissen wir,
dass dann g,(0) = D,f(x) = Df(x)v = 0. Da v beliebig war, folgt Df (x) = 0. O

Definition 4.2.3 (Kritischer Punkt). Sei f: U — R differenzierbar. Ein Punkt x € U mit Df(x) = 0 heifit
Rritischer Punkt von f.
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Bemerkung. Sei f € C2(U,R) und x € U ein kritischer Punkt von f. Wir finden einen Radius r > 0, sodass
B.(x) C U eine sternférmige offene Umgebung von x ist. Fur alle v mit ||v|| < r gilt dann

f(x+v)=Ff(x)+ Df(x)v+ % (Hf(&)v,v) =f(x)+ % (Hf (&)v, v)

fur ein £ zwischen x und x + v nach der Taylorformel.

4.3 Definitheit symmetrischer Matrizen

Definition 4.3.1. Wir schreiben Sym,(R) := {A € Mat,(R) | AT = A} flr den Vektorraum der symmetri-
schen Matrizen.

Definition 4.3.2 (Definitheit). Eine Matrix A € Sym,(R) heilt positiv definit bzw. positiv semidefinit
bzw. negativ definit bzw. negativ semidefinit, falls (x, Ax) > 0 bzw. (x, Ax) > 0 bzw. (x, Ax) < 0 bzw.
(x, Ax) < 0 flralle x € R"\ {0}. Gilt keine der Bedingungen, so heilt A indefinit.

Definition 4.3.3 (Eigenwert/-vektor/-raum). Sei A € Mat,(R). Ein Skalar A € R heilt Eigenwert von
A, wenn ein v € R"\ {0} existiert mit Av = Av. Der Vektor v heilst dann Eigenvektor von A zum
Eigenwert X\. Man definiert das Spektrum o(A) als die Menge der Eigenwerte und den Eigenraum von A
zum Eigenwert A durch Eiga(A) = {x € R" | Ax = A\x}.

Satz 4.3.4. Eine symmetrische Matrix ist genau dann positiv definit bzw. positiv semidefinit bzw. negativ
definit bzw. negativ semidefinit, falls alle Eigenwerte von A positiv bzw. nicht-negativ bzw. negativ bzw.
nicht-positiv sind.

Lemma 4.3.5 (Spektralsatz). Sei A € Sym,(R). Dann existiert eine Orthonormalbasis von R" (das heifSt
eine Familie von Vektoren, welche jeweils die Ldnge 1 besitzen, zueinander senkrecht stehen und eine
Basis von R" bilden), welche aus Eigenvektoren von A besteht. Aquivalent: Es existieren \; < --- < \, €

Rundw,..., vp € R" mit (v;, vj) = d;; und Av; = Av;. Flr die Basis b= (v, ..., Vvy) ist dann
A1 0
b[Alp = .
0 An
Beweis. Wird in der linearen Algebra gefiihrt. O
Beweis von Satz[4.3.4] Wéhle eine Orthonormalbasis (vi, ..., vs) von R™ aus Eigenvektoren von A und no-

tiere \; fur den Eigenwert zu v; fiir 1 </ < n. Fir x = Y./, a;v; ist dann

n n n n
(x, Ax) = <Z a;v;, Z a/>\ivi> = Z axi(vi, v;) = Z a\,
i—1 -1 -1 i—1

da aufgrund der Normiertheit von v; die Gleichung (v;, v;) = 1 gilt. Die behauptete Aquivalenz folgt mit
(vi, Avj) = A O
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4.4 Zuriick zum Eigenwertproblem

Satz 4.4 (Extremwertkriterium). Sei f: U — R zweimal stetig differenzierbar und x € U ein kritischer
Punkt von f. Im Punkt x gilt dann:

1. Ist Hf (x) positiv bzw. negativ definit, so hat f ein lokales Minimum bzw. Maximum.

2. Hat Hf(x) einen positiven bzw. negativen Eigenwert, so hat f Rein lokales Maximum bzw. Mini-
mum.

3. Ist Hf(x) indefinitv, so hat f einen Sattelpunkt.
4. Ist Hf (x) semidefinit, so ldsst sich keine Aussagen treffen.

Lemma 4.4.2. Fir A € Sym,(R) mit Eigenwerten Ay < --- < X\, gilt:

1. Fiir alle x € R™ ist \1[|x]|5 < (Ax, x) < A Ix|[3.
2. {(Ax, %) | Ixll = 1} = [A1, An]

Beweis. Zu 1. Wahle Orthonormalbasis (v, .. ., vp) von R”, wobei v; € Eiga(X;). Flr x = Y7, x;v; € R” ist
dann

(Ax, x) = Z(Ax,-v,-,)gvj) = z”: XiXj(Avi, vj)

=1 ij=1
n n

_ _ 2

= E XiXiAiVi, vj) = E AiX;
ij=1 i—1

und es folgt
n n n
MlxI3 =2 X2 <D X <A Y xF = MlIx|3
i=1 i=1 i=1

Zu 2. Betrachte
f(t) := (A(cos(t)v, + sin(t)v1), (cos(t)v, + sin(t)vy)).

Diese Funktion f ist stetig und es ist ||cos(t)v, + sin(t)v1]| = 1. Dann ist

f(0) = (Avp, Vo) = AV, V) = A
f(7r/2) = <AV1, V1> = >\1<V1, V1> = >\1.

Nach dem Zwischenwertsatz gilt ([0, 7/2]) 2 [A1, An] und nach Teil 1 die umgekehrte Inklusion [A1, An] C
([0, w/2]), folglich die Behauptung. O

Beweis von Satz 4.4.1. Die Aussagen 2 bzw. 4 ergeben sich aus 1 bzw. 3 durch Betrachtung der Funktion —f.
Zu 1. Sei v € R” ein Richtungsvektor derart, dass x + tv € U fur alle t € [—1,1]. Dann existiert ein
© € [0,1] mit

f(x+v)=r1(x)+ %(Hf(x+@v)v, V)

= f(x) + %(Hf(x)v, v) + %((Hf(x—&-@v) — Hf (x))v, v).
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Seien 0 < A\; < .-+ < X, die Eigenwerte von Hf(x). Nach Lemmals.4.2]ist dann (Hf(x)v, v) > X\{||v|?. Da
f zweimal-stetig differenzierbar ist, ist x — Hf(x) stetig. Also existiert ein § > 0, sodass ||Hf(x + ©v) —
Hf(x)|| < Ay/2 flr |Jv|| < 4. In diesem Fall gilt

f(x+v)="Ff(x)+ %(/—/f(x)v, v) + %((Hf(x + Ov) — Hf(x))v, v)

1 1
> FO) + SMllvl? = SIHF(x + ©v) = HEC] v

<>\1/2
1
> f(x) + ZMHVIF > f(x),
falls v # 0. Also folgt f(x 4+ v) > f(x), falls ||v|]] < 6 und v # 0 und damit, dass f ein lokales Minimum
besitzt.

Zu 3. Sei A > 0 ein Eigenwert von Hf(x) und w € Eigy(x)(A) mit ||w| = 1. Fur hinreichend kleine t € R
ist x + tw € U und wir erhalten

f(x+tw)="F(x)+ %(Hf(x)tw, tw) + %((Hf(x + Otw) — Hf (x))tw, tw)

= f(x) + %2<Hf(X)W, w) + g((Hf(x + Otw) — Hf(x))w, w)
=f(x)+ t27>\ + %2((Hf(x+ Otw) — Hf (x))w, w)

X t? )
> f(x)+ — — =||Hf (x+ Otw) — HfF (x)|| - [|w]|
2 2 ——
=1
fur ein © € [0, 1]. Wahle nun § > 0 klein genug, dass fur alle ||w|| < 1,|t] < § die Abschatzung ||Hf(x +
tOw) — Hf(x)|| < A/2 gilt. Fir [t| < § erhalten wir mit f(x + tw) > f(x) + 7t°X > f(x) flr t # 0 einen
Wert, welcher grofer als f(x) ist. Damit hat f kein lokales Maximum in x.

Zu 5. Da Hf(x) einen positiven und einen negativen Eigenwert besitzt, existieren in jeder Umgebung
von x zwei Funktionswerte, von denen einer groBer und einer kleiner als f(x) ist. Damit hat f in x einen
Sattelpunkt.

Zu 6. Wir betrachten als Gegenbeispiele die Funktionen fi(x,y) := x> und f(x, y) := x> + y3. Fir jede
dieser Funktionen ist der Nullpunkt ein kritischer Punkt. In diesem gilt Hf(0,0) = (33) fiir k = 1, 2. Jedoch
gilt:

1. f besitzt in 0 ein lokales Minimum.

2. f> besitzt in 0 weder ein lokales Minimum noch Maximum. O

Wir geben nun eine Methode an, um die Eigenwerte einer Matrix zu bestimmen:

Definition 4.4.3 (Charakteristisches Polynom). Fiir A € Mat,(R) heilt
xa(A) :=det(A, — A)

das charakteristische Polynom von A.

Bemerkung. Nach Definition ist x4 die Determinante der Matrix A/, — A, welche nach der Leibniz-Formel
ein normiertes Polynom vom Grad n ist.
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Satz 4.4.4. Sei A € Mat,(R). Dann ist X € R genau dann ein Eigenwert von A, wenn xa(\) = 0.

Beweis. Die Zahl X ist genau dann ein Eigenwert, wenn ein v € R"\ {0} existiert mit Av = Av = (A\/l,)v,
also wenn (A/, — A) nicht injektiv ist (da 0 durch A immer auf ein Vielfaches von sich abgebildet wird). Dies
ist bei einer quadratischen Matrix genau dann der Fall, wenn det(\/, — A) verschwindet. O

Beispiel. Zu untersuchen sind lokale Extrema der Funktion
f:R? =R, (x,y) — 6xy — 3y? — 2x°.
Zunachst berechnen wir die Jacobi-Matrix

JF(x) = Df (x) = <6y - 6X2> .

6x — by

Die kritischen Punkte von f sind genau jene, in welchen Df(x) verschwindet, in welchen also 6y — 6x> = 0
und 6x — 6y = 0 gilt. Die zweite Gleichung ergibt x = y. Einsetzen in die erste Gleichung ergibt

—6x°+6x=0x>—-x=0x(x-1)=0&x=0Vx=1

Kritische Punkt von f sind also (0,0) und (1, 1). Wir prifen nun die Definitheit der Hesse-Matrix Hf(x) in
diesen Punkten: Es ist

Hf(0,0)<g _66) und Hf(1,1)<_612 _66>

Deren charakteristische Polynome sind

A 6
XHF(0,0)(A) = ’6 Xt 6‘ =X +6XA-36 und Xura1)(A) =2+ 18X + 36.

Deren Nullstellen sind
Xrroy M) =0 A= -3+1/32436=-3+V45= A~ -10VA~4,
womit Hf (0, 0) indefinit ist und f in (0, 0) einen Sattelpunkt besitzt, und
Xrran(A) =0 & A= —9+4+/92 —36 = —9+ V45 = X < -2,

wonach Hf(1, 1) negativ definitist und f in (1, 1) folglich ein Maximum besitzt.



5 Der Umkehrsatz und implizite Funk-
tionen

Erinnerung. In Analysis 1 hatten wir folgenden Satz: Ist / C R ein offenes Intervall, f: | — R stetig diffe-
renzierbar und f’(x) # 0 fur alle x € /. Dann ist f(/) C R ein offenes Intervall und f: | — f(/) bijektiv. Ihre
Umkehrfunktion g: (/) — [ ist stetig differenzierbar mit ¢'(f(x)) = 1/f'(x).

5.1 Diffeomorphismen und der Umkehrsatz

Definition 5.1.1 (Diffeomorphismus). Seien U C R”,V C R™ offen. Als Diffeomorphismus bezeichnet
man eine Bijektion £ € C*(U, V), deren Umkehrabbildung f=1: V — U stetig differenzierbar ist.

Proposition 51.2. Sei V C R™ offen und f: U — V ein Diffeomorphismus mit Umkehrabbildung g =
f~1:V — U. Dann gilt:

1. m=n.
2. Df(x) € GL,(R) fiir alle x € U.
3. DfFY(f(x)) = (Df(x))"* € GL,(R).

Beweis. Esist f~1of =idy und f o f~1 =idy. Mit der Kettenregel folgt

Df Y1 (f(x))-Df(x) =1, und DFf(f *(y)) DF Y (y) = In.

In der rechten Gleichung erhalten wir fiir y = f(x) die Identitat Df(x) - Df ~(f(x)) = I. Folglich sind
Df~1(f(x)) und Df(x) invers zueinander und es folgen alle behaupteten Aussagen. O

Satz 5.1.3 (Umkehrsatz). Sei f € C*(U,R") derart, dass Df (x) € GL,(R) fiir alle x € U. Dann gilt:
1. Fiir alle offenen Teilmengen VV C U ist f(V) C R" offen.

2. Zu jedem x € U existiert eine offene Umgebung V C U von x, sodass f|y: V — f(V) bijektiv und
f|,,* stetig differenzierbar ist.

Definition 5.1.4 (Lokaler Diffeomorphismus). Eine Funktion £ € C!(U,R"), deren Differential auf ganz
U invertierbar ist, heil3t lokaler Diffeomorphismus.

Wir wollen nun einen Beweis des Umkehrsatzes erbringen, fiir welchen wir zwei Lemmata verwenden
werden:

45
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Lemma 5.5 (Schrankensatz). Sei U konvex (das heift sternférmig beziiglich jedes Punktes x € U) und
f € CH(UR™). Es gebe ein L > 0, sodass |Df(x)|| < L fiir alle x € U. Dann ist f Lipschitz-stetig mit
Lipschitz-Konstante L, das heifst ||f(x) — f(y)|| < L||x — y|| fiir alle x, y € U.

Beweis. Seien x,y € U. Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung ist dann f(y) = f(x)+
J3 DF(x + t(y — x))(y — x)dt. Also ist

1
1) — FOOll = H [ ortcs v -0y x)drH
s/o IDF(x + ty — x))(y — x)||dt

1
s/ IDF(x+ ty — x)lllly — xlldt < Llly — x]. 0
0

<L

Lemma5..6 (Banachscher Fixpunktsatz). Sei (X # 0, d) ein vollstidndiger metrischer Raum und f: X —
X eine Funktion, welche g-Lipschitz-stetig ist, wobei g < 1. Dann besitzt f genau einen Fixpunkt x € X.

Beweis. Zur Existenz: Fur n € Ny definieren wir f7: X — X induktiv durch 9 :=idx und f™! := f o f". Sej
x € X beliebig und x, := f"(x). Behauptung: Die Folge (x,)nen, konvergiert gegen einen Fixpunkt x,, € X.
Wir zeigen, dass (x,), eine Cauchy-Folge ist. Es gilt die Abschatzung

d(xn, Xnt1) = d(F(xo-1), F(xn)) < qd(Xo-1, %) < -+ < ¢"d(x0, x1)

und nach der Dreiecksungleichung gilt allgemeiner

3
3
-

d(Xp, Xntm) < d(Xnsk Xnyke1) < q" K d(xo, x1) 2% 0.
0 0

=
Il
=
Il

Da X vollstandig ist, konvergiert x, gegen ein x5, € X. Nun gilt

(e, F(x0)) = d (H|mexn, f ( lim x)) —d ( lim xu, lim f(xn))

n—oo n—oo n—oo

= nILmOO d(xn, f(xy)) = nan;o d(Xn, Xnt1)

< lim ¢"d(x0,x1) =0,
n—oo

da f und d stetig sind. Also ist f(xx) = X Und ein Fixpunkt von f gefunden. Nun zeigen wir die Eindeutig-
keit. Seien x, y € X verschiedene Fixpunkte von f. In diesem Fall erhalten wir mit d(x, y) = d(f(x), f(y)) <
d(x,y) einen Widerspruch und es folgt x = y. O

Beweis des Umkehrsatzes. Durch gegebenenfalls Verschiebungen und Streckungen (bzw. Stauchungen) in
Definitions- und Zielraum kdnnen wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit annehmen, dass x = 0, f(x) =
0 und Df(0) = I, ist. Wir wollen fir kleine y die Gleichung f(x) = y losen. Wir schreiben die Gleichung
als x = y + x — f(x), setzen h,(x) := y + x — f(x) und suchen also einen Fixpunkt von h,. Um nun den
Banachschen Fixpunktsatz anwenden zu kdnnen, bendtigen wir einen vollstandigen metrischen Raum, auf
dem h, definiert ist. Dazu suchen wir einen abgeschlossenen (denn Abgeschlossenheit ist nach Satz[1.4.9)
notig fur Vollstéandigkeit) Ball B,(0) = {x € R" | ||x|| < r} C U, sodass fiir geniigend kleine y die Abbildung
h, eine Abbildung von B,(0) in sich selbst und Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante 1/2 ist. Diesen Ball
finden wir wie folgt: Wahle r > 0 derart, dass overlineB,(0) C U und fur alle x mit ||x|| < r die Ungleichung
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ID(id =)(x)|| = |In — Df(x)|| < 1/2 erfillt ist. Dies kdnnen wir fordern, da Df(0) = /, und x — Df(x)
nach Voraussetzung stetig ist. Sei nun |ly|| < r/2 und ||x|| < r. Nach dem (Schs) ist dann

1Ay Ol = [ly +x = FOIl < lIyll + lx = £l

Schs 1
S Ayl 1IGc=£()) = (0 = £ < vl + FlIx = 0lf < r.

Fur [ly|l < r/2 gilt also hy, (Br(o)) C B,(0). Wir zeigen nun, dass h, Lipschitz-stetig ist. Seien daflr |ly| <
r/2 und x, z € B,(0). Mit demselben Argument wie vorher folgt

1Ay (x) = hy (D)l = lly +x = F(x) =y =z + F(2)]]

Schs 1
= =) = (z=f(@2)Il < FlIx =zl

Insgesamt folgt: Fir |ly|| < r/2ist h,: B,(0) — B,(0) Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante 1/2. Aus dem
[Banachschen Fixpunktsatz folgt: Es gibt genau einen Punkt x € B,(0) mit h,(x) = x, also f(x) = y fir

llyll < r/2.1st sogar |ly|| < r/2, so ist h, (B,(O)) C B,(0); deshalb muss der Fixpunkt x von h, sogar

in B,(0) liegen. Nun kdnnen wir eine offene Umgebung V C U von 0 angeben, namlich V := {x € U |
Ix|l < rAIf(x)|l < r/2}. Wir haben bereits durch Fixpunktberechnung von h, gezeigt, dass f: V — B, /»(0)
bijektiv ist. Sei g: B,/»(0) — V die Umkehrabbildung. Der Satz ist bewiesen, wenn wir g € C*(B,/»(0), V)
zeigen kdnnen. Seien x, y € B,(0). Nach Proposition|5.1.2l muss dann Dg(0) = /, gelten. Wir zeigen, dass
g(h) —9(0) —id(h) _ . g(h)—h _

|' = =
) Ihl WA

flr h € B,/»(0). Da hg Lipschitz-stetig mit Konstante 1/2 ist, folgt

l[x = z[l = llho(x) + F(x) — ho(2) = F(2)]]
[1ho(x) = ho(2)[| + [IF (x) = F(2)]]

2= 2l + 1700 — £,
& I — 2l <2700 ~ F()l.

IN

IN

Da £(0+ h) = £(0) +id(h) + r(h) mitlims_o T2 = 0 gilt lims_o Z—" = 0 und es folgt

g = bl (g — F)I = F(B)I]

h—0 |All ~ h—0 IAll h—0 1Al

Aufgrund der Definitheit der Norm gilt dann auch limp_q % = 0, womit die Differenzierbarkeit von g
gezeigt ist. Die Stetigkeit der Ableitung von g ergibt sich aus der Stetigkeit der Inversenbildung. O

Korollar 5.1.7. Sei f € C1(U,R") eine Bijektion, deren Differential Df(x) fiir alle x € U invertierbar ist.
Dann ist f ein Diffeomorphismus.

Beweis. Folgt aus dem O

Beispiel. Wir zeigen, dass die komplexe Exponentialfunktion exp ein Diffeomorphismus
S; = (—00, ) x (0,2m) = C™ :=R?\ {(x,0) | x > 0}

ist. Dazu fassen wir eine komplexe Zahl z als z = (x, y) € R? auf. Unter dieser Identifikation ist

exp(z) = &* <cosy> .

siny
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Wir erkennen: Der Wert x stammt aus dem Intervall (—oo, c0), wird durch e also auf das Intervall (0, co)
abgebildet; der Wert y stammt aus dem Intervall (0,27). Die Bijektivitat ergibt sich damit aus folgen-
der Uberlegung: Jede komplexe Zahl lasst sich schreiben als z = r(cosy,siny), wobei diese Konstruk-
tion informell folgendermalien funktioniert: »Man auft mit (cosy,siny) um den Winkel y auf dem Ein-
heitskreis entlang und streckt/staucht den resultierenden Vektor mit dem Faktor r, um den gewiinschten
Punkt in der komplexen Zahlenebene zu treffen.« Nun ist die Bijektivitat von exp klar: Wegen e* € (0, o0)
konnen wir jeden Einheitskreisvektor beliebig strecken und stauchen. Da y € (0, 27), ist die Abbildung
(0,2m) — S,y + (cosy,siny) injektiv. Wegen y # 0,2m treffen wir also jeden Vektor im R? auRer den
positiven Abschnitt der x-Achse, also genau C~ und dies, wie beschrieben, auf injektive Weise. Nun be-
rechnen wir die partiellen Ableitungen. Diese sind:

[ cosy _ x[—siny
Drexp(x,y)=¢e (siny) und drexp(x,y)=e (cosy)'

Da die partiellen Abbildungen stetig sind, ist exp stetig differenzierbar und esist D exp(x, y) = &~ (Cosy ‘Si”y)

siny cosy
sowie
det Dexp(x, y) = e*(cos® ¢ + sin® ¢) = > # 0,

also ist D(x, y) invertierbar und damit exp ein Diffeomorphismus.

5.2 Satz iiber implizite Funktionen

Motivation. Es sei eine Funktion f: R” x R — R 5 z gegeben. Wir stellen uns die Frage, ob man in einer
Umgebung von x die die Gleichung f(x, y) = z eindeutig nach y aufloésen kann. Anders ausgedriickt: Gibt
es eine Funktion h: R” — R, die in Abhangigkeit von x explizit ein y ausgibt, welches (x, h(x)) = z erfullt?

f(x)

A

=

Der Einheitskreis ist gegeben durch die Menge {(x,y) € R? | x? + y? = 1}, also das Urbild von 1 unter der
Funktion f(x,y) = x2 + y2. Flr keinen Punkt x € (—1,1) lasst sich y als eindeutige Weise in Abhangigkeit
von x schreiben, da sets +v/1 — x2 zwei Losungen von f(x,y) = 1 sind. Um den markierten Punkt kdnnen
wir jedoch eine Umgebung anlegen, sodass der Graph von f lokal aussieht wie eine Funktion, welche nur
von einer Variablen abhangt. Dort ist eindeutig y = v/1 — x2, das heiBt, wir kdnnen in der Umgebung die
Funktion eindeutig nach y auflésen. Der Satz iiber die implizite Funktion gibt uns ein Kriterium, in welchen
Fallen dies allgemein funktioniert.

Satz 5.21 (Satz iiber die implizite Funktion). Seien U C R",V C Rk offen, f € CY(U x V,R¥) mit
Komponentenfunktionen fy, .. ., i, (X0, Yo) € UxV, z := f(x0, o). Das totale Differential von f im Punkt
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a = (xo, Yo) zerfdllt in zwei Teilmatrizen

ge(a) - B2 | Fx(a - 3E(a)
: : : : = (81f(a) | 21 (a)).
Se(a) - §a)| gz - gr(a)

Ist B>f(a) € GL«(R), dann gibt es offene Umgebungen xo € Uy C U bzw. y, € Vy C V und eine stetig
differenzierbare Funktion h: Uy — Vo mit

1. h(Xo) = Yo-
2. Fir alle x € Uy gilt f(x, h(x)) = z.

Wenn f(x,y) = z fir alle x € Uy, y € W gilt, dann ist y = h(x).

Differenzieren der Identitdt Df(x, h(x)) = z nach x zeigt

D1f(x, h(x)) + Daf (x, h(x))- Dh(x) =0.
——
Matk,n(]R) GMatk(R) €Matkv”(R)

Dies ist aquivalent zu
Dh(x) = —(Dxf (x, h(x)))~* - D1f(x, h(x)),

insbesondere ist Dh(xp) = —(Daf (x0, y0)) ™t - D1f(x0, yo).

Beweis. Da D,f stetig und im Punkt (xo, yo) invertierbar ist, ist allgemein D>f(x,y) invertierbar, falls x
nahe bei xo und y nahe bei yp. Es gelte also ohne Beschrankung der Allgemeinheit Dof(x, y) € GL,(R) fir
alle x € U,y € V (dies erreichen wir durch Verkleinerung von U und V). Wir definieren eine Hilfsfunktion

g:UxV = R"x Rk,(x,y) = (x, f(x,y)).

Deren Ableitung ist die Blockmatrix

I 0
Dg(x.y) = <D1f(x,y) sz(XVY))

mit Determinante det Dg(x, y) = det(/, - D2f(x,y)) = det D>f(x, y) # 0. Nun wenden wir den
an und es gilt: Es existieren offene Umgebungen xg € U; C U und yy € V4 C V, sodass g: U; x Vj —

g(Ur x V1) ein Diffeomorphismus. Wahle Uy, xg € Uy C Uy, sodass Uy x {z} C g(U; x V4). Dies geht, weil
9(x0, ¥0) = (%0, Z). Seien

px: R" XRk—HRk,(X,y)Hy und

pn: R" XRk%R”,(x,y)HX

Projektionen. Definiere h: Uy — V4 durch

hx)=p | 97" (x.2) | ev
——
clox{z}

eUr xVy

Dann ist h stetig differenzierbar, da g~ € C* und px € C*. Wir reichnen nun nach, dass h die geforderten
Bedingungen erfullt. Es ist

h(x0) =pk | 97" (%0.2) | = Pc(x0. %0) = Yo.
——

=9(x0.2)
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Ferner ist

F(x, h(x)) = f ((x, pe (971 (x,2))) = £ (Pn (97 (x. 2)) . Pk (971 (x, 2)))
=f(97'(x.2)) = (pc09) (971 (x. 2)) = p(x, 2) = z.

Damit besitzt h die geforderten Eigenschaften. Wir zeigen nun die Eindeutigkeit von h. Setze Vg := 4. Falls
x € Uy, y € Vo, f(x,y) =z Dannist g(x,y) = (x,z) € Uy x {z} C g(U1 x W), also (x,y) = g~ (x, 2), also
x = prc (97 (x, 2)) = h(x) O

Beispiel. Dieses Beispiel behandelt die Nullstellen von Polynomen. Es sei f: R” x R — R, (x,y) — y" +
Z,’-’;Ol xp—iy'. Fir festes x ist f(y) := f(x,y) ein Polynom. Sei (xo, o) € R" x R derart, dass f(xo, o) =
fio (o) = 0. Ist h wie in[5.21] so ist h(x) eine Nullstelle von f,. Nebenbei ist

n
Daf(x,y) = ny" ! + 3 =Lxaiiy'™ = £i(y).
i=1

Falls £, (vo) = 0 und £ (yo) # O, so gibt es eine Funktion h: U — R (wobei U C R" eine offene Umgebung
von xp ist) mit der Eigenschaft, dass h(xp) = yo und f(x, h(x)) = f(h(x)) = 0. Also folgt: Ist £} (vo) # O,
so hangen die Nullstellen von f, differenzierbar von x ab. Dabei ist £ (yo) = 0 genau dann, wenn y, eine
einfache Nullstelle von £, ist.

Fir n = 2 haben wir f(x1, x2,y) = y? + x1y + x2. Deren Nullstellen sind —x;/2 £ \/x?/4 — xo. Diese
Funktion ist differenzierbar, falls x2/4 — xo > 0.

5.3 Geometrische Version des Satzes iiber implizite Funktionen

Definition 5.3.1. Sei U C R offen und f € C1(U, R¥). Ein Punkt x € U heilt reguldrer Punkt von f, falls
rk Df (x) = k; das heillt Df (x) stellt einen Epimorphismus (eine surjektive lineare Abbildung) R™ — R”
darstellt. Ist x kein reguldrer Punkt, so heilt er singuldr oder kritisch. Ein y € RX heilt reguldrer Wert
von f, falls jedes Urbild von y ein regularer Punkt ist.

Bemerkungen. 1. Fir k = 1 stimmt die Definition eines kritischen Punktes mit Definition[4.2.3]aus dem
Kapitel »Extremwertprobleme« tberein.

2. In der Definition eines reguldaren Wertes ist nicht gefordert, dass y Gberhaupt im Bild von f liegt. Dies
hat zur Folge: Ist f~1(y) = (), so ist y ein reguldrer Wert von f.

3. Ist k > m, so ist y € R¥ genau dann ein regularer Wert von £, wenn y ¢ f(U).
4. Ist k = m, so ist x € U genau dann ein reguldrer Punkt von f, wenn Df(x) € GL,(R).

Satz 5.3.2. Sei f € CL(U,R¥) und y, € R* ein reguldrer Wert von f mit Urbild M := f~1(yo) C U.
Dann existiert zu jedem xq € M eine offene Umgebung Uy C U von xp und ein Diffeomorphismus
h: Uy — h(Ug) CR™, sodass h(M N Up) = {0}< x R™—k C R™.

Beispiel. Sei f: R> — R, x — (x,x) = ||x]|3. Deren Ableitung Df(x)v = 2(x, v} ist surjektiv genau dann,
wenn x # 0 ist. Damit ist jeder Punkt x € R™\ {0} ein reguldarer Punkt von f, insbesondere auch x = 1.
Dessen Urbild ist f~1(1) = §"1

Beweis von Satz 5.3.2. Sei xo € M und Df(xp): R™ — Rk surjektiv. Wahle eine Basis (vi, ..., Vm) von R™
derart, dass
€, / S k

Df(xp)v; = .
(o)v {o, P>k
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Eine solche Basis existiert aus folgendem Grund: Nach der Dimensionsformel ist Es ist dimker Df (xp) =

m—k.Sei (Vks1, ..., V) €ine Basis von ker Df (xg). Weil Df (xp) surjektivist, gibtes vy, ..., vk Mit Df (xo)v; =
g furl < i < k. Dannist (w,..., Vm) eine Basis von R™, da sie linear unabhdngig sind. Sei p: R™ —
(ki1 ..., em) = {0} x R™~k C R™ die lineare Abbildung
0, i<k
Vi) = .
p(v) {e,-, i>k

Setze h: U — R™ = R¥ x R % x s (f(x) — yo, p(x)). Diese Abbildung ist stetig differenzierbar. Nun ist
Dh(xp) € Mat,(R) ist invertierbar, denn:

Dh(xo)vi = (Df (xo)vi, p(v;)) = {Eglg : i i .

Damit bildet Dh(xp) eine Basis auf eine Basis ab, ist damit ein Isomorphismus, also invertierbar. Weil x —
Dh(x) stetig ist, gibt es eine Umgebung U; C U von xg derart, dass Dh(x) € GL,(R) fiir alle x € U;. Nach
dem[Umkehrsatzexistiert eine offene Umgebung Uy C U; von xo und h: Uy — h(Up) ein Diffeomorphismus
ist. Wir zeigen nun h(M N Ug) = {0} x R™_ Fiir x € Uy N M ist f(x) = yo und h(x) = (f(x) — yo, p(x)) =
(0, p(x)) € {0}< x R™=k _Ist andererseits h(x) € {0} x R™¥ soist h(x) — yp = 0, also x € M N Up. O

Bemerkung. Man kann zeigen: Ist A C R"” abgeschlossen, so gibt es eine C*°-Funktion f: R” — R mit
f~1(0) = A.

Definition 5.3.3. Eine Teilmenge M C R™k heiRt n-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R™¥ falls
gilt: Zu jedem Punkt xp € M existiert eine offene Umgebung x, € U C R™* und ein Diffeomorphismus
h: U— h(U) CR™  mit h((UN M) = {0}¥ x R" C R Ein solches Paar (U, h) heilt Karte von M. Eine
Familie ((U;, hj))ies von Karten heifst Atlas von M, falls J,c, Uin M = M

Beispiele. 1. Sei U C R” und f € C}(U,R™). Ist yy € R¥ ein reguldarer Wert, dann ist f=1(yy) C R™ ist
eine Untermannigfaltigkeit der Dimension m — k; insbesondere ist S"~1 eine (n — 1)-dimensionale
Untermannigfaltigkeit.

2. Eine offene Menge U C R” ist eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R".
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