EIGENSCHAFTEN MAXIMALER TORI

MARKUS KEPPELER

ZUSAMMENFASSUNG. Dies ist die Ausarbeitung eines Seminarvortrages zum
Thema ,,Eigenschaften maximaler Tori“, der an der Universitéit Miinster gehal-
ten wurde. Die Ausarbeitung basiert auf dem Buch ,,Lectures on Lie Groups*
von J. Frank Adams[1] und bezieht sich auf die Seiten 89-100. Im Wesentlichen
geht es um folgende Themen:

e Grundlegende Eigenschaften mazximaler Tori: Jedes Element einer kom-
pakten, zusammenhéngenden Lie-Gruppe ist in einem maximalen Torus
dieser Gruppe enthalten, zwei maximale Tori sind immer konjugiert, ein
maximaler Torus ist immer auch eine maximale abelsche Untergruppe.

e Definition der Weyl-Gruppe, direkte Folgerungen daraus.

e Reguldre und singuldre Elemente einer kompakten, zusammenhéingenden
Lie-Gruppe.

Bemerkung (4.5). Im Folgenden bezeichne G immer eine kompakte, zusammen-
héngende Lie-Gruppe.

Satz (4.21). Sei T C G ein maximaler Torus. Dann ist jedes Element aus G ent-
halten in einem Konjugierten von T

Beweis. Sei g € G. Wir wollen zeigen das ein z € G mit ¢ € xTz~! existiert.
Betrachte die Linksnebenklassen G/T und sei f : G/T — G/T die Linksmultipli-
kation mit g, also f(2T) = gaT. Ein Fixpunkt von f ist dann eine Nebenklasse aT
mit goT = 2T, d.h. g € 2Tx~'. Wir miissen also nur zeigen, dass f einen Fixpunkt
hat. Dazu werden wir eine Form von des Lefschetzschen Fixpunktsatzes benutzen,
die von A. Dold angegeben wurde.

Fassen wir zusammen was wir brauchen: Sei f : X — X eine stetige Funktion,
definiere A(f) € Z, indem wir HI(f;Q) : H1(X;Q) — HY(X; Q) nehmen und

A(f) =D (-1 Te(H(f;Q))
q
setzen (Lefschetzzahl).

Dann héngt A(f) nur von der Homotopieklasse von f ab. Der Lefschetzsche
Fixpunktsatz besagt nun: Wenn f keine Fixpunkte besitzt gilt A(f) = 0. Wenn f
nur isolierte Fixpunkte (und damit eine endliche Anzahl) besitzt, dann ist A(f) die
Anzahl der Fixpunkte (gezéhlt mit Vielfachheiten), was wie folgt definiert ist:

Sei X eine glatte Mannigfaltigkeit und z ein Fixpunkt von f. Betrachte 1 — f’ :
X, — X,. Wenn det(1 — f’) > 0 gilt, so hat f die Vielfachheit +1 an x. Wenn
det(1 — f') < 0 gilt, so ist die Vielfachheit —1. Den Fall det(1 — f') = 0 miissen wir
nicht diskutieren, da er in unserem Fall nicht auftritt.

Um A(f) zu berechnen konnen wir f durch eine homotope Abbildung fy er-
setzen. Wir kénnen also g durch irgendein anderes gy € G ersetzen, da G wegzu-
sammenhéngend ist (zusammenhingende Lie-Gruppe). Wihle ein gg, welches ein
Erzeuger von T ist, und sei fy die zugehorige Abbildung. Dann sind die Fixpunkte
von fo die Nebenklassen nT fiir n € N(T)! (nachzurechnen).

Date: 6. Januar 2006.
ISei T C G. Dann ist der Normalisator von T in G definiert als N(T) := {z € G : 2T = Tx}.
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Betrachten wir nun N(T), dies ist eine abgeschlossene Untergruppe von G und
somit eine Lie-Gruppe. Die Zusammenhangskomponente N(T'); des neutralen Ele-
mentes ist offen in N(7") und hat damit nur eine endliche Anzahl von Nebenklassen
in N(T). Es gilt N(T'); = T, was wir wie folgt sehen: N(T') agiert auf T' durch
Konjugation (n(t) = ntn=!), und Aut(T) ist diskret, also agiert N(T); trivial auf
T. Wenn N(T'); den Torus T echt enthalten wiirde, so enthélt es auch eine Ein-
Parameter-Untergruppe, die nicht in 7" enthalten ist, aber mit T" kommutiert, was
der Maximalitét von T widerspricht (4.9). Also gilt N(T"); = T, und T hat nur eine
endliche Anzahl von Nebenklassen in N(T'), und damit hat fy nur eine endliche
Anzahl von Fixpunkten.

Es geniigt nur einen von diesen Fixpunkten zu betrachten, T. Denn: Sei nT ein
anderer Fixpunkt. Definiere

o G/T — G/T,r,(¢T) = gTn.

Dies ist ein wohldefinierter Diffeomorphismus, kommutiert mit fy und bildet T" auf
nT ab. Also ist die Multiplikation auf nT das Gleiche wie auf T. (Man beobachtet,
dass fo auch als fo(2T) = gowgy ' T geschrieben werden kann (denn g5 *T = T). Dies
bedeutet, dass man fj als Quotientenabbildung der Abbildung G — G, x — goxg, !
erhalten kann. Dies hat den Effekt, dass e auf e abgebildet wird.)

Um eine Basis von L(G/T) zu erhalten, wiihle eine Basis fiir L(T'), erweitere sie
zu einer Basis von L(G), und entferne die Vektoren von L(T'). Dann (4.12, 4.14)
hat 1 — f§ die Form

1 — cos 2761 (go) sin 2761 (go) 0
—sin2761(g0) 1 —cos2mb1(go) O

0 0
Es gilt also

m
AN 1—cos2n0,(go) sin2m0,(go)

det(l fO) - H‘ —sin270,(go) 1—cos2m0,(go) |’

r=1

was grofler als 0 ist, solange nicht cos2m8,(go) = 1 fiir gewisse r. Aber es gilt
0,(go) #0 mod 1, denn 6, ist eine nichttriviale Funktion auf T' (4.12). Also ist die
Vielfachheit +1, und A(f) = IN(T)/T| > 0. f hat also mindestens einen Fixpunkt,
und der Satz ist bewiesen. |

Korollar (4.22). Jedes Element von G liegt in einem maximalen Torus.

Bewets. Es geniigt zu zeigen, dass ein Konjugiertes eines maximalen Torus wieder
ein maximaler Torus ist, dann folgt die Behauptung mit 4.21: Sei T ein maximaler
Torus, und gTg~! ein Konjugiertes, fiir das gTg~! C U C G gilt (U sei Torus).
Dann gilt:

T maximal

gt cU=Tcg'Ug "B™ T=9¢"1Ug
Es gilt also
9Tg~ =99 'Ugg™" =1,

1

und damit ist ¢7¢g~" wieder ein maximaler Torus. O

Korollar (4.23). Wenn T und U zwei maximale Tori sind, so sind sie konjugiert.

Beweis. Sei u ein Erzeuger von U (er existiert nach 4.3). Dann gilt u € gTg~? fiir
ein g € G (nach 4.21). Folglich gilt auch U C gTg~'. Da gT'g~! aber wieder ein
Torus ist, und U ein maximaler Torus ist, gilt U = gT ¢!, und damit sind U und T
Konjugierte. O

Definition (4.24). Nach 4.23 folgt, dass alle maximalen Tori die gleiche Dimension
haben. Diese wird der Rang von G genannt und im Folgenden mit & bezeichnet.
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Satz (4.25). Sei S eine zusammenhingende abelsche Untergruppe von G, und g € G
kommutiere mit allen Elementen von S. Dann existiert ein Torus 7', der sowohl g
als auch S enthalt.

Beweis. Sei H die von g und S erzeugte Untergruppe von G. Diese Untergruppe
ist abelsch (S abelsch, g kommutiert mit allen s € S), also ist H (der Abschluss
von H in G) eine kompakte abelsche Lie-Gruppe (kompakt und abelsch ist klar,
Lie-Gruppe nach 2.26, 2.27). Nach 2.20 folgt, dass die Zusammenhangskomponente
(H); des neutralen Elementes ein Torus ist. H/(H); ist endlich und durch g erzeugt,
also gilt H/(H); = Z/m fiir ein m € Z. Nach 4.4 folgt also, dass H einen Erzeuger
hat. Sei h ein Erzeuger von H, h liegt in einem maximalen Torus T' (nach 4.22). Es
gilt also gUS C HC H CT. |

Satz (4.26). Sei T ein maximaler Torus von G. Wenn A eine abelsche Untergruppe
ist,und T' C A C G gilt, so folgt T = A. Ein maximaler Torus ist also eine maximale
abelsche Untergruppe.

Beweis. Sei a € A. Nach 4.25 folgt dann, dass es einen Torus U gibt, der @ und T
enthélt. Da T maximal ist und T' C U C G gilt, folgt T'= U und damit insbesondere
auch a € T. Es gilt also T'C A (nach Voraussetzung) und A C T' (denn a € A war
beliebig), und damit A =T. ]

Beispiel (4.27). Wenn a € U(n) mit allen Diagonalmatrizen (wie in 4.16) kommu-
tiert, so ist a selber eine Diagonalmatrix.

Beweis. Die Menge T der Diagonalmatrizen ist ein maximaler Torus (nach 4.16)
und daher natiirlich auch eine abelsche zusammenhingende Untergruppe. Wenn
a € U(n) mit allen Matrizen aus T' kommutiert, existiert also nach 4.25 ein Torus U,
der a und T enthélt. Da T ein maximaler Torus ist, muss U schon T selbst sein,
also ist auch a eine Diagonalmatrix. m|

Bemerkung (4.28). Im Allgemeinen stimmt es nicht, dass eine maximale abelsche
Untergruppe auch ein Torus ist. Zum Beispiel sei G = SO(n, R), und man betrachte
die Menge M der Matrizen der Form

+1

+1

Diese bilden eine maximale abelsche Untergruppe aber keinen Torus.

Definition (4.29). Sei T ein maximaler Torus von G. Als Weyl-Gruppe W von
G wird die Gruppe der Automorphismen von T', die Einschrankungen von inneren
Automorphismen von G sind, bezeichnet. Dies ist unabhéngig von der Wahl von 7.
Jeder solche Automorphismus hat die Form t +— ntn~! fiir ein gewisses n € N(T').

N(T) ist eine abgeschlossene Untergruppe von G, und damit kompakt. Ebenso ist
Z(T)?* auch abgeschlossen, und es gilt 7 C Z(T) C N(T). Es gilt N(T)/ Z(T) = W.
Da wir G als zusammenhéngend vorausgesetzt haben gilt Z(T") = T (nach 4.25, T
als zusammenhingende abelsche Untergruppe wihlen) und damit W = N(T')/T.
Wie im Beweis von 4.21 gezeigt ist N(7') /T endlich, also ist auch W endlich.

Korollar (4.30). (Korollar von 4.21)
Sei V' ein G-Raum. Dann ist yy bestimmt durch seine Beschrinkung auf 7', und
Xv ist invariant unter W.

2Sei T C G. Der Zentralisator von T in G ist Z(T) :={z € G :Vt € T : wta~! = t}.
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Beweis. Beschrinkung: Sei x € G, nach 4.21 existiert dann ein ¢ € T so dass fiir
ein gewisses g € G gilt: = gtg~!. Es gilt nun:

xv (@) = xv(gtg™") = xv(t).
Es reicht also xy auf T' zu kennen. Invarianz: Sei w € W,z € G. Dann gilt (fiir
gewisses n € G)
xv(w(@)) = xv(nan™") = xv(z). O

Korollar (4.31). Der Homomorphismus i* : K¢(G) — Kc(T') von Darstellungs-
ringen® ist injektiv, und sein Bild ist enthalten im Unterring der Elemente, die
invariant unter W sind.

Lemma (4.33). Wenn ¢,t2 € T konjugiert sind, so existiert ein w € W mit
t2 = U)(tl)

Beweis. Sei H = Z(t3) und sei ty = gt; ¢~ " fiir ein gewisses g € G. Dann gilt T C H
und auch ¢gT¢~' C H. Da H eine abgeschlossene Untergruppe von G und damit
eine Lie-Gruppe ist, sind T und ¢Tg~! maximale Tori von H.

Es gibt also ein h € H mit T = hgTg~'h~! (maximale Tori sind konjugiert).
Aber es ist h € Z(ts), und damit schickt die Konjugation mit hg, hgt1g~th™! = to,
welche in W liegt (denn T' = hgTg~*h™1), t; auf t,. a

Satz (4.32). Einschrinkung ergibt eine Bijektion zwischen Klassenfunktionen auf G
und stetigen Funktionen auf 7', die invariant unter W sind.

Beweis. Dass man eine Klassenfunktion auf G zu einer unter W invarianten stetigen
Funktion auf 7' einschriinken kann ist klar (benutzen der Eigenschaft f(xtz—!) =
{0))

Sei nun andersherum ein stetiges f : T — C gegeben, das invariant unter W ist.
Erweitere f zu f : G — C durch f(xtz—1) = f(t). Die Wohldefiniertheit von f folgt
aus 4.33 (f unter dem w aus 4.33 invariant).

Zu zeigen ist also noch, dass f stetig ist. Dazu nehmen wir an, dass f nicht stetig
ist, d.h. es gibt eine Folge g,, — goo 50, dass keine Teilfolge von f(g,) gegen f(goo)
konvergiert. Sei g, = antp2,! (v, € G, t, € T) und wihle eine Teilfolge mit
Tp — Tooy by — too. Dann gilt g, — ToolowTot = goo- Bs gilt nun

flgn) = f(tn) = f(te) = f(9o0),
was im Widerspruch zur Annahme steht. Folglich ist f stetig. O

Satz (4.34). Sei N(g); die Zusammenhangskomponente des Normalisators eines
Elementes g € G. Dann ist N(g); die Vereinigung der maximalen Tori von G, die g
enthalten.

Beweis. Es ist klar, dass N(g); alle diese Tori enthélt (Sei t € T, wobei T ein
maximaler Torus von G sei, der g enthélt. Dann gt = tg, denn T abelsch, g,t € T).
Sei nun n € N(g);. Dann liegt n in einem maximalen Torus S von N(g);. Da S
mit g kommutiert gibt es einen maximalen Torus 7" von G, der S und g enthélt
(nach 4.25), also liegt N(g); in der Vereinigung der maximalen Tori. i

Korollar (4.35). Die folgenden beiden Definitionen sind dquivalent:

(1) Ein Element von G heifit reguldr, wenn es nur in einem maximalen Torus
enthalten ist, singuldr wenn es in mehr als einem maximalen Torus enthal-
ten ist,

(2) g € G heiit reguldr, wenn dim(N(g)) = Rang(G) gilt, singuldr, wenn
dim(N(g)) > Rang(G) gilt.

3Sei V eine G-Darstellung, dann ist i*([V]) die Aquivalenzklasse von T-Darstellungen, die
durch Einschrankung auf 7" entsteht.
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Bewets. Wenn g nur in einem maximalen Torus 7" liegt, so gilt

dim N(g) = dim N(g)1 2 Qim T = Rang(G).
Wenn g in T} und T liegt, Ty # Ts, so ist L(T}) # L(T3) und

L(Ty) + L(T»)  L(N(g))

(denn T1,T> C N(g)), also gilt dimN(g) > dim 7;. O
Beispiel (4.36). Sei G = Sp(1), was die Menge der Quaternionen ¢ mit |g| = 1
ist. Maximale Tori sind Kreise cos 6 4+ psin 6, wobei p ein beliebiges rein imaginéres
Quaternion mit |p| =1 ist.

Die singuléren Punkte sind +1 mit dim(N(+1)) = 3, alle anderen Punkte g sind
regulér, und es gilt dim(N(g)) = 1.

Beweis. Die maximalen Tori sind ,,Grolkreise“ auf der (dreidimensionalen) Sphére
Sp(1), die durch die Pole 1 gehen. Die Punkte +1 liegen in jedem dieser Tori, sind
also singulér und es gilt

dim N(+1) = dim Sp(1) = 3.
Alle anderen ¢ liegen nur in einem Torus, sind also regulér, und es gilt nach 4.35:
dimN(g) = Rang(G) = dimT = 1.

Satz (4.37). W permutiert die Wurzeln von G.

Beweis. (Zur Notation siehe 1.10) Fiir jedes w € W haben wir zwei Darstellungen
von T zu betrachten, ndmlich
T 2% Aut L(G)
und
w Ad
T — T — Aut L(G).
Es geniigt zu zeigen, dass diese dquivalent sind (4.12). Aber es gilt w = A,|T fiir

’

A .
geeignetes x € G, und dann liefert L(G) — L(G) die verlangte Aquivalenz, denn

Az
T——7T

| |

Aut L(G) —— Aut L(G)
kommutiert, wobei die untere Abbildung durch A’ induziert wird. 0

Definition (4.38). Sei U, = {t € T : 0,(t) = 0 mod 1}. Dies ist eine abgeschlos-
sene Untergruppe von T mit der Dimension k — 1, wobei k = Rang(G) ist. U,. ist
topologisch zyklisch, muss aber nicht zusammenhéngend sein.

Beispiel (4.39). Mit G = Sp(1) und Wurzel 6; = 221 von G ist U; gegeben durch
1 =0 mod %

Beweis. In Beispiel 4.18 sind die Wurzeln angegeben, eine davon ist 2x;. Die Be-
hauptung folgt direkt aus Definition. m]
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Satz (4.40). Wenn ¢ in genau v der U, liegt, so gilt dimN(¢) = k + 2v.

Beweis. Sei V C L(G) der Unterraum, auf dem ¢ als die Identitéit operiert. Dann
gilt nach Definition dimV = k + 2v (denn L(G) = Vo @ Y.~ Vi, wobei T auf V;
als Identitéit operiert, ebenso auf den V;, die zu U, gehoren, diese haben jeweils
Dimension 2, alles nach 4.12). Wir zeigen L(N(t)) = V.
(1) Die Elemente von N(¢) kommutieren mit ¢, also agiert ¢ als die Identitét
auf N(t) und also auch auf L(N(t)). Also gilt L(N(¢)) C V.
(2) Sei x € V. Dann agiert t trivial auf « und damit auch auf der Ein-
Parameter-Untergruppe H, die zu x gehort (auf dem Bild). Also gilt H C
N(t) und x € L(N(t)). Also gilt V' C L(N(¢)).
O

Korollar (4.41). Sei T' ein maximaler Torus. Ein Element aus T ist regulidr wenn
es in keinem U, liegt, und singulér wenn es in (mindestens) einem U, liegt.

Beweis. Seit € T. Wenn t in keinem U, liegt, so gilt nach 4.40:
dim N(t) = k + 2v = k = Rang(G),
also ist ¢ reguldr. Wenn ¢ aber in mindestens einem U, liegt, so gilt
dim N (t) = k + 2v = Rang(G) + 2v > Rang(G),
und damit ist ¢ singulér. m|

Korollar (4.42). Die singuléren Elemente von G bilden eine Menge der Dimension
< n — 3, wobei n = dim(G) sei, in dem Sinne dass diese Menge das Bild einer
kompakten Mannigfaltigkeit der Dimension n — 3 unter einer glatten Abbildung ist.

Beweis. Sei u ein Erzeuger von U,. Dann gilt dim N(u) > k + 2 (Satz 4.40) und
— fiir z € N(u) — z hélt jede Potenz von u und damit jedes Element aus U, fest
(zu"z"t = u™).

Definiere eine Abbildung f : G/N(u) x U, — G durch f(g,t) = gtg~'. Dann
besteht das Bild von f aus allen Punkten in Konjugierten von U,., f ist glatt und
es gilt

dimG/N(u) xU, <n—(k+2)+(k—1)=n—3.
Man erhélt alle singuldren Punkte indem man r iiber eine endliche Menge laufen
ldsst, und daraus folgt die Behauptung. O
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