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Einleitung

Etwas préziser konnte der Titel dieser Arbeit etwa ,Endlichkeitsaussagen fiir ganz-
zahlige affine generische Hecke Algebren einer Weylgruppe” lauten. Diese Algebren
und ihre Moduln finden ihre Anwendung in der Darstellungstheorie der reduktiven
p-adischen Gruppen iiber p-adischen Korpern und solchen in Charakteristik p. Das
Hauptziel dieser Arbeit ist die Darstellung eines Resultates von Vigneras ([11]) aus
dem Jahre 2004.

Wir beginnen zunéchst mit dem Studium von Wurzeldaten in Kapitel 1 dieser Ar-
beit. Abgesehen von einigen algebraischen Grundkenntnissen wird dabei kein spezi-
elles Vorwissen — insbesondere nicht die Theorie der Wurzelsysteme — vorausgesetzt.
Wir fixieren zuniichst ein Wurzeldatum R = (X, X, R, R). Dabei sind X und X freie
Z-Moduln von endlichem Rang und R bzw. R die Teilmengen der Wurzeln bzw. Ko-
wurzeln.

Zunichst geht es vor allem darum, den Anschluss an die Theorie der Wurzelsysteme
zu suchen, die in der Literatur besser abgedeckt ist als die der Wurzeldaten. Wir
werden — ausgehend von einer mit R gegebenen Bilinearform (-, -) — ein Skalarpro-
dukt (-, -) konstruieren und kénnen R als Wurzelsystem im euklidischen Vektorraum
V = X ® R auffassen. Dies erlaubt es uns, Argumente aus der Theorie der Wurzel-
systeme, wie etwa in [2] oder [4], zu iibernehmen. Eines der Hauptresultate besagt,
dass jedes Wurzeldatum eine Basis B besitzt, das heifit eine linear unabhéngige
Teilmenge von R, so dass jede Wurzel ganzzahlige Linearkombination mit nur nicht
negativen oder nur nicht positiven Koeffizienten von Elementen von B ist. Wir fi-
xieren dann eine solche Basis B und verstehen unter einen Wurzeldatum ein solches
mit ausgezeichneter Basis, das heift ein Tupel R = (X, X, R, R, B).

In Abschnitt 1.3 betrachten wir dann schlieflich irreduzible Wurzeldaten und eine
Zerlegung von gewissen ,wesentlichen” Wurzeldaten in solche. Dies ist vor allem eine
Vorbereitung auf Kapitel 2, in dem wir Weylgruppen studieren. Gewisse Weylgrup-
pen —namentlich die endliche und die affine Weylgruppe — hdangen namlich gar nicht
davon ab, ob ein Wurzeldatum durch seinen wesentlichen Anteil ersetzt wird oder
nicht, so dass wir uns auf den wesentlichen und dann sogar den irreduziblen Fall
beschrinken kénnen.

In Kapitel 2 sind dann Weylgruppen die zu studierenden Objekte. Zu jeder Wurzel
a € R haben wir eine zugehorige Spiegelung s, € GL(X). Die endliche Weylgruppe
Wy ist dann die von allen s, erzeugte Untergruppe von GL(X). Wir werden zeigen,
dass diese eine von Sy = {s, : @ € B} erzeugte Coxeter-Gruppe ist.
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Abschnitt 2.2 beschiftigt sich mit der affinen Weylgruppe W,s. Diese ist das semi-
direkte Produkt von Wy und @, wobei ) der von R erzeugte Untermodul von X ist.
Wir definieren eine Ordnungsrelation < auf R und ordnen den minimalen Elementen
beziiglich dieser Ordnungsrelation affine Spiegelungen zu. Ist S dann die Vereini-
gung von Sy und obigen Spiegelungen, so kénnen wir mit dhnlichen Methoden wie
in Abschnitt 2.1 zeigen, dass (Wesr, S) ein Coxeter-System ist. Auferdem werden
wir der Langenfunktion dieses Coxeter-Systems eine geometrische Interpretation
anhand von trennenden Hyperebenen geben. Wir erhalten so auch eine Fortsetzung
der Langenfunktion auf die Weylgruppe W, die wir als das semidirekte Produkt von
Wy und X definieren.

Dabei sehen wir, dass es eine endlich erzeugte abelsche Untergruppe Q2 C W gibt,
so dass W = QW gilt. Diese erlaubt es uns, fiir das Studium von W, das letzt-
endlich unser Ziel ist, Ahnliche Argumente zu verwenden wie bei Coxeter-Gruppen.
Wir kénnen €2 als Menge aller Elemente von W mit Linge 0 beschreiben. Nach der
Untersuchung der Lingenfunktion auf W, fiir die wir eine explizite Formel ange-
ben kénnen, definieren wir eine Ordnungsrelation — die Bruhat-Ordnung — auf der
Coxeter-Gruppe Woss und setzen diese mit Hilfe von Q auf W fort. Schlieflich be-
schiftigen wir uns in Kapitel 2 noch mit Braidgruppen, die wir dann fiir technische
Zwecke in Hecke Algebren verwenden konnen.

In Kapitel 3 wenden wir uns dann letztendlich dem Studium von Hecke Algebren
zu. Wir betrachten vor allem eine Hecke Algebra H, die wir als freien Modul {iber
einem Polynomring Z[g.] in endlich vielen Variablen mit der Basis (T),)wew de-
finieren, so dass die Multiplikation gewisse Relationen erfiillt. Im Gegensatz zur
haufig verwendeten Variante einer Hecke Algebra sind die so genannten generischen
Gewichte ¢, in H nicht invertierbar. Wir kénnen H jedoch als Unteralgebra einer

_1
Hecke Algebra Hg. 2| auffassen, in der die generischen Gewichte invertierbar sind.

1

Fiir (eine etwas weniger allgemeine Variante von) H|[g. 2| gibt es ein bekanntes Re-

sultat von Bernstein und Lusztig ([6]): Diesem zu Folge gibt es eine kommutative
1 1

Teilalgebra A von H|[q. 2], iiber der H|[g. ?] ein freier Modul vom endlichen Rang
#W, ist. Die Zerlegung von W in ein semidirektes Produkt von Wy und X tibertragt
1
]

sich also in gewisser Weise auf H|[q. 2]. Wir haben eine natiirliche Wy-Wirkung auf
1 1

H|g. ], so dass wir das Zentrum von H g, ?] als Menge A"° aller invarianten Ele-

1
mente beschreiben kénnen. Dieses ist ein freier Modul iiber einem Ring Z[qf 2] von
Laurent-Polynomen, dessen Basis iiber die Bahnen der natiirlichen Wy-Wirkung auf
X indiziert ist. Die dort hinfiihrenden Argumentationen beruhen jedoch zu grofen

Teilen darauf, dass die Gewichte ¢s in H g, %] invertierbar sind. Jedoch ist es beim
Studium der Moduln iiber Hecke Algebren, die in der Darstellungstheorie von reduk-
tiven p-adischen Gruppen iiber p-adischen Korpern oder Korpern in Charakteristik
p auftreten, unerlésslich, die Gewichte nicht zu invertieren. Mit dieser Situation,
das heifit mit der der Hecke Algebra H, beschéftigt sich oben erwéhnter Artikel [11]
von Vigneras. Dort wird eine alternative Basis (F,),ecw definiert, die es erlaubt,
ahnliche Aussagen wie obige auf H zu iibertragen. Wir werden zunéchst zeigen,
dass AN H ein freier Z[q.]-Modul mit der Basis (E,),cx ist. Darauthin werden wir
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feststellen, dass H ein endlich erzeugter H N A-Modul ist. Die Aussagen {iber das
Zentrum iibertragen sich ebenfalls in &hnlicher Weise: Wir werden zeigen, dass sich
die Wy-Operation auf A zu einer solchen auf ANH einschrankt und sich das Zentrum
analog durch (AN H)™° beschreiben lisst. Dieses ist ein freier Z[g.]-Modul, dessen
Basis wieder {iber die Bahnen der Wy-Wirkung auf X indiziert ist. Auferdem ist
ANH iiber dem Zentrum von H endlich erzeugt und dieses ist eine endlich erzeugte
Z[q.]-Algebra.
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Kapitel 1

Wurzeldaten

1.1 Definition und erste Eigenschaften

In diesem Abschnitt stellen wir einige grundlegende Tatsachen iiber Wurzeldaten
zusammen. Wir folgen dabei Chap. 1 und 2 in [10], Exposé XXI.

1.1.1 Definition. Ein Wurzeldatum ist ein Tupel (X, X, R, R), so dass gilt:
(i) X und X sind freie Z-Moduln von endlichem Rang > 1.

(ii) R und R sind endliche, nicht leere Teilmengen von X bzw. X, so dass es eine
Bijektion o — & zwischen R und R gibt.

(iii) Es gibt eine Bilinearform (-,-) : X x X — Z mit (a, &) = 2 fiir alle o € R.
(iv) s4(R) = R und s4(R) = R fiir alle a € R, wobei s, und s, die durch

So(x) = — (x,d)a fir alle x € X

und
sq(#) =& — (o, 7)a fiir alle 7 € X

definierten Endomorphismen von X bzw. X seien.

Bemerkung: Haufig wird in der Definition eines Wurzeldatums auch gefordert, dass
(-,-) eine perfekte Paarung ist, das heift, dass X — Hom(X,Z),z — (z,-) ein
Isomorphismus ist. Wir werden dies zundchst nicht tun. Einerseits wird diese Vor-
aussetzung in Kapitel 1 und 2 dieser Arbeit nicht bendtigt und andererseits konnen
wir so leichter neue Wurzeldaten konstruieren. In Kapitel 3 betrachten wir dann
nur noch Wurzeldaten, deren Bilinearform eine perfekte Paarung ist.

Wir werden stets annehmen, dass R reduziert ist, das heifst: Ist « € R und ist ¢ € Z
mit ca € R, so folgt ¢ = £1. Wir fixieren nun ein Wurzeldatum R = (X, X, R, R).
Dann ist auch R = (X’,X,R, R) ein Wurzeldatum, das sogenannte zu R duale
Wurzeldatum.
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Fiir zukiinftige Argumente ist es sinnvoll, R als Teilmenge von geeigneten Vek-
torraumen aufzufassen. Seien @ und @ die von R und R erzeugten Untermoduln.
Dann betrachten wir die R-Vektorriume Vg = QQR, Ve = QQR, V = X ® R
und V = X ® R. Dabei stellen wir uns X, X,Q,Q, R und R als Teilmengen der
jeweiligen Vektorrdume vor. (-,-) setzt sich dann auf eindeutige Art und Weise zu
einer Bilinearform Vi X Vg — R bzw. V x V — R fort. Die Abbildungen s, und
sq konnen wir so als Endomorphismen der jeweiligen Vektorraume auffassen. Wir
nennen diese Endomorphismen Spiegelungen.

1.1.2 Bemerkung. Fiir alle o € R gilt:

Beweis. Es geniigt, jeweils die erste Aussage zu zeigen. Die jeweils zweite Aussage
erhalten wir durch Anwenden der ersten auf R.

(i): sa(a) =a— (a,d)a =a —2a = —«

(ii): Fir v € V gilt:

s2(V) = s4(v — (v, @)a) = 34 (V) — (V,@)s0 () =v — (v, &)+ (v,&)a =v

(iii): Wére 0 = o € R, so konnte nicht («, &) = 2 gelten.
(iv): Aus (i) folgt R C —R und da beide Mengen endlich und gleich méchtig sind,
muss Gleichheit gelten. O]

1.1.3 Definition. Die endliche Weylgruppe W ist die von allen s, erzeugte Un-
tergruppe von GL(V').

Aus der Definiton geht zun#chst nicht hervor, dass Wy endlich ist. Dies werden wir
jedoch spiter zeigen. Wie bei den Spiegelungen kénnen wir die Elemente von W)
als Endomorphismen von X, Vi oder V auffassen.

1.1.4 Lemma. Firallea € R, v € X und & € X gilt:

(sa(2), 54(7)) = (2, 7).

Bewess.
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Wir wollen uns Vi als Dualraum von Vi vorstellen. Dazu betrachten wir den Ho-
momorphismus p : Vg — Vi mit

p(v) = Z(v, a)a fir alle v € Vg

aER

und die Abbildung [ : Vg — Z mit

[(v) = (v,p(v)) fiir alle v € V.

1.1.5 Lemma. (i) [(v) > 0 fir allev € Vg
(i1) l(a) > 0O fiir alle « € R

(111) l(w(v)) = U(v) fir alle w € Wy, v € Vg
(iv) (v,p(v')) = (v, p(v)) fir alle v,v' € Vg
(v) l(a)& = 2p(«) fir alle « € R

Beweis. (i): l(v) =Y cp(v,@)* >0

(ii): Mit (a, &) = 2 folgt die Behauptung aus der Rechnung zu (i).
(iii): Es geniigt, den Fall w = s, zu betrachten:

U(sa(0)) = Y (3a(0), 0)* = Y (v,8a(8)* = D _(v,0)* = I(v)

GeR Ber Ger
(iv):
(v,p(v)) = QGZR(U,CX)(U @) = (v',p(v))
(v):
la)a = ZR (a, B)%a = 2(%5)((0@ B)a) = ;%(%6)(5 — sa(0))
= ;};(a, B)3 — ée(a, B)sa(3) = ﬁz;%(oz,eﬁv)ﬁ - ;}:{(sa(a), sa(0))sa(5)
= :2:};(@,3)5 +£};(a, sa(B))sal E— 2%}; ; = 2p(a

1.1.6 Corollar. (—«a) = —a fir allea € R
Beweis. Nach Lemma [1.1.5] (v) ist:

la)a =2p(a) = =2p(—a) = =l(=a)(= a) = =l(a)(-a)
Aus Lemma [1.1.5] (ii) folgt I(«) # 0 und damit die Behauptung. O
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1.1.7 Satz. p ist ein Isomorphismus.

Beweis. Nach Lemma [1.1.5] (ii) und (v) ist R im Bild von p enthalten, das heift
p ist surjektiv, also dim Vg > dim Vz. Wendet man dieses Resultat auf das duale
Wurzeldatum R an, so folgt auch die umgekehrte Ungleichung. Insgesamt ist also
dim Vi = dim Vi und p damit bijektiv. O

1.1.8 Corollar. Die Form (-,-) ist auf Vg x Vg nicht ausgeartet.
Beweis. Ist (v,&) = 0 fiir alle € R, so ist p(v) = 0 und damit v = 0. O

Mit Hilfe von Corollar kénnen wir uns V' durch # + (-, %) als Dualraum von
Vg vorstellen.

1.1.9 Satz. Sei W, die endliche Weylgruppe des dualen Wurzeldatums. Dann gibt
es einen kanonischen Isomorphismus ¢ : Wy — Wo mit ©(Sa) = sg fiir alle o € R.

Beweis. Wir haben den Isomorphismus
p 1 GL(Vg) = GL(Vr), f = [(-0) = (f71(), 9)].

Nach Lemma gilt ¢(s4) = s4. Also hat die Einschriinkung auf Wy ihr Bild in W
und ist surjektiv. Auferdem ist oy, als Einschrdnkung einer injektiven Abbildung
injektiv, also ein Isomorphismus. O

Durch Satz konnen wir uns Wy also auch als Gruppe von Automorphismen
auf X, Vxz und V vorstellen. Deshalb schreiben wir von nun an s, fiir ss.

1.1.10 Corollar. (i) (-,-) ist Wy-invariant.
(it) (w(z), &) = (z,w™'(z))

Beweis. Beide Aussagen folgen induktiv aus Lemma [1.1.4 m

1.1.11 Lemma. Sei w € Wy. Dann ist
(i) w(x) —x € Q fir alle x € X und
(i1) w(v) —v € Vg fir allev € V.

Beweis. (1): Sei w = s1 ... s, mit s; = s,,. Wir zeigen die Behauptung per Induktion
nach r. Ist 7 =0, so ist w = 1 und w(z) —z =0 € Q. Im Falle r = 1 erhalten wir

s1(z) —z = (z,0)a € Q.
Ist nun r > 1, so kénnen wir induktiv

Sy...8.(x) —x E€Q
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annehmen. Daraus folgt

w(z) —z = (w(x) — syw(z)) + (s2...s5:.(x) — ) € Q,

denn auf den ersten Summanden konnen wir den Fall » = 1 anwenden und der

zweite ist nach Induktionsannahme in () enthalten.
Der Beweis von (ii) verlduft analog.

1.1.12 Satz. Wy operiert treu auf R. Insbesondere ist Wy endlich.

Beweis. Sei w € Wy mit w(a) = « fiir alle « € R und © € V. Dann ist:

(o, w(®) = 0) = (o, w(0)) — (0, 0) = (w (),

S

)—(a,0) =0

Aus Lemma|l.1.11| (i) angewandt auf R folgt schon w(%) = © und somit w = 1.

1.1.13 Proposition. Fir w € Wy und o € R gilt: w(a) = (w(a))

Beweis. Per Induktion geniigt es, den Fall w = sg zu betrachten:

2 2
(sp()) = p p(sp(a)) = @ > (sp(@),9)7

1.1.14 Lemma. Fir o € R und w € Wy gilt: wsqw™ = Sy(a)

Beweis. Fir v € V haben wir

wsaw™ ' (v) =v = (w‘l(v), d)w(a )= — (v,w(a))w(a)

]
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1.2 Basen und positive Systeme

1.2.1 Definition. Eine Teilmenge B C R heift Basis, falls gilt:
(i) B ist eine Vektorraumbasis von V.

(i) Jedes o € R besitzt eine Darstellung o = > 55 ms0, wobei alle ng ganze
Zahlen gleichen Vorzeichens sind.

Wenn wir sagen, dass Zahlen das gleiche Vorzeichen haben, wollen wir stets den
Fall zulassen, dass einige von ihnen 0 sind.

Eine Teilmenge P C R heifst positives System, falls sie genau aus den Wurzeln
besteht, die beziiglich einer Totalordnung ”<” mit den Eigenschaften

(i) z+ 2z <y+ z fir alle z,y, 2 € Vg mit x <y und
(i) 0<Azfiralle \>0,2>0
positiv sind.

Wir wollen zeigen, dass stets eine Basis existiert. Die Existenz von positiven Syste-
men ist leicht zu sehen:

1.2.2 Bemerkung. Es existiert ein positives System P und fiir jedes positive Sys-
tem P gilt R = PU(—P).

Beweis. Fiir die Existenz eines positiven Systems geniigt es die Existenz einer To-
talordnung zu zeigen. Sei (vy,...,v,) eine Vektorraumbasis von V.

Zuv =Y ANv;und v = > v sel v < o' genau dann, wenn v = v’ oder
A < g, wobei k den minimalen Index mit Ay # pui bezeichne. Dies ist offen-
sichtlich eine Totalordnung auf Vi mit den Eigenschaften (i) und (ii) aus obiger
Definition.

Sei nun "<” eine beliebige Totalordnung mit den Eigenschaften (i) und (ii). Ist
0 < «a € R, so folgt —a < 0, denn sonst wire nach Bedingung (i)

a=0+a<(—a)+a=0.

Also ist fiir « € R genau eines der Elemente +a grofer gleich 0. Das bedeutet
R = PU(-P). O

Der folgende Satz ist Corallaire 1.2.6 aus [10] Exposé XXI.

1.2.3 Satz. (-,-) = (-,p(")) ist ein Wy-invariantes Skalarprodukt auf Vi und indu-
ziert die Norm || - || = /1. Es gilt

2(v, B)
(8, 6)

(v, 3) = fiir allev e V, 3 € R.
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Beweis. (-,-) ist symmetrisch nach Lemma [1.1.5] (iv). Fiir v € Vj gilt

(v,0) = (v,p(v) = Y _(v,6)* > 0.

aER

Ist (v,v) =0, so folgt (v,&) = 0 fiir alle & € R und Corollar impliziert v = 0,
denn Vi wird von R erzeugt. Definitionsgemif gilt: I(v) = <U v) fiir alle v € Vg

und wegen [(v) > 0: /I(v) = \/(v,v)
Die angegebene Formel folgt aus Lemma (v). Die Wy-Invarianz sieht man

durch iterierte Anwendung von

(5a(0); $a () = (5a(0), P(3a(11))) = D (5a(v), B)(sa(V"), 5)

BER
= ST, 5N salB) = 30, H), B)
BER BER
= (v,p(v)) = (v, v')
fiir alle v,v" € Vg und o € R. ]

Das auf diese Art und Weise erhaltene Skalarprodukt von R bezeichnen wir mit

((-,)). Es gilt fiir o, € R
o 200
@O )

1.2.4 Bemerkung. Seien «, 3 € R. Dann sind Aquivalent:

(i) (a,8)=0
(ii) (o, ) =0
(i) (8, ) =0
(iv) (@, 8)) =0

In diesem Fall nennen wir o und (3 orthogonal. Andernfalls haben obige Zahlen alle
das gleiche Vorzeichen.

Beweis. Wegen

(@, a) (8,5)
2

2

(8,5)
{{@, a))

sind all diese Zahlen Vielfache mit positiven rationalen Faktoren voneinander. [J

(a, 3) = (@, 5))

(8,0) = (B,a) = (a, 8) =

Die folgenden drei Lemmata stammen aus [10], Exposé¢ XXI Chap. 2.3 und 3.1.
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1.2.5 Lemma. Seien o, 3 € R. Dann gilt:

0 < (a,p)(F,a) <4

Sind o und 3 weder orthogonal noch linear abhdngig, so ist

1 < (o, 0)(8,d) <3

Beweis. (o, 3)(8, ) = TG 358! = 4Gy

Also ist (o, 5)(3,@) > 0, wobei Gleichheit genau dann gilt, wenn « und 3 ortho-

gonal sind. Aus der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung folgt (o, 8)(5, &) < 4 mit
Gleichheit genau dann, wenn « und ( linear abhéngig sind. ]

1.2.6 Lemma. Seien o, 3 € R mit oo # 3 und (v, 3) > 0. Dann ist auch o— 3 € R.

Beweis. Waren a und ( linear abhéngig, so wire « = —(, da wir R als reduziert
voraussetzen, und damit (o, ) = —2 < 0. Da « und [ nach Voraussetzung nicht
orthogonal sind, folgt aus Lemma [1.2.5

(. B)(8. ) € {1,2,3}.

Folglich ist einer der Faktoren 1. Im Falle (a,) = 1ist a — 8 = sg(a) € R.
Andernfalls erhalten wir o — 3 = s,(—() € R. ]

1.2.7 Lemma. Seien o, aq,...,a, € R paarweise verschieden, derart dass es
Ay An > 0 gibt mit « = Y1 Ny, Dann gibl es ein 1 < i < n mit \; #
0, (e, &;) >0 und o — a; € R.

Beweis. 2 = (o, &) = Y Ai(oy, &). Also muss es mindestens ein ¢ mit \; > 0 und
(0, &) > 0 geben. Aus Lemma folgt @ — o; € R. O

1.2.8 Lemma. Sei B C R linear unabhdingig. Zu jedem o« € R gebe es reelle Zahlen
Ag gleichen Vorzeichens mit =35 5 A\gf3. Dann ist B eine Basis von R.

Beweis. Sei a = ZBGB Agf. Indem wir zu —a iibergehen, kénnen wir o.B.d.A.
Ag > 0 fiir alle § € B annehmen. Sind alle \g mit Ausnahme eines einzigen von
null verschieden, so ist A\, = 1, weil R reduziert ist, und wir haben nichts mehr zu
zeigen.

Sonst ist o ¢ B, da obige Darstellung wegen der linearen Unabhéngigkeit von B
eindeutig ist, das heifit es gibt mindestens zwei von null verschieden Koeffizienten
As. Nach Lemma([l.2.7 gibt es also ein 4 € Bmit a—3 = (\s—1)8+>_ 5 \\7 € R.
Wegen der linearen Unabhéngigkeit von B ist diese Darstellung eindeutig und da ein
Ay grofer als null ist, ist auch A\g—1 > 0. Wiederholt man diese Argumentation, sind
nach endlich vielen Schritten alle Koeffizienten null, das heift die urspriinglichen
Koeffizienten \g sind ganze Zahlen. O
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Die nichste Proposition und der darauffolgende Satz sind eine Anpassung des Be-
weises von Theorem 1.3 aus [4], das besagt, dass jedes Wurzelsystem eine Basis
besitzt.

1.2.9 Proposition. Sei P C R ein positives System und B C P minimal mit der
Figenschaft, dass jedes a € P Linearkombination von Elementen aus B mit nicht
negativen Koeffizienten ist. Dann gilt:
(a, B) <0 fiir alle o, 5 € B mit o # 3.

Insbesondere gilt dies, falls B eine Basis ist.

Beweis. Angenommen, es existierten o, 3 € B mit (o, ) > 0 und a # (. Dann
wire s,(0) € P oder s,(03) € —P.
1. Fall: 5,(8) € P. Dann gibe es reelle Zahlen ¢, > 0 mit s,(8) = > 5y - Sei

c= (a,f) > 0. Wire ¢3 < 1, so folgte

B—ca=sa(B)=csB+ Y ey
V#B

und damit

(1—cp)f=ca+ Z CyY-
Y706

Also wire § € > _;R>0y im Widerspruch zur Minimalitdt von von B. Wire
hingegen c3 > 1, so folgte mit der gleichen Umformung wie im Fall c¢g < 1

ca+ (cg — 1)ﬁ+Zcqyz 0.
Y#B

Aber all diese Summanden wiren grofer gleich 0 und ca > 0.
2. Fall: s,(8) € —P. Wére ¢, + ¢ > 0, so folgte wie oben

(ca +c)a= [+ Z(_Cv)'Y
YF#a

und damit o € Zv;ﬁa R>¢7y im Widerspruch zur Minimalitdt von B. Im Falle ¢, +c <
0 erhielte man durch

B+ Z(—cw)y —(ca+0)a=0
VFo

einen dhnlichen Widerspruch wie oben. O

1.2.10 Satz. (i) Sei P C R ein positives System. Dann enthdlt P genau eine
Basis B. Insbesondere existiert stets eine Basis.

(i) Sei B C R eine Basis. Dann gibt es genau ein positives System P C R, welches
B enthdlt.
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Beweis. (i): Eindeutigkeit: Ist B C P eine Basis, so lassen sich alle Elemente aus
P\ B als Summe von mindestens zwei Elementen von B und damit von P schreiben.
Ist andererseits « = 61+ ...+ B3, € P mit m > 2 und (4, ..., 3, € P, so ldsst sich
jedes (3; als Summe von Basiselementen schreiben. Also ist @ Summe von mindestens
zwei Elementen von B. Weil B linear unabhingig ist, ist diese Darstellung eindeutig,
also ist a kein Element von B. Das heiftt wir kénnen B charakterisieren als Menge
aller Elemente von P, die sich nicht als Summe von mindestens zwei Elementen von
P schreiben lassen. Dies zeigt die Eindeutigkeit.

Existenz: Sei nun B C P minimal mit der Eigenschaft, dass es zu jedem o € P reelle
Zahlen ng gleichen Vorzeichens gibt mit o = ZﬁeB ngB3. Eine solche Teilmenge
existiert, denn P hat diese Eigenschaft und ist endlich. Es ist klar, dass B ein
Erzeugendensystem von Vj ist. Angenommen, B wére in Vx nicht linear unabhingig.

Dann gibe es \g € R mit
> =0,

BEB
nicht alle Ag = 0. Wir setzen

Ag, falls Ag >0
Hp =

0 sonst.
Mit
{—Ag, falls Ag < 0
Vﬂ =
0 sonst
folgt

V= Z,uﬁﬁz Zygﬁ > 0.
BeB geB
Weiter gilt 0 < (v,v) = >3 5 Agr(3,7) < 0 nach Proposition [1.2.9] Das bedeutet
aber v = 0, was ausgeschlossen war. Also ist B eine Basis von V. Nach Lemma
2.8 ist B eine Basis von R.
(ii): Die Eindeutigkeit folgt daraus, dass die positiven Wurzeln genau die Wurzeln
sind, die Summe von Elementen von B sind. Die Existenz eines solchen positiven
Systems sieht man wie im Beweis von Bemerkung O

Von nun an betrachten wir ein Wurzeldatum R = (X, X, R, R, B) mit ausgezeich-
neter Basis B. Eine Wurzel a = ZﬁeB ngB heift positiv, falls alle ng > 0 sind,
und sonst negativ. Die zugehorigen Menge der positiven und negativen Wurzeln
bezeichnen wir mit R™ und R™.

1.2.11 Proposition. B = {3: 3 € B } ist eine Basis von R und es gilt:
R = (R"Y
Beweis. Sei a =3 5 pngl € R. Aus Lemma m (v) folgt

d—M: 2& — @n 3
)~ 2 i T 2™
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Also ist B ein Erzeugendensystem von Vi und wegen dim Vi = dim Vi auch linear
unabhéngig. Da all diese Koeffizienten reelle Zahlen gleichen Vorzeichens sind, ist
B nach Lemma [1.2.§| eine Basis des dualen Wurzeldatums R. Wegen W0 > 0 ist o

I(e)
genau dann posifiv, wenn & positiv ist.
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1.3 Irreduzible Wurzeldaten

Als erstes setzen wir (-, ) zu einem Skalarprodukt auf V' fort.

1.3.1 Satz. Es ezistiert ein Wy-invariantes Skalarprodukt auf V', welches (-, -) fort-
setzt.

Beweis. Wir erginzen B = {f1,...,0n} zu einer Basis {f,...,0,} von V und

setzen
(Bi, B;) = 0;;, falls i > m oder j > m.

Dies ist offensichtlich ein Skalarprodukt auf V. Fiir v,v" € V sei nun

S 3 (w)e().

<U7 U/>/ =

Dies definiert offenbar eine Wy-invariante symmetrische positiv semidefinite Biline-
arform auf V. Ist nun v € V mit 0 = (v,v)’ = #‘1% > wew, (w(v), w(v)), so sind alle
Summanden nicht negativ, miissen also schon 0 sein. Insbesondere folgt (v,v) = 0
und damit v = 0. Sei nun v € Vi. Aus der Wy-Invarianz der Einschriankung von

(-,+) folgt dann fiir v,v" € Vg

1 / 1 / !/
v,V w(v),w(")) = v, 0"y = (v,v"),
) = gy T @t} = g 3 ) = 00)
das heift (-,-)" setzt die Einschrankung von (-,-) auf Vg x Vg fort. O

Wir fixieren nun ein solches Wy-invariantes Skalarprodukt von V und bezeichnen
dieses auch mit (-, -).

1.3.2 Definition. R heifst irreduzibel, falls es keine nicht leeren Teilmengen R, Ry C
R mit (Ry, Ry) = 0 und R = R{UR; gibt.

Wir sagen (X, X, R, R , B) ist die direkte Summe der R; = (X;, X, R, R;, By), falls:
X = X1 D Xg, X = X1 D XQ, R = R1UR2, R = R1UR2, B = BlUB2 und
(R1, Ry) = 0.

Wir schreiben in diesem Fall R = R; ® Ro.

1.3.3 Lemma. Sei B = B{UBy, By, By # 0 und (By, Bs) = 0. Dann ist R nicht
irreduzibel.

Beweis. Es geniigt, zu zeigen, dass jede Wurzel von der Form Z,@eBi ngB fiir ¢ =1
oder i = 2 ist. Angenommen es géibe eine Wurzel

o= anﬁ—l— anﬁ,
BeB1 BEB>

so dass beide Summen von 0 verschieden sind. Insbesondere wére dann o ¢ B. Indem
wir a moglicherweise durch —a ersetzen, konnten wir annehmen, dass « positiv ist.
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Durch iterierte Anwendung von Lemma konnten wir ay = ) 5 p ns0 € By
oder » ;. ns € By annehmen. Wir kénnten o0.B.d.A. von der ersten Situation
ausgehen. Dann wire aber

Say (Oé) = -0 + Z nﬂﬁ
B

€B>

weder positiv noch negativ. O]

1.3.4 Definition. Zu R = (X, X, R, R, B) heift R. = (Q,Q, R, R, B) der wesent-
liche Anteil von R. Ein Wurzeldatum R heiftt wesentlich, falls R = R..

1.3.5 Satz. Jedes wesentliche Wurzeldatum ist direkte Summe irreduzibler wesent-
licher Wurzeldaten.

Beweis. Sei R = (Q,Q, R, R, B) nicht irreduzibel. Dann gibt es nicht leere Teil-
mengen Ry, Ry C R mit (Ry, Ry) = 0 und R = RjUR,. Seien nun @Q; und Q, die
von Ry bzw. Ry erzeugten Untermoduln von (). Dann ist (@1, Q) = 0 und daher
Q1 N Q2 = 0. Andererseits ist ; + Q2 = @, denn B ist in 1 U Q) enthalten.
Insgesamt erhalten wir

Q= Q1D Q.

Nach Bemerkung ist auch (R, Ry)) = 0 und wir kénnen Q = Q; ® Q, analog
zerlegen. Nach dem Elementarteilersatz sind die Q; und (); wieder freie, endlich
erzeugte Z-Moduln. Der Rang dieser Moduln ist nicht 0, denn die R; sind nicht
leer. Aus dem Beweis von Lemma geht hervor, dass B, = B N R; wieder eine
Basis von (Q;, Q;, Ri, R;) ist. Mit den Einschrinkungen von « +— & und (-,-) sind
die R; = (Q;, Q;, Ri, R;, B;) also wieder wesentliche Wurzeldaten, wobei der Rang
der @; kleiner ist als der von Q).
Aus dieser Beobachtung folgt per Induktion nach dem Rang von @) die Behauptung.
[

1.3.6 Definition. Seienv aq, ay € R. Wir schreiben & < do, falls es ng € Zx( gibt
mit dg — dl = ZﬁGB ngﬂ

Diese Relation ist eine partielle Ordnung auf R. Sei R,, die Menge aller Wurzeln «,
fir die @ minimal ist. Der folgende Satz ist Theorem 11-2 in [5].

1.3.7 Satz. Ist R irreduzibel, so gibt es genau ein minimales Element beziiglich <.

Beweis. Die Existenz eines minimalen Elements ist klar. Sei nun « € R minimal.
Dann ist a negativ und insbesondere kein Element von B. Fiir jedes € B haben
wir dann & — 8 ¢ R, denn sonst wire & — 3 < ¢&. Deshalb gilt

(o, 8) <0
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nach Lemma [1.2.6| und Bemerkung Wegen o # 0 gibt es ein 3y € B mit

<O{, 60) < 0

Schreibe nun a = ZﬁeB ngB. Wir zeigen, dass bereits alle ng < 0 sind. Es ist klar,
dass die ng nicht positiv sind. Sei nun By = {f € B :ng <0} und By = {f € B :
ng = 0}. Wére By nicht leer, so gibe es nach Proposition und Lemma [1.3.3]
1 € By und (B € By mit (£, F2) < 0 und damit (55, ) > 0. Dies widerspréche
obiger Feststellung.

Sei nun & ein weiteres minimales Element und () € B mit (a, §,) < 0. Dann folgt
aus den obigen Uberlegungen

(a,a) = (> npBa) =Y ns(B,a) > ns (Bo, @) >0

BeB B€B

und damit aus Lemma & = & oder & — & € R. Wire Letzteres der Fall, so
wire auch @ — & = —(& — &) € R im Widerspruch zur Minimalitit von a oder &,
denn eine der Differenzen wire positiv. Also folgt & = & und damit o = a. O

1.3.8 Corollar. Sei R irreduzibel und oo € R die minimale Wurzel. Dann ist o
negativ und fiir alle 3 € R™ gilt:

(a,3) <0

Beweis. Die erste Aussage haben wir im Beweis zu Satz [1.3.7] gesehen. Weiterhin
haben wir gesehen, dass
(a,7y) <0 fiir alle v € B.

Schreibt man 5= )"__pn,y, alle n, > 0, so folgt die Behauptung. n

YEB

1.3.9 Definition. Zu & =}, png f € R heikt ht(a) = > _pep s die Hohe von
Q.

Die Hohe ermdglicht eine induktive Argumentation. Aus Satz folgt, dass jedes
irreduzible Wurzeldatum genau ein Element & minimaler Hohe hat. Dann ist —&
das eindeutig bestimmte Element maximaler Héhe in R.

Jetzt konnen wir mit Hilfe des Spezialfalls eines irreduziblen Wurzeldatums den

allgemeinen Fall verstehen:

1.3.10 Satz. Set R, = R1 @D ... ® R, eine Zerlegung in irreduzible Wurzeldaten
und o) die minimale Wurzel von R;. Dann ist
0 it

1 n
Ry ={a", ..., al"}.

Beweis. Sei R; = (Xi,Xi,Ri,Ri, B;) und oy € R,,,. Dann ist o € R; fiir ein 7 und

daher schon oz((]i) < ap. Wegen der Minimalitdt von «q gilt sogar Gleichheit. Das
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heifst es kann nicht mehr minimale Wurzeln als die aéi) geben.
Sei hingegen o € R mit a =< a((f). Dann gibt es ein 1 < j < n mit o € R;. Wére

nun ¢ # 7, so konnten wir

d((f)—d:z%ﬁ—l-znﬁ@

BEB; ,@EBJ'

schreiben und wegen ovz((f) € R~ gibe es ein 3 € B; mit ng < 0 im Widerspruch zu
& < af’. Also muss o schon in R; liegen und aus der Minimalitiit von & in R

folgt o = oz((f). O






Kapitel 2

Weylgruppen

2.1 Die endliche Weylgruppe

Wir betrachten weiterhin ein fixiertes Wurzeldatum R = (X, X, R, R, B) mit aus-
gezeichneter Basis B. Unser Ziel ist es, zu zeigen, dass Wy von den Spiegelungen
So = {84 : @ € B} erzeugt wird. Dabei gehen wir vor wie in [5] Chap. 3-6 und 4-1.

2.1.1 Lemma. Fir a € B gilt:
sa(RT\ {a}) = R\ {a}

Beweis. Sei f = Z,YGB nyy € R und 8 # a. Weil R reduziert ist, ist n,, > 0 fiir
ein vg # «. Durch Anwenden von s, sehen wir:

sa(B) = B—(B,@)a = ity

YEB

Also ist n,, = n,, > 0 und damit s,(5) € R": Wire nun s,(3) = «, so wire
B = 54(50(0)) = —a € R™. Weil s, injektiv ist und R*\ {«} endlich, schrinkt sich
Sq zu einer Bijektion auf BT\ {a} ein. O

Das folgende Lemma erméglicht uns eine induktive Argumentation:

2.1.2 Lemma. Sei o € RT\ B. Dann gibt es ein s € Sy mit ht(s(«)) < ht(«) und
s(a) € RT.
Beweis. Wegen («, &) = 2 gibt es ein § € B mit (5, ) > 0. Aus

folgt ht(sz(a)) = ht(a) — (5, &) < ht(a). Aus Lemma folgt die zweite Behaup-
tung. O

17
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2.1.3 Satz. Wy wird von Sy erzeugt.

Beweis. Sei W/ die von S erzeugte Untergruppe von Wy und s, € W, ein beliebiger
Erzeuger. Wegen s, = s_, diirfen wir annehmen, dass a bereits positiv ist. Per
Induktion nach ht(«) folgt aus Lemma [2.1.2 dass es ein w € W gibt mit w(«a) =

§ € B. Nach Lemma [1.1.14]ist s, = S,-1(5) = w ™ 'sgw € W, O

Wir werden die Aussage des letzten Satzes nun weiter verschérfen. Als néchstes
zeigen wir, dass (W, Sp) ein Coxeter-System ist, das heifit

- Wo = (So : (sasp)™ ™ = 1),
- m(a,a) =1 fir alle o € B und
- m(a, §) > 2 fiir alle o, f € B mit a # S,
wobei m(a, #) die Ordnung von s,s5 in Wy sei. Die folgenden Sétze, mit Ausnahme
von Proposition bis einschlieklich Satz stammen dabei aus Chap. 1.4-
1.9 in [].
2.1.4 Definition. Fiir w € W} heilét

l(w) = min {r € N: Es existieren sq,...,s, € Sp mit w=s;...5,}
die Lénge von w. Ein Ausdruck der Form

W=S1...5

heifst reduziert, falls r = 1(w).

2.1.5 Bemerkung. Fiir w € W) gilt:
(i) l(w) = 1 genau dann, wenn w = s, € Sp.

(i) 1(w) = 1(w™)
(iii) det(w) = (—1)", falls w = s1...s,

Beweis. (i) ist klar.

(ii): Ist w = s1... 5., soist w™! = s,...s; und damit 1(w™") <1(w). Per Symmetrie
folgt bereits Gleichheit.
(iii): Fiir @ € R ist so(a) = —a. Andererseits besteht der Kern der Linearform

(-, &) aus Eigenvektoren zum Eigenwert 1 und hat Dimension dim Vi — 1. Also gilt:
det(s,) = —1. Die Multiplikativitdt der Determinante zeigt die Behauptung. O

2.1.6 Definition. Sei w € W,. Wir setzen
n(w) = #(R"Nw (R)).

Wir werden nun zeigen, dass | = n ist.
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2.1.7 Lemma. Fir o € B und w € Wy gilt:
(i) n(w) = n(w)
(i1) Ist w(a) € RT, so ist n(ws,) = n(w) +
(111) Ist w(a) € R™, so ist n(ws,) = n(w) —
(iv) Ist w™!
(v) Ist w™!

(o) € RT, s0 ist n(s,w) =n
(a) € R™, s0 ist n(s,w) =n
Beweis. (i): R*Nw ' (R7) =w Y (w(RT)NR™) =—-w Y (RTNw(R"))
(ii): Es folgt unter Benutzung von Lemma

RYN(wse) 'R™ = RT Nsqw™ 'R™ = 5,(so(RT) Nw ™ 'R7)
= sa(({—a}UR \ {ah)nu R
={a} Uso(RTNw™'R™)

(iii):
R™ N (wsa) 'R = so(({—aYURT\ {a}) Nw™R™) = s5,(R"\ {a} Nw™'R")

Das heifit: {a}Us,(RT N (wsy) ' R™) = RTNw 'R~
(iv) und (v) folgen, aus (ii) und (iii), indem man w durch w™' ersetzt und (i)
anwendet. O

1

2.1.8 Corollar. Sei w € Wy. Dann ist n(w) < 1l(w).

Beweis. Esgilt n(1) =1(1) = 0. Nach Lemma kann n(w) bei jeder Multiplikati-
on mit einem s, hochstens um 1 grofer werden. Induktiv folgt die Behauptung. [

2.1.9 Satz. Sei w = s1...5, € Wy, 1 = Say,---,Sr = Sa, € So mil positiven
Wurzeln o; und n(w) < r. Dann gibt es 1 <i < j <r mit:
(1) a; = Sit1...5j-1(¢ )
(1) Siv1...8j-1=5;...5j
(iii) w=s1...8...8;...5
Dabei folgen die Aussagen (ii) und (i1i) auch ohne die Voraussetzung n(w) < r aus

der Gleichung in (i).

Beweis. (i): Wegen n(w) < r gibt es nach Lemma[2.1.7ein j < rmit sy...5;_1(c;) €
R~. Aus a; € R" folgt, dass es ein i < j mit

Si...Sj—1 () € R™

aber
Sit1---55j-1 (Oéj) € R+.
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Dies ist nach Lemma aber nur dann moglich, wenn «; = s;41 ... 5j-1(q;).
(i) und (iii): Sei w' = s;41...5j_1. Aus (i) und Lemma [1.1.14] folgt dann

/—1

I
S; = Sq;, = W sajw = Si+1---5j-1558j—1 - Si41-

7
Dies impliziert
Si..0 85 = Si41---5j-1,

was (ii) und (iii) zur Folge hat. O

2.1.10 Corollar. Sei sy ...s, reduziert mit s; = s,, und o; € B. Dann sind die
Elemente

{ag, s1(a), ..., 81...8_1(a)}

paarweise verschieden.

Beweis. Angenommen zwei dieser Elemente wiren gleich, das heifst, es existieren
1<i<j <rmit

S1... si—l(ai) = S1... Sj—l(@j)-
Dann wére auch

—Q; = Si(Oéi) = Si+1.-- Sj_1(06j>

und damit nach Satz wegen s; = S, = S—_q,

S1...8=51...5...55...5p.

2.1.11 Corollar. Firw € Wy ist n(w) = 1(w).

Beweis. Wir wissen bereits, dass n(w) < l(w) ist. Wire w = s; ... s, reduziert und
n(w) < l(w) = r, kdnnten wir w nach Satz als Produkt von r — 2 Spiegelungen
schreiben. [

Wir kénnen zu w € W, die positiven Wurzeln o mit w(a) € R~ sogar explizit
angeben:

2.1.12 Lemma. Sei w = s;1...8, reduziert, s; = Sa,, Bi = Sy ...Si1(q) fir
1 <i<rund B, = a,. Dann ist

R Nnw 'R ={p,...,5}

Beweis. Wir zeigen dies per Induktion nach r. Fiir r = 0 ist die Aussage klar. Wir
konnen also annehmen, dass fir w' = s;...s,_; und ;' = s,_1...8:41(;) bereits
gilt:

R Nuw ™R ={8,...,8._,}
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Fir 1 < <rist o, # ], denn sonst wére s;41...5-1(a) = o; und $;...s, nicht
reduziert nach Satz Wegen Lemma ist deshalb 3; = s,(8]) € RT. Nach
Voraussetzung ist ., = 3, € RT. Wir haben also gesehen, dass

{B1,....8:} CR".

Weiterhin gilt w(G;) = w'(6) € R fir 1 < i < r und w(f,) = w's,(a,) =
—w'(e,) € R™, denn o, & {0],...,0'_1}, das heibt w'(a,) € RT. Insgesamt folgt:

{B,....8.}C RFnw 'R~

Indem wir Corollar [2.1.10[ auf w=! anwenden, sehen wir, dass die 3; paarweise ver-
schieden sind. Wegen #RT Nw 'R~ = [(w) = r folgt die Gleichheit. O

2.1.13 Proposition. Seien v,w € Wy mit
R Nnv 'R =R"nuw'R".
Dann ist schon v = w.

Beweis. Wir zeigen die Behauptung per Induktion nach r = [(v) = l(w). Sei v =
S1...80, W=81,...,8, 8 = S,, und s, = sg,. Nach Lemma [2.1.12]ist also

{87 ...89(1),...,a.} ={s....85(B1),..., 0}
Es gibt also ein o € S, mit

Spo o Sipa(ai) = 88501 (Bo()) filr alle 1 <d <.

Aus
o / ! /
Bor) = Spirys1 -+ Sp(Qr) = 850041 - - 8p5r8e(ir)
folgt mit Satz
/ / / / / iy /
W=8]...8, =8 ...8858 =S8 ...58/) ...5.5.
Sei nun w' = s} ...5,4) ...s, und v = s;...5,_1. Bs geniigt offenbar, v' = v’ zu

zeigen. Dies folgt aus der Induktionsvoraussetzung und

RENVR = {01y osala)} = s (RT N0 RO\ {=an)
= s (R Nw™ R7)\ {-a}
= s {ar, 5:(Br), - SrSh oy - 55(B)} \ {—an}
=B S (B} = RE N TR

o
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Wir kénnen jetzt zeigen, dass (Wp, Sp) ein Coxeter System ist. Sei dazu
T ={t,: a € B},

F die freie Gruppe mit Erzeugendensystem 7" und 7 der durch 7 (t,) = s, festgelegte
Homomorphismus von F' nach Wy. Zu einem Element s; = s,, sei stets t; = t,, der
zugehorige Erzeuger von F und fiir oy, a; € B sel m(oy, ;) = m(i, j) die Ordnung
von s;s; in Wy. Weiterhin sei IV der kleinste Normalteiler, der alle Elemente der
Form (tat5)™ %" (a, 3 € B) enthilt. Wir miissen also zeigen:

Wy F/N

Wir stellen zunéchst fest, dass aus s ...s, = 1 mit Bemerkung (iii) folgt, dass
r gerade ist.

2.1.14 Lemma. Sei r = 2q eine gerade natirliche Zahl. Fir alle v < r folge
aus Si...S8+ = 1 schon ti...t,, € N. Dann folgt aus jeder Relation der Form
S1...8. =1
ty...t,eN
oder
S1...8¢ = S52...5¢41-

Beweis. Sei sy ...s, = 1. Dann gilt:

S1 . Sqg41 = Sp oo Sg42

Also ist die linke Seite nicht reduziert. Es gibt also Indizes 1 <1 < j < ¢+ 1 mit

~ A~

S1...8¢+1 = S81---8;...55...8¢+1

und daher
Si...8j = Sif1...5j-1
und
Si...8j—15j8j—1...Si+1 = L.
Dies ist ein Produkt von 2(j — ¢) Spiegelungen. Wir unterscheiden im Folgenden
zwei Fille:

1. Fall: 2(j — ) < r: Dann ist nach Voraussetzung n =t¢;...t;_1t;t;_1...t;s1 € N.
Es folgt unter Benutzung der Tatsache, dass t,t, € N fiir alle o € B:

tl---trEtl---trnztl---tinti—i—l"-tr

= tl e tztz e tj—ltjtj—l e ti+1ti+1 «. t'r

Etl...fi...fj...trzl mod N
Die letzte Kongruenz folgt aus s;...5;...5;...5, =5s1...5. = L.

2. Fall: 2(j — ¢) > r: Dies ist nur moglich, falls i = 1 und j = ¢ + 1. Dies bedeutet
aber:
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2.1.15 Satz. W, = F/N

Beweis. Weil W, von S erzeugt wird, ist 7 surjektiv und aus der Definition der
m(a, B) folgt N C ker(m). Die andere Inklusion zeigen wir induktiv: Sei

5t ...t € ker(w) mit €, ..., 6. € {£1},

das heifit s;...s, = 1. Wegen t? € N fiir 1 < ¢ < r geniigt es, den Fall ¢ = ... =
¢, = 1 zu betrachten.
Dann ist r = 2¢ eine gerade natiirliche Zahl. Ist r = 2, so heift das s;so = 1 und
damit s; = s9, also

tity =t € N.

Wir konnen induktiv annehmen, dass fiir jedes Element ¢) ... ¢/, € ker(7) mit ' <r
schon ¢} ...t,, € N folgt. Aukerdem kénnen wir uns auf den Fall > 4 beschrénken.
Insbesondere ist dann immer ¢ + 2 < r. Wir kénnen annehmen, dass

tztrtltl_lgéNfur alle 1 SZST‘

Andernfalls ist nadmlich auch
t1...t. € N,

denn aus
ti.. .ty ...t; 1 €N

folgt

toooty =ttty ety gt
= (ty ..ttty tisa(ty .. ti) TP EN.

Wir wenden nun Lemma [2.1.14] auf die Gleichung
S9...8:51=1

an und erhalten

52 ... 8¢+1 = 83 ... 5¢+2, (21)

woraus

535253 ... Sq4+15¢4+28¢+1 - - - S4 = 1

folgt. Im Falle
n = t3t2t3 Ce tq+1tq+2tq+1 e t4 e N

wére auch
tl Ce t’r = tltgnt4 Ce £q+2tq+3 .. -tr = tll?gtg Ce tq+2 Ce t'r mod N. (22)
Aus Gleichung (2.1) folgte

515283 ...8q42 ... 8, = S1...8 =1
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und damit aus der Induktionsvoraussetzung und Gleichung (2.2) ¢, ..., € N. Wir
diirfen also Lemma [2.1.14] anwenden und annehmen, dass bereits

§352...8¢ = S2...85¢+1
gilt. Andererseits folgt aus
S1...8, = 1

auch
S1...8¢ = 52...5¢+1

und zusammen:
S1 = S3.

Wendet man obiges Verfahren auf die Gleichungen

mit SE]) = S(i+j) modr an, so folgt: 51 = s3... = s,_jund s = s4... = 5,. Wir
sehen also
S1...8 = (Sng)q =1

und damit folgt aus der Definition von N

t1...t, = (tits)? € N.

2.1.16 Satz. (W, Sy) ist ein Cozeter-System.

Beweis. Die Hauptarbeit haben wir schon mit Satz [2.1.15] geleistet. Wir wissen
auch, dass fiir « € B m(a, ) = 1 ist. Es bleibt also noch zu zeigen:

m(a, B) #1 fir a #

Wire dies nicht nicht der Fall, so wére s,s3(—8) = —3 € R™. Andererseits ist aber

nach Lemma [2.1.1] sos5(—3) = sa(08) € R™. O

Als néchstes werden wir die Operation von Wy auf V studieren. Dabei gehen wir
vor wie in [5], Chap. 4-5 und 4-6. Corollar ist Proposition 11-2 in [35]. Fiir
a € R sei

H,={veV:(v,a)=0}

die zu a orthogonale Hyperebene und
H= {H,:a€ R} ={H,:a € R"}
die Menge dieser Hyperebenen. Die Zusammenhangskomponenten von

vE=V\|JH
HeH
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heiten Weylkammern. Ist C' eine Weylkammer, so ist
(C,&) C R oder (C,a) C Ry fiir alle o € R,

denn (C,&) C R* und (-, &) ist stetig und damit ist das Bild einer Zusammenhangs-
komponente zusammenhangend. Wir sagen H, trennt zwei Weylkammern C' und
D, falls fiir ¢ € C,d € D die Werte (¢, &) und (d, &) unterschiedliches Vorzeichen
haben. Nach obiger Uberlegung hingt das nicht von der Wahl von ¢ und d ab.

2.1.17 Lemma. (i) Co = {v € V : (v,&) > 0 fir alle « € R"} ist eine Weyl-
kammer.

(i1) Wy operiert auf der Menge der Weylkammern.
(1ii) Fir jede Weylkammer C und o € R haben wir

(C,a) C Rog oder (C, &) C Ryp.

Beweis. (i): Offensichtlich ist Cy in V# enthalten. Sei {vg : 3 € B} die durch
(vg, &) = 0,5 definierte Basis von Ve und v =3 s vg. Dannist fiir & = 5 (5 ngf
Rt

(v,6) = ng = ht(a) > 0.

BeB

Also ist Cy nicht leer. Da Cj konvex ist, ist Cy auch zusammenhéngend. Ist nun
v € V#\Cy, so gibt es ein @ € RT mit (v,&) < 0. Das heiRt v liegt in einer anderen
Zusammenhangskomponente als Cj. Folglich ist Cy bereits eine ganze Zusammen-
hangskomponente.
(ii): Da (-, -) Wo-invariant ist, wird V# von jedem w € Wj in sich selbst abgebildet.
Da w aber ein Homdéomorphismus ist, permutiert es die Zusammenhangshompo-
nenten.
(iii) haben wir bereits oben gesehen. O

Jetzt konnen wir der Lange des Coxeter-Systems (W, Sp) eine weitere geometrische
Bedeutung geben:

2.1.18 Satz. Fiir alle w € Wy gilt:
(w) =#{H € H: H trennt Cy und wCy}

Beweis. Sei « € R*. Dann trennt H, Cy und wCj genau dann, wenn (wCjy, &) =
(Co,w &) C Ry oder mit anderen Worten w™'(a) € R™. Es folgt:

#{H € H : H trennt Cy und wCp} = #(RTNwR™) = l(w™) = 1(w)

2.1.19 Satz. Wy operiert einfach transitiv auf der Menge der Weylkammern.
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Beweis. Wir zeigen zunichst die Transitivitat der Operation. Sei C' eine Weylkam-
mer. Es geniigt zu zeigen, dass es ein w € W, gibt mit wC = C,. Wir fixieren ein
vg € Cp, ein v € C und dazu ein w € Wy, so dass ||w(v) — vp|| minimal ist. Es
geniigt zu zeigen, dass w(v) € Cp, denn dann ist wC N Cy # @ und weil beides
Zusammenhangskomponenten sind, erhalten wir wC' = Cj,.

Angenommen, w(v) wére kein Element von Cj. Dann gibe es ein @ € RT mit
(w(v), &) < 0. Wir erhielten dann aber

im Widerspruch zur Minimalitét von [jw(v) — vo||.

Dass die Operation frei ist, zeigen wir zuerst fiir einen Spezialfall. Sei w € Wy mit
wCy = Cy. Dann gibt es keine Hyperebenen, welche Cy und wCj trennen. Daher
folgt 1I(w) = 0 und damit w = 1. Sei nun C' = w'Cy eine beliebige Weylkammer und
wC = C. Dann folgt aus ww'Cy = w'Cy: w' " ww'Cy = Cy und damit aus obigem
Spezialfall w = 1. |

Die Transitivitat der Operation hat noch eine interessante Konsequenz fiir minimale
Wurzeln:

2.1.20 Corollar. Sei R irreduzibel und o € R die minimale Wurzel. Dann ist
|| > ||B] fiir alle 3 € R.

Dabei bezeichne || - || die Norm des dualen Wurzeldatums auf V.

Beweis. Sei ((-,-)) das vom dualen Wurzeldatum auf V induzierte Skalarprodukt

und # € R. Dann gibt es eine Weylkammer C' C V mit [ € C'. Weil Wy transitiv
auf den Weylkammern von V operiert, gibt es ein w € Wy mit wC = —Cj und

daher w(3) € —Cy = {0 € V : ((§,0)) <0 fiir alle v € R*}. Da das Skalarprodukt
und damit die Norm Wjy-invariant ist, kénnen wir also 0.B.d.A. annehmen, dass 3
schon in —C’O liegt. Nach Definition von « ist & =< B und daher

(5,3 — &) > 0 fiir alle & € Cj.

Nach Corollar ist & € —éo. Wir kénnen die Ungleichung also auf —¢ und —/3
anwenden. Damit folgt:

(@, &) > ((@0)) = ({3, 5))
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2.2 Die affine Weylgruppe

2.2.1 Definition. Die Weylgruppe W ist das semidirekte Produkt von Wy und X
beziiglich der Inklusion W, C Aut(X).

Analog definieren wir die affine Weylgruppe Wy, als das semidirekte Produkt von
Wy und @ beziiglich der Inklusion Wy C Aut(Q).

Da @ eine Untergruppe von X ist, konnen wir uns die Wyy; als Untergruppe von
W vorstellen. Da wir die Verkniipfung in W, ;s multiplikativ schreiben, uns X aber
als additive Gruppe vorstellen, schreiben wir e”, wenn wir ein Element x € X als
Element von W bezichungsweise W,¢; auffassen. Dann gilt

e®e® = "t fiir alle z, 2’ € X.
Des weiteren gilt definitionsgeméf
woe® = @y, fiir alle wy € Wy, x € X.

Im Folgenden schreiben wir W = WyeX und W, = Wye?. Ein beliebiges Element
von W hat die Form wpe® mit wy € Wy und z € X. Auferdem kiirzen wir s,e*®
durch s, ab. Dabei gilt

2 _ ka ka _ 2 —katka __
Sak = Sa€ Sl = S,€ =1.

Wir wollen &hnlich wie im letzten Abschnitt zeigen, dass W,z eine Coxeter-Gruppe
ist. Genauer werden wir zeigen, dass (W, S) ein Coxeter-System ist, wobei

S =SoU{see”:ax € Ry }.

Dazu fiithren wir zunéchst den Begriff des affinen Wurzeldatums ein und verallge-
meinern den Héhenbegriff. Die Idee zu dieser Herangehensweise, die wir auf nicht
irreduzible Wurzeldaten verallgemeinern, und das wichtige Lemma [2.2.5| entstam-
men [5] Kapitel 11-4. Bei den darauf folgenden Schritten handelt es sich um eine
Adaption der analogen Aussagen fiir die endliche Weylgruppe in Kapitel 2.1.

2.2.2 Definition. Raff = R x Z C X x Z heifit das zu R gehorige affine Wurzel-
datum. Dabei seien

Ry =R xZoUR" xZe=RxZoUR x{0}
die zugehdrigen Mengen von positiven beziehungszweise negativen affinen Wurzeln.

Wir schreiben auch s, = s@,k). Wir haben in Kapitel 2.1 ausgenutzt, dass W)
auf R operiert. Deshalb definieren wir nun auch eine Operation von W und damit
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von Wy auf X x Z, die sich zu einer Operation auf Raff einschranken wird. Fiir
wy € Wy, x € X, € X und k € Z setzen wir:

woe®(Z, k) = (wo(£), k — (x,2))

Warum wir hier ein Minuszeichen verwenden, wird erst spéter, ndmlich durch Satz
2.2.18] ersichtlich. Wir erhalten so in der Tat eine Gruppenoperation, denn fiir
w), € Wy und 2’ € X ist

Wegen WyR = R ist die Einschrinkung auch eine Operation auf Raf £

2.2.3 Lemma. Sei (&, k) € Rusp und w = woe® € W. Dann ist
WSa g W = Su(ak)-

Beweis.

k z 1 —1 _wo(sa(z)—z+ka)

wsaykw_l = wpe's,e e Wy = WpSaW, e

(k= (z,&))wo (ev)

= Swo(a)€ = Sw(a,k)

O

Wir verallgemeinern noch die Hohenfunktion auf affine Wurzeldaten. Sei ab jetzt
immer Re =R1 @ ... 5 R, (R; = (Qi, Qi, Ri, R, B;)) eine Zerlegung in irreduzible
Wurzeldaten mit minimalen Elementen 04(()1) € R;. Wir setzen fir « € R; und k € Z:

ht(ct, k) = ht(&) + k(2 - ht(—al?) + 1).

Per Konstruktion ist eine affine Wurzel genau dann positiv, wenn sie positive Hohe
hat. Da —oz((f) das eindeutig bestimmte Element maximaler Hohe in R; ist, ist fiir
3 € Ry und | € Z ht(a, k) < ht(3,1) dquivalent zu [ > k oder | = k und ht(a) <
he(3).

Als erstes zeigen wir, dass W,zp von S erzeugt wird. Dazu sei zunéchst W, die
von S erzeugte Untergruppe von W,ss. Auferdem sei

Basr ={(3,0): 3€ B}U{(&,1):a € Ry}

die zu S korrespondierende Teilmenge von R, ff-
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2.2.4 Lemma. Sei R irreduzibel und o, 3 € R. Dann gibt es ein w € Wy mit
(w(a), B) # 0.

Beweis. Sei U der von Wy(d) erzeugte Unterraum von V und U~ sein orthogonales
Komplement. Dann ist jede Kowurzel schon in U oder in U~ enthalten. Denn gibe
es ein ¥ = u+ ut € R mit u,ut # 0, dann wiren u und ut wegen s,(y) = —y =

—u — ut zwei linear unabhéingige Eigenvektoren von s, zum Eigenwert —1. Also ist

R=(RNU)U(RNU"Y).

Wegen & € RNU # () muss RNU*L wegen der Irreduzibilitiit von R und Bemerkung
1.2.4) schon leer sein. Das heikt, wir finden ein w € Wy mit ({3, w™!(&))) # 0 und

daher (w(«a), ) # 0. O

2.2.5 Lemma. Sei (&, k) € Rj{ff \ Buss. Dann gibt es ein w € We s mit
w(d, k) € RY; und ht(w(d, k)) < ht(a, k).

Beweis. Wir kénnen im Folgenden annehmen, dass R irreduzibel ist, denn die Ho-
henfunktion von R setzt die der irreduziblen Komponenten von R, fort und wir
kénnen die Elemente der affinen Weylgruppen der irreduziblen Komponenten auch
als Elemente von Wy, auffassen. Sei c die minimale Wurzel in R. In diesem Be-
weis sei mit ((-,-)) und || - || stets die Norm beziehungsweise das Skalarprodukt des
dualen Wurzeldatums auf V' gemeint.

Da Wy von Sy C S erzeugt wird, wissen wir bereits W, C W;ff. Im Falle £k =0
folgt die Behauptung dann aus Lemma Wir kénnen also im Folgenden k& > 1
annehmen. Nach Lemma gibt es ein w € Wy mit

(w(a), &) # 0.

Wir unterscheiden im Folgenden zwei Fille:
1. Fall: w(a) = +dp: Ist schon & = dy, so folgt wegen (&, k) ¢ Busr k > 2 und
damit

50e%(0, k) = (—a, k — (o, &) = (—a, k — 2) € RT,

denn —¢ ist positiv. Auferdem ist klar, dass die Hohe durch Anwenden von s,e®
kleiner wird. Aus s,e® € S folgt in diesem Fall die Behauptung. Ist nun & # ay,
so folgt ht(dg) < ht(&). Durch Ubergang zu ws, kénnen wir w(&) = & annehmen.
Damit erhalten wir

bt (w(d, k) = ht(co, k) < ht(a, k)

und wegen k > 1 auch w(da, k) € RT.
2.Fall: w(&) # +dp: Nach Lemma gilt

1 < (w(a), d)(ap, w(a)) <3
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und mit Hilfe von Corollar 2.1.20] folgt weiter

(w(e),d)  2({w(@), o)) ({do,d0))  {{aw,
(a0, w(@) — ((w(a), w(@))) 2((w(a),do)) — ({w(a),

Q<

0)
w(@)))

Dies ist aber nur moglich, wenn (ag, w(&)) = +1. Indem wir gegebenenfalls zu ws,
ibergehen, kénnen wir (o, w(c)) = 1 annehmen. Dann folgt
(@

) k= (o, w(@))) = (8ayw(@), k = 1).

Ist sq,w(ct) € BT, so ist wegen 54,6 € S C W ;s nichts mehr zu zeigen. Andern-
falls wenden wir noch sg an, wobei 8 = sy, w(a). O

> 1.

Saoeaow( k) = (Sao

2.2.6 Corollar. Sei (a,k) € R:[ff Dann gibt es ein w € W, mit w(a, k) € By

Beweis. Dies folgt per Induktion nach ht(c, k) aus Lemma [2.2.5] Ist ht(&, k) = 1,
so ist k = 0 und damit o € B, also (&, k) € Buss. Ist nun (&, k) € Rapp\ Baff,
so finden wir ein w € W,;;, so dass wir die Induktionsvoraussetzung auf w(a, k)
anwenden konnen. O

2.2.7 Satz. W, ;s wird erzeugt von S.

Beweis. Weil Wy von Sy C S erzeugt wird, ist WO in W(;ff enthalten. Wir miissen

also noch e C W’ s zeigen. Dafiir geniigt es, e’ € Wi,y fiir alle 8 € B zu zeigen.
Nach Corollar glbt es ein w = wee® € W, ; mit

w(3,1) = (wo(B),1 = (z,5)) € Bayy-
B =

das heift, es gilt wo(f) € B und (z, 1 oder wo(f) € (R,,) und (z,3) = 0. Aus

Lemma folgt

B (1~ (2,8))wo(B)

wsge w! = Swo(B)€
und aus obigen Uberlegungen erhalten wir
wsge’w™! = 8,05 und wy(B) € B

oder
w55eﬁw_1 = swo(g)ew‘J(B) und wo(B) € Ry,.

Also folgt sge” € W, und damit e® € W/,. O

Wie in Kapitel 2.1 konnen wir jetzt die Langenfunktion auf W, definieren.
l(w) = min {r € N: Es existieren s1,...,s, € S mit w=s;...5,.}
Wie bei der endlichen Weylgruppe sieht man

l(w) = 1(w™") fiir alle w € Wy



KAPITEL 2. WEYLGRUPPEN 31

Wieder nennen wir einen Ausdruck der Form
wW=S51...5
reduziert, falls r = l(w). Fiir w € W kénnen wir weiter
n(w) = #R(jff N w_IR;ff

definieren. Man beachte, dass n mit W im Allgemeinen einen gréfieren Definitionsbe-
reich als | hat. Dies werden wir spiter benutzen, um die Linge des Coxeter-Systems
(Wagy, S) auf W fortzusetzen. Um zeigen zu kénnen, dass die Einschrankung von n
auf W,ss mit | iibereinstimmt, bendtigen wir zuerst eine Analogie zur Eigenschaft
der Basis B.

2.2.8 Satz. Sei (&, k) € Ropp N (Ry x Z) fiir ein 1 < i < n. Dann gibt es eindeutig
bestimmte ng; € Z mit

(&, k) = > ng.(3,10).

(B)EBqssN(Ri X Z)

Dabei haben alle ng; das gleiche Vorzeichen und (&, k) € R(jff genau dann, wenn
alle ng; > 0.

Beweis. Offenbar konnen wir R als irreduzibel voraussetzen. Sei oy das minimale
Element von R.
Eindeutigkeit: Angenommen, wir hitten bereits eine Darstellung

(6,k) = n50(3,0) + 11 (do, 1),

BeB

Dann folgt n4,1 = k und daher
a — /{Zd/o = an’oﬁv.

BeB

Da B eine Basis von Q ist, sind die ng,o eindeutig bestimmt. Definiert man die ng
und n,, 1 so wie im Eindeutigkeitsbeweis und summiert sie auf, folgt die Existenz.
Wir zeigen als néchstes, dass alle Koeffizienten das gleiche Vorzeichen haben. Dafiir
diirfen wie 0.B.d.A. (a,k) € R:ff annehmen. Ist £ = 0, so ist per Definition & =
Z,@eB n@gﬁv € R* und damit ngy > 0 fiir alle 3 € B.

Ist hingegen k£ > 1, so sind die Koeffizienten in den Basisentwicklungen von & — &
und —dyp nicht negativ. Das heifst die ng sind als Entwicklungskoeffizienten von

& — kég = (& — dp) — (k — 1)cg

nicht negativ. Auferdem ist n,, 1 = k > 0. Das heift alle ng; sind nicht negativ.

Wir haben ebenso eine Richtung der Aquivalenz am Ende des Satzes gezeigt. Ist
hingegen (&, k) ¢ R, so ist —(&, k) € R, und daher sind alle ng; < 0. Wegen
(&, k) # 0 muss schon ein ng, kleiner als 0 sein. Dies zeigt die Aquivalenz am Ende
des Satzes. O
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Am Beweis des letzten Satzes kann man erkennen, warum es sinnvoll ist, eine Ope-
ration von W auf Raff statt R x Z zu betrachten. Die obige Eigenschaft beruht
namlich darauf, dass das minimale Element eines irreduziblen Wurzeldatums zur
Kowurzel minimaler Héhe gehort.

Mit diesem Resultat kénnen wir das Analogon zu Lemma formulieren, das
zeigt, dass | und n ausgewertet an einem Erzeuger aus S iibereinstimmen.

2.2.9 Lemma. Sei s = s, € S. Dann gilt:
(i) R;ff n 8_1R;ff ={(a,k)}
(i1) S<R:ff \{(&,k)}) = R;_ff \ {(a,k)}

Beweis. (i): Ist s € Sy, so folgt die Aussage aus Lemma [2.1.1] Andernfalls ist
o € R, und k = 1. Dann ist

s(@, 1) = (=a,1 = (o, &) = (=&, —1) € R ;.
Wir miissen also zeigen, dass fiir jedes weitere Paar (B, l) € ijf
3 ot
s(B8,1) € Ry
gilt. Ist 3 orthogonal zu «, so ist s(3,1) = (3,1). Wir kénnen also annehmen, dass

R irreduzibel ist. Sei )
(B.0) = 1y0(%,0) +I(a,1).

YEB

Dann gibt es ein v € B mit n, > 0, denn sonst wire (3,1) = (I&,1) und damit
[ = 1, da R reduziert ist. Das Element (&, 1) hatten wir jedoch ausgenommen.

Damit folgt aus Satz

= (6~ (@, a1 — (o, 0)) = (5,]) — (. B)(&, 1) € R}y,

denn der einzige Koeffizient, der sich verdndert hat, ist der von (&, 1).
(ii): Wegen (&, k) = s(—d, —k) und der Injektivitdt von s ist

(a, k) ¢ SR:{ff.
Damit folgt aus Teil (i)
s(Bapp \ (@, k)}) € Ripp \ {(a k)}-

Daher ist wegen s> = 1 aber auch

Rl \ (6 B)} = ss(Ripp \ {(a.k)}) € s(Ripp \ {(a, k)}).



KAPITEL 2. WEYLGRUPPEN 33

Damit kénnen wir weiter wie in Kapitel 2.1 argumentieren:

2.2.10 Lemma. Fir (&, k) € Bass und w € W gilt:
(i) n(w) = n(w™)
(ii) Ist w(a, k) € R;rff, s0 st n(wsa ) = n(w) + 1.
(111) Ist w(a, k) € Rgff, 50 st n(wsq k) = n(w) — 1.
(iv) Ist w'(&, k) € RY,p, s0 ist n(sapw) = n(w) + 1.

(v) Ist w™i(c, k) € R;ff, 50 st n(sepw) = n(w) — 1.

Beweis. Der Beweis verlauft genau wie der von Lemma unter Benutzung von
Lemma [2.2.9 (ii) statt Lemma 2.1.1] O

Die folgenden Sétze beweist man alle wie im Fall der endlichen Weylgruppe. Wir
listen deshalb nur die Resultate auf:

2.2.11 Satz. Set w = s1...5, € Wasr, S1 = Saykis---»5 = Sank, € S und
n(w) < r. Dann gibt es 1 < i < j <r mit:

(Z) (d,, k?z) = Si+1 .- - Sj_l(ééj, k’J)

(’Z,’Z,) Si41---8j—1 = S5;...5j
Dabei folgen die Aussagen (ii) und (iii) auch ohne die Voraussetzung n(w) < r aus
der Gleichung in (i).
2.2.12 Corollar. Fir w € W,y ist n(w) = l(w).

Wir schreiben ab jetzt immer 1(w), selbst dann, wenn w in W aber nicht in Wy
enthalten ist.

2.2.13 Lemma. Sei w € W“fvf und w = 81...8, eine reduzierter Ausdruc]@ S; =
Sk, Mit (A, k;) € szf und (Bi, ;) = s .. si(Qy, ki) fiir 1 <i <rund (B, 1) =
(&, k). Dann ist
R:ff N w_lR;ff = {(Bla ll)a sy (Bm lr)}

und die (BZ, l;) sind paarweise verschieden.
2.2.14 Satz. Seien v,w € Wypy mit

5+ —1p— _ pt —1pH—

Raff Nv Raff = Raff Nw Raff.

Dann ist schon v = w.
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2.2.15 Corollar. Die Lingenfunktion von W,y setzt die von Wy fort.
Beweis. Sei w € Wy und (&, k) € R:[ff. Dann gilt
w(d, k) = (w(@), k).

Das heifst w(d, k) ist genau dann negativ, wenn k = 0 ist und w(c) negativ ist. Wir
haben also eine Bijektion

R*Nw 'R > R;’ff N w_lR;ff.

2.2.16 Satz. (W,yss,S) ist ein Cozeter-System.

Wir fahren nun fort, indem wir eine Operation von W auf V betrachten. Fiir w =
woe® € W und v € V setzen wir

wee” (v) = wo(v) + wo(x).

Man beachte, dasg e’ dann die Translation um z ist.
Fiir alle (&, k) € Ruyy setzen wir fiar(v) = far(v) = (v, &) + k. Weiter sei

Hop={v eV : far(v) =0}

die zu (&, k) gehorige affine Hyperebene. Die Menge dieser Hyperebenen bezeich-
nen wir mit Hopp. Wegen Hop = H o 1 ist Happ = {Hap : (&, k) € Ryy;}. Die
Zusammenhangskomponenten von

VO=V\ U H={veV: fur(v) ¢ 7Z fiir alle (&, k) € Rass}
HeHqy55

heifen Alkoven.

2.2.17 Lemma. (i) Fir alle (&,k) € Raff und alle Alkoven A ist f,(A) C R
oder for(A) C Re.

(11) W operiert auf der Menge der Alkoven.
(111) Ap={v eV :0< (v,&) <1 fir alle « € R*} ist ein Alkoven.

Beweis. (i): Nach Definition von V ist f,x(v) # 0 fiir alle v € V. Da A zusam-
menhéngend und f,  stetig ist, folgt die Behauptung.

(ii): Offensichtlich ist fiir w € W w(V?) € V° Da w ein Homdomorphismus ist,
werden die Zusammenhangskomponenten V° von W permutiert.

(iii): Definitionsgeméf haben wir Ay C V4. Sei {vs : 8 € B} die durch (vg, &) = 0a3
definierte Basis von Vg, ¢ = max{ht(¢) : &« € R} und v = > pep Vp- Dann folgt
aus

_ ht(a)

< 1 fiir alle e € RT,
2c

0< (v,a)
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dass Ay nicht leer ist. Weil Ay konvex ist, ist Ay auch zusammenhéngend. Ist nun
v € VO\ Ay, so gibt es ein @ € RT mit f,0(v) < 0 oder f, _; > 0. Nach Teil (i)
liegt v damit ein in einer anderen Zusammenhangskomponente als Ag, das heifit A,
ist schon eine ganze Zusammenhangskomponente. O]

Seien A und A’ zwei Alkoven mit Elementen v € A und v' € A’. Wir sagen H,
trennt A und A’, falls f, x(v) und f,x(v") unterschiedliche Vorzeichen haben. Dies
ist wohldefiniert nach Teil (i) des vorigen Lemmas.

2.2.18 Satz. Fir allew € W gilt

(w) = #{H € Hasy : H trennt Ay und wAy}.

Beweis. Sei vy € Ag, w = wee® und (&, k) € E’:ff. Dann ist w(c, k) genau dann
negativ, wenn k — (z, &) negativ ist oder wenn wy(&) negativ ist und k = (z,&).
Dies ist gleichbedeutend mit

Jw@k) (Vo) = fwo(@)k—(za) (Vo) = (vo, wo(&)) +k — (z,a) < 0.

Das heift, w(c, k) ist genau dann negativ, wenn

Jw@ak (Vo) = (vo, wo(&)) + k — (x,&) = (wgt(v) — x,8) + k
= far(e " wy (0)) = far(w ™ (v0))

negativ ist. Dies ist gleichbedeutend damit, dass H,; die Alkoven Ay und w™'Ag
trennt. Aus 1(w) = 1(w™?) folgt die Behauptung. O

2.2.19 Satz. W,y operiert einfach transitiv auf der Menge der Alkoven.

Beweis. Der Beweis verlduft dhnlich wie der von Satz 2.1.19} Wir zeigen zunichst,
dass die Operation transitiv ist. Es geniigt, zu einem Alkoven A ein w € Wys zu
finden, so dass wA = Ay ist. Dazu fixieren wir ein vg € Ay und ein v € A. Da
Wy endlich ist, ist auch Wyv endlich und damit liegen in jedem Ball um vy nur
endlich viele Elemente von We v = e?Wyv. Wir finden also ein w € Wasg, so dass
||lvo — w(v)|| minimal wird und haben zu zeigen, dass dann schon w(v) € A ist.
Angenommen, dies wire nicht der Fall. Dann gibe es ein o € R und ein k € Z, so
dass H,;, w(v) und vy trennt. Sei nun s = s,e*®. Wir erhalten

sw(v) —w() = sqw(v) — ka —w(v)
=w() — (w),d)a — ka —w(v)

= —Jar(w(v))a

und

s(vg) —vo = = fax(vo)a.
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Da f,x(vo) und fox(w(v)) unterschiedliches Vorzeichen haben, folgt aus

1 1
Frn ) (vo — sw(v),w(v) — sw(v)) + AN (vo — s(vg), w(v) — s(vy))
= (v — sw(v), ) + (s(vy) —w(v), a)
= (s(vo) + vo — sw(v) — w(v),a)

(2ug — (vo, &) — ka — 2w (v) + ka + (w(v), &)a, a)

(2(vo — w(v)) = (vo — w(v), d)ex, )
2(vg — w(v), a) — (a, a)(vy — w(v), &)
2(

vy — w(v),a) —2(vy — w(v),a) =0,

dass mindestens eins der Skalarprodukte (vy — sw(v),w(v) — sw(v)) und (vy —
s(vp), w(v) — s(vp)) nicht positiv ist. Damit folgt aus dem Cosinus-Satz

lw(v) = voll* = [lsw(v) = voll* + [[w(v) — sw(v)||* = 2{vo — sw(v), w(v) — sw(v))

> [|sw(v) — vol|*

Dies widerspricht der Minimalitit von ||w(v) —vgl|. Also ist die Operation transitiv.
Jetzt zeigen wird, dass die Operation frei ist und behandeln dabei zunéchst den
Spezialfall, dass ein w € W, sy Ay fixiert. Dann ist aber I(w) = 0 und damit w = 1.
Sei nun A ein beliebiger Alkoven mit wA = A und A = w’Ay. Dann folgt ww'Ag =
w'Ap und damit w'~lww'Ag = Ay. Aus dem Spezialfall folgt dann w = 1. n
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2.3 Die Langenfunktion auf W

Bei diesem Abschnitt handelt es sich um eine Ausarbeitung des Anhangs von [11].
Die einfache Transitivitidt der Operation von W,s; auf der Menge der Alkoven hat
eine interessante Konsequenz fiir die Weylgruppe W. Sei

Q={ueW: :uly= A} ={ueW:l(u) =0}

2.3.1 Satz. (i) W,y ist Normalteiler in W.
(i) W ist das semidirekte Produkt von Q@ und Wyy.
(111) Q= X/Q. Insbesondere ist Q0 abelsch.

. . . / . .
Beweis. (i): Sei w = wpe” € W und wypr = whe™ € Wepp.Wir miissen wegen
_ r_ _ /1—1 ’_ _
Wwa s pw ™t = woetwhe” e Twyt = wowheo DT Ty

—1 _wo(z") jwo (w(/)_l (z)—x)

SLewog @) Fwo(e'—x) _ g0t gLl

= wowywy e

noch wy '(z) — x € Q zeigen. Das folgt aus Lemma [1.1.11] (i).
(i1): Sel wqrr € Wopr N Q. Dann ist l(w,rr) = 0 und damit w,sr = 1. Also folgt
QN Wy = 1. Ist hingegen w € W beliebig, so gibt es ein w,rr € Wysr mit
wAy = wqrrAp. Daraus folgt v = ww;flf € Q und damit w = wwgyys, das heifst
W = QWaff.
(iii): Nach Teil (ii) ist
Q= W/ Waypp = Woe™ /Woe® = X/Q.
O

Die Untergruppe 2 ist im Folgenden von zentraler Bedeutung. Sie erlaubt es, fiir
W Eigenschaften nachzuweisen, die denen des Coxeter-Systems (W,ss, S) dhnlich
sind. Wir beginnen mit der Fortsetzung der Langenfunktion.

2.3.2 Lemma. 1 ist auf den Doppelnebenklassen Qw2 konstant.
Beweis. Fiir u € Q und w € W ist

W(wu) = #{H € Hupy : H trennt wAy = wuAy und Ay} = l(w).
Daher folgt fiir v’ € Q

l(uwu') = l(uw) = (wu™) =1(w™) = [(w).

2.3.3 Corollar. ) normalisiert S.



38 2.3. DIE LANGENFUNKTION AUF W

Beweis. Sei u € Q und s € S. Nach Lemma ist (usu™') =1(s) = 1. Da Wyys
Normalteiler in T ist, ist aber auch usu™' € W,y und damit usu™* € S. O

2.3.4 Satz. Fir w = wpe® € W gilt:

(w)=" > l@al+ Y [+(xa)

a€Rt wo(a)ERT a€RT , wo(a)ER™
Beweis.
woe®) = #{(@, k) € Ry woe™ (&, k) = (wo(a), k — (x,4)) € Ry}
= #{(a,k) € R fzwo(&)eR+ (xz,&) > k}
+#{(q. k) € Ry, wola) € R, (w,a) = k}
= Y #{keZ:0<k< (2,a)}

a€RT wo(a)ERT

+ Yoo #{kezZ:0<k< (2,a)}

a€R~ wo(a)ERT

+ Y #keZ:0<k<(z,a)}

a€RT wo(a)ER™

+ Y #lkeZ:0<k<(z,a)

a€R~wo(a)ER™
- Y GHkeZ:0<k<(ra)}+#{k€Z:0<k < —(2,d)})

a€R*T wo(a)eERT

4 Y #HkeZ:0<k<(ma)}+#EEZ:0<k< —(x,4)})

a€Rt wo(a)ER™

= > @al+ Y [+ (wa)

a€ERT wo(a)ERT a€R*T wo(a)ER™

2.3.5 Lemma. Fur x € X und wy € Wy gilt:
1(e®0@)) =1(e®)

Beweis. Es geniigt den Fall wy = sz € Sy zu betrachten.

=Y (spla), @) = Y (@, s5(c)

= 3 @@+ @ -B)= > @)+
B#aERT BAaERT

=3 @ @) =)

a€eRt
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2.3.6 Definition. Zu 8 € B sei wj; € Vi die durch
wi(a) = (a,ws) = do,p fiir alle a € B
definierte Linearform. Diese Elemente heifsen fundamentale Gewichte.
Der folgende Satz ist Prop. 29 in Chap. VI §1 von [2].
2.3.7 Satz. Sei p= 5 ,cp+ & Dann gilt p =35 pws.
Beweis. Da fiir a € B s, die Menge R* \ {4} permutiert, ist
sa(p) =p—a.

Aus

folgt

und damit, weil (-,-) auf Vi x Vi nicht ausgeartet ist,

ﬁ:ZwB.

BeB

2.3.8 Definition. Ein x € X heifst dominant, falls
(z,3) > 0 fiir alle 8 € B.

Die Menge aller dominanten Elemente bezeichnen wir mit Xg,,,. Es ist klar, dass
die dominanten Elemente ein Monoid bilden.

2.3.9 Proposition. X, ist endlich erzeugt.

Beweis. Wir behandeln zunéchst den Spezialfall, dass (-,-) eine perfekte Paarung
ist, das heift (-, -) induziere einen Isomorphismus der Z-Moduln X und Hom(X,Z):
Sei B = {f,...,0n}. Nach dem Elementarteilersatz gibt es eine Basis by, ..., b,
von X und ganze Zahlen ay, ..., a,,, so dass aiby,...,anb,, eine Basis von Q ist.
Wir setzen nun

Xl = <CL161, RN ,ambm,i)erl, .. Bn> = Q ) <Bm+1’ .. [V)n> = <517 .. ~6Vm76m+1; .. lv?n>

Dann ist X, eine Untergruppe von X vom endlichen Index |a,|-. . .- |a,,|. Wir setzen
weilter
Xy ={zeV:(z,z) € Zfiralle & € X,}.
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Wir kénnen dann X; mit Hom(X;,Z) identifizieren und X als Untergruppe vom
Index |aq] - ... |an| von X, auffassen.
Sei nun wi,...,w, die zu B, ... 0Bm, bmit, ... b, gehorige Dualbasis von X;. Wir
setzen

X1 dom = {r € Xy : (z,/3) > 0 fiir alle 3 € B}.

Ein Element z = Z?Zl ciw; liegt genau dann in X 4oy, wenn ¢; > 0 fiir alle 1 <7 <
m erfiillt ist. Dariiber hinaus wissen wir

Xdom = Xl,dom NnX.
Da X endlichen Index in X; hat, gibt es ein £ € N mit
w; = kw; € X fir alle 1 <7 <n.

Wir setzen nun

M={> N@eV:\el01]firl<i<mund ) € [-1,1] fiir m+1 <i < n}pnX.

i=1

Sel nun Z?:l Aiw; € M. Wegen X C X sind alle A\; von der Form \; = ¢ mit
¢; € Z und |¢;| < k. Deshalb ist M endlich. Wir zeigen, dass M auch ein Erzeugen-
densystem von Xy, ist. Sei etwa x = Z?:l ciw; € Xgom Dann diirfen wir wegen
;e Mfirl <i<mund £@; € M fir m+ 1 < i <n bereits

leil <kfirl<i<n
annehmen. Dann haben wir aber bereits x = > " &

i=1 &
alfall.

Im allgemeinen Fall definieren wir fiir « € R

w; € M. Dies zeigt den Spezi-

‘= )

und setzen X' = X,
X' = {¥ €V :(x, &) €Zfir alle z € X'},

R =R, R ={a:a¢c R} und B' = B. Wegen Satz haben wir R ¢ X'
und (X', X', R, R, B) ist zusammen mit der Bijektion o — & ein Wurzeldatum
mit perfekter Paarung (-,-). Dies ist klar bis auf Punkt (iv) der Definition eines
Wurzeldatums. Wir bezeichnen die zu (-,-) gehorigen Spiegelungen mit ¢, bzw. ¢5,
das heifit fiir 2 € X’ bzw. # € X’ haben wir

und
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Damit ist to(R) = R klar. Fiir § € R’ folgt wegen der Wy-Invarianz von (-, -)

(B) = 5.(B) = 254(/3) _ 254(8) !
alB) = 5al0) = T35 = TeuB)sa@) <

Aus Satz folgt jedoch auch

Xlliom = Xdom
und X, ist endlich erzeugt nach dem Spezialfall. O

2.3.10 Lemma. Se: x € Xy,,,, und wyg € Wy. Dann gilt:
(i) U(e*) = 2(z, p)
(ii) N(woe™) = 1(wp) + 1(e%)

Beweis. (i): Unter Verwendung der Sétze und erhalten wir

€)= 3 (@,@) = (2, 3 @) = (2,20) = 2z, ).

a€RTt a€R*

(ii): Dies folgt auch aus Satz

lwee™) = > (wa)+ > (I+(z.a)

aERT wo(a)ERT a€Rt wo(a)ER™
=#{a € R :wy(a) € R~} + Z (z,q)
a€ERT

= l(wp) + 1(e”)

Wir setzen nun fiir w = wpe® € W und a € Rt

w0, w) = (x, ), falls wy(a) € RT
’ 1+ (z,a), falls wo(a) € R™.

Das heifét

2.3.11 Lemma. Seien v, 2" € X und wy € Wy, so dass n(a, wee®) und n(a, e®) fiir
alle « € RY das gleiche Vorzeichen haben. Dann gilt

(woe™*®") = 1(wpe®) + 1(e™).
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Beweis.
(woe™) = Z In(or, wee™™™)| = Z In(a, wee®) + (o', &)|
a€ERT a€ERT
= Z In(ov, wee®) + n(a, e)| = Z (In(er, woe)| + [n(a, e)))
a€ERT a€ERt

!

= l(wpe®) + 1(e™)

2.3.12 Corollar. Seien x, 2’ € X. Dann gilt
(i) Ywoe**) = l(woe®) + 1(e*) fir alle wy € Wy.
(ii) 1(e*+*") = 1(e*) +1(e*), falls es ein wy € Wy gibt mit x,2" € Wo(Xaom), das

heifit, x und ' liegen im Abschluss der gleichen Weylkammer von V.

Beweis. (i): Nach Lemma [2.3.11] miissen wir zeigen, dass n(«,wpe®) und n(q,e®)
fiir alle « € R™ das gleiche Vorzeichen haben. Ist wg(a) € RT, so ist

n(a, wee”) = (z, &) = n(a, €°).
Andernfalls erhalten wir

>0 falls (z,a) >0
<0 falls (z,a) <0

n(a, wee®) =1+ (z, &) {

und
>0 fall v) >0
n(a, e’) = (x,d){ alls (x, 6) = :
<0 falls (z,a) <0
(i) Wegen
>0 falls wy'(a) € RT
n(a, e?) = (z,d) = (wy (z), wy (& - 0
(00%) = (:6) = (g @) (@) 0
und
) >0 falls w;'(a) € R*
'\ 5\ — —1 / —1/~ - 0
Il(Oé,(E ) - (SC,O[) (wO (LL’ )7w0 (Oé)) {S 0 falls ’LUO_I(OC) c R
folgt die Behauptung aus Lemma [2.3.11} O]

Die Idee zum Beweis des folgenden Satzes stammt aus dem Beweis zu Satz 2.2.4 in

71
2.3.13 Satz. Seien u,v € Wy und v € X. Dann gilt:
(i) l(u) +1(v) = Nuv) =2#{a € R : v(a) € R~ ,uww(a) € R"}
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(11) 1(u) + 1(ve*) — (uve®) = 2#{a € RJr cv(a) € Rm,w(a) € RT, (z,a) >
0} +2#{a € R" : v(a) € R, uv(a) € R™, (z,&) < 0}

Beweis. (i) folgt mit x = 0 aus (ii). Zum Nachweis von (ii) benutzen wir die paar-
weise disjunkten Mengen

My =R ne v 'R Nne vy 1R;ff,

M; = Raff Ne v~ Raff Ne v u 1ijf
und

_ p- —z, ~1 P+ S G

My = Raff Ne *v Raff Ne *v  u Raff = —M;.

Mit diesen Bezeichnungen gilt

und ) )
e T R NuT R ) = MiUM,.
und daher
l(ve®) = #My + #M,
l(uve®) = # My + #M;
und

(u) = #M; + # My = #M; + #Ms;.
Es folgt also
l(u) + 1(ve®) — l(uve®) = 24#Ms.
Weiter erhalten wir
#M;z = #{(a, k) € R+ rpivet(ak) € R offrwve(a, k) € Raff}
= #{(@. k) € Riy;: (v(a), k (56 @) € Rypp, (wo(@), k — (w,a)) € Ry}

= #{(q, k)ERaff v(d) € R, uwv(a) € RY k= (v,a)}
=#{ac R :v(a) € R ,u ()eR*,(x,a)>0}
+#{a € R :v(a) € R ,uv(a) € RT, (z,&) >0}
=#{a € R" :v(a) € R~ ,uwv(a) € RY,(z,d4) > 0}
+ #{a € R : v(a) € R",uwv(a) € R, (z,d) < 0}

Fiir x € X setzen wir nun
n(z) =#{a € R": (x,&) < 0}.

Dann ist x genau dann dominant, wenn n(zx) = 0 ist.
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2.3.14 Satz. Sei x € X und wg € W mit wo(x) € Xgom- Dann gilt:
(i) Awo) = n(x)
(i1) Es gibt genau ein u € Wy mit l(u) = n(x) und u(x) € Xaom.

(iii) Fir o € RY ist u(a) genau dann negativ, wenn (x, &) negativ ist.

Beweis. (i): Fir alle a € R gilt (wo(x), wo(ct)) = (z, &). Deshalb impliziert (x, &) <
0, dass wo(a) negativ ist. Daraus folgt

l(wo) =#{a € RT :wo(a) € R} > #{a e R : (z,d4) < 0,wp(a) € R™}
=#{a € R": (z,d) <0} =n(x).

Existenz in (ii): Wir zeigen die Behauptung per Induktion nach n(z). Fiir n(z) =0
ist « bereits dominant und wy = 1 erfiillt die Behauptung. Wir kénnen im Folgenden
also n(z) > 1 und damit = ¢ Xy, annehmen. Dann exisitiert ein o € RT mit
(z,&) < 0 und damit ein 8 € B mit (z,3) < 0. Da sg RT \ {3} permutiert und
(z,85(0)) = —(x, B) positiv ist, folgt aus (sg(x), &) = (x,s5(a)) fiir alle a € R*

n(sg(z)) =n(z) — 1.

Nach Induktionsvoraussetzung finden wir also ein v’ € Wy mit 1(u') = n(sg(z)) =
n(x) — 1 und w'sg(z) € Xgom- Sei nun u = u’sg. Dann ist also u(z) € Xgp, und

l(u) =1(u'sg) <1(u') + 1 =n(z).

Aus Teil (i) folgt, dass schon Gleichheit gelten muss.
(iii) und Eindeutigkeit in (ii): Haben wir ein solches Element wie in (ii), so folgt wie
im Beweis von (i)

{a € R": (z,8) <0} C{a € R :u(a) € R}

nach Definition von u sind diese Mengen aber schon gleich, da sie gleich méchtig
sind. Dies zeigt (iii). Die Eindeutigkeit folgt aus Satz und der Tatsache, dass
die Menge aller a € R™, fiir welche u(«) negativ ist, nach (iii) gar nicht von u
abhéingt. O

Zu x € X sei u ein solches Element wie in Teil (ii) des letzten Satzes. Wir fixieren
einen reduzierten Ausdruck u = s,...s; mit s; = s, und positiven Wurzeln (;:
Dann setzen wir ug = 1 und fir 1 <t <r:

Uy = S¢... 81

2.3.15 Lemma. Firl <t <r gilt:

(ug—1(x), B) <0
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Beweis. Nach Lemma [2.1.12] ist s1...8,.1(0;) € RT und us;...s1(08;) € R™.
Deshalb folgt aus Satz [2.3.14] (iii)

(w1 (), By) = (z,51...5-1(5;)) <O.
[

2.3.16 Satz. Sei v € X, u = s,...51 wie in Satz [2.3.14| (ii), wy € Wy, s; = sg,
und 1 <t <r. Dann gilt:

(1) Wwo) = Wwou, V) +1(wus), falls wo(a) € R™ fiir alle o € {By,...,51...5-1(3)}.
(ii) (woe®) = Wwouy ') + W(use®), falls t < r und wo(a) € R fiir alle
a€{s1...5(Bs1),--,81...5-1(0)} odert=r.

Beweis. (i): Wir wenden Satz (i) und Lemma an und erhalten
Wwou; ') + Nug) — Wwp) = 2#{a € RY 1 uy(a) € R™,wo(a) € R}
=2#(R" Nu;'R™ Nwy'RT)
= 2#({61, A St—l(ﬁt)} N ’lU(]_lR+) = O
(ii): Aus Teil (ii) von Satz folgt
Wwou; ) + 1(uge®) — lwoe™) = 2#{a € R" : uy(a) € R, wo(a) € RT, (z,&) > 0}
+2#{a € R" 1 w(a) € RY wo(a) € R™, (z,d) < 0}.

Wir miissen also noch zeigen dass die beiden obigen Mengen leer sind. Sei zunéchst
a € RT mit us(a) € R™. Dann gibt es ein 1 < k <t mit a = s;...8,_1(0) und

aus Lemma [2.3.15[folgt .
(z, @) = (up-1(x), B) <0

Das heift die erste Menge ist leer.
Ist andererseits & € R mit u;(«) € RT und (z,&) < 0. Nach Satz [2.3.14] (iii) ist
also u(a) € R~ und damit

a€{s1...8(B1),---y51---5-1(6)}

Nach Voraussetzung ist dann aber wg(«) positiv und damit auch die zweite Menge
leer. [l

2.3.17 Corollar. Sei z € X und u wie in Satz|2.3.14] (ii). Dann gilt:
l(ue®) =1(e®) — n(x) = 1(e®) — 1(u)

Beweis. Durch Anwenden von Teil (i) von Satz [2.3.16| mit ¢ = n(z) und wy = 1
folgt die Behauptung. O]
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2.3.18 Lemma. Sei z € X, u wie in Satz|2.3.14 (i) und v = e “u~'. Dann ist v
das eindeutig bestimmie kiirzeste Element von e *W,.

Beweis. Aus Satz folgt fiir w € W)

e w ™) =1lwe") = > |@a)l+ > |(@a)+1].

acRt w(a)eRT a€Rt w(a)ER™

Dies zeigt, dass die Linge eines Elementes e *w ™! fiir w € W, genau dann minimal
ist, wenn

{ae R w(e)e R} ={ae R":(z,&) <0}
Dies bedeutet aber nach Satz (iii)

Rt nw'(R)=R"nu'(R).

Wegen Proposition [2.1.13]ist dies nur fiir w = u moglich. O]
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2.4 Die Bruhatordnung

Wir definieren nun eine partielle Ordnung auf W,;. Dazu sei

T = U wtSw

wEWaff

die Menge aller zu S konjugierten Elemente in Wess. Es gilt ¢ = ¢~ fiir alle t € T..
Zu w,w' € Wyys schreiben wir w' — w, falls w''w € T und l(v') < l(w). Wir
schreiben w’ < w, falls es wy, ..., wy € Wesy gibt mit

W =wy — wy — ... — W, = W.
Offensichtlich wird durch ”<” eine Ordnungsrelation definiert.
2.4.1 Definition. Die durch ”<” definierte Ordnungsrelation heift die Bruhatord-

nung.

Zur Untersuchung der Bruhatordnung benétigen wir die sogenannte Austauschbe-
dingung im Coxeter-System (W,s,S). Diese und das vorgehende Lemma stammen
aus [4] Chap. 5.7 und 5.8.

2.4.2 Lemma. Sei w € Wsr und (&, k) € ijf. Dann sind dquivalent:
~ . o+
(i) w(a, k) € Ry
(11) Nwsar) > 1(w)

Beweis. Wir zeigen zunéchst per Induktion nach 1(w), dass die zweite Aussage die
erste impliziert. Ist I(w) = 0 und damit w = 1, ist dies klar. Ist hingegen 1(w) > 0,
so gibt es ein s € S mit I(sw) = l(w) — 1 und damit

I(swsa k) > Hwsar) —1>1(w) —1=1(sw).

Induktiv konnen wir also sw(c, k) € R;fff annehmen. Angenommen w(&, k) € R .
Dann wére nach Lemma [2.2.9

w(d, k) = —(8,1),

wobei (B, [) die eindeutige positive affine Wurzel mit s = sg; sei. Weiter erhielten

wir aus Lemma 2.2.3]

swsakswflzsl:s
(sw)sa,r(sw) 8,

und damit
WSq | = SW,

was im Widerspruch zu
(wsar) > 1(w) > 1(sw)
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stiinde.
Sei nun umgekehrt w(a, k) € ijf. Angenommen 1(ws, ) wire kleiner als 1(w).
Dann konnten wir das eben gezeigte auf ws, ; anwenden und erhielten

—w(d&, k) = wsar(d, k) € R;fff.

Wir kénnen jetzt die sogenannte Austauscheigenschaft in W, zeigen:

2.4.3 Satz. Sei w = s1...5, € W,y reduziert und t € T mit l(wt) < 1(w). Dann
gibt es ein (&, k) € R;'ff mitt = So und ein 1 < i <1 mit

wt =81...5...5 und (&, k;) = Sip1... (k).

Beweis. Nach Lemma gibt es o€ Rund k € Z mit t = s,4. Wegen s, =
5_a,—k konnen wir 0.B.d.A. (&, k) € R};; annehmen. Aus Lemma folgt

w(d, k) € Ry
und daher gibt es ein 1 <17 < r mit

Si+1 .- ST(Ov[, ]{3) S R;_ff

und
Si...s.(a, k) € R;ff.

Da (d;,k;) die einzige positive affine Wurzel ist, die von s; = $,,x, nach R;ff
abgebildet wird, muss schon

(di, kz) = Si+1.-- ST(OVZ, k‘)
gelten. Lemma [2.2.3| impliziert
Sit1 .- - STtST e Sip1 = S5

und damit

]

Mit der Austauscheigenschaft werden wir die Bruhatordnung auf W,s¢ charakteri-
sieren. Dabei gehen wir vor wie in [4] Chap 5.9-5.11.

2.4.4 Lemma. Seien w,w’ € Wy, w' < w und s € S. Dann ist w's < w oder
w's < ws.
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Beweis. Wir betrachten zunichst den Spezialfall w’ — w. Sei t = w'~'w € T. Im
Falle s =t folgt
w's = w < w.

Wir kénnen also s # ¢ annehmen.
L. Fall: [(w's) = 1(w’) — 1. Dann ist

w's — w — w

und damit w's < w.
2. Fall: I(w's) = l(w')+1. Wir setzen t' = sts € T. Damit haben wir

w'st’ = w'ts = ws.

Wir wollen 1(w's) < 1(ws) zeigen, denn dann folgt aus (w's)'ws = t": w's < ws.
Wire dies nicht der Fall, so erhielten wir 1(ws) < 1(w's), denn wegen w'~'w € T ist
genau eine der beiden Léngen gerade. Sei nun w’ = s;...s, reduziert. Dann folgt
aus

I(w'st") = l(ws) < 1(w's)

und der Austauschbedingung
wst' =s1...5...5.8

fiir ein 1 <4 < r. Der ausgelassene Faktor kann dabei nicht s sein, denn sonst wére
w'st’ = w’ und damit s = ¢/, also auch s = ¢t. Wir erhielten also

ws =w'st =81...8;...5.8

und folglich

wW=S81...8...8¢

im Widerspruch zu l(w) > 1(w').
Behandeln wir jetzt den allgemeinen Fall

w=wy — ... = wy =w.
Der Fall £ = 0 ist klar. Ist hingegen k > 1, so wissen wir bereits aus dem Spezialfall
w's < wy oder w's < wys.
Durch Tteration dieses Arguments erhalten wir
w's < wis <wys < ... < wys = ws,
das heilt w's < ws, oder es gibt ein 1 <7 < r mit

w's <wys <. <wis < w; < w.
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2.4.5 Satz. Seien w',w € Wyyss. Dann sind dquivalent:

(i) w <w
(i1) Fiir jeden reduzierten Ausdruck w = sy...s, existieren 1 < iy < ... <i, <7
mit
w' =8 ...8.
(i1i) Es existiert eine reduzierter Ausdruck w = sy...8, und 1 <iy <...<i, <r
mit

w' =8, ...8,.
Beweis. Wir zeigen zuerst die Implikation von (i) nach (ii) und behandeln dabei
wieder den Spezialfall w’ — w mit einem reduzierten Ausdruck w = s;...s,. Dann
ist t = w'~'w € T und wegen 1(w’) < 1(w) erhalten wir aus der Austauschbedingung

w =wt=251...5...5.

Indem wir Satz [2.2.11] anwenden, konnen wir durch Weglassen weiterer Faktoren
einen reduzierten Ausdruck fiir w’ gewinnen. Wendet man dies nun sukzessive auf
alle Schritte von

w=wy—...—wp=w

an, so folgt die Behautung.

Dass (iii) aus (ii) folgt, ist klar. Selen nun w = s; ... s, und 1 <4y < ... <, < rwie
in Bedingung (iii). Wir zeigen w’ < w per Induktion nach 1(w). Nach Voraussetzung
ist [(w') < l(w). Im Falle l(w) = 0 ist w = w’ = 1. Ist nun l(w) > 0 und i, < r, so
konnen wir die Induktionsvoraussetzung auf ws, anwenden und es folgt

w < ws, =81...5_1 <w.

Ist andererseits ¢, = r, so konnen wir induktiv w’s, < ws, annehmen und aus

Lemma folgt

w <ws, <w

oder
w < ws,s, = w.

]

2.4.6 Corollar. Seien w,w’ € Wypp mit l(w)+1(w') = l(ww’). Dann gilt w'" < ww'.

Beweis. Seien w = s;...s, und w' = s}...s), reduziert. Dann ist auch ww' =
S1...8:8)...s, reduziert und Bedingung (iii) von Satz ist erfiillt. O

2.4.7 Lemma. Seien w,w' € W,sr mit w' < w und l(w) = Ll(w') + 1. Es gebe ein
s €S mitw <w's und w's # w. Dann haben wir

w < ws und w's < ws.
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Beweis. Nach Lemma ist w's < w oder w's < ws. Wegen l(w's) =1(w')+1 =
l(w) wére im ersten Fall w's = w. Also muss der zweite Fall eintreten und wegen
w' # wist w's < ws. Aus

folgt dann auch
w < ws.

2.4.8 Satz. Fir w,w' € Wyy; sind dquivalent:

(i) w <w
(it) Es ezistiert eine Folge w' = wo,wy, ..., wy = w in Wyyss mit
Hwy) = Nwo) = ... = Nwg) — Nwp_q1) =1
und wo_lwl, . ,w,;llwk eT.

Beweis. Die Implikation ”(ii)=-(i)” ist klar und beim Beweis der anderen Richtung
geniigt es offenbar, den Fall w’ — w zu betrachten.
In diesem Fall zeigen wir die Behauptung per Induktion nach 1(w’) + 1(w). Im Falle
l(w") +l(w) = 1ist w' =1 und w € 9, die Behauptung also offensichtlich erfiillt.
Sei nun w = sy ... s, reduziert und r > 1. Nach Satz[2.4.5|gibt es 1 < iy < ...4, <7
mit

w' =8 ...8;,.

n

Dann ist 1(w’) < 1(w's,) oder 1(w’) > l(w's,). Im ersten Fall muss also i,, < r sein
und w’ ist ein Teilausdruck von ws,. Wir kénnen die Induktionsannahme also auf
die Elemente v’ und ws, anwenden und die Behauptung folgt aus l(w) —1(ws,) = 1.
Andernfalls ist

w's, — w <w

und nach Induktionsannahme existieren w's, = wy, ..., w, = w € W,y mit
wo_lwl, - ,w,:lwk eT
und
Wwy) — Wwp) = ... = Nwg) — Nwg—1) = 1.

Wegen wgs, = w' > w's, = wg und wys, = ws, < w = wy, finden wir ein minimales
i > 1, so dass w;s, < w; gilt. Ware w; # w;_1s,, so konnten wir Lemma auf
w;_1 < w; # w;_18, anwenden und erhielten w; < w;s, im Widerspruch zur Wahl
von 7. Also folgt

W; = W;i—1S,.
Die Minimalitdt von ¢ impliziert (w;_1s,) + 1 = l(w;j_1) + 2 = (w;) + 1 = N(w;s,)
und damit w;_;s, — w;s, fiir alle 1 < j < 7. Wir erhalten also

/
W = WSp — W1Sp — ... — Wi_18 = W; — ... — Wi = W,
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wobei die Langendifferenzen der aufeinanderfolgenden Elemente 1 sind und
-1 -1 -1
(Wosyr) w1 S, = SpWy WSy, ..., Wy wi € T.

]

Wir setzen jetzt die Bruhatordnung auf W fort. Es handelt sich dabei um eine
Ausarbeitung des Anhangs in [IT].

2.4.9 Definition. Seien w = uw,yr, w' = v'wy,;, € W. Wir schreiben w < ', falls
u =" und wery < w;ff im Sinne der Bruhatordnung von W,;.

2.4.10 Lemma. Sei u € Q und w,w € Wyys. Dann sind dquivalent:
(i) w <w

(ii) vw'u™! < wwu™!

Beweis. Sei w = s1...s, reduziert und w' = s;, ...s;, mit 1 < iy < ... < i, <.
Dann sind
uwu ' = (usiu ). (us,ut)

und

uw'u"t = (usyut) . (usg,ut)

reduzierte Ausdriicke, denn die Linge dndert sich durch Konjugation mit einem
Element aus € nicht und © normalisiert S. Dies zeigt die Implikation "(i)=-(ii)".
Die Riickrichtigung erhilt man, indem man die bereits gezeigte Implikation auf
vw'u~! < wwu~! anwendet und mit u~! konjugiert. m

2.4.11 Satz. Fir waff,wgff € Ways sind dquivalent:
(1) wops < Ways

(i) uwypp < uweyy fiir alle u € Q.

(i1) wppu < wapsu fir alle u € Q.

() wwg ;' < uwgppu' fiir alle u,u' € Q.

Beweis. (i)=(ii) folgt unmittelbar aus der Definition.
(ii)=-(iii): Aus der Vorassetzung folgt insbesondere

w;ff < Wapf
und daher ist nach Lemma

e < u”twl .

-
Definitionsgemafs ist dann auch

Wappt = u(u” whppu) < u(uweppu) = whypu.
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(ili)=-(iv): Wie oben erhalten wir aus der Voraussetzung und Lemma 2.4.11

=1,/ / —1 /
U Woppt S U WaffU

und damit
ww '™t = (wn) (' ) < (uu) (U wagpu’) = uwg Tt
Die Implikation (iv)=>(i) ist klar. O

2.4.12 Corollar. Fiir w,w' € W sind dquivalent:
(i) w <w
(i) wt<w!
Beweis. Per Symmetrie geniigt es, eine Richtung zu zeigen. Sind w,w' € Wy, so

folgt die Behauptung aus Satz [2.4.5] Sind hingegen w = uw, sy und w' = w'w),;;, so
folgt aus der Definition u = v’ und damit die Behauptung aus dem Spezialfall. [

2.4.13 Corollar. Seien w,w’ € W mit w' < w. Dann ist
l(w') < 1(w).

Beweis. Ist w' € Wesp, so ist auch w € W,z und die Behauptung folgt aus Satz
2.4.5| Der allgemeine Fall ergibt sich damit aus Lemma [2.3.2 O]
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2.5 Die Braidgruppe

2.5.1 Definition. Sei B die freie Gruppe mit den Erzeugern (7),),ecw modulo der
Relationen
TwTw = Ty, falls l(ww') = (w) + 1(w').

Wir nennen B die Braidgruppe von W.

Es ist klar, dass B von den Elementen (7%)secs und (7,)ucq erzeugt wird.

Im Studium der Hecke Algebren wird die Braidgruppe von fundamentaler Bedeu-
tung sein, denn wir konnen gewisse Hecke Algebren als Restklassenalgebren einer
Gruppenalgebra der Braidgruppe auffassen. Ziel dieses Kapitels ist es, Identitaten
in der Braidgruppe herzuleiten, die wir dann in Hecke Algebren verwenden kénnen.
Dabei gehen wir vor wie in [6] Abschnitt 2.

Fiir das Studium von B werden wir das folgende Lemma bend&tigen.

2.5.2 Lemma. Sei x € X und o € B. Dann gilt
(1) Ist (z,&) >0, so folgt 1(sne”) =1(e”) + 1 und 1(e%s,) = 1(e*) — 1.
(11) Ist (z,&) <0, so folgt 1(sne”) =1(e”) — 1 und 1(e”s,) = 1(e*) + 1.
(i1i) Ist (x,&) =0, so folgt 1(sa€e”) =1(e”) + 1 und 1(e”s,) = 1(e*) + 1.

Beweis. Der Beweis aller drei Teile ist gleich. Wir beschrinken uns deshalb auf (i).
Nach Voraussetzung haben wir

—x/~ _ /x . +
€ (0570) - (CY, (l’,Oé)) < Raff
und }
e’(a,0) = (&, —(z,q)) € R ;-
Aus Lemma [2.2.10] folgt dann die Behauptung. m
2.5.3 Lemma. Sei x € X mit (x,&) = 0. Dann haben wir
Tem Tsa - TSa Tez.
Beweis. Aus Lemma (iii) folgt

Tesza = lezg, = Taesa(a:) — Tsaez = TsaTez.

S

2.5.4 Lemma. Sei x € Xgom, @ € B, s = s, und w = se*se*. Dann gilt:
(1) 1(e*se®) = 21(e”) — 2(x, &) + 1

(1) w = e2*~ @D ynd 2 — (z, @) € Xgom
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(idi) 1(w) = 21(e”) — 2(x, &)

(iv) Ist (z,&) =1, so folgt
Tw=T "TeT; ' Tpe.

Beweis. (i) folgt aus (ii), (iii) und Lemma [2.5.2] (i) oder (iii).
(ii):

w = se¥se® = 2@ — ¢

Fir g € B\ {a} haben wir

2z—(x,&)
(21: - (;U,d)Oé,B) = 2(1’,76) - (I,d)(Od,B) > 2(%,6) >0
nach Proposition [I.2.9) und zusammen mit
(21" o (SL’,d)CM,d) = 2(23,@) - (Oé,d)(ﬂ?,d) =0

folgt 22 — (z, &) € Xgom-

(iii): Aus (i) und Lemma [2.3.10] (i) folgt:

(iv): Wegen 1(sw) = 1(e*se”) = 1(w) + 1 haben wir
TSTw - TS’LU — Tezsez.

Lemma [2.5.2] (i) impliziert
TewsTs = Tem

und mit Teil (i) folgt durch Einsetzen von (z,d) =1
Terslow = Towger = Ty
Durch Kombination dieser Gleichungen erhalten wir
Tp =T Ty =T, Ty Toe = T, T T, e
O
2.5.5 Lemma. (i) Seien v,w € Wy und v'w = s1...s, reduziert mit s; = $,,
und o; € B. Sei B; = sp...81(;) fir 1 <i <r und B, = a,. Dann haben

wer
—1 o €1 €
T T, =T ... T

mit €; = 1, falls w(B;) € R~ und ¢; = —1, falls w(F;) € RY.
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(ii) Seien v,w € Wy und w = sy...s, reduziert mit s; = S,, und o; € B. Sei
Bi=Sr...841(g) firl <i<r und B, = a,. Dann haben wir
T T, =TS .. T

vw—1

mit e; = 1, falls v(5;) € R~ und ¢; = —1, falls v(5;) € RT.

Beweis. Es ist, klar, das (ii) aus (i) folgt. (i) zeigen wir per vollstdndiger Induktion
nach r. Der Fall r = 0 ist klar. Induktiv diirfen wir also

-1 _ e €r—_1
T Ty =T TS

Sr—1

mit, ¢; wie in der Behauptung annehmen. Aus Lemma folgt

_ ToTs,, fallsw(a,) € RT
e T,T; ', falls w(e,) € R

Durch Einsetzen erhalten wir die behauptete Gleichung. O]

2.5.6 Lemma. Se; x € X.
(i) Es gibt y,z € Xgom mit x =y — z.

(11) Ist « € B mit (x,&) > 0, so gibt es y,z € Xgom mit
r=y—2z(y,&) = (z,&) und (z,&) = 0.

(iii) Seien y, z € Xgom mit © =y — z. Dann hingt Ty, = ToT.." nicht von der Wahl
von y und z ab.

Beweis. (i) folgt aus (ii): Gibt es ein @ € B mit (z,&) > 0, so kénnen wir obige
Elemente y und z verwenden, andernfalls ist schon —z € Xy, und x =0 — (—2x).
(ii): Wir konstruieren zunéchst ein Element Z € X, mit

(2,&) =0und (z,08) >0 fir 8 € B\ {a}.

Sei zunéachst w, € @ ® R das zu « gehdrige fundamentale Gewicht. Dann gibt es
ein n € N mit nw, € X. Sei weiter 2p =35 p, =23 5 pws. Wir setzen dann

Dieses Element hat offenbar die geforderte Eigenschaft. Nun sei

k= max{|(z, )| : § € B}.
Dann haben wir z = kz € Xy, und setzen y = x + 2. Per Konstruktion ist

(ya d) = (Ld) >0
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und
(y,B) = (x+ z,B) = (x,B) + k(%,@) > 0 fiir alle 8 € B\ {a}.

(iii): Sei nun = = y; — 21 = Yo — 2o Mit Y1, Y2, 21, 22 € Xgom. Dann gilt y; + 20 =
Yo + 21 € Xgom. Aus Corollar [2.3.12] folgt dann

-1 —1p—1p—1 —1p—1 -1
Te?:'l Tezl = Teyl Tezg TeZ2 Tezl Tey2 Teyg == Teyl +2z9 Tez2 T Teyz = Teyg TeZ2 .

ev2tz1

Dabei haben wir benutzt, dass zwei Elemente der Form T,y und 7. mit y, 2 € Xgom
wegen
TeyTez = Tey+z — Tez+y = TezTey

stets kommutieren. O

2.5.7 Lemma. (i) Ist v € Xgom, 50 ist Ty = Tpe.
(11) Ty, Ty = Ty, ap fiir alle 11,79 € X
(iii) Seix € X, a € B mit (z,d) =0 und s = so. Dann kommutieren Ty und T,

(iv) Seix € X und o € B mit (v,&) =1 und s = s,. Dann folgt

T, = T, Ty T..

(v) Seix € X, a € B mit (x,&) € {0,—1} und s = s,. Dann ist
T;Tst = Ts(x)
mit € = 1, falls (z,&) = —1 und e = —1, falls (x,&) = 0.

Beweis. (i) und (ii) sind klar.
(iii): Nach Lemma 2.5.6] (i) finden wir y,z € Xypm mit z = y — 2z und (y,d) =
(z,¢&) = 0. Dann folgt unter Benutzung von Lemma [2.5.3]

TsTx = TsTeyTe_zl = TeyTe_les = Tsz

(iv): Wir wahlen y, z € Xgom mit 2 =y — 2, (y,&) = 1 und (2, &) = 0. Dann haben
wir

T T T, = T T T T T T2 = T T T L, T2

e* T Ts
E5div) o I
TseyseyTeQz = Te2y*0‘Te2z = TQy—aT—Qz

2r—a — Ts(a:)+z = 75(33)7?:1:

|

Das bedeutet B B
T, =TT T.

(v): Ist (z,&) = 0, so folgt dies aus (iii). Andernfalls wenden wir (iv) fiir —2z und
und erhalten
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Durch Inversion beider Seiten sehen wir
Tm = TS_ITS(I)TS_l

und deshalb B B
T.T,T, = Ts(:}:)

]

2.5.8 Lemma. Sei a € R, und s = s,e® € S der zugehdrige Erzeuger von Wyy.
Dann haben wir B
T, =T.,T,"

Beweis. Nach Corollar [1.3.8)ist —« dominant. Aus e*(&,1) = (&, —1) € Rgff folgt

mit Lemma [2.2.10] (v)
1(sa) +1(s) =1(se™) + 1 =1(e™) = 1(s54)-

Daher haben wir
Ty =Ty, T, = To-oT, "

Das folgende Lemma stammt aus [7].

2.5.9 Lemma. Seia € B mit & € 2X, o die eindeutig bestimmte minimale Wurzel
des zu a gehorigen Summanden einer Zerleqgung von R. in irreduzible Wurzeldaten
und § = 4, die zugehorige affine Spiegelung in S.

(i) Sei 8 € R™\ {—ag}. Dann ist (o, ) € {0, —1}.

(i1) Es gibt ein w € Wy mit w(ap) = —av.
(iti) T LT Ty = T, T fiir jedes w € Wy mit w(ag) = —av.

Beweis. (i): Fiir diesen Teil diirfen wir annehmen, dass R irreduzibel ist. Wegen
Corollar gilt (ap,3) < 0. Aus Lemma folgt, dass nur eine der beiden
ganzen Zahlen (g, 3) und (3, é) von 0 und von —1 verschieden sein kann. Wegen
Corollar haben wir

(a0, ) = 246

(G0, B)) - 240, )
<<d07d0>> B <<ﬁ7ﬁ>>
denn die Nenner sind nicht positiv. Dies zeigt die Behauptung.

(ii): Auch hier diirfen wir annehmen, dass R irreduzibel ist. Gébe es kein solches w,
wéren o und « in verschiedenen Wy-Orbits. Dies hiitte wegen Teil (i) und « € 2X

= (8, &),

(v, w(@)) = 0 fiir alle w € Wy

zur Konsequenz im Widerspruch zu Corollar [2.2.4]
(iii): Sei w wie in (ii) und u € W, das kiirzeste Element mit u(ag) € Xgom. Nach
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Satz [2.3.14] (i) und (ii) gibt es genau ein solches Element. Lemma [2.3.18| zufolge

ist dann v = e~y ~! das eindeutig bestimmte kiirzeste Element von e~ W,. Wir
haben
e CWoNQ C WappnNQ = {1} aber 1 ¢ e” W,
Andererseits liegt 5§ = s5,,6%° = s, in e~ *°Wj und hat die Lange 1. Deshalb ist
v = 5 und damit
U= Sqq-
Sei nun w = s; ... s, reduziert und fy, ..., 5, wie in Lemma [2.5.5] (ii). Dann haben
wir
T T, =TT

mit

1, fallsu(B;) € R~

€ =
—1, falls u(g;) € R™.

Wegen Satz [2.3.14] (iii) haben wir aber auch

1, falls (CY(), BJ <0
€ = «
—1, falls (Oéo,ﬁi) > O,

denn nach Lemma [2.1.12] gilt
{617 s 751”} =R"N w_lR_7

die (3; sind also insbesondere positiv. Auferdem sind deshalb alle 3; von —aq ver-
schieden, denn w(—ap) = a € RT. Deshalb konnen wir wegen Teil (i) Lemma [2.5.7]
(v) iterativ anwenden und aus obiger Beschreibung der ¢; erhalten wir

T o= Tw(ao) =T .. .T;:TQOTST Ty =T .T;:TQOwal.

Zusammen mit obiger Formel folgt

T T, =T T, 1T,

und damit B B
T 1Ty =T ..

Aus Lemma [.1.14 und w™!(a) = —ag € R* folgt zusammen mit Lemma [2.1.7) (ii)
auferdem
Towt = Towt = Tortas = T 1T

Zusammen mit Lemma [2.5.8] erhalten wir schlieflich

T 4T Ty = TN T.

SO‘O

ToiTws = To T o

]

2.5.10 Proposition. B wird von den Elementen T, = T« (x € Xgom) und T
(s € Sp) erzeugt.
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Beweis. Sei B’ die von obigen Elementen erzeugte Untergruppe von B. Wir zeigen
zunéchst, dass alle Elemente der Form Ty mit s € S in B’ enthalten sind. Sei nun
a € IR, beliebig und s = s,e® der zugehorige Erzeuger von W, ;. Dann haben wir

Ty=T, T, ' =TT,

nach Lemma Das heifst, T ist schon in B’, denn —a ist dominant und s, ist
ein Element der endlichen Weylgruppe, die von Sy erzeugt wird. Folglich haben wir
T, € B fiir alle s € S und damit

T, € B fiir alle w € Wy

Es bleibt also noch zu zeigen, dass alle Elemente der Form T, mit v € € in B’ sind.
Fir u = wge™ € () setzen wir

x = 2kp — wo(wo)
mit 2p = Y g+ @ und k = max{|(wo(zo), 3)| : # € B}. Dann haben wir
€U = e wpe™ = woeo D0 — gy ek (20) ¢ eQ = Wars,
das heilt T,., € B'. Auerdem ist  dominant, denn fiir § € B haben wir
(z,8) = k(2p, B) — (wo(xo), B) = 2k — (wo(xo), 3) = k > 0.

Somit haben wir auch
T,=T.'"Tw, €B.



Kapitel 3

Affine generische Hecke Algebren

3.1 Die Definition von H

Wir fithren zunichst generische Gewichte ein. Dazu seien (¢s)ses Unbekannte mit
ds = qs, falls s und s in W konjugiert sind. Den zugehorigen Polynomring iiber den
ganzen Zahlen bezeichnen wir mit Z[g.]. Fiir s € S sei [s] die Menge aller Elemente
von S, die in W zu s konjugiert sind und S = {[s] : s € S}. Fiir eine Abbildung
n:S — N nennen wir
Gn = H gD
[

s]es

ein Monom in ¢,. Dies ist wohldefiniert, denn ¢, und gy sind gleich, falls s und s’ in
W konjugiert sind. Zu jedem w = uwqrr € W mit u € Q und wgsp € Woyy fixieren
wir einen reduzierten Ausdruck w,sf = 51 ...s, und setzen

ne([s]) = #{1 <i<r:s; €ls]}.

3.1.1 Lemma. (i) Die Abbildung W — N§7 W — Ny, 15t unabhdngig von der Wahl
der reduzierten Ausdriicke.

(ii) Es gibt genau einen Gruppenhomomorphismus ¢ : B — 75 mit o(Ty) = ny
fiir alle w € W.

Beweis. (i): Sei wafr € W,yrs mit zwel reduzierten Ausdriicken wqrr = s1...8, =
sy...s.und s € S. Dann miissen wir

#1<i<r:s;els]f=#{1<i<r:s, els|]}
zeigen. Wir zeigen dies per Induktion nach r. Ist » = 0, so haben wir nichts zu

zeigen.
Im Falle r > 1 sei s; = 54,1, und s; = sg,;,. Wir betrachten das Element s;wqrr =

61
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Sy...8 = 5187 ...s.. Indem wir Satz auf wgflf = s....s] und s; anwenden
sehen wir, dass es ein 1 <17 < r mit

/

sho S (Biy i) = (1, k1) und sg. .. 8, = S1wapp =87 ... 8;... 8,

gibt. Induktiv kénnen wir also
#l<j<ris;els]}=4{1<j<r:j#is;€[s]}

annehmen. Andererseits haben wir wegen (o, k1) = s} ...s,_ (5, 1;) und Lemma
2.2.3

$1=Say b = (8] ...8i_1)si(s] ... sio)7h

das heift s; € [s] genau dann, wenn s, € [s].

(ii): Nach der universellen Eigenschaft der freien Gruppe haben wir genau einen
Homomorphismus ¢’ von der freien Gruppe mit den Erzeugern (T,),ew nach Z°
mit ¢'(T,,) = n,, fiir alle w € W. Nach Definition von ¢ und (i) liegen dann alle
Elemente T, T,,T, ., mit l(ww') = l(w) + l(w’) im Kern von ¢', das heikt es gibt
einen eindeutigen Homomorphismus ¢ : B — Z° mit ¢(T},) = n,. [

Wir setzen nun fiir w € W:
Qv = Gn,, = Go(Ty)
Ist x € X, so schreiben wir g, statt ge.

3.1.2 Lemma. (i) Seiw € W und s € S. Dann haben wir

_ ) QuwYs, falls I(IUS) > 1(11})
T 7\ quas!s falls W(ws) < L(w).

und

) 45w, falls 1(sw) > 1(w)
o = q; qw,  falls 1(sw) < l(w).

(11) Sei s € S und w € W mit l(sws) = 1(w). Dann ist
sws = Q-

(i4) Qo = Quo(w) fiir alle wo € Wy und v € X
(iv) Seien w,w" € W mit l(ww') = l(w) + l(w'). Dann gilt:
Guw' = Guuw’

Beweis. (i): Dies folgt aus den Relationen in B. Wir haben

ws

)T, falls l(ws) > 1(w)
T, falls L(ws) < L(w).
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Wir haben also
_ ) Ae(TuTs) = Qo(Tw)+o(Ts) = Quds, falls 1(ws) > 1(w)
Gus = qQO(Tws) — . . _1 falls 1 1
Qo1 Y) = do(Tw)—p(Ts) = quds > TAlS (ws) < Yw).
Die zweite Aussage zeigt man analog.
(ii):
) 4w = Gslsws@s = Gsws,  falls 1(sw) < L(w) = 1(sws)
o= 03 sw = @G Qowss = Qsws,  falls 1(sw) > 1(w) = 1(sws).

(iii): Per Induktion geniigt es, den Fall wy = s € Sy zu betrachten. Die Behauptung

folgt dann aus se”s = e*® und Lemma und (ii).
(iv): Wegen l(ww') = l(w) + 1(w’) haben wir T, = T,,T,y und damit

qul = qSD(Tww/) = qgo(TwTw/) = qgo(Tw)+§0(Tw/) = qg@(Tw)q@(Tw/) = qwqwl

3.1.3 Lemma. Seien w € W und u, v’ € Q. Dann gilt:
(7’) Guw = Q1
(7’7’) Guuww’ = Qu

Beweis. (i): Sei w = u"s; ... s, reduziert. Dann ist

— "— "— /" "— " "N—
wl=s . . sy =u"" s, s

Wegen 1(w) = 1(w™!) und Corollar ist dies auch ein reduzierter Ausdruck und
die Konjugationsklassen sind die gleichen.

(ii): Sei w = u"sy ... s, reduziert. Dann haben wir
vwu' = uu”sy ... spu = wduu T s u T s

und daher

Quuwu’ = Qu—1s1u..w'~1spw! = Gsy...8, — Qu-

Der folgende Satz wird es uns ermdglichen, Hecke Algebren zu definieren:

3.1.4 Satz. Sei R ein kommutativer Ring mit Einselement und A der freie R-Modul
mit Basis (Ty)wew. Weiter seien as, by € R Elemente mit der Eigenschaft

as, = ay und by = by falls s und s’ in W konjugiert sind.
Dann ¢ibt es genau eine R-Algebra-Struktur auf A mit
TS2 = as1s + by fiir alle s € S

und
TwTw = Ty falls (ww') = 1(w) + 1(w').
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Zum Beweis werden wir die Vorgehensweise von [4] Chap. 7.1-7.3 verallgemeinern,
wo vorausgesetzt wird, dass W eine Coxetergruppe ist. Wir werden dabei die exis-
tierende Algebrastruktur von Endg(A) verwenden. Fiir v € Q und s € S definieren
wir R-lineare Abbildungen durch

L,(Ty) = Tuw, Ru(Tyw) = Ty fiir alle w € W,

Tow, falls 1(sw) > 1(w)

L,(T,) =
(Tw) {aSTw + b Ty, falls 1(sw) < L(w)

und
Tws, falls 1(ws) > 1(w)

R,(T,) =
(Tw) {aSTw + b1, falls l(ws) < l(w).

Aus der Definition ist klar, dass fiir u,%’ € Q und s € S
LuRu’ = Ru’Lu; LsRu = RuLs und LuRs = RsLu

gilt. Als néchstes werden wir zeigen, dass auch die Abbildungen L, und R; fiir
s,t € S kommutieren. Dazu benétigen wir das folgende Lemma.

3.1.5 Lemma. Seien w € W und s,t € S mit
1(sw) = l(wt) und 1(swt) = (w).

Dann folgt
sw = wt.

Beweis. Sei w = uwqry = us; ... s, reduziert.
1. Fall: 1(sw) > l(w). Sei s = u~'su. Dann ist

1(s"wapst) = 1(swt) = lw) < l(sw) = 1(s"wass).
Indem wir Satz auf s'w,sr und t anwenden, erhalten wir
Swoppt = 8's1...8;... 8 firein 1 <i <7 oder s'wapst = 81...8, = Wysy.
Wir wollen den ersten Fall ausschliefen. Angenommen, dieser trite ein. Dann wére
Wopft = 81...5...5,

und damit
Ww) = Nwaysr) > Wwappt) = L(wt) = 1(sw)
im Widerspruch zur Voraussetzung. Es folgt also

Wopp = 8 wappt = u ' swt

und damit
wt = sw.
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2. Fall: 1(sw) < l(w) = 1(ssw) Wir kénnen dann den ersten Fall auf das Element sw

anwenden. Das bedeutet
sSwt = ssw = w,

was
wt = sw

zur Konsequenz hat. O

3.1.6 Lemma. Seien s,t € S. Dann gilt
LR, = R;L,.

Beweis. Sei w € W. Dann geniigt es, zu zeigen, dass LyR;(T,,) und R,L(T,,) iiber-
einstimmen. Da die Multiplikation mit s oder ¢ die Lange jeweils um 1 &ndert,
kénnen genau die folgenden sechs Félle auftreten:

L. Fall: (w) < l(wt) = 1(sw) < 1(swt) Dann haben wir

Lth<Tw) = Ls<th> = Tour = Rt(Tsw) = Rth<Tw)'
2. Fall: 1(swt) < l(wt) = 1(sw) < l(w)

LsRi(Ty) = Ls(a;Ty + b/ Tt)
= ar(asTy + bsTsw) + bi(asTie + bsTsur)
= asa; Ty + bsay Ty + ash T + bsb Loy
= as(a; Ty + b Twt) + bs(a:Tsry + b Tt
= asRy(Ty) + bs Ry (Tsw)
= Ri(asTy + bsTsw)
= R L,(T)

3. Fall: l(wt) = l(sw) < l(swt) = l(w) In diesem Fall kdnnen wir das vorherige

Lemma anwenden und erhalten
sw = wt.

Insbesondere sind s und t konjugiert in W und damit a; = a; und b, = b;. Es folgt:

LiRy(T) = Ls(asTy + bsTo)
= as(asTy + bsTsw) + bs Tt
= as(asTy + bsTwt) + bsTswt
= Ri(asTy + bsTsw)
= R L,(T)

4. Fall: I(wt) < l(w) = 1(swt) < 1(sw)
LsRi(Ty) = Ls(a; Ty + 0 Tt) = a4 Ty + biTsur = Ri(Tsw) = RiLs(Ty)
5. Fall: 1(sw) < l(w) = 1(swt) < l(wt)

LsRy(Ty) = Ls(Twt) = asTwy + bsTswr = Ri(asTy, + bsTy) = R Ls(Ty)
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6. Fall I(w) = l(swt) < l(wt) = l(sw) Durch Anwenden des Lemmas sehen wir
wieder
sw = wt,as = a; und by = by.

Dann haben wir
Lth(Tw) = Ls(th) = asth + bsTswt = CLs,—rsw + bsTswt = Rt(Tsw) = Rth(Tw)-

O
Wir kénnen jetzt Satz beweisen:

Beweis. Wir zeigen zunéchst die Existenz einer solchen Algebra:

Sei £ die kleinste Unteralgebra von Endg(A), welche alle Ly (s € S) und alle L,
(u € Q) enthélt. Dann kommutieren nach Lemma alle R, und alle R mit
jedem Element L € £. Wir betrachten den R-Modulhomomorphismus

f:L— AL~ L(Th).

Sei nun w = usj ... s, reduziert. Dann haben wir per Definition f(L,Ls, ... L. ) =
T, das heifit, f ist surjektiv. Sei nun L € £ mit f(L) = 0. Wir zeigen nun per
Induktion nach l(w), dass L(T,,) = 0 ist.

Ist 1(w) = 0, bedeutet dies w = u €  und damit

Ist nun 1(w) > 1, so gibt es ein s € S mit l(ws) < (w). Es folgt nach Induktionsan-
nahme

L<Tw> = LRs(Tws> = Rs<L(Tws>> = 0.

f ist folglich bijektiv. Sei fiir w € W w = us;...s, eine reduzierte Darstellung.
Dann setzen wir
Ly,=1LyLg ...Ls.

Dies héngt nicht von der Wahl des reduzierten Ausdrucks von w ab, denn f ist
injektiv und fiir jede Wahl wird das entstehende Element von f auf T, abgebildet.
Wir koénnen so die Algebrastruktur von Endg(A) durch

Ty = f(LwLw/) = Ly Ly (Tl)

und R-lineare Fortsetzung auf A iibertragen. Wir miissen noch die Relationen in A
nachweisen: Fiir s € S haben wir

T? = LX(Ty) = Ly(T,) = a T, + b1\ = a,T, + bs.
Seien nun w, w’ € W mit l(w) + l(w') = l(ww'). Dann haben wir
T = wa’<T1) = LwLw’<T1) =TTy

Dies zeigt, dass A mit dieser Multiplikation wirklich die geforderten Relationen er-
fiillt.
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Zur Eindeutigkeit der Algebrastruktur: Seien - und ® zwei Multiplikationsabbil-
dungen auf A, welche die geforderten Relationen erfiillen. Unter Benutzung der
Distributivgesetze geniigt es,

T, Ty =T,®T, fir alle w,w € W

zu zeigen. Dazu betrachten wir zunédchst 2 Spezialfille:
L. Fall: w = u € Q. Dann haben wir 1(uw’) = 1(w’) = 1(u) + 1(w’) und deshalb

Ty Ty =T =Ty ©Ty.
2. Fall: w = s € 5. In diesem Fall haben wir

I Towr , falls 1(sw’) > L(w')
S T Ty Taw = (asTy + by) - Towr = agThy + b Th , falls 1(sw’) < 1(w')

und

T,OTy =

Towr , falls 1(sw’) > 1(w")
Ts ©Ts © Tow = (asTs + bs) ® Tsr = asTy + bsTa , falls 1(sw’) < 1(w').

Das bedeutet
T, - Ty =T, ® Ty

Den allgemeinen Fall behandeln wir per Induktion nach 1(w). Der Fall I(w) = 0
ist gerade der erste Spezialfall. Wir diirfen also 1(w) > 1 annehmen. Dann finden
wir ein s € S mit 1(sw) < l(w). Wir kénnen induktiv annehmen, dass es eindeutig
bestimmte Elemente aq,...a, € R und wy,...,w, € W gibt, so dass

n

Tow Tw =Ts, © Ty = Z aiTwi-

i=1
Wir haben dann .
Ty T =T To T = _ Ty Ty,
i=1
und .
Ty O Ty =T, ® Tyy @ Ty = ZaiTs ® T,
i=1
Die Produkte in den Summanden stimmen aber nach dem zweiten Speziallfall {iber-
ein. O

3.1.7 Definition. Die generische Hecke Algebra H ist der freie Z[g.]-Modul mit
Basis (T, )wew, wobei die Multiplikation {iber die Relationen

T? = (g, — )T, + g, fiir alle s € S und

Tww = TwTy, falls l(ww") = l(w) + 1(w')
gegeben ist.
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Man beachte, dass wir sowohl die Erzeuger der Braidgruppe als auch die Basisele-
mente von H mit T, bezeichnen. Dies erklirt sich durch Corollar [3.1.9] Sollte nicht
aus dem Zusammenhang klar sein, welches Element mit 7;, gemeint ist, geben wir
dies explizit an.

Wir kénnen statt Z[q.] auch die Ringe Z[¢F!] der Laurent-Polynome in ¢, und Z[q;t %]
betrachten, wobei Z[q:E %] den Ring der Laurent-Polynome in den Variablen qs% mit
(qé )2 = ¢, bezeichne. Die zugehorigen generischen Hecke Algebren bezeichnen wir
mit H[g;'] und Hg. %]. Wir konnen dann H als Unteralgebra von H[g;'] und

_1
Hlq; '] als Unteralgebra von H|[q. ?| auffassen. Wir konnen nun unsere bisherigen
Notationen fortsetzen, indem wir fiir eine Funktion n : S — 7Z

[S]GS

definieren. Insebesondere erhalten wir fiir jedes v € B ein Element g, € Z[gF!].

3.1.8 Satz. In Hlq, '] und H|q.?| sind die Elemente (Ty)wew invertierbar. Im
Speziellen gilt
T =q;' T, + (g7 = 1) fiir alle s € S und

Tt =T, fir alle u € Q.

Die Elemente T, sind dabei sogar schon in H invertierbar.

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass die Elemente (T},),cq und (Ts)ses invertierbar
sind. Fiir v € €) haben wir

T, Ty 1 =T, T, =T = 1.
Fiir s € S gilt
T ' Te+ (' = 1) =¢ " ((gs — DT+ ) + (¢ — DT, =1

und diese Elemente kommutieren miteinander. OJ

1
3.1.9 Corollar. Sei A die Gruppenalgebra von B iiber Z[qE'] (bzw. Z[qfﬂ) modulo
des von den Elementen (T? — (qs — 1)Ts — qs)ses erzeugten Ideals. Dann ist H[q, ']

(bzw. H[q;%]) isomorph zu A.

Beweis. Wir beschriinken uns auf den Beweis fiir H|[q, !]. Wegen der Eindeutigkeits-
aussage in Satz (3.1.4] m geniigt es, zu zeigen, dass die Elemente (Tw)wEW eine Basis
von A bilden, denn in beiden Algebren sind die Relationen aus Satz erfiillt.

Lineare Unabhéngigkeit: Sei F' die freie Gruppe mit den Erzeugern (Tw)wEW- Dann
gibt es nach der universellen Figenschaft der freien Gruppe genau einen Gruppen-
homomorphismus F — H|qg;']*, der die Elemente T}, auf die entsprechenden Ele-
mente in H[g, '] abbildet. Aufgrund der Relationen in H|[g, '] induziert dieser einen
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Gruppenhomomorphismus B — H|[q;']*. Folglich haben wir einen Algebrenhomo-
morphismus Z[¢!][B] — H|q;!], der die Elemente T,, € Z[¢*'][B] auf die Elemente
T, € Hlq '] abbildet. Aufgrund der Relationen in H|[g, '] induziert dieser einen
Algebrenhomomorphismus A — H|[g,']. Da die Bilder der Elemente T, € A linear
unabhiingig in H|[g,!] sind, sind dies auch die Elemente (T},),ecw in A.
Erzeugendensystem: Sei A der von allen Elementen (Tw)wew erzeugte Untermodul
von A. Wegen der Relationen in A haben wir

T,Ac Aund T, A C Afiir alle s € S,u € Q.

Die Elemente T, (s € S) und T, (u € Q) erzeugen jedoch A als Algebra, denn
die entsprechenden Elemente in B erzeugen die Braidgruppe. Das heikt A ist ein
Linksideal. Andererseits enthalt A das Einselement 7;. Das bedeutet A = A. O

Folglich kénnen wir unsere Resultate aus Kapitel 2.5 in den Hecke Algebren H g, ']

1

und H|g. 2] benutzen.
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1
3.2 Die Hecke Algebra H]|g, ?]

Von nun an sei stets Vorausgesetzt dass (-, -) eine perfekte Paarung ist. Wir werden
jetzt die Hecke Algebra H g, 2 ] behandeln Dabei werden wir ihr Zentrum berech-

nen und zeigen, dass dieses ein freier Z[q* ] Modul ist. Wir gehen dazu ahnlich vor
wie in [6] Abschnitt 3. Dort wird eine etwas weniger allgemeine Variante betrach-

tet: An Stelle von Z[q:E 2] wird der Ring der Laurent-Polynome in einer Variabeln
C[v*!] iiber den komplexen Zahlen betrachten. Dariiber hinaus wird eine Abbil-
dung L : S — Ny mit L(s) = L(s'), falls s und s" in W konjugiert sind, als gegeben
vorausgesetzt. Die zugehorige Hecke Algebra wird dann iiber die Relationen

T2 _ (,UQL(S) . 1)Ts + ,U2L(s)

s

und
TwTw/ = Tww/ falls l(ww,) = 1<w) + l(wl)

definiert. Wir erhalten diese Hecke Algebra also aus H|[q. %], indem wird das Bild

1
des von ¢2 — v induzierten Algebrenhomomorphismus betrachten und dieses
mit C tensorieren.
In [6] wird weiter eine Fortsetzung L : W — Ny mit

L(ww") = L(w) + L(w") falls l(ww") = 1(w) + 1(w’)

betrachtet. Diese induziert einen Gruppenhomomorphismus L : B — Z mit E(Tw) =
L(w) fiir alle w € W. Der Schliissel zur Anpassung der dortigen Argumente auf
unsere Situation wird es sein, die Abbildung L durch dle Abblldung ¢ aus Lemma

3.1.1| zu ersetzen, das heift fiir v € B ersetzen wir v“(") durch q ()"
Fiir x € X setzen wir nun

1

Ist etwa x =y — 2z mit y, 2 € Xgom, S0 bedeutet dies
_11 L
@m =y qu2 TeUTe; .

1
Sei nun @ Z[q* ][X} — Hlg, ?] der durch z — ©, induzierte Homomorphismus

von Z[q* ] Moduln. Dann ist dieser auch multiplikativ, denn ¢ und x ~ T, sind
Gruppenhomomorphismen. Das Bild von © bezeichnen wir mit A.

3.2.1 Lemma. Die Elemente (1,0,)wew, zex Sind Z[qfa]—lmear unabhdngig.
Beweis. Sei .
i=1

mit paarweise verschiedenen (wy,z1),..., (wy,z,) € Wy x X und fi,..., f, €

Z[q* ] Dann finden wir ein x € X mit x + z; € Xgom, fir 1 < i < n: Wir konnen
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etwa = 2kp mit k = max{|(z;,&)| : 1 <i < n,a € B} wihlen. Multiplizieren wir
unsere Gleichung von rechts mit ©,, so erhalten wir

0= Z [iTw, Oz 4z = Z fiq;-s—%:ciTwiTmi—i-x
=1 =1

n n
257 Z -3 D.3.100 -1
= fiQm+xiTwiTeIi+z = E fiQx+aciTwiezi+z

i=1 =1

Weil die Elemente (T,)wew linear unabhéngig sind, folgt fiq, 2, =0fir1 <i<mn
und damit f; = 0.
]

3.2.2 Corollar. © : Z[qfa][X} — A ist ein Isomorphismus von Z[qfi]—Algebren
1
und A ist ein freier Z[qu]—Modul mit Basis (O4)zex-

Beweis. Wir wissen bereits alles bis auf die Injektivitit von ©. Diese folgt unmit-
telbar aus Lemma [3.2.7] O

3.2.3 Corollar. A ist ein Integrititsbereich.

Beweis. Nach Corollar ist A isomorph zu einem Ring von Laurentpolynomen
iiber dem Integritdtsbereich Z. O

Sei nun K der Quotientenkorper von A, x € X, a € B und s = s,. Dann haben wir

@x - G)sa (z)

A
-6, &

denn mit n = (z, &) gilt

®:c - @sa(x) = ®x - @:L‘—na = @:L‘(l - @—na)
—0,(1-0")=0,(1—0_)1+6 o +...+ 0"

Ist zusiitzlich a € 2X, so erhalten wir mit n = $(z, @)
®J: - @s(:r) = ®J: - @w—2no¢ = @x<1 - @7120() = 658(1 - 6—206>(1 +.f @ﬁgé)

und daher o o
z = Ys(z)
——— c A

11— @—2a ©

Wir setzen nun

g — 1, falls & ¢ 2X
as = 11 1 -
(gs — 1)+ q2(q2 — q; ?)O_,, falls a€2X
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und §
b 1-0_,, falsa¢2X
)1 - O 5., fallsa e 2X.

Dabei sei s die affine Spiegelung aus Lemma Nach obiger Uberlegung haben

wir stets
@x - @s(ac)

A
b

3.2.4 Lemma. Seix € X und s = s, € Sy. Dann haben wir
(Z) Gst - TS@S(I) = Z—:(@x - 93(:0)) und
(27') Tse)m - @s(;r)Ts = Z_j<@x - @s(ac));

wobei die rechten Seiten jeweils in A liegen.

Beweis. Wir erhalten (ii), indem wir (i) fiir s(z) statt = aufstellen.

(i): Dass die rechten Seiten in A liegen, haben wir bereits gesehen. Wir nehmen
zundchst an, die nachzuweisende Gleichung ist erfiillt fiir z, 2" € X. Dann haben
wir

OptarTs — Ts@s(m+w’) = @x(Ts@s(z') - %

s

(@x’ - @s(:r’)))

Qs
- (@m’Ts - b_s(®a:’ - @s(a:’))>®s(x)

= G):z:T‘s@s(:v’) - @.Z’/TS@S(QS)

as
+ b_(@x-‘r;r’ - @a:—i—s(:c/) + 65(:(:)-‘,-:(:’ - @s(:(:+x’))
as

:TSG)SI .
(T3Os@) +

S

(©r — Oy)))Osar)

Qg

S

as
+ b_(@x—i-x’ - @ers(x’) + @s(x)er’ - @s(x+x/))
Qs
= Ts@s(m+$’) - @z+x’Ts + 2_(®:p+z/ - @s(m+m’))

bs

und damit

as
2(@x+x’Ts - TSGS(x-i-x’)) = 26_(@x+x’ - @s(x+x/)>‘

Das bedeutet, die nachzuweisende Formel ist fiir das Element = + 2’ erfiillt.
Ist die nachzuweisende Formel fiir ein © € X richtig, so kdnnen wir sie von links mit
—O_, und von rechts mit ©_,) multiplizieren. Dann haben wir
Qg Qg
@—wTs - Ts@s(f:::) = G)—acb_(@s(gc) - @x)@s(fx) = b_(@—x - @s(fcz:))a
die behauptete Gleichung ist also auch fiir —z richtig. Folglich geniigt es, diese
Formel fiir ein fixiertes Erzeugendensystem von X nachzuweisen.



KAPITEL 3. AFFINE GENERISCHE HECKE ALGEBREN 73

Ist & ¢ 2X, so wihlen wir ein ¢ € X mit (z,d) = 1. Wir konnen etwa & zu
einer Basis von X erginzen und z als das zu & korrespondierende Element einer
Dualbasis definieren. Im Falle & € 2X machen wir eine spezielle Wahl, niamlich
xr = «. In beiden Féllen finden wir fiir ein beliebiges y € X ein k£ € Z, so dass
z =y — kx die Gleichung (z,&) = 0 erfiillt. Nach unser Voriiberlegung geniigt es,
die nachzuweisende Formel fiir zu & orthogonale Elemente und jeweils ein = wie
oben zu iiberpriifen.

Fiir ein z € X mit (z, &) = 0 lautet die nachzuweisende Identitét einfach

0,17, —T,0, =0.

Dies folgt aus Lemma [2.5.7] (iii).
Sei nun « € X ein Element mit (z,@) = 1. Aus Lemma [2.5.7] (iv) und Satz
folgt dann

1 i -4 4 3
¢ *T.0, = (2T — (¢s 2 — 45 )4, Lo
1 1 -1 1
= qﬁgTsilq@(QTz)TI B (QS : - q‘g)@x

1 1 1 1

- q‘?TS_1q;(§TsTs(z)Ts)TSTS(‘”)TS — (a7 —¢7)0,
1 1

= oty Lo Ts = (45 * = 45)O

D=

_1

1
= (s @s(m)Ts - (qs 2 — qSQ)@x

D=

Wir erhalten weiter

1-— @704 . 1 @x - @s(a:) Qs

T:9: = Os)Ts = (a5 = V)Ou—g— = (s —
50, — Oy T (gs )Oq 1-0_, (a: ) 1-0_, bs

Dies zeigt die Behauptung fiir den Fall & ¢ 2X. Im Falle £ = a haben wir dann mit
Hilfe von Lemma [2.5.9] (iii)

_1 1 _1 _1 1 _1
@a(qs QTS - (q82 — (s 2)) — (s QTS(_)*a = q82 @aTsil — (s QTs@fa
1
— 4 2 T -1 _ "2 T
N qso(QTaTgl)TaTs qso(2TsT7a)T5T_a

1 1
- TJ_ll(qg 2Ts — qugl)Tw_l

1
2

1 1 1 _
= T;L(qs:? =5 ° )T =4 — g;
fiir ein w € Wy. Letztendlich folgt

@aTs - Ts@s(a) = (QS - 1>@a + QS% (q;% - q§_2) = @3604
1 - @—2a o Qs
= as@am == bs (@a @S(Q)).
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1

3.2.5 Satz. (i) Die Elemente (T,,0.)wew, zcx bilden eine Z[q*ig]-Basis von Hlg. ?].

_1 1
1) Die Elemente (©,T)wew, zcx erzeugen H|q. *| als Z qu -Modul.
0,

Beweis. Die lineare Unabhéngigkeit in (i) wissen wir bereits aus Lemma |3.2.1] Seien
H, und H, die von den Elementen in (i) bzw. (ii) erzeugten Untermoduln von

_1
Hlq. ?]. Wir zeigen zunéchst per Induktion nach l(w), dass Hy alle Elemente der
Form 7,0, enthilt. Fiir l(w) = 0 ist w = 1 und O, € H,. Andernfalls gibt es ein
s € Sp mit I(sw) = l(w) — 1. Dann haben wir T,, = T,T§,. Induktiv diirfen wir

1
annehmen, dass es f1,..., f, € Z[qitQ] und (wy,x1), ..., (wp, ;) € Wy x X mit

Tsw@x - i fz@xlTwl

i=1
gibt. Dann haben wir
- B24 - ag
Tw@m — TsTst)x - zjﬁs@:pmjﬁwZ - 7 @s T; Ts + — 611 - 65 T; Twi
izlf izlf( (z:) bs( (1))
n n a

= i@s T; TsTwi + i_s @xl - 63 T; Twi

; fiOs(a) ; f bs< (1))

Wegen
TT — T, falls 1(sw;) > 1(w;)
TN (g — DT, + q5Tows,  falls 1(sw;) < 1(w;).

haben wir Z:‘:l [iOs@)Ts Ty, € Hy. Der zweite Summand ist in H, enthalten, denn
‘;—(@x —Og(z,)) € A. Das bedeutet T,,0, € H,. Analog zeigt man, dass alle Elemente
der Form ©,T,, in H; enthalten sind. Wir wissen also

H, = H,.

Folglich ist H; = H, stabil unter Linksmultiplikation mit den Elementen T (s € Sp)

und O,. Diese erzeugen H|q. 2] als Algebra nach Proposition [2.5.10, und Corollar
3.1.9] Das heilt H; = H, ist ein Linksideal, welches das Einselement T} enthélt. [

3.2.6 Corollar. Die Elemente (T,,)wew, bilden eine Basis von H|q. 2] als A-Rechtsmodul.
1

Insbesondere ist H|q. | ein freier A-Modul von endlichem Rang.
3.2.7 Lemma. Sei v € X und s € Sy. Dann kommutiert Ty mit ©, + Oy().
Beweis. Aus Lemma folgt

S



KAPITEL 3. AFFINE GENERISCHE HECKE ALGEBREN 5

Stellen wir die gleiche Formel fiir s(z) statt x auf, erhalten wir
a

Ous(w)(Ts + 1) = (Ts + 1)8; = (3= + 1)(Os(a) — Ox)-

Die Addition beider Gleichungen liefert
das heift ©, + Oy kommutiert mit T, + 1 und daher mit 7. O

Wir definieren nun eine Wy-Operation auf A durch
w Zai@xi = Zai@“’("”i) fiir alle w € W,
i=1 i=1
Mit dieser Operation konnen wir Lemma (3.2.4] neu formulieren:

3.2.8 Lemma. Sei f € A und s € Sy. Dann haben wir
(Z) JTs — TS<Sf) = %(f - Sf) und
(ii) Tof — (sF)Ts = 2(f — sf).

Dabei liegen die rechten Seiten in A.

Zum Beweis des folgenden Lemmas und des Satzes [3.2.11| orientieren wir uns an [7]
Chap. 4.2.

3.2.9 Lemma. Sei f € A und w € Wy. Dann gibt es Elemente f, € A (w' € W),
so0 dass

Tof =Y fwTuw.

w!' <w
Dabei ist f, = wf. In anderen Worten gilt
Twf — (wf>Tw - Z Juw Towr-

w!' <w

Beweis. Wir zeigen die Behauptung per Induktion nach 1(w). Ist 1(w) = 0, so ist
dies klar.
Ist hingegen 1(w) > 1, so gibt es ein s € Sy mit 1(sw) = l(w) — 1. Induktiv kénnen
wir also annehmen, dass es Koeffizienten f,, € A mit
Tswf: Z fw’Tw’
w’' <sw

und fy, = swf gibt. Wir erhalten unter Benutzung von Lemma [3.2.8

wa:TsTswf:Ts Z fw’Tw’ = Z Tsfw’Tw’

w’' <sw w’' <sw
Qs
= Z (wa’Ts + b_(fw’ - wa’))Tw’

w’' <sw

= > (sfuTTw + %(fw, — ) T).
w’' <sw $
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Nun ist

TT , — Tsw’a falls 1(821}/) > 1<w/)
T (s = DTy + ¢ T, falls 1(sw') < 1(w').

Fiir jedes vorkommende w’ haben wir im ersten Fall sw’ < w nach Satz [2.4.5 Tm
anderen Fall haben wir per Konstruktion sw’ < w’ < sw < w. Wir summieren also
nur iiber Elemente v < w. In der Summe kommt 7;, nur einmal vor, ndmlich fiir
w’' = sw. Der zugehorige Koeflizient ist dann

Sfow = SPwf = wf.

]

Jun

3.2.10 Satz. (i) Die Elemente (©,T,,)wew,scx bilden eine Z[qfi]—Basis von Hlg. ?].
(ii) Die Elemente (T,)wew, bilden eine Basis von H|q. 2] als A-Linksmodul.

Beweis. (i): Nach Satz (ii) haben wir nur noch die lineare Unabhéngigkeit zu

zeigen. Sei
n
> a;0,,T,, =0
i=1
mit paarweise verschiedenen (wy,x1), ..., (wy,, x,) € Wy x X. Mit Hilfe von Lemma

kénnen wir
04 Ty = T O 10 + Z 7o,

w<w;

mit geeigneten fl(f ) € A schreiben. Indem wir Lemma iteriert anwenden, sehen
wir, dass die rechte Summe in ) T, A liegt. Durch Einsetzen erhalten wir

w<w;
ST b SEY
i=1 =1 w<w;
Fiir ein maximales Element w; von {wy,...,w,} folgt a; = 0 aus der linearen
Unabhéngigkeit der T,,0,. Induktiv folgt so die Behauptung.
(ii) folgt aus (i). O

Wir setzen die Einschrankung der Bruhatordnung auf Wy nun zu einer Totalordnung
fort. Dies konnen wir zum Beispiel folgendermafen tun:

Wir wéhlen zumichst ein maximales Element w; beziiglich der Bruhatordnung.
Dann wihlen wir ein Element w,, das maximal in Wy \ {w; } ist und setzen w; > ws.
Wir finden dann ein maximales Element ws € Wy \ {w;, w2} und definieren w; >
we > ws. Dies fithren wir fort, bis alle Elemente vergleichbar sind. Da W, endlich
ist, ist es klar, dass wir so eine Totalordung auf W, erhalten, die die Bruhatordnung
fortsetzt. )

Der folgende Satz iiber das Zentrum von H|q. 2] geht auf Bernstein zuriick und
wurde von Lusztig in [6] verallgemeinert.
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3.2.11 Satz. (i) AW ist ein freier Z[q* ] -Modul mit Basis zyy = ), oy O, wO-
bei M die Bahnen der Wy-Operation auf X durchliuft.

(ii) AWo ist das Zentrum von H|q. ?].

Beweis. (i): Die lineare Unabhiingigkeit der z), folgt aus Lemma [3.2.1] denn d1e

Bahnen sind disjunkt. Sei nun f =Y _\ a,0, € A" mit Elementen a, € Z[q* ],
von denen alle bis auf endlich viele 0 sind. Dann haben wir aber auch

f=" a:Ou( fiir alle w € Wy

zeX

und wegen der linearen Unabhéngigkeit der ©, haben wir a,, = a,, fir alle x1, 25 €
X, fiir die es ein w € Wy mit w(z1) = xo gibt. Die Koeffizienten sind also konstant
auf den Wy-Orbits. Das heifst, die z), erzeugen A.

(ii): Wir zeigen zunichst, dass A" im Zentrum enthalten ist. Dafiir geniigt es zu

_1
zeigen, dass die Elemente z), zentral in HJ[g. ?] sind. Sei etwa M = Wjyz. Dann
haben wir fiir s € Sy

Z @x’: Z @s(m/): Z @s(:c’)

' eWox s(z")eWoz z'eWox

und damit
22 = Z(@x + Oy fiir alle s € 5.

zeM
nach Lemma kommutiert zp; dann mit allen T, (s € Sp) und mit allen ©,.
Diese Elemente erzeugen H[q. ?] als Algebra.

Sei nun umgekehrt z = ZwEW fuwTw mit f, € A zentral in H|g, > ] Wir setzen dann
x = 2p € Cy. Nach Satz 2 sind die Elemente w(z) fiir w € W, dann paarweise
verschieden, denn sie liegen in unterschiedlichen Weylkammern. Da z zentral ist,

haben wir
Z @xfwTw = Z fwTw@x~

weWy weWy
nach Lemma gibt es Elemente g,, € A mit

Tu0, =Y gu T, fir alle w € Wy

v<w

und gy = Ou(z). Wir setzen g,,, = 0, falls nicht v < w gilt. Wir erhalten so

Z szvTv: Z ngfwTv

veWy v, weWy

Da die Elemente (7},),ew, A-linear unabhéingig sind, folgt

Oufu =Y gowfo fiir alle v € Wy,

weWp
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Sei G = (gow)vwew, Und f = (fy)vew,, wobel die Elemente angeordnet seien in
irgendeiner Totalordnung, die die Bruhatordnung fortsetzt. Wir konnen G als Matrix
und f als Vektor mit Eintrdgen in K = Quot(A) auffassen. Dann bedeutet obige
Gleichung, dass f Eigenvektor von G zum FEigenwert ©, ist. G ist jedoch eine
obere Dreiecksmatrix mit Diagonalelementen g,,, = ©,(,) und diese Elemente sind
per Konstruktion paarweise verschieden, die Eigenrdume sind also eindimensional.
Deshalb gibt es ein A € K mit f = A(01,,)vew, gibt, denn (01 ,)yemw, ist wegen

G<51,v)v = (gv,1>v = 656((51,1})’0

ein Eigenvektor zum Eigenwert ©,, was f, = 0 fiir v # 1 bedeutet. Das heifst z € A.
Fiir s € Sy folgt dann aber aus Lemma, [3.2.8

Tz = 2T = Ts(s2) + %(z — sz)

s

und damit T5(z — sz) € A. Dies ist nur fiir z = sz moglich. Induktiv folgt dann

z = wz fir alle w € W,.
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3.3 Die Basis E,

In diesem Kapitel werden wir die Hecke Algebra H untersuchen. Die Beweise im

_1
letzten Kapitel beruhten zu grofen Teilen darauf, dass wir die Gewichte ¢, in H[q. 2]
invertieren kdnnen. Beispielsweise setzte die komplette Argumentation des letzten

Kapitels voraus, dass wir uns H|[q. %] als Restklassenalgebra der Gruppenalgebra
von B vorstellen kénnen. Dies ist fiir H nicht méglich: Die Elemente T} sind nicht
einmal invertierbar in H. Deshalb benétigen wir zur Untersuchung von H eine
andere Herangehensweise. Alle Resultate in diesem Kapitel werden wir mit Hilfe
der Basis E,, aus [II] Chap. 1, aus dem auch die Vorgehensweise dieses Kapitels
stammt, und des dortigen Lemme fondamental (hier Lemma erzielen. Letz-
teres beruht darauf, dass wir — auch wenn wir die Gewichte in H nicht invertieren

kénnen — trotzdem mit solchen rechnen konnen, da H Unteralgebra von H[q;%] ist.
Die Tatsache, dass (Fy,)wew eine Basis ist, konnen wir zeigen, ohne die Theorie von
Bernstein-Lusztig des letzten Kapitels zu benutzen.
Teil (i) des folgenden Lemmas ist Lemma 5.6 in [3].

3.3.1 Lemma. Seiw € W und sy ...s, € Wyyss reduziert. Es gelte w < wsy. Dann
folgt:

(i) wsy...8. < wWsy...S

(ii) Es gibt ganze Zahlen ko, ... k. € {0,1} mit

.

I 2%k;

Qws;...sp Qwsy...s, — ds1 H qu]'
Jj=2

Beweis. (i): Wir zeigen die Behauptung per Induktion nach r. Fiir r = 1 stimmen
die Behauptung und die Voraussetzung iiberein. Wir kénnen also induktiv

WSg . ..Sp—1 < WS...81
und r > 2 annehmen. Sel v = wsy...s, und v/ = ws; ...s,. Dann haben wir
-1
v = (s2...8.) s1(s2...8) €T,

es geniigt also, 1(v) < 1(v') zu zeigen. Andernfalls hitten wir 1(v) > 1(v') und aus
unser Induktionsannahme folgte vs, < v's,. Lemma und Satz [2.4.11| implizie-
ren

v =1v8,.5, < Vs, oder v <.

Nach unserer Annahme muss der erste Fall eintreten. Dabei kann keine Gleichheit
gelten, denn sonst wire
S1...8 = 89...85-_1,

aber si...s, ist nach Voraussetzung reduziert. Folglich hitten wir v < v's, und
daher
1(v") < 1(v) < 1(v's,.).
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Dies kann jedoch nicht sein, denn sonst wére 1(v's,) — 1(v") > 2.

(ii): Wir zeigen die Behauptung per Induktion nach r. Ist » = 1, so steht auf beiden
Seiten einfach ¢, und die Behauptung ist erfiillt.

Im allgemeinen Fall haben wir nach Lemma [3.1.2] (i)

Qusq...sp — qws1...s,~_1qsr
und
Quss...sp — QwSQ...sr,1q;i
mit
e1 = Wwsy...s,) —Wwsy...s,_1) € {£1}
und
ea = l(wsy...s,.) — lwsy...s,_1) € {£1}.
Es folgt
17 falls €1 = €9
Qusr5Qony.sn = 0103 G2, falls e = —ey =1

qS_r27 falls €1 = —€3 = —1

mit ¢1 = Qus,..s,., Und @2 = Qus,..s,_,- In den ersten beiden Féllen folgt die Be-
hauptung dann aus der Induktionsannahme. Im dritten Fall kénnen wir durch die

Induktionsannahme
r—1
0 =g [[ 2
j=1

mit k; € {0,1} fiir 1 < j < r schreiben. Aus Teil (i) und Satz folgt, dass
Quss..s, €in Teiler von qys,.. s, ist, das heift ¢1q, lq;? ist ein Monom in g,.. Deshalb

gibt es ein 1 <7 <7 mit k; =1 und ¢,, = ¢5,. Wir haben deshalb

r—1
-1 _ | | 2k;
Qwsl...s,,-qw@ms,, = ds, qu]'

j=2

J#i

]

- _1
Fiir s € S setzen wir nun A\; = 1 — ¢, und Ay = ¢s ?\s. Fiir w € W definieren wir

- _1

weiter To, = qu?T,.

3.3.2 Lemma. Sei s € S und w € W. Dann gilt:
(i) TV =T, + X

(ii) T, T {

falls l(ws) < 1(w)
AT,  falls (ws) > 1(w)

*ﬂz *ﬂz
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Beweis. (i): To(To + As) = ¢; (T2 = (¢ — 1)T2) = 1
(ii):
TT7 = Tu(Ts + A)
= gu?qs T (Ty + A)
{q; %qs‘ %(—)\STw + ¢ Tows + ATy), falls l(ws) < 1(w)

G’ qs * (Tos + AsTw), falls 1(ws) > 1(w)

Q@2 T = Tos, falls 1(ws) < 1(w)
Tos + AT, falls 1(ws) > 1(w)

=

]

Seien v,w € W und v = s;...s,u reduziert. Fiir eine Teilfolge (s;,,...,s;,) von
(S1,...,8,) setzen wir

O4—1 :wsl...éil "'§i2"'§ik71"'sik*1 fiir alle 1 S k §n
Wir nennen eine solche Folge w-distinguiert, falls

O —1 < 04, —18j, fir alle 1 <k <n.

3.3.3 Lemma. Seien v,w € W. Dann gilt:

(i) Es gibt ein Monom ¢y, in q., das q, teilt, mit
Qqu;l%i = 6121;,@-

(i1) Seiv = s;...s.u reduziert. Dann haben wir

Cw,vaTv_—ll == va + Z Twsl...§i1...éin...sruAsil cee )\Sin H quj
Je{1,..,r I\ {i1,.-sin}

mit nicht negativen ganzen Zahlen k;. Dabei werde iber alle w-distinguierten
Teilfolgen (s, ..., S:,) mit n > 1 von (s1,...,s,) summiert.

(11i) wsy...8; ...8, ...su <wv fir alle w-distinguierten Teilfolgen mit n > 1.
Beweis. (i): Sei zunéchst v = s1...s, € Wy reduziert. Dann haben wir

Quv = quzi s q;:

mit ¢; = l(wsy...s;) — (wsy...s,_1). Aukerdem haben wir ¢, = g5, . .. ¢s, und die
Behauptung ist erfiillt mit
n
Cywp = H qs; -
i=1

€;=1
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Im allgemeinen Fall kénnen wir v = v,y pu schreiben. Dann haben wir quy = Guw,
und g, = g, i Die Behauptung ist deshalb mit ¢, , = ¢y, . erfiillt.

(ii): Wir zeigen zunéchst die folgende Zwischenbehauptung: Ist v = s1...5, € Wy
reduziert, so haben wir

~ - -~ -
Twval = va + E Twsl...éil...éin...sr)\sil cee )\Sir7

wobei iiber alle w distinguierten Teilfolgen summiert werde. Wir tun dies per In-
duktion nach r. Der Fall » = 0 ist klar und r = 1 ist gerade Lemma 2| (ii). Sei
nun v' = $q...8,_1. Dann folgt aus der Induktionsannahme

7,774 =T, (T, Ty ) ' =T, T, T,

w1l
= (va' + Z Twsl...éil...éin...sr—l )‘sil e S\Sin)Ts:1~

Die w-distinguierten Teilfolgen von (sq,. .., s,) sind genau die folgenden:

- s, falls wv' < wv

- die w-distinguierten Teilfolgen von (s1,...,5,_1)

- (Siyy -8, 8r), falls (s, ..., s, ) eine w-distinguierte Teilfolge von (sq,...,8,_1)
ist und
WS .o Sjy v Sjpy o Sp—1 <WST ... 84, -S4, -

n

Sy

Damit folgt die Zwischenbehauptung aus Lemma [3.3.2] (ii).
Um Teil (ii) fiir v € W,y zu verifizieren bleibt noch zu zeigen, dass es zu jeder

w-distinguierten Teilfolge (s;,,...,s;,) von (s1,...,s,) nicht negative ganze Zahlen
kj mit
Quv = Qus; .. i - s,qsl1 s QSin H C.ﬁ]k]

FE{L I\ {in,eyin}
gibt, denn dann haben wir

1
vaT T—l = qw’l)quQ’UT T—l = Qva T—ll

- va + E Twsl--~-§il~--§in~~-sr)\5i1 A )\Sin H qS]] :
JE{L, o\ {1, in}

Dabei hingen die ganzen Zahlen k; von den w-distinguierten Folgen ab. Um die
Notationen nicht zu iiberfluten verzichten wir jedoch darauf, dies weiter kenntlich
zu machen.

Wir miissen also noch die Existenz solcher ganzen Zahlen k; nachweisen. Dies tun
wir wieder per Induktion nach r. Fiir » = 0 und » = 1 ist dies klar. Sei nun also

r>2und (s;,...,s;, ) eine w-distinguierte Teilfolge.

1. Fall: 47 > 1. Dann ist die Teilfolge (s;,,...,s;,) von (sg,...,S,) ws;-distinguiert.
Die Behauptung folgt aus der Induktionsannahme mit &y = 0.

2. Fall: 71 = 1. Dann ist (s;,,...,s;,) eine w-distinguierte Teilfolge von (sa,...,s,).

Induktiv koénnen wir annehmen, dass es nicht negative ganze Zahlen [; mit

Quss...sp, — QwSQ..éiQ...§i7L...sque7;2 s QSZ-" | | quj
j6{27---77"}\{i2 ----- i'n}
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gibt. Nach Lemma [3.3.1] gibt es ganze Zahlen k; € {0,1} mit
Qusy...sr — QU)§Z‘132...312...§in...8rqs7;1 s CIsin H qgjlj+kj)'
FE{L e\ {1 yoomrin }
Damit haben wir (ii) fiir v € W,ss gezeigt. Fiir den allgemeinen Fall schreiben wir
V= Ugpfu = 51 ...5u. Wir haben dann
111
Cw,vaTvill = q&;vazqg TwTill TJ—ll
Yaff

1 1 1
2 2,2 —1
= Quovars Qu” G LT~ Ty
aff

-1
= Cwﬂ)affTwTU;flf Ty

_ k.
- (vaaff + Z Twsl...éil...§in...s7»/\si1 s )\sin H q;;)Tu
JE{L, o\ {1, in}
k.
=Ly + Z Twsl...éil...§¢n...sru>\si1 cee )\sin H qs]]

jE{l ..... T}\{il,...,’in}

Dies zeigt (ii).

(iii): Der Beweis ist der von Proposition 5.5 in [3]. Nach Lemma diirfen wir
0.B.d.A. v,w € W,sy annehmen. Sei nun v = s;...s, reduziert. Wir zeigen dann
die Behauptung per Induktion nach r. Fiir » = 0 ist nichts zu zeigen und der Fall

r =1 ist klar. Sei nun (s;,...,s;,) eine w-distinguierte Teilfolge von (si,...,s,).
1. Fall: 4y > 1. Dann ist (s;,, ..., s;,) eine ws;-distinguierte Teilfolge von (s, ..., s,)
und aus der Induktionsannahme folgt die Behauptung.

2. Fall: 4y = 1. Dann ist (s;,,...,s;,) eine w-distinguierte Teilfolge von (sa,...,s,)

und induktiv folgt zusammen mit Lemma [3.3.1] (i)
WSy 82« Siy oo Sy oo Sp < WS ... Sy < WS7 ... 5.
O
Wir setzen nun die Bruhatordnung zu einer Totalordnung < auf W fort. Dies ist

moglich nach Szpilrajns Theorem (Theorem 7.1.2 in [9]). Wir definieren fiir w =
wee® € W

SIS

E,=q¢q
Wir schreiben auch E, statt E...

Ty Oz

3.3.4 Satz. (i) Fir alle w € W gibt es Elemente a,y € Z[q.], von denen alle bis
auf endlich viele 0 sind, mit

E, =T, + Z Uy T

w! <w

(11) (Ey)we w ist eine Z[q.]-Basis von H und die Basiswechselmatriz zur Basis
(Tw)wew ist beziiglich = eine Dreiecksmatriz mit Einsen auf der Hauptdiago-
nale.
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Beweis. (i): Sei w = wpe® und y, z € Xgom mit = y—z. Wir setzen dann @ = wpe¥
und v = e¢7%. Dann haben wir wv = w und

C?I;,v = C]wv%l% GLd quwtl%
mit den Notationen aus Lemma Aus Teil (ii) und (iii) dieses Lemmas folgt
dann
E, = qéfwo@x = GRgul Gy 22 T Ton T2 @qiqw%qé TT=t
= waTwTv_}l = Tw + Z aw/Tw/
w' <w

mit geeigneten a,s € Z[q.).

(ii): Nach Teil (i) haben wir E,, € H fiir w € W. Fiir w € W sei M,, der von allen
Elementen E,, mit w’ < w erzeugte und NN, der von den Elementen T,, mit w’ < w
erzeugte Untermodul von H. Nach Satz und Satz gibt es nur endlich
viele solche Elemente w’. Teil (i) impliziert, dass es eine Matrix G € M,,(Z[q.]) gibt,
die — beziiglich der Einschrinkung von =< auf die Menge aller Elemente w’ < w
angeordnet — untere Dreiecksgestalt hat, deren Hauptdiagonalelemente nur Einsen
sind und die

G(Tw’)w’gw = (Ew')wlﬁw
erfiillt. Diese Matrix hat also Determinante 1 und ist deshalb ein Automorphismus

von M, = N,. Insbesondere bilden die Elemente E,, mit w’ < w eine Basis von
M. Wegen T,, € M, ist (Ey)wew ein Erzeugendensystem von H. Ist hingegen

a By, + ... a By, =0,

diirfen wir w; < ... < w, annehmen. Wir finden dann a,, € Z[q.], von denen alle
bis auf endlich viele 0 sind mit

0=a By + ...+ anBy, = a, T, + > awTu.

w’ <wn,

Da die Elemente T, linear unabhéngig sind, muss schon a, = 0 gelten. Induktiv
folgt dann, dass die F,, linear unabhingig sind. ]

3.3.5 Corollar. AN H ist ein freier Z|q.]-Modul mit der Basis (FEy)zex-

Beweis. Jedes Element von AN H schreibt sich eindeutig in der Form ZwEW awFy.
Nach Satz muss dann aber a,, = 0 gelten, falls w ¢ e*. O]

3.3.6 Lemma. Fir wy € Wy und 2’ € X sei
X(w07x,) — {ZE € X l(woex) = l(woel’,) + l(ex—x’)}‘

Dann gibt es eine endliche Teilmenge M C X mat

X = U X (wo, x") fiir alle wy € Wy.

z'eM
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Beweis. Sei My ein endliches Erzeugendensystem von Xy, und

={ Z a,x : a, € {0,1} fir alle x € My}.

€My

Dann ist auch
M == WOM1

endlich. Sei nun wy € Wy und x € X. Nach Lemma [2.3.11] geniigt es ein 2’ € M zu
finden, so dass

o (2, &) ,falls wo(a) € RT
n(a, wpe® ) =
(x',a) L falls wo(a) € R™

und
n(a,e®) = (x — 2, &)

fiir alle « € R das gleiche Vorzeichen haben. Dies bedeute wie immer, dass beide
Zahlen > 0 oder beide Zahlen < 0 sind. Wir finden nach Satz 2.1.19] ein w(, € W}
mit

wy(2) € Xdom
und deshalb paarweise verschiedene 1, ...z, € wy ' (M) und positive ganze Zahlen

ai,...,a, mit
,

xTr = E a;T;.
i=1
Wir setzen nun

I—Z%GWO ) C M.

Per Konstruktion liegen dann z, x — 2z’ und 2’ in wo (Xdom) und damit im Abschluss
der gleichen Weylkammer. Nach Lemma (iii) haben die Zahlen (z, &), (z —
2’ &) und (2',&) alle das gleiche Vorzeichen. Deshalb haben die Zahlen n(a, woe® )
und n(a,e” ') das gleiche Vorzeichen, falls wy(a) € R*. Ist nun wy(a) € R™, so
betrachten wir drei Félle:

1. Fall: (z,&) > 0. Dann haben wir

!

n(o,wee” ) =1+ (2/,a) > 1

und
n(a,e® ) = (z —a',&) > 0.
2. Fall: (z,&) = 0. Dann haben (2/,&) und (z — 2/, &) = — (2, &) das gleiche Vor-
zeichen, miissen also schon 0 sein. Das bedeutet
n(a, wee™) = 1 und n(a, e®) = 0.
3. Fall: (z,&) < 0. Da x Summe der x; ist, muss es ein i mit (x;,&) < 0 geben.
Andererseits liegen alle x; im Abschluss der gleichen Weylkammer wie x, das heiftt

wir haben
(x;,c) <0 fiir alle 1 <14 <.
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Deshalb ist (2/, &) < 0 und damit (2/, &) < —1. Das bedeutet

/

n(a, wee”) =1+ (2, @) < 0 und n(a, ™) = (x — ', @) < 0.

]

Fiir alle wy € Wy sei nun H(wp) der von den Elementen (Ey ez )zcx erzeugte Un-
termodul von H.

3.3.7 Satz. (i) H =D, cw, H(wo) als Z[g.]-Modul

(i1) Fir wy € Wy ist H(wy) = T, J(wo) fiir ein endlich erzeugtes gebrochenes
Ideal J(wgy) von AN H.

(111) H ist als AN H-Rechtsmodul endlich erzeugt.

Beweis. (i) ist klar.
(ii): Fir w € Wy und z,2" € X setzen wir

/

1 1 1
T L xr\ __ 2 2, 2
Q(woe 9 € ) - qwoez q];/ qwoez+z/ .

Folglich haben wir dann

1

1 1. 1 S~
— 52 2 _ 2 T T _ T T
EwoezEac’ = Qugexq /Two@xe)x’ - qwoeﬁzl Q(woe € )Two®x+x’ - Q(U)()G €

xT

/

VE

woez+z’ .

Wir wihlen nun eine Menge M = {xy,...,z,} wie in Lemma Zux e X
fixieren wir ein ¢ mit z € X (wp, z;). Aus

Q<w07 exi)Ewoezi = Eonxi = Tonxi
folgt dann mit Lemma [3.1.2] (iv)
Eyger = Eygeri By = Euyq(wo, exi)_lEIiEI*xi = Twoq(wo, exi>_leiExfxr

Sei nun J(wy) der von den Elementen (q(wo, €*) "' E,. )<<, erzeugte ANH-Rechtsuntermodul
von AN H|[g;']. Dann haben wir nach obigen Rechnungen

H(wg) = Ty (wp).

(iii) folgt aus (i) und (ii). O

3.3.8 Proposition. AN H ist als Z[q.|-Algebra endlich erzeugt.

Beweis. Nach Proposition finden wir ein endliches Erzeugendensystem M des
Monoids Xgom. Dann ist My = Wy(M) auch endlich. Sei nun x € X beliebig.
nach Satz finden wir ein wy € Wy mit wo(z) € Xgom. Wir finden dann
1y, Ty € M mit

wo(zr) =m +...+x,
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und deshalb
z=wy (21) + ..+ wy ().

Aus Corollar 2.3.12| (ii) folgt dann

Eo= Byt Byt
Nach Corollar wird AN H als Algebra von (E,)zen, erzeugt. O

Sei Z(H) das Zentrum von H. Wir wollen nun die Aussagen iiber das Zentrum

1
von Hlg. ?] auf Z(H) iibertragen. Dazu bemerken wir zunéchst, dass sich die Wjy-
Operation auf A zu einer Operation auf AN H einschriankt. Denn fiir wy € W, und
x € X haben wir nach Lemma [3.1.2] (iii)

1 1
woll, = qi @wo(x) = qio(m)@wo(z) = Ewo(w)-

Sei nun M = Wyx eine Bahn der Wjy-Operation auf X. Dann setzen wir

Zy = q:%zM = qé Z Oy = qu,@ml = Z E.

z’'eM x’ z’'eM

3.3.9 Satz. (i) Z(H)=AY"NH = (AN H)"

(i) Z(H) ist ein freier Z|q.]-Modul mit Basis Zy;, wobei M die Bahnen der W
Operation auf X durchliuft.

(11i)) AN H ist ein endlich erzeugter Z(H )-Modul.
(iv) Z(H) ist als Z]q.])-Algebra endlich erzeugt.

Beweis. (i): Sei Z das Zentrum von H[q;%]. Dann haben wir offenbar Z(H) = ZNH.

Die Behauptung folgt aus Satz [3.2.11]

(ii): Nach Satz[3.2.11]liegen die Elemente Zy; in Z(H). Sei andererseits z = )\ a, F, €
Z(H). Dann haben wir

Z Uy By () = Wo2 = 2 = Z a. B, fir alle wy € Wy

zeX zeX

und daher a, = a,, falls es ein wy € Wy mit x = wy(z') gibt. Folglich wird Z(H) von
den Z); erzeugt. Die lineare Unabhéngigkeit folgt aus der linearen Unabhangigkeit
der F, und der Tatsache, dass die Bahnen disjunkt sind.

(iii) und (iv): Nach dem Hilbertschen Basissatz ist Z[q.| noethersch. Damit folgt die
Behauptung aus Proposition und [I] Chap. V, §1.9, Theorem 2 und (i). O
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