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Einleitung

Etwas präziser könnte der Titel dieser Arbeit etwa �Endlichkeitsaussagen für ganz-
zahlige a�ne generische Hecke Algebren einer Weylgruppe� lauten. Diese Algebren
und ihre Moduln �nden ihre Anwendung in der Darstellungstheorie der reduktiven
p-adischen Gruppen über p-adischen Körpern und solchen in Charakteristik p. Das
Hauptziel dieser Arbeit ist die Darstellung eines Resultates von Vigneras ([11]) aus
dem Jahre 2004.

Wir beginnen zunächst mit dem Studium von Wurzeldaten in Kapitel 1 dieser Ar-
beit. Abgesehen von einigen algebraischen Grundkenntnissen wird dabei kein spezi-
elles Vorwissen � insbesondere nicht die Theorie der Wurzelsysteme � vorausgesetzt.
Wir �xieren zunächst ein WurzeldatumR = (X, X̌,R, Ř). Dabei sindX und X̌ freie
Z-Moduln von endlichem Rang und R bzw. Ř die Teilmengen der Wurzeln bzw. Ko-
wurzeln.
Zunächst geht es vor allem darum, den Anschluss an die Theorie der Wurzelsysteme
zu suchen, die in der Literatur besser abgedeckt ist als die der Wurzeldaten. Wir
werden � ausgehend von einer mit R gegebenen Bilinearform (·, ·) � ein Skalarpro-
dukt 〈·, ·〉 konstruieren und können R als Wurzelsystem im euklidischen Vektorraum
V = X ⊗R au�assen. Dies erlaubt es uns, Argumente aus der Theorie der Wurzel-
systeme, wie etwa in [2] oder [4], zu übernehmen. Eines der Hauptresultate besagt,
dass jedes Wurzeldatum eine Basis B besitzt, das heiÿt eine linear unabhängige
Teilmenge von R, so dass jede Wurzel ganzzahlige Linearkombination mit nur nicht
negativen oder nur nicht positiven Koe�zienten von Elementen von B ist. Wir �-
xieren dann eine solche Basis B und verstehen unter einen Wurzeldatum ein solches
mit ausgezeichneter Basis, das heiÿt ein Tupel R = (X, X̌,R, Ř, B).
In Abschnitt 1.3 betrachten wir dann schlieÿlich irreduzible Wurzeldaten und eine
Zerlegung von gewissen �wesentlichen� Wurzeldaten in solche. Dies ist vor allem eine
Vorbereitung auf Kapitel 2, in dem wir Weylgruppen studieren. Gewisse Weylgrup-
pen � namentlich die endliche und die a�ne Weylgruppe � hängen nämlich gar nicht
davon ab, ob ein Wurzeldatum durch seinen wesentlichen Anteil ersetzt wird oder
nicht, so dass wir uns auf den wesentlichen und dann sogar den irreduziblen Fall
beschränken können.

In Kapitel 2 sind dann Weylgruppen die zu studierenden Objekte. Zu jeder Wurzel
α ∈ R haben wir eine zugehörige Spiegelung sα ∈ GL(X). Die endliche Weylgruppe
W0 ist dann die von allen sα erzeugte Untergruppe von GL(X). Wir werden zeigen,
dass diese eine von S0 = {sα : α ∈ B} erzeugte Coxeter-Gruppe ist.
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Abschnitt 2.2 beschäftigt sich mit der a�nen Weylgruppe Waff . Diese ist das semi-
direkte Produkt vonW0 und Q, wobei Q der von R erzeugte Untermodul von X ist.
Wir de�nieren eine Ordnungsrelation � auf Ř und ordnen den minimalen Elementen
bezüglich dieser Ordnungsrelation a�ne Spiegelungen zu. Ist S dann die Vereini-
gung von S0 und obigen Spiegelungen, so können wir mit ähnlichen Methoden wie
in Abschnitt 2.1 zeigen, dass (Waff , S) ein Coxeter-System ist. Auÿerdem werden
wir der Längenfunktion dieses Coxeter-Systems eine geometrische Interpretation
anhand von trennenden Hyperebenen geben. Wir erhalten so auch eine Fortsetzung
der Längenfunktion auf die WeylgruppeW , die wir als das semidirekte Produkt von
W0 und X de�nieren.
Dabei sehen wir, dass es eine endlich erzeugte abelsche Untergruppe Ω ⊂ W gibt,
so dass W = ΩWaff gilt. Diese erlaubt es uns, für das Studium von W , das letzt-
endlich unser Ziel ist, ähnliche Argumente zu verwenden wie bei Coxeter-Gruppen.
Wir können Ω als Menge aller Elemente von W mit Länge 0 beschreiben. Nach der
Untersuchung der Längenfunktion auf W , für die wir eine explizite Formel ange-
ben können, de�nieren wir eine Ordnungsrelation � die Bruhat-Ordnung � auf der
Coxeter-Gruppe Waff und setzen diese mit Hilfe von Ω auf W fort. Schlieÿlich be-
schäftigen wir uns in Kapitel 2 noch mit Braidgruppen, die wir dann für technische
Zwecke in Hecke Algebren verwenden können.

In Kapitel 3 wenden wir uns dann letztendlich dem Studium von Hecke Algebren
zu. Wir betrachten vor allem eine Hecke Algebra H, die wir als freien Modul über
einem Polynomring Z[q∗] in endlich vielen Variablen mit der Basis (Tw)w∈W de-
�nieren, so dass die Multiplikation gewisse Relationen erfüllt. Im Gegensatz zur
häu�g verwendeten Variante einer Hecke Algebra sind die so genannten generischen
Gewichte qs in H nicht invertierbar. Wir können H jedoch als Unteralgebra einer

Hecke Algebra H[q
− 1

2
∗ ] au�assen, in der die generischen Gewichte invertierbar sind.

Für (eine etwas weniger allgemeine Variante von) H[q
− 1

2
∗ ] gibt es ein bekanntes Re-

sultat von Bernstein und Lusztig ([6]): Diesem zu Folge gibt es eine kommutative

Teilalgebra A von H[q
− 1

2
∗ ], über der H[q

− 1
2
∗ ] ein freier Modul vom endlichen Rang

#W0 ist. Die Zerlegung vonW in ein semidirektes Produkt vonW0 und X überträgt

sich also in gewisser Weise auf H[q
− 1

2
∗ ]. Wir haben eine natürliche W0-Wirkung auf

H[q
− 1

2
∗ ], so dass wir das Zentrum von H[q

− 1
2
∗ ] als Menge AW0 aller invarianten Ele-

mente beschreiben können. Dieses ist ein freier Modul über einem Ring Z[q
± 1

2
∗ ] von

Laurent-Polynomen, dessen Basis über die Bahnen der natürlichenW0-Wirkung auf
X indiziert ist. Die dort hinführenden Argumentationen beruhen jedoch zu groÿen

Teilen darauf, dass die Gewichte qs in H[q
− 1

2
∗ ] invertierbar sind. Jedoch ist es beim

Studium der Moduln über Hecke Algebren, die in der Darstellungstheorie von reduk-
tiven p-adischen Gruppen über p-adischen Körpern oder Körpern in Charakteristik
p auftreten, unerlässlich, die Gewichte nicht zu invertieren. Mit dieser Situation,
das heiÿt mit der der Hecke Algebra H, beschäftigt sich oben erwähnter Artikel [11]
von Vigneras. Dort wird eine alternative Basis (Ew)w∈W de�niert, die es erlaubt,
ähnliche Aussagen wie obige auf H zu übertragen. Wir werden zunächst zeigen,
dass A∩H ein freier Z[q∗]-Modul mit der Basis (Ex)x∈X ist. Daraufhin werden wir
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feststellen, dass H ein endlich erzeugter H ∩ A-Modul ist. Die Aussagen über das
Zentrum übertragen sich ebenfalls in ähnlicher Weise: Wir werden zeigen, dass sich
dieW0-Operation auf A zu einer solchen auf A∩H einschränkt und sich das Zentrum
analog durch (A ∩H)W0 beschreiben lässt. Dieses ist ein freier Z[q∗]-Modul, dessen
Basis wieder über die Bahnen der W0-Wirkung auf X indiziert ist. Auÿerdem ist
A∩H über dem Zentrum von H endlich erzeugt und dieses ist eine endlich erzeugte
Z[q∗]-Algebra.
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Kapitel 1

Wurzeldaten

1.1 De�nition und erste Eigenschaften

In diesem Abschnitt stellen wir einige grundlegende Tatsachen über Wurzeldaten
zusammen. Wir folgen dabei Chap. 1 und 2 in [10], Exposé XXI.

1.1.1 De�nition. Ein Wurzeldatum ist ein Tupel (X, X̌,R, Ř), so dass gilt:

(i) X und X̌ sind freie Z-Moduln von endlichem Rang ≥ 1.

(ii) R und Ř sind endliche, nicht leere Teilmengen von X bzw. X̌, so dass es eine
Bijektion α 7→ α̌ zwischen R und Ř gibt.

(iii) Es gibt eine Bilinearform (·, ·) : X × X̌ → Z mit (α, α̌) = 2 für alle α ∈ R.

(iv) sα(R) = R und sα̌(Ř) = Ř für alle α ∈ R, wobei sα und sα̌ die durch

sα(x) = x− (x, α̌)α für alle x ∈ X

und
sα̌(x̌) = x̌− (α, x̌)α̌ für alle x̌ ∈ X̌

de�nierten Endomorphismen von X bzw. X̌ seien.

Bemerkung: Häu�g wird in der De�nition eines Wurzeldatums auch gefordert, dass
(·, ·) eine perfekte Paarung ist, das heiÿt, dass X → Hom(X̌,Z), x 7→ (x, ·) ein
Isomorphismus ist. Wir werden dies zunächst nicht tun. Einerseits wird diese Vor-
aussetzung in Kapitel 1 und 2 dieser Arbeit nicht benötigt und andererseits können
wir so leichter neue Wurzeldaten konstruieren. In Kapitel 3 betrachten wir dann
nur noch Wurzeldaten, deren Bilinearform eine perfekte Paarung ist.
Wir werden stets annehmen, dass R reduziert ist, das heiÿt: Ist α ∈ R und ist c ∈ Z
mit cα ∈ R, so folgt c = ±1. Wir �xieren nun ein Wurzeldatum R = (X, X̌,R, Ř).
Dann ist auch Ř = (X̌,X, Ř, R) ein Wurzeldatum, das sogenannte zu R duale
Wurzeldatum.
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2 1.1. DEFINITION UND ERSTE EIGENSCHAFTEN

Für zukünftige Argumente ist es sinnvoll, R als Teilmenge von geeigneten Vek-
torräumen aufzufassen. Seien Q und Q̌ die von R und Ř erzeugten Untermoduln.
Dann betrachten wir die R-Vektorräume VR = Q ⊗ R, V̌R = Q̌ ⊗ R, V = X ⊗ R
und V̌ = X̌ ⊗ R. Dabei stellen wir uns X, X̌,Q, Q̌, R und Ř als Teilmengen der
jeweiligen Vektorräume vor. (·, ·) setzt sich dann auf eindeutige Art und Weise zu
einer Bilinearform VR × V̌R → R bzw. V × V̌ → R fort. Die Abbildungen sα und
sα̌ können wir so als Endomorphismen der jeweiligen Vektorräume au�assen. Wir
nennen diese Endomorphismen Spiegelungen.

1.1.2 Bemerkung. Für alle α ∈ R gilt:

(i) sα(α) = −α, sα̌(α̌) = −α̌

(ii) s2
α = 1, s2

α̌ = 1

(iii) 0 /∈ R und 0 /∈ Ř

(iv) R = −R und Ř = −Ř

Beweis. Es genügt, jeweils die erste Aussage zu zeigen. Die jeweils zweite Aussage
erhalten wir durch Anwenden der ersten auf Ř.
(i): sα(α) = α− (α, α̌)α = α− 2α = −α
(ii): Für v ∈ V gilt:

s2
α(v) = sα(v − (v, α̌)α) = sα(v)− (v, α̌)sα(α) = v − (v, α̌)α + (v, α̌)α = v

(iii): Wäre 0 = α ∈ R, so könnte nicht (α, α̌) = 2 gelten.
(iv): Aus (i) folgt R ⊂ −R und da beide Mengen endlich und gleich mächtig sind,
muss Gleichheit gelten.

1.1.3 De�nition. Die endliche Weylgruppe W0 ist die von allen sα erzeugte Un-
tergruppe von GL(V ).

Aus der De�niton geht zunächst nicht hervor, dass W0 endlich ist. Dies werden wir
jedoch später zeigen. Wie bei den Spiegelungen können wir die Elemente von W0

als Endomorphismen von X, VR oder V au�assen.

1.1.4 Lemma. Für alle α ∈ R, x ∈ X und x̌ ∈ X̌ gilt:
(sα(x), sα̌(x̌)) = (x, x̌).

Beweis.

(sα(x), sα̌(x̌)) = (x− (x, α̌)α, x̌− (α, x̌)α̌)

= (x, x̌)− 2(x, α̌)(α, x̌) + (α, α̌)(x, α̌)(α, x̌) = (x, x̌)
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Wir wollen uns V̌R als Dualraum von VR vorstellen. Dazu betrachten wir den Ho-
momorphismus p : VR → V̌R mit

p(v) =
∑
α∈R

(v, α̌)α̌ für alle v ∈ VR

und die Abbildung l : VR → Z mit

l(v) = (v, p(v)) für alle v ∈ VR.

1.1.5 Lemma. (i) l(v) ≥ 0 für alle v ∈ VR
(ii) l(α) > 0 für alle α ∈ R

(iii) l(w(v)) = l(v) für alle w ∈ W0, v ∈ VR
(iv) (v, p(v′)) = (v′, p(v)) für alle v, v′ ∈ VR
(v) l(α)α̌ = 2p(α) für alle α ∈ R

Beweis. (i): l(v) =
∑

α∈R(v, α̌)2 ≥ 0
(ii): Mit (α, α̌) = 2 folgt die Behauptung aus der Rechnung zu (i).
(iii): Es genügt, den Fall w = sα zu betrachten:

l(sα(v)) =
∑
β∈R

(sα(v), β̌)2 =
∑
β∈R

(v, sα̌(β̌))2 =
∑
β∈R

(v, β̌)2 = l(v)

(iv):
(v, p(v′)) =

∑
α∈R

(v, α̌)(v′, α̌) = (v′, p(v))

(v):

l(α)α̌ =
∑
β∈R

(α, β̌)2α̌ =
∑
β∈R

(α, β̌)((α, β̌)α̌) =
∑
β∈R

(α, β̌)(β̌ − sα̌(β̌))

=
∑
β∈R

(α, β̌)β̌ −
∑
β∈R

(α, β̌)sα̌(β̌) =
∑
β∈R

(α, β̌)β̌ −
∑
β∈R

(sα(α), sα̌(β̌))sα̌(β̌)

=
∑
β∈R

(α, β̌)β̌ +
∑
β∈R

(α, sα̌(β̌))sα̌(β̌) = 2
∑
β∈R

(α, β̌)β̌ = 2p(α)

1.1.6 Corollar. (−α)̌ = −α̌ für alle α ∈ R

Beweis. Nach Lemma 1.1.5 (v) ist:

l(α)α̌ = 2p(α) = −2p(−α) = −l(−α)(− α)̌ = −l(α)(−α)̌

Aus Lemma 1.1.5 (ii) folgt l(α) 6= 0 und damit die Behauptung.
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1.1.7 Satz. p ist ein Isomorphismus.

Beweis. Nach Lemma 1.1.5 (ii) und (v) ist Ř im Bild von p enthalten, das heiÿt
p ist surjektiv, also dimVR ≥ dim V̌R. Wendet man dieses Resultat auf das duale
Wurzeldatum Ř an, so folgt auch die umgekehrte Ungleichung. Insgesamt ist also
dimVR = dim V̌R und p damit bijektiv.

1.1.8 Corollar. Die Form (·, ·) ist auf VR × V̌R nicht ausgeartet.

Beweis. Ist (v, α̌) = 0 für alle α ∈ R, so ist p(v) = 0 und damit v = 0.

Mit Hilfe von Corollar 1.1.8 können wir uns V̌ durch x̌ 7→ (·, x̌) als Dualraum von
VR vorstellen.

1.1.9 Satz. Sei W̌0 die endliche Weylgruppe des dualen Wurzeldatums. Dann gibt
es einen kanonischen Isomorphismus ϕ : W0

∼=−→ W̌0 mit ϕ(sα) = sα̌ für alle α ∈ R.

Beweis. Wir haben den Isomorphismus

ϕ : GL(VR)→ GL(V̌R), f 7→ [(·, v̌) 7→ (f−1(·), v̌)].

Nach Lemma 1.1.4 gilt ϕ(sα) = sα̌. Also hat die Einschränkung aufW0 ihr Bild in W̌0

und ist surjektiv. Auÿerdem ist ϕ|W0 als Einschränkung einer injektiven Abbildung
injektiv, also ein Isomorphismus.

Durch Satz 1.1.9 können wir uns W0 also auch als Gruppe von Automorphismen
auf X̌, V̌R und V̌ vorstellen. Deshalb schreiben wir von nun an sα für sα̌.

1.1.10 Corollar. (i) (·, ·) ist W0-invariant.

(ii) (w(x), x̌) = (x,w−1(x̌))

Beweis. Beide Aussagen folgen induktiv aus Lemma 1.1.4.

1.1.11 Lemma. Sei w ∈ W0. Dann ist

(i) w(x)− x ∈ Q für alle x ∈ X und

(ii) w(v)− v ∈ VR für alle v ∈ V .

Beweis. (i): Sei w = s1 . . . sr mit si = sαi . Wir zeigen die Behauptung per Induktion
nach r. Ist r = 0, so ist w = 1 und w(x)− x = 0 ∈ Q. Im Falle r = 1 erhalten wir

s1(x)− x = (x, α̌)α ∈ Q.

Ist nun r > 1, so können wir induktiv

s2 . . . sr(x)− x ∈ Q
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annehmen. Daraus folgt

w(x)− x = (w(x)− s1w(x)) + (s2 . . . sr(x)− x) ∈ Q,

denn auf den ersten Summanden können wir den Fall r = 1 anwenden und der
zweite ist nach Induktionsannahme in Q enthalten.
Der Beweis von (ii) verläuft analog.

1.1.12 Satz. W0 operiert treu auf R. Insbesondere ist W0 endlich.

Beweis. Sei w ∈ W0 mit w(α) = α für alle α ∈ R und v̌ ∈ V̌ . Dann ist:

(α,w(v̌)− v̌) = (α,w(v̌))− (α, v̌) = (w−1(α), v̌)− (α, v̌) = 0

Aus Lemma 1.1.11 (ii) angewandt auf Ř folgt schon w(v̌) = v̌ und somit w = 1.

1.1.13 Proposition. Für w ∈ W0 und α ∈ R gilt: w(α̌) = (w(α))̌

Beweis. Per Induktion genügt es, den Fall w = sβ zu betrachten:

(sβ(α))̌ =
2

l(sβ(α))
p(sβ(α)) =

2

l(α)

∑
γ∈R

(sβ(α), γ̌)γ̌

=
2

l(α)

∑
γ∈R

(sβ(α), sβ(γ̌))sβ(γ̌) =
2

l(α)

∑
γ∈R

(α, γ̌)sβ(γ̌)

= sβ(
2

l(α)
p(α)) = sβ(α̌)

1.1.14 Lemma. Für α ∈ R und w ∈ W0 gilt: wsαw−1 = sw(α)

Beweis. Für v ∈ V haben wir

wsαw
−1(v) = v − (w−1(v), α̌)w(α) = v − (v, w(α̌))w(α)

= v − (v, w(α)̌)w(α) = sw(α)(v)
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1.2 Basen und positive Systeme

1.2.1 De�nition. Eine Teilmenge B ⊂ R heiÿt Basis, falls gilt:

(i) B ist eine Vektorraumbasis von VR.

(ii) Jedes α ∈ R besitzt eine Darstellung α =
∑

β∈B nββ, wobei alle nβ ganze
Zahlen gleichen Vorzeichens sind.

Wenn wir sagen, dass Zahlen das gleiche Vorzeichen haben, wollen wir stets den
Fall zulassen, dass einige von ihnen 0 sind.
Eine Teilmenge P ⊂ R heiÿt positives System, falls sie genau aus den Wurzeln
besteht, die bezüglich einer Totalordnung �≤� mit den Eigenschaften

(i) x+ z ≤ y + z für alle x, y, z ∈ VR mit x ≤ y und

(ii) 0 ≤ λ x für alle λ ≥ 0, x ≥ 0

positiv sind.

Wir wollen zeigen, dass stets eine Basis existiert. Die Existenz von positiven Syste-
men ist leicht zu sehen:

1.2.2 Bemerkung. Es existiert ein positives System P und für jedes positive Sys-
tem P gilt R = P ∪̇(−P ).

Beweis. Für die Existenz eines positiven Systems genügt es die Existenz einer To-
talordnung zu zeigen. Sei (v1, . . . , vn) eine Vektorraumbasis von VR.
Zu v =

∑n
i=1 λivi und v′ =

∑n
i=1 µivi sei v ≤ v′ genau dann, wenn v = v′ oder

λk < µk, wobei k den minimalen Index mit λk 6= µk bezeichne. Dies ist o�en-
sichtlich eine Totalordnung auf VR mit den Eigenschaften (i) und (ii) aus obiger
De�nition.
Sei nun �≤� eine beliebige Totalordnung mit den Eigenschaften (i) und (ii). Ist
0 ≤ α ∈ R, so folgt −α ≤ 0, denn sonst wäre nach Bedingung (i)

α = 0 + α < (−α) + α = 0.

Also ist für α ∈ R genau eines der Elemente ±α gröÿer gleich 0. Das bedeutet
R = P ∪̇(−P ).

Der folgende Satz ist Corallaire 1.2.6 aus [10] Exposé XXI.

1.2.3 Satz. 〈·, ·〉 = (·, p(·)) ist ein W0-invariantes Skalarprodukt auf VR und indu-
ziert die Norm ‖ · ‖ =

√
l. Es gilt

(v, β̌) =
2〈v, β〉
〈β, β〉

für alle v ∈ V, β ∈ R.
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Beweis. 〈·, ·〉 ist symmetrisch nach Lemma 1.1.5 (iv). Für v ∈ VR gilt

〈v, v〉 = (v, p(v)) =
∑
α∈R

(v, α̌)2 ≥ 0.

Ist 〈v, v〉 = 0, so folgt (v, α̌) = 0 für alle α̌ ∈ Ř und Corollar 1.1.8 impliziert v = 0,
denn V̌R wird von Ř erzeugt. De�nitionsgemäÿ gilt: l(v) = 〈v, v〉 für alle v ∈ VR
und wegen l(v) ≥ 0:

√
l(v) =

√
〈v, v〉

Die angegebene Formel folgt aus Lemma 1.1.5 (v). Die W0-Invarianz sieht man
durch iterierte Anwendung von

〈sα(v), sα(v′)〉 = (sα(v), p(sα(v′))) =
∑
β∈R

(sα(v), β̌)(sα(v′), β̌)

=
∑
β∈R

(v, sα(β̌))(v′, sα(β̌)) =
∑
β∈R

(v, β̌)(v′, β̌)

= (v, p(v′)) = 〈v, v′〉

für alle v, v′ ∈ VR und α ∈ R.

Das auf diese Art und Weise erhaltene Skalarprodukt von Ř bezeichnen wir mit
〈〈·, ·〉〉. Es gilt für α, β ∈ R

(α, β̌) =
2〈〈α̌, β̌〉〉
〈〈α̌, α̌〉〉

.

1.2.4 Bemerkung. Seien α, β ∈ R. Dann sind äquivalent:

(i) 〈α, β〉 = 0

(ii) (α, β̌) = 0

(iii) (β, α̌) = 0

(iv) 〈〈α̌, β̌〉〉 = 0

In diesem Fall nennen wir α und β orthogonal. Andernfalls haben obige Zahlen alle
das gleiche Vorzeichen.

Beweis. Wegen

〈α, α〉
2

(β, α̌) = 〈β, α〉 = 〈α, β〉 =
〈β, β〉

2
(α, β̌) =

〈β, β〉
〈〈α̌, α̌〉〉

〈〈α̌, β̌〉〉

sind all diese Zahlen Vielfache mit positiven rationalen Faktoren voneinander.

Die folgenden drei Lemmata stammen aus [10], Exposé XXI Chap. 2.3 und 3.1.
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1.2.5 Lemma. Seien α, β ∈ R. Dann gilt:

0 ≤ (α, β̌)(β, α̌) ≤ 4.

Sind α und β weder orthogonal noch linear abhängig, so ist

1 ≤ (α, β̌)(β, α̌) ≤ 3

Beweis. (α, β̌)(β, α̌) = 2〈α,β〉
〈β,β〉

2〈α,β〉
〈α,α〉 = 4( 〈α,β〉‖α‖‖β‖)

2

Also ist (α, β̌)(β, α̌) ≥ 0, wobei Gleichheit genau dann gilt, wenn α und β ortho-
gonal sind. Aus der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung folgt (α, β̌)(β, α̌) ≤ 4 mit
Gleichheit genau dann, wenn α und β linear abhängig sind.

1.2.6 Lemma. Seien α, β ∈ R mit α 6= β und (α, β̌) > 0. Dann ist auch α−β ∈ R.

Beweis. Wären α und β linear abhängig, so wäre α = −β, da wir R als reduziert
voraussetzen, und damit (α, β̌) = −2 < 0. Da α und β nach Voraussetzung nicht
orthogonal sind, folgt aus Lemma 1.2.5

(α, β̌)(β, α̌) ∈ {1, 2, 3}.

Folglich ist einer der Faktoren 1. Im Falle (α, β̌) = 1 ist α − β = sβ(α) ∈ R.
Andernfalls erhalten wir α− β = sα(−β) ∈ R.

1.2.7 Lemma. Seien α, α1, . . . , αn ∈ R paarweise verschieden, derart dass es
λ1, . . . , λn ≥ 0 gibt mit α =

∑n
i=1 λiαi. Dann gibt es ein 1 ≤ i ≤ n mit λi 6=

0, (α, α̌i) > 0 und α− αi ∈ R.

Beweis. 2 = (α, α̌) =
∑n

i=1 λi(αi, α̌). Also muss es mindestens ein i mit λi > 0 und
(αi, α̌) > 0 geben. Aus Lemma 1.2.6 folgt α− αi ∈ R.

1.2.8 Lemma. Sei B ⊂ R linear unabhängig. Zu jedem α ∈ R gebe es reelle Zahlen
λβ gleichen Vorzeichens mit α =

∑
β∈B λββ. Dann ist B eine Basis von R.

Beweis. Sei α =
∑

β∈B λββ. Indem wir zu −α übergehen, können wir o.B.d.A.
λβ ≥ 0 für alle β ∈ B annehmen. Sind alle λβ mit Ausnahme eines einzigen von
null verschieden, so ist λα = 1, weil R reduziert ist, und wir haben nichts mehr zu
zeigen.
Sonst ist α /∈ B, da obige Darstellung wegen der linearen Unabhängigkeit von B
eindeutig ist, das heiÿt es gibt mindestens zwei von null verschieden Koe�zienten
λβ. Nach Lemma 1.2.7 gibt es also ein β ∈ B mit α−β = (λβ−1)β+

∑
γ 6=β λγγ ∈ R.

Wegen der linearen Unabhängigkeit von B ist diese Darstellung eindeutig und da ein
λγ gröÿer als null ist, ist auch λβ−1 ≥ 0. Wiederholt man diese Argumentation, sind
nach endlich vielen Schritten alle Koe�zienten null, das heiÿt die ursprünglichen
Koe�zienten λβ sind ganze Zahlen.
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Die nächste Proposition und der darau�olgende Satz sind eine Anpassung des Be-
weises von Theorem 1.3 aus [4], das besagt, dass jedes Wurzelsystem eine Basis
besitzt.

1.2.9 Proposition. Sei P ⊂ R ein positives System und B ⊂ P minimal mit der
Eigenschaft, dass jedes α ∈ P Linearkombination von Elementen aus B mit nicht
negativen Koe�zienten ist. Dann gilt:
〈α, β〉 ≤ 0 für alle α, β ∈ B mit α 6= β.
Insbesondere gilt dies, falls B eine Basis ist.

Beweis. Angenommen, es existierten α, β ∈ B mit 〈α, β〉 > 0 und α 6= β. Dann
wäre sα(β) ∈ P oder sα(β) ∈ −P .
1. Fall: sα(β) ∈ P . Dann gäbe es reelle Zahlen cγ ≥ 0 mit sα(β) =

∑
γ∈B cγ γ. Sei

c = (α, β̌) > 0. Wäre cβ < 1, so folgte

β − cα = sα(β) = cββ +
∑
γ 6=β

cγγ

und damit

(1− cβ)β = cα +
∑
γ 6=β

cγγ.

Also wäre β ∈
∑

γ 6=β R≥0γ im Widerspruch zur Minimalität von von B. Wäre
hingegen cβ ≥ 1, so folgte mit der gleichen Umformung wie im Fall cβ < 1

cα + (cβ − 1)β +
∑
γ 6=β

cγγ = 0.

Aber all diese Summanden wären gröÿer gleich 0 und cα > 0.
2. Fall: sα(β) ∈ −P . Wäre cα + c > 0, so folgte wie oben

(cα + c)α = β +
∑
γ 6=α

(−cγ)γ

und damit α ∈
∑

γ 6=α R≥0γ imWiderspruch zur Minimalität von B. Im Falle cα+c ≤
0 erhielte man durch

β +
∑
γ 6=α

(−cγ)γ − (cα + c)α = 0

einen ähnlichen Widerspruch wie oben.

1.2.10 Satz. (i) Sei P ⊂ R ein positives System. Dann enthält P genau eine
Basis B. Insbesondere existiert stets eine Basis.

(ii) Sei B ⊂ R eine Basis. Dann gibt es genau ein positives System P ⊂ R, welches
B enthält.
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Beweis. (i): Eindeutigkeit: Ist B ⊂ P eine Basis, so lassen sich alle Elemente aus
P \B als Summe von mindestens zwei Elementen von B und damit von P schreiben.
Ist andererseits α = β1 + . . .+ βm ∈ P mit m ≥ 2 und β1, . . . , βm ∈ P , so lässt sich
jedes βi als Summe von Basiselementen schreiben. Also ist α Summe von mindestens
zwei Elementen von B. Weil B linear unabhängig ist, ist diese Darstellung eindeutig,
also ist α kein Element von B. Das heiÿt wir können B charakterisieren als Menge
aller Elemente von P , die sich nicht als Summe von mindestens zwei Elementen von
P schreiben lassen. Dies zeigt die Eindeutigkeit.
Existenz: Sei nun B ⊂ P minimal mit der Eigenschaft, dass es zu jedem α ∈ P reelle
Zahlen nβ gleichen Vorzeichens gibt mit α =

∑
β∈B nββ. Eine solche Teilmenge

existiert, denn P hat diese Eigenschaft und ist endlich. Es ist klar, dass B ein
Erzeugendensystem von VR ist. Angenommen,B wäre in VR nicht linear unabhängig.
Dann gäbe es λβ ∈ R mit ∑

β∈B

λββ = 0,

nicht alle λβ = 0. Wir setzen

µβ =

{
λβ, falls λβ > 0

0 sonst.

Mit

νβ =

{
−λβ, falls λβ ≤ 0

0 sonst

folgt
v :=

∑
β∈B

µββ =
∑
β∈B

νββ > 0.

Weiter gilt 0 ≤ 〈v, v〉 =
∑

β,γ∈B λβνγ〈β, γ〉 ≤ 0 nach Proposition 1.2.9. Das bedeutet
aber v = 0, was ausgeschlossen war. Also ist B eine Basis von VR. Nach Lemma
1.2.8 ist B eine Basis von R.
(ii): Die Eindeutigkeit folgt daraus, dass die positiven Wurzeln genau die Wurzeln
sind, die Summe von Elementen von B sind. Die Existenz eines solchen positiven
Systems sieht man wie im Beweis von Bemerkung 1.2.2.

Von nun an betrachten wir ein Wurzeldatum R = (X, X̌,R, Ř, B) mit ausgezeich-
neter Basis B. Eine Wurzel α =

∑
β∈B nββ heiÿt positiv, falls alle nβ ≥ 0 sind,

und sonst negativ. Die zugehörigen Menge der positiven und negativen Wurzeln
bezeichnen wir mit R+ und R−.

1.2.11 Proposition. B̌ = {β̌ : β ∈ B } ist eine Basis von Ř und es gilt:

Ř+ = (R+)̌

Beweis. Sei α =
∑

β∈B nββ ∈ R. Aus Lemma 1.1.5 (v) folgt

α̌ =
2p(α)

l(α)
=

∑
β ∈B

2nβ
l(α)

p(β) =
∑
β∈B

l(β)

l(α)
nββ̌.
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Also ist B̌ ein Erzeugendensystem von V̌R und wegen dimVR = dim V̌R auch linear
unabhängig. Da all diese Koe�zienten reelle Zahlen gleichen Vorzeichens sind, ist
B̌ nach Lemma 1.2.8 eine Basis des dualen Wurzeldatums Ř. Wegen l(β)

l(α)
> 0 ist α

genau dann positiv, wenn α̌ positiv ist.
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1.3 Irreduzible Wurzeldaten

Als erstes setzen wir 〈·, ·〉 zu einem Skalarprodukt auf V fort.

1.3.1 Satz. Es existiert ein W0-invariantes Skalarprodukt auf V , welches 〈·, ·〉 fort-
setzt.

Beweis. Wir ergänzen B = {β1, . . . , βm} zu einer Basis {β1, . . . , βn} von V und
setzen

〈βi, βj〉 := δi,j, falls i > m oder j > m.

Dies ist o�ensichtlich ein Skalarprodukt auf V . Für v, v′ ∈ V sei nun

〈v, v′〉′ = 1

#W0

∑
w∈W0

〈w(v), w(v′)〉.

Dies de�niert o�enbar eine W0-invariante symmetrische positiv semide�nite Biline-
arform auf V . Ist nun v ∈ V mit 0 = 〈v, v〉′ = 1

#W0

∑
w∈W0

〈w(v), w(v)〉, so sind alle
Summanden nicht negativ, müssen also schon 0 sein. Insbesondere folgt 〈v, v〉 = 0
und damit v = 0. Sei nun v ∈ VR. Aus der W0-Invarianz der Einschränkung von
〈·, ·〉 folgt dann für v, v′ ∈ VR

〈v, v′〉′ = 1

#W0

∑
w∈W0

〈w(v), w(v′)〉 =
1

#W0

∑
w∈W0

〈v, v′〉 = 〈v, v′〉,

das heiÿt 〈·, ·〉′ setzt die Einschränkung von 〈·, ·〉 auf VR × VR fort.

Wir �xieren nun ein solches W0-invariantes Skalarprodukt von V und bezeichnen
dieses auch mit 〈·, ·〉.

1.3.2 De�nition. R heiÿt irreduzibel, falls es keine nicht leeren TeilmengenR1, R2 ⊂
R mit 〈R1, R2〉 = 0 und R = R1∪̇R2 gibt.
Wir sagen (X, X̌,R, Ř, B) ist die direkte Summe der Ri = (Xi, X̌i, Ri, Ři, Bi), falls:
X = X1 ⊕ X2, X̌ = X̌1 ⊕ X̌2, R = R1∪̇R2, Ř = Ř1∪̇Ř2, B = B1∪̇B2 und
〈R1, R2〉 = 0.
Wir schreiben in diesem Fall R = R1 ⊕R2.

1.3.3 Lemma. Sei B = B1∪̇B2, B1, B2 6= ∅ und 〈B1, B2〉 = 0. Dann ist R nicht
irreduzibel.

Beweis. Es genügt, zu zeigen, dass jede Wurzel von der Form
∑

β∈Bi nββ für i = 1
oder i = 2 ist. Angenommen es gäbe eine Wurzel

α =
∑
β∈B1

nββ +
∑
β∈B2

nββ,

so dass beide Summen von 0 verschieden sind. Insbesondere wäre dann α /∈ B. Indem
wir α möglicherweise durch −α ersetzen, könnten wir annehmen, dass α positiv ist.
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Durch iterierte Anwendung von Lemma 1.2.7 könnten wir α1 =
∑

β∈B1
nββ ∈ B1

oder
∑

β∈B2
nββ ∈ B2 annehmen. Wir könnten o.B.d.A. von der ersten Situation

ausgehen. Dann wäre aber

sα1(α) = −α1 +
∑
β∈B2

nββ

weder positiv noch negativ.

1.3.4 De�nition. Zu R = (X, X̌,R, Ř, B) heiÿt Re = (Q, Q̌, R, Ř, B) der wesent-
liche Anteil von R. Ein Wurzeldatum R heiÿt wesentlich, falls R = Re.

1.3.5 Satz. Jedes wesentliche Wurzeldatum ist direkte Summe irreduzibler wesent-
licher Wurzeldaten.

Beweis. Sei R = (Q, Q̌, R, Ř, B) nicht irreduzibel. Dann gibt es nicht leere Teil-
mengen R1, R2 ⊂ R mit 〈R1, R2〉 = 0 und R = R1∪̇R2. Seien nun Q1 und Q2 die
von R1 bzw. R2 erzeugten Untermoduln von Q. Dann ist 〈Q1, Q2〉 = 0 und daher
Q1 ∩ Q2 = 0. Andererseits ist Q1 + Q2 = Q, denn B ist in Q1 ∪ Q2 enthalten.
Insgesamt erhalten wir

Q = Q1 ⊕Q2.

Nach Bemerkung 1.2.4 ist auch 〈〈Ř1, Ř2〉〉 = 0 und wir können Q̌ = Q̌1⊕ Q̌2 analog
zerlegen. Nach dem Elementarteilersatz sind die Qi und Q̌i wieder freie, endlich
erzeugte Z-Moduln. Der Rang dieser Moduln ist nicht 0, denn die Ri sind nicht
leer. Aus dem Beweis von Lemma 1.3.3 geht hervor, dass Bi = B ∩ Ri wieder eine
Basis von (Qi, Q̌i, Ri, Ři) ist. Mit den Einschränkungen von α 7→ α̌ und (·, ·) sind
die Ri = (Qi, Q̌i, Ri, Ři, Bi) also wieder wesentliche Wurzeldaten, wobei der Rang
der Qi kleiner ist als der von Q.
Aus dieser Beobachtung folgt per Induktion nach dem Rang von Q die Behauptung.

1.3.6 De�nition. Seien α1, α2 ∈ R. Wir schreiben α̌1 � α̌2, falls es nβ ∈ Z≥0 gibt
mit α̌2 − α̌1 =

∑
β∈B nββ̌.

Diese Relation ist eine partielle Ordnung auf Ř. Sei Rm die Menge aller Wurzeln α,
für die α̌ minimal ist. Der folgende Satz ist Theorem 11-2 in [5].

1.3.7 Satz. Ist R irreduzibel, so gibt es genau ein minimales Element bezüglich �.

Beweis. Die Existenz eines minimalen Elements ist klar. Sei nun α ∈ R minimal.
Dann ist α negativ und insbesondere kein Element von B. Für jedes β ∈ B haben
wir dann α̌− β̌ /∈ Ř, denn sonst wäre α̌− β̌ ≺ α̌. Deshalb gilt

〈α, β〉 ≤ 0
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nach Lemma 1.2.6 und Bemerkung 1.2.4. Wegen α 6= 0 gibt es ein β0 ∈ B mit

〈α, β0〉 < 0.

Schreibe nun α =
∑

β∈B nββ. Wir zeigen, dass bereits alle nβ < 0 sind. Es ist klar,
dass die nβ nicht positiv sind. Sei nun B1 = {β ∈ B : nβ < 0} und B2 = {β ∈ B :
nβ = 0}. Wäre B2 nicht leer, so gäbe es nach Proposition 1.2.9 und Lemma 1.3.3
β1 ∈ B1 und β2 ∈ B2 mit 〈β1, β2〉 < 0 und damit 〈β2, α〉 > 0. Dies widerspräche
obiger Feststellung.
Sei nun α̃ ein weiteres minimales Element und β̃0 ∈ B mit 〈α̃, β̃0〉 < 0. Dann folgt
aus den obigen Überlegungen

〈α, α̃〉 = 〈
∑
β∈B

nββ, α̃〉 =
∑
β∈B

nβ〈β, α̃〉 ≥ nβ̃0
〈β̃0, α̃〉 > 0

und damit aus Lemma 1.2.6 α̌ = ˇ̃α oder α̌ − ˇ̃α ∈ Ř. Wäre Letzteres der Fall, so
wäre auch ˇ̃α − α̌ = −(α̌ − ˇ̃α) ∈ Ř im Widerspruch zur Minimalität von α oder α̃,
denn eine der Di�erenzen wäre positiv. Also folgt α̌ = ˇ̃α und damit α = α̃.

1.3.8 Corollar. Sei R irreduzibel und α ∈ R die minimale Wurzel. Dann ist α
negativ und für alle β ∈ R+ gilt:

〈α, β〉 ≤ 0

Beweis. Die erste Aussage haben wir im Beweis zu Satz 1.3.7 gesehen. Weiterhin
haben wir gesehen, dass

〈α, γ〉 ≤ 0 für alle γ ∈ B.

Schreibt man β =
∑

γ∈B nγγ, alle nγ ≥ 0, so folgt die Behauptung.

1.3.9 De�nition. Zu α̌ =
∑

β∈B nβ β̌ ∈ Ř heiÿt ht(α̌) =
∑

β∈B nβ die Höhe von
α̌.

Die Höhe ermöglicht eine induktive Argumentation. Aus Satz 1.3.7 folgt, dass jedes
irreduzible Wurzeldatum genau ein Element α̌ minimaler Höhe hat. Dann ist −α̌
das eindeutig bestimmte Element maximaler Höhe in Ř.

Jetzt können wir mit Hilfe des Spezialfalls eines irreduziblen Wurzeldatums den
allgemeinen Fall verstehen:

1.3.10 Satz. Sei Re = R1 ⊕ . . . ⊕ Rn eine Zerlegung in irreduzible Wurzeldaten
und α(i)

0 die minimale Wurzel von Ri. Dann ist

Rm = {α(1)
0 , . . . , α

(n)
0 }.

Beweis. Sei Ri = (Xi, X̌i, Ri, Ři, Bi) und α0 ∈ Rm. Dann ist α0 ∈ Ri für ein i und
daher schon α

(i)
0 � α0. Wegen der Minimalität von α0 gilt sogar Gleichheit. Das
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heiÿt es kann nicht mehr minimale Wurzeln als die α(i)
0 geben.

Sei hingegen α ∈ R mit α � α
(i)
0 . Dann gibt es ein 1 ≤ j ≤ n mit α ∈ Rj. Wäre

nun i 6= j, so könnten wir

α̌
(i)
0 − α̌ =

∑
β∈Bi

nββ̌ +
∑
β∈Bj

nββ̌

schreiben und wegen α̌(i)
0 ∈ Ř− gäbe es ein β ∈ Bi mit nβ < 0 im Widerspruch zu

α̌ � α̌
(i)
0 . Also muss α schon in Ri liegen und aus der Minimalität von α̌

(i)
0 in Ri

folgt α = α
(i)
0 .





Kapitel 2

Weylgruppen

2.1 Die endliche Weylgruppe

Wir betrachten weiterhin ein �xiertes Wurzeldatum R = (X, X̌,R, Ř, B) mit aus-
gezeichneter Basis B. Unser Ziel ist es, zu zeigen, dass W0 von den Spiegelungen
S0 = {sα : α ∈ B} erzeugt wird. Dabei gehen wir vor wie in [5] Chap. 3-6 und 4-1.

2.1.1 Lemma. Für α ∈ B gilt:

sα(R+ \ {α}) = R+ \ {α}

Beweis. Sei β =
∑

γ∈B nγγ ∈ R+ und β 6= α. Weil R reduziert ist, ist nγ0 > 0 für
ein γ0 6= α. Durch Anwenden von sα sehen wir:

sα(β) = β − (β, α̌)α =
∑
γ∈B

ñγγ

Also ist ñγ0 = nγ0 > 0 und damit sα(β) ∈ R+: Wäre nun sα(β) = α, so wäre
β = sα(sα(β)) = −α ∈ R−. Weil sα injektiv ist und R+ \ {α} endlich, schränkt sich
sα zu einer Bijektion auf R+ \ {α} ein.

Das folgende Lemma ermöglicht uns eine induktive Argumentation:

2.1.2 Lemma. Sei α ∈ R+ \B. Dann gibt es ein s ∈ S0 mit ht(s(α)) < ht(α) und
s(α) ∈ R+.

Beweis. Wegen (α, α̌) = 2 gibt es ein β ∈ B mit (β, α̌) > 0. Aus

sβ(α̌) = α̌− (β, α̌)β̌

folgt ht(sβ(α)) = ht(α)− (β, α̌) < ht(α). Aus Lemma 2.1.1 folgt die zweite Behaup-
tung.

17
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2.1.3 Satz. W0 wird von S0 erzeugt.

Beweis. SeiW ′
0 die von S0 erzeugte Untergruppe vonW0 und sα ∈ W0 ein beliebiger

Erzeuger. Wegen sα = s−α dürfen wir annehmen, dass α bereits positiv ist. Per
Induktion nach ht(α) folgt aus Lemma 2.1.2, dass es ein w ∈ W ′

0 gibt mit w(α) =
β ∈ B. Nach Lemma 1.1.14 ist sα = sw−1(β) = w−1sβw ∈ W ′

0.

Wir werden die Aussage des letzten Satzes nun weiter verschärfen. Als nächstes
zeigen wir, dass (W0, S0) ein Coxeter-System ist, das heiÿt

- W0
∼= 〈S0 : (sαsβ)m(α,β) = 1〉,

- m(α, α) = 1 für alle α ∈ B und

- m(α, β) ≥ 2 für alle α, β ∈ B mit α 6= β,

wobei m(α, β) die Ordnung von sαsβ in W0 sei. Die folgenden Sätze, mit Ausnahme
von Proposition 2.1.13, bis einschlieÿlich Satz 2.1.15 stammen dabei aus Chap. 1.4-
1.9 in [4].

2.1.4 De�nition. Für w ∈ W0 heiÿt

l(w) = min {r ∈ N : Es existieren s1, . . . , sr ∈ S0 mit w = s1 . . . sr}

die Länge von w. Ein Ausdruck der Form

w = s1 . . . sr

heiÿt reduziert, falls r = l(w).

2.1.5 Bemerkung. Für w ∈ W0 gilt:

(i) l(w) = 1 genau dann, wenn w = sα ∈ S0.

(ii) l(w) = l(w−1)

(iii) det(w) = (−1)r, falls w = s1 . . . sr

Beweis. (i) ist klar.
(ii): Ist w = s1 . . . sr, so ist w−1 = sr . . . s1 und damit l(w−1) ≤ l(w). Per Symmetrie
folgt bereits Gleichheit.
(iii): Für α ∈ R ist sα(α) = −α. Andererseits besteht der Kern der Linearform
(·, α̌) aus Eigenvektoren zum Eigenwert 1 und hat Dimension dimVR− 1. Also gilt:
det(sα) = −1. Die Multiplikativität der Determinante zeigt die Behauptung.

2.1.6 De�nition. Sei w ∈ W0. Wir setzen

n(w) = #(R+ ∩ w−1(R−)).

Wir werden nun zeigen, dass l = n ist.
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2.1.7 Lemma. Für α ∈ B und w ∈ W0 gilt:

(i) n(w) = n(w−1)

(ii) Ist w(α) ∈ R+, so ist n(wsα) = n(w) + 1.

(iii) Ist w(α) ∈ R−, so ist n(wsα) = n(w)− 1.

(iv) Ist w−1(α) ∈ R+, so ist n(sαw) = n(w) + 1.

(v) Ist w−1(α) ∈ R−, so ist n(sαw) = n(w)− 1.

Beweis. (i): R+ ∩ w−1(R−) = w−1(w(R+) ∩R−) = −w−1(R+ ∩ w(R−))
(ii): Es folgt unter Benutzung von Lemma 2.1.1:

R+ ∩ (wsα)−1R− = R+ ∩ sαw−1R− = sα(sα(R+) ∩ w−1R−)

= sα(({−α}∪̇R+ \ {α}) ∩ w−1R−)

= {α} ∪̇sα(R+ ∩ w−1R−)

(iii):

R+ ∩ (wsα)−1R− = sα(({−α}∪̇R+ \ {α}) ∩ w−1R−) = sα(R+ \ {α} ∩ w−1R−)

Das heiÿt: {α}∪̇sα(R+ ∩ (wsα)−1R−) = R+ ∩ w−1R−

(iv) und (v) folgen, aus (ii) und (iii), indem man w durch w−1 ersetzt und (i)
anwendet.

2.1.8 Corollar. Sei w ∈ W0. Dann ist n(w) ≤ l(w).

Beweis. Es gilt n(1) = l(1) = 0. Nach Lemma 2.1.7 kann n(w) bei jeder Multiplikati-
on mit einem sα höchstens um 1 gröÿer werden. Induktiv folgt die Behauptung.

2.1.9 Satz. Sei w = s1 . . . sr ∈ W0, s1 = sα1 , . . . , sr = sαr ∈ S0 mit positiven
Wurzeln αi und n(w) < r. Dann gibt es 1 ≤ i < j ≤ r mit:

(i) αi = si+1 . . . sj−1(αj)

(ii) si+1 . . . sj−1 = si . . . sj

(iii) w = s1 . . . ŝi . . . ŝj . . . sr

Dabei folgen die Aussagen (ii) und (iii) auch ohne die Voraussetzung n(w) < r aus
der Gleichung in (i).

Beweis. (i): Wegen n(w) < r gibt es nach Lemma 2.1.7 ein j ≤ rmit s1 . . . sj−1(αj) ∈
R−. Aus αj ∈ R+ folgt, dass es ein i < j mit

si . . . sj−1 (αj) ∈ R−

aber
si+1 . . . sj−1 (αj) ∈ R+.
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Dies ist nach Lemma 2.1.1 aber nur dann möglich, wenn αi = si+1 . . . sj−1(αj).
(ii) und (iii): Sei w′ = si+1 . . . sj−1. Aus (i) und Lemma 1.1.14 folgt dann

si = sαi = w′sαjw
′−1 = si+1 . . . sj−1sjsj−1 . . . si+1.

Dies impliziert
si . . . sj = si+1 . . . sj−1,

was (ii) und (iii) zur Folge hat.

2.1.10 Corollar. Sei s1 . . . sr reduziert mit si = sαi und αi ∈ B. Dann sind die
Elemente

{α1, s1(α2), . . . , s1 . . . sr−1(αr)}

paarweise verschieden.

Beweis. Angenommen zwei dieser Elemente wären gleich, das heiÿt, es existieren
1 ≤ i < j ≤ r mit

s1 . . . si−1(αi) = s1 . . . sj−1(αj).

Dann wäre auch
−αi = si(αi) = si+1 . . . sj−1(αj)

und damit nach Satz 2.1.9 wegen si = sαi = s−αi

s1 . . . sr = s1 . . . ŝi . . . ŝj . . . sr.

2.1.11 Corollar. Für w ∈ W0 ist n(w) = l(w).

Beweis. Wir wissen bereits, dass n(w) ≤ l(w) ist. Wäre w = s1 . . . sr reduziert und
n(w) < l(w) = r, könnten wir w nach Satz 2.1.9 als Produkt von r−2 Spiegelungen
schreiben.

Wir können zu w ∈ W0 die positiven Wurzeln α mit w(α) ∈ R− sogar explizit
angeben:

2.1.12 Lemma. Sei w = s1 . . . sr reduziert, si = sαi, βi = sr . . . si+1(αi) für
1 ≤ i < r und βr = αr. Dann ist

R+ ∩ w−1R− = {β1, . . . , βr}.

Beweis. Wir zeigen dies per Induktion nach r. Für r = 0 ist die Aussage klar. Wir
können also annehmen, dass für w′ = s1 . . . sr−1 und βi

′ = sr−1 . . . si+1(αi) bereits
gilt:

R+ ∩ w′−1R− = {β′1, . . . , β′r−1}
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Für 1 ≤ i < r ist αr 6= β′i, denn sonst wäre si+1 . . . sr−1(αr) = αi und s1 . . . sr nicht
reduziert nach Satz 2.1.9. Wegen Lemma 2.1.1 ist deshalb βi = sr(β

′
i) ∈ R+. Nach

Voraussetzung ist αr = βr ∈ R+. Wir haben also gesehen, dass

{β1, . . . , βr} ⊂ R+.

Weiterhin gilt w(βi) = w′(β′i) ∈ R− für 1 ≤ i < r und w(βr) = w′sr(αr) =
−w′(αr) ∈ R−, denn αr /∈ {β′1, . . . , β‘r−1}, das heiÿt w′(αr) ∈ R+. Insgesamt folgt:

{β1, . . . , βr} ⊂ R+ ∩ w−1R−

Indem wir Corollar 2.1.10 auf w−1 anwenden, sehen wir, dass die βi paarweise ver-
schieden sind. Wegen #R+ ∩ w−1R− = l(w) = r folgt die Gleichheit.

2.1.13 Proposition. Seien v, w ∈ W0 mit

R+ ∩ v−1R− = R+ ∩ w−1R−.

Dann ist schon v = w.

Beweis. Wir zeigen die Behauptung per Induktion nach r = l(v) = l(w). Sei v =
s1 . . . sr, w = s′1, . . . , s

′
r, si = sαi und s

′
i = sβi . Nach Lemma 2.1.12 ist also

{sr . . . s2(α1), . . . , αr} = {s′r . . . s′2(β1), . . . , βr}.

Es gibt also ein σ ∈ Sr mit

sr . . . si+1(αi) = s′r . . . s
′
σ(i)+1(βσ(i)) für alle 1 ≤ i ≤ r.

Aus
βσ(r) = s′σ(r)+1 . . . s

′
r(αr) = s′σ(r)+1 . . . s

′
rsrsr(αr)

folgt mit Satz 2.1.9

w = s′1 . . . s
′
r = s′1 . . . s

′
rsrsr = s′1 . . . ŝ

′
σ(r) . . . s

′
rsr.

Sei nun w′ = s′1 . . . ŝ
′
σ(r) . . . s

′
r und v

′ = s1 . . . sr−1. Es genügt o�enbar, v′ = w′ zu
zeigen. Dies folgt aus der Induktionsvoraussetzung und

R+ ∩ v′−1R− = {αr−1, . . . , sr−1 . . . s2(α1)} = sr(R
+ ∩ v−1R−) \ {−αr}

= sr(R
+ ∩ w−1R−) \ {−αr}

= sr{αr, sr(βr), . . . , srs′r . . . ŝσ(r) . . . s
′
2(β1)} \ {−αr}

= {βr, . . . , s′r . . . ŝ′σ(r) . . . s
′
2(β1)} = R+ ∩ w′−1R−.
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Wir können jetzt zeigen, dass (W0, S0) ein Coxeter System ist. Sei dazu

T = {tα : α ∈ B},

F die freie Gruppe mit Erzeugendensystem T und π der durch π(tα) = sα festgelegte
Homomorphismus von F nach W0. Zu einem Element si = sαi sei stets ti = tαi der
zugehörige Erzeuger von F und für αi, αj ∈ B sei m(αi, αj) = m(i, j) die Ordnung
von sisj in W0. Weiterhin sei N der kleinste Normalteiler, der alle Elemente der
Form (tαtβ)m(α,β) (α, β ∈ B) enthält. Wir müssen also zeigen:

W0
∼= F/N

Wir stellen zunächst fest, dass aus s1 . . . sr = 1 mit Bemerkung 2.1.5 (iii) folgt, dass
r gerade ist.

2.1.14 Lemma. Sei r = 2q eine gerade natürliche Zahl. Für alle r′ < r folge
aus s1 . . . sr′ = 1 schon t1 . . . tr′ ∈ N . Dann folgt aus jeder Relation der Form
s1 . . . sr = 1

t1 . . . tr ∈ N
oder

s1 . . . sq = s2 . . . sq+1.

Beweis. Sei s1 . . . sr = 1. Dann gilt:

s1 . . . sq+1 = sr . . . sq+2

Also ist die linke Seite nicht reduziert. Es gibt also Indizes 1 ≤ i < j ≤ q + 1 mit

s1 . . . sq+1 = s1 . . . ŝi . . . ŝj . . . sq+1

und daher
si . . . sj = si+1 . . . sj−1

und
si . . . sj−1sjsj−1 . . . si+1 = 1.

Dies ist ein Produkt von 2(j − i) Spiegelungen. Wir unterscheiden im Folgenden
zwei Fälle:
1. Fall: 2(j − i) < r: Dann ist nach Voraussetzung n = ti . . . tj−1tjtj−1 . . . ti+1 ∈ N .
Es folgt unter Benutzung der Tatsache, dass tαtα ∈ N für alle α ∈ B:

t1 . . . tr ≡ t1 . . . trn ≡ t1 . . . tinti+1 . . . tr

≡ t1 . . . titi . . . tj−1tjtj−1 . . . ti+1ti+1 . . . tr

≡ t1 . . . t̂i . . . t̂j . . . tr ≡ 1 mod N

Die letzte Kongruenz folgt aus s1 . . . ŝi . . . ŝj . . . sr = s1 . . . sr = 1.
2. Fall: 2(j − i) ≥ r: Dies ist nur möglich, falls i = 1 und j = q + 1. Dies bedeutet
aber:

s1 . . . sq = s2 . . . sq+1
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2.1.15 Satz. W0
∼= F/N

Beweis. Weil W0 von S0 erzeugt wird, ist π surjektiv und aus der De�nition der
m(α, β) folgt N ⊂ ker(π). Die andere Inklusion zeigen wir induktiv: Sei

tε11 . . . t
εr
r ∈ ker(π) mit ε1, . . . , εr ∈ {±1},

das heiÿt s1 . . . sr = 1. Wegen t2i ∈ N für 1 ≤ i ≤ r genügt es, den Fall ε1 = . . . =
εr = 1 zu betrachten.
Dann ist r = 2q eine gerade natürliche Zahl. Ist r = 2, so heiÿt das s1s2 = 1 und
damit s1 = s2, also

t1t2 = t21 ∈ N.

Wir können induktiv annehmen, dass für jedes Element t′1 . . . t
′
r′ ∈ ker(π) mit r′ < r

schon t′1 . . . t
′
r′ ∈ N folgt. Auÿerdem können wir uns auf den Fall r ≥ 4 beschränken.

Insbesondere ist dann immer q + 2 ≤ r. Wir können annehmen, dass

ti . . . trt1 . . . ti−1 /∈ N für alle 1 ≤ i ≤ r.

Andernfalls ist nämlich auch
t1 . . . tr ∈ N,

denn aus
ti . . . trt1 . . . ti−1 ∈ N

folgt

t1 . . . tr = t1 . . . ti−1ti . . . trt1 . . . ti−1t
−1
i−1 . . . t

−1
1

= (t1 . . . ti−1)ti . . . trt1 . . . ti−1(t1 . . . ti−1)−1 ∈ N.

Wir wenden nun Lemma 2.1.14 auf die Gleichung

s2 . . . srs1 = 1

an und erhalten
s2 . . . sq+1 = s3 . . . sq+2, (2.1)

woraus
s3s2s3 . . . sq+1sq+2sq+1 . . . s4 = 1

folgt. Im Falle
n = t3t2t3 . . . tq+1tq+2tq+1 . . . t4 ∈ N

wäre auch

t1 . . . tr ≡ t1t3nt4 . . . t̂q+2tq+3 . . . tr ≡ t1t̂2t3 . . . t̂q+2 . . . tr mod N. (2.2)

Aus Gleichung (2.1) folgte

s1ŝ2s3 . . . ŝq+2 . . . sr = s1 . . . sr = 1
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und damit aus der Induktionsvoraussetzung und Gleichung (2.2) t1 . . . tr ∈ N . Wir
dürfen also Lemma 2.1.14 anwenden und annehmen, dass bereits

s3s2 . . . sq = s2 . . . sq+1

gilt. Andererseits folgt aus
s1 . . . sr = 1

auch
s1 . . . sq = s2 . . . sq+1

und zusammen:
s1 = s3.

Wendet man obiges Verfahren auf die Gleichungen

s
(j)
1 . . . s(j)

r = 1

mit s(j)
i = s(i+j) mod r an, so folgt: s1 = s3 . . . = sr−1 und s2 = s4 . . . = sr. Wir

sehen also
s1 . . . sr = (s1s2)q = 1

und damit folgt aus der De�nition von N

t1 . . . tr = (t1t2)q ∈ N.

2.1.16 Satz. (W0, S0) ist ein Coxeter-System.

Beweis. Die Hauptarbeit haben wir schon mit Satz 2.1.15 geleistet. Wir wissen
auch, dass für α ∈ B m(α, α) = 1 ist. Es bleibt also noch zu zeigen:

m(α, β) 6= 1 für α 6= β

Wäre dies nicht nicht der Fall, so wäre sαsβ(−β) = −β ∈ R−. Andererseits ist aber
nach Lemma 2.1.1 sαsβ(−β) = sα(β) ∈ R+.

Als nächstes werden wir die Operation von W0 auf V studieren. Dabei gehen wir
vor wie in [5], Chap. 4-5 und 4-6. Corollar 2.1.20 ist Proposition 11-2 in [5]. Für
α ∈ R sei

Hα = {v ∈ V : (v, α̌) = 0}

die zu α orthogonale Hyperebene und

H = {Hα : α ∈ R} = {Hα : α ∈ R+}

die Menge dieser Hyperebenen. Die Zusammenhangskomponenten von

V # = V \
⋃
H∈H

H
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heiÿen Weylkammern. Ist C eine Weylkammer, so ist

(C, α̌) ⊂ R<0 oder (C, α̌) ⊂ R>0 für alle α ∈ R,

denn (C, α̌) ⊂ R× und (·, α̌) ist stetig und damit ist das Bild einer Zusammenhangs-
komponente zusammenhängend. Wir sagen Hα trennt zwei Weylkammern C und
D, falls für c ∈ C, d ∈ D die Werte (c, α̌) und (d, α̌) unterschiedliches Vorzeichen
haben. Nach obiger Überlegung hängt das nicht von der Wahl von c und d ab.

2.1.17 Lemma. (i) C0 = {v ∈ V : (v, α̌) > 0 für alle α ∈ R+} ist eine Weyl-
kammer.

(ii) W0 operiert auf der Menge der Weylkammern.

(iii) Für jede Weylkammer C und α ∈ R haben wir

(C, α̌) ⊂ R<0 oder (C, α̌) ⊂ R>0.

Beweis. (i): O�ensichtlich ist C0 in V # enthalten. Sei {vβ : β ∈ B} die durch
(vβ, α̌) = δα,β de�nierte Basis von VR und v =

∑
β∈B vβ. Dann ist für α̌ =

∑
β ∈B nββ̌ ∈

Ř+

(v, α̌) =
∑
β∈B

nβ = ht(α̌) > 0.

Also ist C0 nicht leer. Da C0 konvex ist, ist C0 auch zusammenhängend. Ist nun
v ∈ V # \C0, so gibt es ein α ∈ R+ mit (v, α̌) < 0. Das heiÿt v liegt in einer anderen
Zusammenhangskomponente als C0. Folglich ist C0 bereits eine ganze Zusammen-
hangskomponente.
(ii): Da (·, ·) W0-invariant ist, wird V # von jedem w ∈ W0 in sich selbst abgebildet.
Da w aber ein Homöomorphismus ist, permutiert es die Zusammenhangshompo-
nenten.
(iii) haben wir bereits oben gesehen.

Jetzt können wir der Länge des Coxeter-Systems (W0, S0) eine weitere geometrische
Bedeutung geben:

2.1.18 Satz. Für alle w ∈ W0 gilt:

l(w) = #{H ∈ H : H trennt C0 und wC0}

Beweis. Sei α ∈ R+. Dann trennt Hα C0 und wC0 genau dann, wenn (wC0, α̌) =
(C0, w

−1α̌) ⊂ R<0 oder mit anderen Worten w−1(α) ∈ R−. Es folgt:

#{H ∈ H : H trennt C0 und wC0} = #(R+ ∩ wR−) = l(w−1) = l(w)

2.1.19 Satz. W0 operiert einfach transitiv auf der Menge der Weylkammern.
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Beweis. Wir zeigen zunächst die Transitivität der Operation. Sei C eine Weylkam-
mer. Es genügt zu zeigen, dass es ein w ∈ W0 gibt mit wC = C0. Wir �xieren ein
v0 ∈ C0, ein v ∈ C und dazu ein w ∈ W0, so dass ‖w(v) − v0‖ minimal ist. Es
genügt zu zeigen, dass w(v) ∈ C0, denn dann ist wC ∩ C0 6= ∅ und weil beides
Zusammenhangskomponenten sind, erhalten wir wC = C0.
Angenommen, w(v) wäre kein Element von C0. Dann gäbe es ein α ∈ R+ mit
(w(v), α̌) < 0. Wir erhielten dann aber

‖sαw(v)− v0‖2 = 〈sαw(v)− v0, sαw(v)− v0〉
= 〈sαw(v), sαw(v)〉 − 2〈sαw(v), v0〉+ 〈v0, v0〉
= 〈w(v), w(v)〉 − 2〈w(v)− (w(v), α̌)α, v0〉+ 〈v0, v0〉
= 〈w(v), w(v)〉 − 2〈w(v), v0〉+ 〈v0, v0〉+ 2(w(v), α̌)〈α, v0〉
= 〈w(v)− v0, w(v)− v0〉+ 2(w(v), α̌)〈α, v0〉
< ‖w(v)− v0‖2

im Widerspruch zur Minimalität von ‖w(v)− v0‖.
Dass die Operation frei ist, zeigen wir zuerst für einen Spezialfall. Sei w ∈ W0 mit
wC0 = C0. Dann gibt es keine Hyperebenen, welche C0 und wC0 trennen. Daher
folgt l(w) = 0 und damit w = 1. Sei nun C = w′C0 eine beliebige Weylkammer und
wC = C. Dann folgt aus ww′C0 = w′C0: w′−1ww′C0 = C0 und damit aus obigem
Spezialfall w = 1.

Die Transitivität der Operation hat noch eine interessante Konsequenz für minimale
Wurzeln:

2.1.20 Corollar. Sei R irreduzibel und α ∈ R die minimale Wurzel. Dann ist

‖α̌‖ ≥ ‖β̌‖ für alle β ∈ R.

Dabei bezeichne ‖ · ‖ die Norm des dualen Wurzeldatums auf V̌ .

Beweis. Sei 〈〈·, ·〉〉 das vom dualen Wurzeldatum auf V̌ induzierte Skalarprodukt
und β ∈ R. Dann gibt es eine Weylkammer Č ⊂ V̌ mit β̌ ∈ ¯̌C. Weil W0 transitiv
auf den Weylkammern von V̌ operiert, gibt es ein w ∈ W0 mit wČ = −Č0 und
daher w(β̌) ∈ − ¯̌C0 = {v̌ ∈ V̌ : 〈〈γ̌, v̌〉〉 ≤ 0 für alle γ ∈ R+}. Da das Skalarprodukt
und damit die Norm W0-invariant ist, können wir also o.B.d.A. annehmen, dass β
schon in − ¯̌C0 liegt. Nach De�nition von α ist α̌ � β̌ und daher

〈〈v̌, β̌ − α̌〉〉 ≥ 0 für alle v̌ ∈ ¯̌C0.

Nach Corollar 1.3.8 ist α̌ ∈ − ¯̌C0. Wir können die Ungleichung also auf −α̌ und −β̌
anwenden. Damit folgt:

〈〈α̌, α̌〉〉 ≥ 〈〈α̌, β̌〉〉 ≥ 〈〈β̌, β̌〉〉
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2.2 Die a�ne Weylgruppe

2.2.1 De�nition. Die Weylgruppe W ist das semidirekte Produkt von W0 und X
bezüglich der Inklusion W0 ⊂ Aut(X).
Analog de�nieren wir die a�ne Weylgruppe Waff als das semidirekte Produkt von
W0 und Q bezüglich der Inklusion W0 ⊂ Aut(Q).

Da Q eine Untergruppe von X ist, können wir uns die Waff als Untergruppe von
W vorstellen. Da wir die Verknüpfung in Waff multiplikativ schreiben, uns X aber
als additive Gruppe vorstellen, schreiben wir ex, wenn wir ein Element x ∈ X als
Element von W beziehungsweise Waff au�assen. Dann gilt

exex
′
= ex+x′ für alle x, x′ ∈ X.

Des weiteren gilt de�nitionsgemäÿ

w0e
x = ew0(x)w0 für alle w0 ∈ W0, x ∈ X.

Im Folgenden schreiben wir W = W0e
X und Waff = W0e

Q. Ein beliebiges Element
von W hat die Form w0e

x mit w0 ∈ W0 und x ∈ X. Auÿerdem kürzen wir sαekα

durch sα,k ab. Dabei gilt

s2
α,k = sαe

kαsαe
kα = s2

αe
−kα+kα = 1.

Wir wollen ähnlich wie im letzten Abschnitt zeigen, dassWaff eine Coxeter-Gruppe
ist. Genauer werden wir zeigen, dass (Waff , S) ein Coxeter-System ist, wobei

S = S0 ∪ {sαeα : α ∈ Rm}.

Dazu führen wir zunächst den Begri� des a�nen Wurzeldatums ein und verallge-
meinern den Höhenbegri�. Die Idee zu dieser Herangehensweise, die wir auf nicht
irreduzible Wurzeldaten verallgemeinern, und das wichtige Lemma 2.2.5 entstam-
men [5] Kapitel 11-4. Bei den darauf folgenden Schritten handelt es sich um eine
Adaption der analogen Aussagen für die endliche Weylgruppe in Kapitel 2.1.

2.2.2 De�nition. Řaff = Ř × Z ⊂ X̌ × Z heiÿt das zu R gehörige a�ne Wurzel-
datum. Dabei seien

Ř+
aff = Ř+ × Z≥0 ∪ Ř− × Z>0 = Ř× Z>0 ∪ Ř+ × {0} und

Ř−aff = Ř− × Z≤0 ∪ Ř+ × Z<0 = Ř× Z<0 ∪ Ř− × {0}

die zugehörigen Mengen von positiven beziehungszweise negativen a�nen Wurzeln.

Wir schreiben auch sα,k = s(α̌,k). Wir haben in Kapitel 2.1 ausgenutzt, dass W0

auf R operiert. Deshalb de�nieren wir nun auch eine Operation von W und damit
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von Waff auf X̌ × Z, die sich zu einer Operation auf Řaff einschränken wird. Für
w0 ∈ W0, x ∈ X, x̌ ∈ X̌ und k ∈ Z setzen wir:

w0e
x(x̌, k) = (w0(x̌), k − (x, x̌))

Warum wir hier ein Minuszeichen verwenden, wird erst später, nämlich durch Satz
2.2.18, ersichtlich. Wir erhalten so in der Tat eine Gruppenoperation, denn für
w′0 ∈ W0 und x′ ∈ X ist

w0e
x(w′0e

x′(x̌, k)) = w0e
x(w′0(x̌), k − (x′, x̌))

= (w0w
′
0(x̌), k − (x′, x̌)− (x,w0(x̌)))

= (w0w
′
0(x̌), k − (w′−1

0 (x) + x′, x̌))

= (w0w
′
0e
w′0
−1(x)ex

′
)(x̌, k)

= (w0e
xw′0e

x′)(x̌, k)

Wegen W0Ř = Ř ist die Einschränkung auch eine Operation auf Řaff .

2.2.3 Lemma. Sei (α̌, k) ∈ Řaff und w = w0e
x ∈ W . Dann ist

wsα,kw
−1 = sw(α̌,k).

Beweis.

wsα,kw
−1 = w0e

xsαe
kαe−xw−1

0 = w0sαw
−1
0 ew0(sα(x)−x+kα)

= sw0(α)e
(k−(x,α̌))w0(α) = sw(α̌,k)

Wir verallgemeinern noch die Höhenfunktion auf a�ne Wurzeldaten. Sei ab jetzt
immer Re = R1 ⊕ . . .⊕Rn (Ri = (Qi, Q̌i, Ri, Ři, Bi)) eine Zerlegung in irreduzible
Wurzeldaten mit minimalen Elementen α(i)

0 ∈ Ri. Wir setzen für α ∈ Ri und k ∈ Z:

ht(α̌, k) = ht(α̌) + k(2 · ht(−α(i)
0 ) + 1).

Per Konstruktion ist eine a�ne Wurzel genau dann positiv, wenn sie positive Höhe
hat. Da −α(i)

0 das eindeutig bestimmte Element maximaler Höhe in Ři ist, ist für
β̌ ∈ Ri und l ∈ Z ht(α̌, k) ≤ ht(β̌, l) äquivalent zu l > k oder l = k und ht(α̌) ≤
ht(β̌).
Als erstes zeigen wir, dass Waff von S erzeugt wird. Dazu sei zunächst W ′

aff die
von S erzeugte Untergruppe von Waff . Auÿerdem sei

B̌aff = {(β̌, 0) : β ∈ B} ∪ {(α̌, 1) : α ∈ Rm}

die zu S korrespondierende Teilmenge von Řaff .
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2.2.4 Lemma. Sei R irreduzibel und α, β ∈ R. Dann gibt es ein w ∈ W0 mit

(w(α), β̌) 6= 0.

Beweis. Sei U der von W0(α̌) erzeugte Unterraum von V̌ und U⊥ sein orthogonales
Komplement. Dann ist jede Kowurzel schon in U oder in U⊥ enthalten. Denn gäbe
es ein γ̌ = u + u⊥ ∈ Ř mit u, u⊥ 6= 0, dann wären u und u⊥ wegen sγ(γ) = −γ =
−u−u⊥ zwei linear unabhängige Eigenvektoren von sγ zum Eigenwert −1. Also ist

Ř = (Ř ∩ U)∪̇(Ř ∩ U⊥).

Wegen α̌ ∈ Ř∩U 6= ∅ muss Ř∩U⊥ wegen der Irreduzibilität von R und Bemerkung
1.2.4 schon leer sein. Das heiÿt, wir �nden ein w ∈ W0 mit 〈〈β̌, w−1(α̌)〉〉 6= 0 und
daher (w(α), β̌) 6= 0.

2.2.5 Lemma. Sei (α̌, k) ∈ Ř+
aff \ B̌aff . Dann gibt es ein w ∈ W ′

aff mit

w(α̌, k) ∈ Ř+
aff und ht(w(α̌, k)) < ht(α̌, k).

Beweis. Wir können im Folgenden annehmen, dass R irreduzibel ist, denn die Hö-
henfunktion von R setzt die der irreduziblen Komponenten von Re fort und wir
können die Elemente der a�nen Weylgruppen der irreduziblen Komponenten auch
als Elemente von Waff au�assen. Sei α0 die minimale Wurzel in R. In diesem Be-
weis sei mit 〈〈·, ·〉〉 und ‖ · ‖ stets die Norm beziehungsweise das Skalarprodukt des
dualen Wurzeldatums auf V̌ gemeint.
Da W0 von S0 ⊂ S erzeugt wird, wissen wir bereits W0 ⊂ W ′

aff . Im Falle k = 0
folgt die Behauptung dann aus Lemma 2.1.2. Wir können also im Folgenden k ≥ 1
annehmen. Nach Lemma 2.2.4 gibt es ein w ∈ W0 mit

(w(α), α̌0) 6= 0.

Wir unterscheiden im Folgenden zwei Fälle:
1. Fall: w(α̌) = ±α̌0: Ist schon α̌ = α̌0, so folgt wegen (α̌, k) /∈ B̌aff k ≥ 2 und
damit

sαe
α(α̌, k) = (−α̌, k − (α, α̌)) = (−α̌, k − 2) ∈ Ř+,

denn −α̌ ist positiv. Auÿerdem ist klar, dass die Höhe durch Anwenden von sαeα

kleiner wird. Aus sαeα ∈ S folgt in diesem Fall die Behauptung. Ist nun α̌ 6= α̌0,
so folgt ht(α̌0) < ht(α̌). Durch Übergang zu wsα können wir w(α̌) = α̌0 annehmen.
Damit erhalten wir

ht(w(α̌, k)) = ht(α̌0, k) < ht(α̌, k)

und wegen k ≥ 1 auch w(α̌, k) ∈ Ř+.
2.Fall: w(α̌) 6= ±α̌0: Nach Lemma 1.2.5 gilt

1 ≤ (w(α), α̌0)(α0, w(α̌)) ≤ 3
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und mit Hilfe von Corollar 2.1.20 folgt weiter

(w(α), α̌0)

(α0, w(α̌))
=

2〈〈w(α̌), α̌0〉〉
〈〈w(α̌), w(α̌)〉〉

〈〈α̌0, α̌0〉〉
2〈〈w(α̌), α̌0〉〉

=
〈〈α̌0, α̌0〉〉

〈〈w(α̌), w(α̌)〉〉
≥ 1.

Dies ist aber nur möglich, wenn (α0, w(α̌)) = ±1. Indem wir gegebenenfalls zu wsα
übergehen, können wir (α0, w(α̌)) = 1 annehmen. Dann folgt

sα0e
α0w(α̌, k) = (sα0w(α̌), k − (α0, w(α̌))) = (sα0w(α̌), k − 1).

Ist sα0w(α̌) ∈ Ř+, so ist wegen sα0e
α0 ∈ S ⊂ W ′

aff nichts mehr zu zeigen. Andern-
falls wenden wir noch sβ an, wobei β = sα0w(α).

2.2.6 Corollar. Sei (α̌, k) ∈ Ř+
aff . Dann gibt es ein w ∈ W ′

aff mit w(α̌, k) ∈ B̌aff .

Beweis. Dies folgt per Induktion nach ht(α̌, k) aus Lemma 2.2.5. Ist ht(α̌, k) = 1,
so ist k = 0 und damit α ∈ B, also (α̌, k) ∈ B̌aff . Ist nun (α̌, k) ∈ Řaff \ B̌aff ,
so �nden wir ein w ∈ W ′

aff , so dass wir die Induktionsvoraussetzung auf w(α̌, k)
anwenden können.

2.2.7 Satz. Waff wird erzeugt von S.

Beweis. Weil W0 von S0 ⊂ S erzeugt wird, ist W0 in W ′
aff enthalten. Wir müssen

also noch eQ ⊂ W ′
aff zeigen. Dafür genügt es, eβ ∈ W ′

aff für alle β ∈ B zu zeigen.
Nach Corollar 2.2.6 gibt es ein w = w0e

x ∈ W ′
aff mit

w(β̌, 1) = (w0(β̌), 1− (x, β̌)) ∈ B̌aff .

das heiÿt, es gilt w0(β̌) ∈ B̌ und (x, β̌) = 1 oder w0(β̌) ∈ (Rm)̌ und (x, β̌) = 0. Aus
Lemma 2.2.3 folgt

wsβe
βw−1 = sw0(β)e

(1−(x,β̌))w0(β)

und aus obigen Überlegungen erhalten wir

wsβe
βw−1 = sw0(β) und w0(β) ∈ B

oder
wsβe

βw−1 = sw0(β)e
w0(β) und w0(β) ∈ Rm.

Also folgt sβeβ ∈ W ′
aff und damit eβ ∈ W ′

aff .

Wie in Kapitel 2.1 können wir jetzt die Längenfunktion auf Waff de�nieren.

l(w) = min {r ∈ N : Es existieren s1, . . . , sr ∈ S mit w = s1 . . . sr}

Wie bei der endlichen Weylgruppe sieht man

l(w) = l(w−1) für alle w ∈ Waff .
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Wieder nennen wir einen Ausdruck der Form

w = s1 . . . sr

reduziert, falls r = l(w). Für w ∈ W können wir weiter

n(w) = #Ř+
aff ∩ w

−1Ř−aff

de�nieren. Man beachte, dass n mitW im Allgemeinen einen gröÿeren De�nitionsbe-
reich als l hat. Dies werden wir später benutzen, um die Länge des Coxeter-Systems
(Waff , S) auf W fortzusetzen. Um zeigen zu können, dass die Einschränkung von n
auf Waff mit l übereinstimmt, benötigen wir zuerst eine Analogie zur Eigenschaft
der Basis B.

2.2.8 Satz. Sei (α̌, k) ∈ Řaff ∩ (Ři × Z) für ein 1 ≤ i ≤ n. Dann gibt es eindeutig
bestimmte nβ,l ∈ Z mit

(α̌, k) =
∑

(β̌,l)∈B̌aff∩(Ři×Z)

nβ,l(β̌, l).

Dabei haben alle nβ,l das gleiche Vorzeichen und (α̌, k) ∈ Ř+
aff genau dann, wenn

alle nβ,l ≥ 0.

Beweis. O�enbar können wir R als irreduzibel voraussetzen. Sei α0 das minimale
Element von R.
Eindeutigkeit: Angenommen, wir hätten bereits eine Darstellung

(α̌, k) =
∑
β∈B

nβ,0(β̌, 0) + nα0,1(α̌0, 1).

Dann folgt nα0,1 = k und daher

α̌− kα̌0 =
∑
β∈B

nβ,0β̌.

Da B̌ eine Basis von Q̌ ist, sind die nβ,0 eindeutig bestimmt. De�niert man die nβ,0
und nα0,1 so wie im Eindeutigkeitsbeweis und summiert sie auf, folgt die Existenz.
Wir zeigen als nächstes, dass alle Koe�zienten das gleiche Vorzeichen haben. Dafür
dürfen wie o.B.d.A. (α̌, k) ∈ Ř+

aff annehmen. Ist k = 0, so ist per De�nition α̌ =∑
β∈B nβ,0β̌ ∈ Ř+ und damit nβ,0 ≥ 0 für alle β ∈ B.

Ist hingegen k ≥ 1, so sind die Koe�zienten in den Basisentwicklungen von α̌− α̌0

und −α̌0 nicht negativ. Das heiÿt die nβ,0 sind als Entwicklungskoe�zienten von

α̌− kα̌0 = (α̌− α̌0)− (k − 1)α̌0

nicht negativ. Auÿerdem ist nα0,1 = k > 0. Das heiÿt alle nβ,l sind nicht negativ.
Wir haben ebenso eine Richtung der Äquivalenz am Ende des Satzes gezeigt. Ist
hingegen (α̌, k) /∈ Ř+

aff , so ist −(α̌, k) ∈ Ř+
aff und daher sind alle nβ,l ≤ 0. Wegen

(α̌, k) 6= 0 muss schon ein nβ,l kleiner als 0 sein. Dies zeigt die Äquivalenz am Ende
des Satzes.
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Am Beweis des letzten Satzes kann man erkennen, warum es sinnvoll ist, eine Ope-
ration von W auf Řaff statt R × Z zu betrachten. Die obige Eigenschaft beruht
nämlich darauf, dass das minimale Element eines irreduziblen Wurzeldatums zur
Kowurzel minimaler Höhe gehört.
Mit diesem Resultat können wir das Analogon zu Lemma 2.1.1 formulieren, das
zeigt, dass l und n ausgewertet an einem Erzeuger aus S übereinstimmen.

2.2.9 Lemma. Sei s = sα,k ∈ S. Dann gilt:

(i) Ř+
aff ∩ s−1Ř−aff = {(α̌, k)}

(ii) s(Ř+
aff \ {(α̌, k)}) = Ř+

aff \ {(α̌, k)}

Beweis. (i): Ist s ∈ S0, so folgt die Aussage aus Lemma 2.1.1. Andernfalls ist
α ∈ Rm und k = 1. Dann ist

s(α̌, 1) = (−α̌, 1− (α, α̌)) = (−α̌,−1) ∈ Ř−aff .

Wir müssen also zeigen, dass für jedes weitere Paar (β̌, l) ∈ Ř+
aff

s(β̌, l) ∈ Ř+
aff

gilt. Ist β orthogonal zu α, so ist s(β̌, l) = (β̌, l). Wir können also annehmen, dass
R irreduzibel ist. Sei

(β̌, l) =
∑
γ∈B

nγ,0(γ̌, 0) + l(α̌, 1).

Dann gibt es ein γ ∈ B mit nγ,0 > 0, denn sonst wäre (β̌, l) = (lα̌, l) und damit
l = 1, da R reduziert ist. Das Element (α̌, 1) hatten wir jedoch ausgenommen.
Damit folgt aus Satz 2.2.8

s(β̌, l) = (sα(
∑
γ∈B

nγ,0γ̌ + lα̌), l − (α, β̌))

= (
∑
γ∈B

nγ,0(γ̌ − (α, γ̌)α̌) + lα̌− l(α, α̌)α̌, l − (α, β̌))

= (β̌ − (α, β̌)α̌, l − (α, β̌)) = (β̌, l)− (α, β̌)(α̌, 1) ∈ Ř+
aff ,

denn der einzige Koe�zient, der sich verändert hat, ist der von (α̌, 1).
(ii): Wegen (α̌, k) = s(−α̌,−k) und der Injektivität von s ist

(α̌, k) /∈ sŘ+
aff .

Damit folgt aus Teil (i)

s(Ř+
aff \ {(α̌, k)}) ⊂ Ř+

aff \ {(α̌, k)}.

Daher ist wegen s2 = 1 aber auch

Ř+
aff \ {(α̌, k)} = ss(Ř+

aff \ {(α̌, k)}) ⊂ s(Ř+
aff \ {(α̌, k)}).
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Damit können wir weiter wie in Kapitel 2.1 argumentieren:

2.2.10 Lemma. Für (α̌, k) ∈ B̌aff und w ∈ W gilt:

(i) n(w) = n(w−1)

(ii) Ist w(α̌, k) ∈ Ř+
aff , so ist n(wsα,k) = n(w) + 1.

(iii) Ist w(α̌, k) ∈ Ř−aff , so ist n(wsα,k) = n(w)− 1.

(iv) Ist w−1(α̌, k) ∈ Ř+
aff , so ist n(sα,kw) = n(w) + 1.

(v) Ist w−1(α̌, k) ∈ Ř−aff , so ist n(sα,kw) = n(w)− 1.

Beweis. Der Beweis verläuft genau wie der von Lemma 2.1.7 unter Benutzung von
Lemma 2.2.9 (ii) statt Lemma 2.1.1.

Die folgenden Sätze beweist man alle wie im Fall der endlichen Weylgruppe. Wir
listen deshalb nur die Resultate auf:

2.2.11 Satz. Sei w = s1 . . . sr ∈ Waff , s1 = sα1,k1 , . . . , sr = sαr,kr ∈ S und
n(w) < r. Dann gibt es 1 ≤ i < j ≤ r mit:

(i) (α̌i, ki) = si+1 . . . sj−1(α̌j, kj)

(ii) si+1 . . . sj−1 = si . . . sj

(iii) w = s1 . . . ŝi . . . ŝj . . . sr

Dabei folgen die Aussagen (ii) und (iii) auch ohne die Voraussetzung n(w) < r aus
der Gleichung in (i).

2.2.12 Corollar. Für w ∈ Waff ist n(w) = l(w).

Wir schreiben ab jetzt immer l(w), selbst dann, wenn w in W aber nicht in Waff

enthalten ist.

2.2.13 Lemma. Sei w ∈ Waff und w = s1 . . . sr eine reduzierter Ausdruck, si =
sαi,ki mit (α̌i, ki) ∈ Ř+

aff und (β̌i, li) = sr . . . si+1(α̌i, ki) für 1 ≤ i < r und (β̌r, lr) =
(α̌r, kr). Dann ist

Ř+
aff ∩ w

−1Ř−aff = {(β̌1, l1), . . . , (β̌r, lr)}

und die (β̌i, li) sind paarweise verschieden.

2.2.14 Satz. Seien v, w ∈ Waff mit

Ř+
aff ∩ v

−1Ř−aff = Ř+
aff ∩ w

−1Ř−aff .

Dann ist schon v = w.
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2.2.15 Corollar. Die Längenfunktion von Waff setzt die von W0 fort.

Beweis. Sei w ∈ W0 und (α̌, k) ∈ Ř+
aff . Dann gilt

w(α̌, k) = (w(α̌), k).

Das heiÿt w(α̌, k) ist genau dann negativ, wenn k = 0 ist und w(α̌) negativ ist. Wir
haben also eine Bijektion

R+ ∩ w−1R−
∼=−→ Ř+

aff ∩ w
−1Ř−aff .

2.2.16 Satz. (Waff , S) ist ein Coxeter-System.

Wir fahren nun fort, indem wir eine Operation von W auf V betrachten. Für w =
w0e

x ∈ W und v ∈ V setzen wir

w0e
x(v) = w0(v) + w0(x).

Man beachte, dass ex dann die Translation um x ist.
Für alle (α̌, k) ∈ Řaff setzen wir f(α̌,k)(v) = fα,k(v) = (v, α̌) + k. Weiter sei

Hα,k = {v ∈ V : fα,k(v) = 0}

die zu (α̌, k) gehörige a�ne Hyperebene. Die Menge dieser Hyperebenen bezeich-
nen wir mit Haff . Wegen Hα,k = H−α,−k ist Haff = {Hα,k : (α̌, k) ∈ Ř+

aff}. Die
Zusammenhangskomponenten von

V 0 = V \
⋃

H∈Haff

H = {v ∈ V : fα,k(v) /∈ Z für alle (α̌, k) ∈ Řaff}

heiÿen Alkoven.

2.2.17 Lemma. (i) Für alle (α̌, k) ∈ Řaff und alle Alkoven A ist fα,k(A) ⊂ R>0

oder fα,k(A) ⊂ R<0.

(ii) W operiert auf der Menge der Alkoven.

(iii) A0 = {v ∈ V : 0 < (v, α̌) < 1 für alle α ∈ R+} ist ein Alkoven.

Beweis. (i): Nach De�nition von V 0 ist fα,k(v) 6= 0 für alle v ∈ V 0. Da A zusam-
menhängend und fα,k stetig ist, folgt die Behauptung.
(ii): O�ensichtlich ist für w ∈ W w(V 0) ⊂ V 0. Da w ein Homöomorphismus ist,
werden die Zusammenhangskomponenten V 0 von W permutiert.
(iii): De�nitionsgemäÿ haben wir A0 ⊂ V0. Sei {vβ : β ∈ B} die durch (vβ, α̌) = δα,β
de�nierte Basis von VR, c = max{ht(α̌) : α ∈ R} und v = 1

2c

∑
β∈B vβ. Dann folgt

aus

0 < (v, α̌) =
ht(α̌)

2c
< 1 für alle α ∈ R+,
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dass A0 nicht leer ist. Weil A0 konvex ist, ist A0 auch zusammenhängend. Ist nun
v ∈ V 0 \ A0, so gibt es ein α ∈ R+ mit fα,0(v) < 0 oder fα,−1 > 0. Nach Teil (i)
liegt v damit ein in einer anderen Zusammenhangskomponente als A0, das heiÿt A0

ist schon eine ganze Zusammenhangskomponente.

Seien A und A′ zwei Alkoven mit Elementen v ∈ A und v′ ∈ A′. Wir sagen Hα,k

trennt A und A′, falls fα,k(v) und fα,k(v′) unterschiedliche Vorzeichen haben. Dies
ist wohlde�niert nach Teil (i) des vorigen Lemmas.

2.2.18 Satz. Für alle w ∈ W gilt

l(w) = #{H ∈ Haff : H trennt A0 und wA0}.

Beweis. Sei v0 ∈ A0, w = w0e
x und (α̌, k) ∈ Ř+

aff . Dann ist w(α̌, k) genau dann
negativ, wenn k − (x, α̌) negativ ist oder wenn w0(α̌) negativ ist und k = (x, α̌).
Dies ist gleichbedeutend mit

fw(α̌,k)(v0) = f(w0(α̌),k−(x,α̌))(v0) = (v0, w0(α̌)) + k − (x, α̌) < 0.

Das heiÿt, w(α̌, k) ist genau dann negativ, wenn

fw(α̌,k)(v0) = (v0, w0(α̌)) + k − (x, α̌) = (w−1
0 (v0)− x, α̌) + k

= fα,k(e
−xw−1

0 (v0)) = fα,k(w
−1(v0))

negativ ist. Dies ist gleichbedeutend damit, dass Hα,k die Alkoven A0 und w−1A0

trennt. Aus l(w) = l(w−1) folgt die Behauptung.

2.2.19 Satz. Waff operiert einfach transitiv auf der Menge der Alkoven.

Beweis. Der Beweis verläuft ähnlich wie der von Satz 2.1.19: Wir zeigen zunächst,
dass die Operation transitiv ist. Es genügt, zu einem Alkoven A ein w ∈ Waff zu
�nden, so dass wA = A0 ist. Dazu �xieren wir ein v0 ∈ A0 und ein v ∈ A. Da
W0 endlich ist, ist auch W0v endlich und damit liegen in jedem Ball um v0 nur
endlich viele Elemente von Waffv = eQW0v. Wir �nden also ein w ∈ Waff , so dass
‖v0 − w(v)‖ minimal wird und haben zu zeigen, dass dann schon w(v) ∈ A0 ist.
Angenommen, dies wäre nicht der Fall. Dann gäbe es ein α ∈ R und ein k ∈ Z, so
dass Hα,k w(v) und v0 trennt. Sei nun s = sαe

kα. Wir erhalten

sw(v)− w(v) = sαw(v)− kα− w(v)

= w(v)− (w(v), α̌)α− kα− w(v)

= −fα,k(w(v))α

und
s(v0)− v0 = −fα,k(v0)α.
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Da fα,k(v0) und fα,k(w(v)) unterschiedliches Vorzeichen haben, folgt aus

1

fα,k(w(v))
〈v0 − sw(v), w(v)− sw(v)〉+

1

−fα,k(v0)
〈v0 − s(v0), w(v)− s(v0)〉

= 〈v0 − sw(v), α〉+ 〈s(v0)− w(v), α〉
= 〈s(v0) + v0 − sw(v)− w(v), α〉
= 〈2v0 − (v0, α̌)α− kα− 2w(v) + kα + (w(v), α̌)α, α〉
= 〈2(v0 − w(v))− (v0 − w(v), α̌)α, α〉
= 2〈v0 − w(v), α〉 − 〈α, α〉(v0 − w(v), α̌)

= 2〈v0 − w(v), α〉 − 2〈v0 − w(v), α〉 = 0,

dass mindestens eins der Skalarprodukte 〈v0 − sw(v), w(v) − sw(v)〉 und 〈v0 −
s(v0), w(v)− s(v0)〉 nicht positiv ist. Damit folgt aus dem Cosinus-Satz

‖w(v)− v0‖2 = ‖sw(v)− v0‖2 + ‖w(v)− sw(v)‖2 − 2〈v0 − sw(v), w(v)− sw(v)〉
> ‖sw(v)− v0‖2

oder

‖w(v)− v0‖2 = ‖w(v)− s(v0)‖2 + ‖s(v0)− v0‖2 − 2〈v0 − s(v0), w(v)− s(v0)〉
> ‖w(v)− s(v0)‖2 = ‖w(v)− sα(v0) + kα‖2 = ‖sαw(v)− v0 − kα‖2

= ‖sw(v)− v0‖2.

Dies widerspricht der Minimalität von ‖w(v)−v0‖. Also ist die Operation transitiv.
Jetzt zeigen wird, dass die Operation frei ist und behandeln dabei zunächst den
Spezialfall, dass ein w ∈ Waff A0 �xiert. Dann ist aber l(w) = 0 und damit w = 1.
Sei nun A ein beliebiger Alkoven mit wA = A und A = w′A0. Dann folgt ww′A0 =
w′A0 und damit w′−1ww′A0 = A0. Aus dem Spezialfall folgt dann w = 1.
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2.3 Die Längenfunktion auf W

Bei diesem Abschnitt handelt es sich um eine Ausarbeitung des Anhangs von [11].
Die einfache Transitivität der Operation von Waff auf der Menge der Alkoven hat
eine interessante Konsequenz für die Weylgruppe W . Sei

Ω = {u ∈ W : uA0 = A0} = {u ∈ W : l(u) = 0}.

2.3.1 Satz. (i) Waff ist Normalteiler in W .

(ii) W ist das semidirekte Produkt von Ω und Waff .

(iii) Ω ∼= X/Q. Insbesondere ist Ω abelsch.

Beweis. (i): Sei w = w0e
x ∈ W und waff = w′0e

x′ ∈ Waff .Wir müssen wegen

wwaffw
−1 = w0e

xw′0e
x′e−xw−1

0 = w0w
′
0e
w′−1

0 (x)+x′−xw−1
0

= w0w
′
0w
−1
0 ew0w

′−1
0 (x)+w0(x′−x) = w0w

′
0w
−1
0 ew0(x′)ew0(w′−1

0 (x)−x)

noch w′−1
0 (x)− x ∈ Q zeigen. Das folgt aus Lemma 1.1.11 (i).

(ii): Sei waff ∈ Waff ∩ Ω. Dann ist l(waff ) = 0 und damit waff = 1. Also folgt
Ω ∩ Waff = 1. Ist hingegen w ∈ W beliebig, so gibt es ein waff ∈ Waff mit
wA0 = waffA0. Daraus folgt u = ww−1

aff ∈ Ω und damit w = uwaff , das heiÿt
W = ΩWaff .
(iii): Nach Teil (ii) ist

Ω ∼= W/Waff = W0e
X/W0e

Q ∼= X/Q.

Die Untergruppe Ω ist im Folgenden von zentraler Bedeutung. Sie erlaubt es, für
W Eigenschaften nachzuweisen, die denen des Coxeter-Systems (Waff , S) ähnlich
sind. Wir beginnen mit der Fortsetzung der Längenfunktion.

2.3.2 Lemma. l ist auf den Doppelnebenklassen ΩwΩ konstant.

Beweis. Für u ∈ Ω und w ∈ W ist

l(wu) = #{H ∈ Haff : H trennt wA0 = wuA0 und A0} = l(w).

Daher folgt für u′ ∈ Ω

l(uwu′) = l(uw) = l(w−1u−1) = l(w−1) = l(w).

2.3.3 Corollar. Ω normalisiert S.
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Beweis. Sei u ∈ Ω und s ∈ S. Nach Lemma 2.3.2 ist l(usu−1) = l(s) = 1. Da Waff

Normalteiler in W ist, ist aber auch usu−1 ∈ Waff und damit usu−1 ∈ S.

2.3.4 Satz. Für w = w0e
x ∈ W gilt:

l(w) =
∑

α∈R+,w0(α)∈R+

|(x, α̌)|+
∑

α∈R+,w0(α)∈R−
|1 + (x, α̌)|

Beweis.

l(w0e
x) = #{(α̌, k) ∈ Ř+

aff : w0e
x(α̌, k) = (w0(α̌), k − (x, α̌)) ∈ Ř−aff}

= #{(α̌, k) ∈ Ř+
aff : w0(α) ∈ R+, (x, α̌) > k}

+ #{(α̌, k) ∈ Ř+
aff : w0(α) ∈ R−, (x, α̌) ≥ k}

=
∑

α∈R+,w0(α)∈R+

#{k ∈ Z : 0 ≤ k < (x, α̌)}

+
∑

α∈R−,w0(α)∈R+

#{k ∈ Z : 0 < k < (x, α̌)}

+
∑

α∈R+,w0(α)∈R−
#{k ∈ Z : 0 ≤ k ≤ (x, α̌)}

+
∑

α∈R−,w0(α)∈R−
#{k ∈ Z : 0 < k ≤ (x, α̌)}

=
∑

α∈R+,w0(α)∈R+

(#{k ∈ Z : 0 ≤ k < (x, α̌)}+ #{k ∈ Z : 0 < k ≤ −(x, α̌)})

+
∑

α∈R+,w0(α)∈R−
(#{k ∈ Z : 0 ≤ k ≤ (x, α̌)}+ #{k ∈ Z : 0 < k < −(x, α̌)})

=
∑

α∈R+,w0(α)∈R+

|(x, α̌)|+
∑

α∈R+,w0(α)∈R−
|1 + (x, α̌)|

2.3.5 Lemma. Für x ∈ X und w0 ∈ W0 gilt:

l(ew0(x)) = l(ex)

Beweis. Es genügt den Fall w0 = sβ ∈ S0 zu betrachten.

l(esβ(x)) =
∑
α∈R+

|(sβ(x), α̌)| =
∑
α∈R+

|(x, sβ(α̌))|

=
∑

β 6=α∈R+

|(x, α̌)|+ |(x,−β̌)| =
∑

β 6=α∈R+

|(x, α̌)|+ |(x, β̌)|

=
∑
α∈R+

|(x, α̌)| = l(ex)
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2.3.6 De�nition. Zu β ∈ B sei ωβ̌ ∈ V̌R die durch

ωβ̌(α) = (α, ωβ̌) = δα,β für alle α ∈ B

de�nierte Linearform. Diese Elemente heiÿen fundamentale Gewichte.

Der folgende Satz ist Prop. 29 in Chap. VI �1 von [2].

2.3.7 Satz. Sei ρ̌ = 1
2

∑
α∈R+ α̌. Dann gilt ρ̌ =

∑
β∈B ωβ̌.

Beweis. Da für α ∈ B sα die Menge Ř+ \ {α̌} permutiert, ist

sα(ρ̌) = ρ̌− α̌.

Aus
(α, ρ̌) = (sα(α), sα(ρ̌)) = (−α, ρ̌− α̌) = −(α, ρ̌) + 2

folgt
(α, ρ̌) = 1 = (α,

∑
β∈B

ωβ̌)

und damit, weil (·, ·) auf VR × V̌R nicht ausgeartet ist,

ρ̌ =
∑
β∈B

ωβ̌.

2.3.8 De�nition. Ein x ∈ X heiÿt dominant, falls

(x, β̌) ≥ 0 für alle β ∈ B.

Die Menge aller dominanten Elemente bezeichnen wir mit Xdom. Es ist klar, dass
die dominanten Elemente ein Monoid bilden.

2.3.9 Proposition. Xdom ist endlich erzeugt.

Beweis. Wir behandeln zunächst den Spezialfall, dass (·, ·) eine perfekte Paarung
ist, das heiÿt (·, ·) induziere einen Isomorphismus der Z-Moduln X und Hom(X̌,Z):
Sei B = {β1, . . . , βm}. Nach dem Elementarteilersatz gibt es eine Basis b̌1, . . . , b̌n
von X̌ und ganze Zahlen a1, . . . , am, so dass a1b̌1, . . . , amb̌m eine Basis von Q̌ ist.
Wir setzen nun

X̌1 = 〈a1b̌1, . . . , amb̌m, b̌m+1, . . . b̌n〉 = Q̌⊕ 〈b̌m+1, . . . b̌n〉 = 〈β̌1, . . . β̌m, b̌m+1, . . . b̌n〉.

Dann ist X̌1 eine Untergruppe von X̌ vom endlichen Index |a1| · . . . · |am|. Wir setzen
weiter

X1 = {x ∈ V : (x, x̌) ∈ Z für alle x̌ ∈ X̌1}.



40 2.3. DIE LÄNGENFUNKTION AUF W

Wir können dann X1 mit Hom(X̌1,Z) identi�zieren und X als Untergruppe vom
Index |a1| · . . . · |am| von X1 au�assen.
Sei nun ω1, . . . , ωn die zu β̌1, . . . β̌m, b̌m+1, . . . b̌n gehörige Dualbasis von X1. Wir
setzen

X1,dom = {x ∈ X1 : (x, β̌) ≥ 0 für alle β ∈ B}.

Ein Element x =
∑n

i=1 ciωi liegt genau dann in X1,dom, wenn ci ≥ 0 für alle 1 ≤ i ≤
m erfüllt ist. Darüber hinaus wissen wir

Xdom = X1,dom ∩X.

Da X endlichen Index in X1 hat, gibt es ein k ∈ N mit

ω̃i = kωi ∈ X für alle 1 ≤ i ≤ n.

Wir setzen nun

M = {
n∑
i=1

λiω̃i ∈ V : λi ∈ [0, 1] für 1 ≤ i ≤ m und λi ∈ [−1, 1] für m+1 ≤ i ≤ n}∩X.

Sei nun
∑n

i=1 λiω̃i ∈ M . Wegen X ⊂ X1 sind alle λi von der Form λi = ci
k
mit

ci ∈ Z und |ci| ≤ k. Deshalb ist M endlich. Wir zeigen, dass M auch ein Erzeugen-
densystem von Xdom ist. Sei etwa x =

∑n
i=1 ciωi ∈ Xdom Dann dürfen wir wegen

ω̃i ∈M für 1 ≤ i ≤ m und ±ω̃i ∈M für m+ 1 ≤ i ≤ n bereits

|ci| ≤ k für 1 ≤ i ≤ n

annehmen. Dann haben wir aber bereits x =
∑n

i=1
ci
k
ω̃i ∈M . Dies zeigt den Spezi-

alfall.
Im allgemeinen Fall de�nieren wir für α ∈ R

α̃ =
2α

〈α, α〉

und setzen X ′ = X,

X̌ ′ = {x̌ ∈ V : 〈x, x̌〉 ∈ Z für alle x ∈ X ′},

R′ = R, Ř′ = {α̃ : α ∈ R} und B′ = B. Wegen Satz 1.2.3 haben wir Ř′ ⊂ X̌ ′

und (X ′, X̌ ′, R′, Ř′, B′) ist zusammen mit der Bijektion α 7→ α̃ ein Wurzeldatum
mit perfekter Paarung 〈·, ·〉. Dies ist klar bis auf Punkt (iv) der De�nition eines
Wurzeldatums. Wir bezeichnen die zu 〈·, ·〉 gehörigen Spiegelungen mit tα bzw. tα̃,
das heiÿt für x ∈ X ′ bzw. x̌ ∈ X̌ ′ haben wir

tα(x) = x− 〈x, α̃〉α = x− (x, α̌)α = sα(x)

und
tα̃(x̌) = x̌− 〈α, x̌〉α̃ = x̌− 〈x̌, α̃〉α = x̌− (x̌, α̌)α = sα(x̌).
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Damit ist tα(R) = R klar. Für β̃ ∈ Ř′ folgt wegen der W0-Invarianz von 〈·, ·〉

tα̃(β̃) = sα(β̃) =
2sα(β)

〈β, β〉
=

2sα(β)

〈sα(β), sα(β)〉
∈ Ř′.

Aus Satz 1.2.3 folgt jedoch auch

X ′dom = Xdom

und X ′dom ist endlich erzeugt nach dem Spezialfall.

2.3.10 Lemma. Sei x ∈ Xdom und w0 ∈ W0. Dann gilt:

(i) l(ex) = 2(x, ρ̌)

(ii) l(w0e
x) = l(w0) + l(ex)

Beweis. (i): Unter Verwendung der Sätze 2.3.4 und 2.3.7 erhalten wir

l(ex) =
∑
α∈R+

(x, α̌) = (x,
∑
α∈R+

α̌) = (x, 2ρ̌) = 2(x, ρ̌).

(ii): Dies folgt auch aus Satz 2.3.4:

l(w0e
x) =

∑
α∈R+,w0(α)∈R+

(x, α̌) +
∑

α∈R+,w0(α)∈R−
(1 + (x, α̌))

= #{α ∈ R+ : w0(α) ∈ R−}+
∑
α∈R+

(x, α̌)

= l(w0) + l(ex)

Wir setzen nun für w = w0e
x ∈ W und α ∈ R+

n(α,w) =

{
(x, α̌), falls w0(α) ∈ R+

1 + (x, α̌), falls w0(α) ∈ R−.

Das heiÿt
l(w) =

∑
α∈R+

|n(α,w)|.

2.3.11 Lemma. Seien x, x′ ∈ X und w0 ∈ W0, so dass n(α,w0e
x) und n(α, ex

′
) für

alle α ∈ R+ das gleiche Vorzeichen haben. Dann gilt

l(w0e
x+x′) = l(w0e

x) + l(ex
′
).
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Beweis.

l(w0e
x+x′) =

∑
α∈R+

|n(α,w0e
x+x′)| =

∑
α∈R+

|n(α,w0e
x) + (x′, α̌)|

=
∑
α∈R+

|n(α,w0e
x) + n(α, ex

′
)| =

∑
α∈R+

(|n(α,w0e
x)|+ |n(α, ex

′
)|)

= l(w0e
x) + l(ex

′
)

2.3.12 Corollar. Seien x, x′ ∈ X. Dann gilt

(i) l(w0e
2x) = l(w0e

x) + l(ex) für alle w0 ∈ W0.

(ii) l(ex+x′) = l(ex) + l(ex
′
), falls es ein w0 ∈ W0 gibt mit x, x′ ∈ W0(Xdom), das

heiÿt, x und x′ liegen im Abschluss der gleichen Weylkammer von V .

Beweis. (i): Nach Lemma 2.3.11 müssen wir zeigen, dass n(α,w0e
x) und n(α, ex)

für alle α ∈ R+ das gleiche Vorzeichen haben. Ist w0(α) ∈ R+, so ist

n(α,w0e
x) = (x, α̌) = n(α, ex).

Andernfalls erhalten wir

n(α,w0e
x) = 1 + (x, α̌)

{
≥ 0 falls (x, α̌) ≥ 0

≤ 0 falls (x, α̌) < 0

und

n(α, ex) = (x, α̌)

{
≥ 0 falls (x, α̌) ≥ 0

≤ 0 falls (x, α̌) < 0
.

(ii) Wegen

n(α, ex) = (x, α̌) = (w−1
0 (x), w−1

0 (α̌))

{
≥ 0 falls w−1

0 (α) ∈ R+

≤ 0 falls w−1
0 (α) ∈ R−

und

n(α, ex
′
) = (x, α̌) = (w−1

0 (x′), w−1
0 (α̌))

{
≥ 0 falls w−1

0 (α) ∈ R+

≤ 0 falls w−1
0 (α) ∈ R−

folgt die Behauptung aus Lemma 2.3.11.

Die Idee zum Beweis des folgenden Satzes stammt aus dem Beweis zu Satz 2.2.4 in
[7].

2.3.13 Satz. Seien u, v ∈ W0 und x ∈ X. Dann gilt:

(i) l(u) + l(v)− l(uv) = 2#{α ∈ R+ : v(α) ∈ R−, uv(α) ∈ R+}
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(ii) l(u) + l(vex) − l(uvex) = 2#{α ∈ R+ : v(α) ∈ R−, uv(α) ∈ R+, (x, α̌) ≥
0}+ 2#{α ∈ R+ : v(α) ∈ R+, uv(α) ∈ R−, (x, α̌) < 0}

Beweis. (i) folgt mit x = 0 aus (ii). Zum Nachweis von (ii) benutzen wir die paar-
weise disjunkten Mengen

M1 = Ř+
aff ∩ e

−xv−1Ř+
aff ∩ e

−xv−1u−1Ř−aff ,

M2 = Ř+
aff ∩ e

−xv−1Ř−aff ∩ e
−xv−1u−1Ř−aff ,

M3 = Ř+
aff ∩ e

−xv−1Ř−aff ∩ e
−xv−1u−1Ř+

aff

und
M4 = Ř−aff ∩ e

−xv−1Ř+
aff ∩ e

−xv−1u−1Ř−aff = −M3.

Mit diesen Bezeichnungen gilt

Ř+
aff ∩ e

−xv−1Ř−aff = M2∪̇M3,

Ř+
aff ∩ e

−xv−1u−1Ř−aff = M1∪̇M2

und
e−xv−1(Ř+

aff ∩ u
−1Ř−aff ) = M1∪̇M4.

und daher
l(vex) = #M2 + #M3,

l(uvex) = #M1 + #M2

und
l(u) = #M1 + #M4 = #M1 + #M3.

Es folgt also
l(u) + l(vex)− l(uvex) = 2#M3.

Weiter erhalten wir

#M3 = #{(α̌, k) ∈ Ř+
aff : vex(α̌, k) ∈ Ř−aff , uve

x(α̌, k) ∈ Ř+
aff}

= #{(α̌, k) ∈ Ř+
aff : (v(α̌), k − (x, α̌)) ∈ Ř−aff , (uv(α̌), k − (x, α̌)) ∈ Ř+

aff}
= #{(α̌, k) ∈ Ř+

aff : v(α̌) ∈ Ř−, uv(α̌) ∈ Ř+, k = (x, α̌)}
= #{α ∈ R+ : v(α̌) ∈ Ř−, uv(α̌) ∈ Ř+, (x, α̌) ≥ 0}
+ #{α ∈ R− : v(α̌) ∈ Ř−, uv(α̌) ∈ Ř+, (x, α̌) > 0}
= #{α ∈ R+ : v(α) ∈ R−, uv(α) ∈ R+, (x, α̌) ≥ 0}
+ #{α ∈ R+ : v(α) ∈ R+, uv(α) ∈ R−, (x, α̌) < 0}.

Für x ∈ X setzen wir nun

n(x) = #{α ∈ R+ : (x, α̌) < 0}.

Dann ist x genau dann dominant, wenn n(x) = 0 ist.
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2.3.14 Satz. Sei x ∈ X und w0 ∈ W mit w0(x) ∈ Xdom. Dann gilt:

(i) l(w0) ≥ n(x)

(ii) Es gibt genau ein u ∈ W0 mit l(u) = n(x) und u(x) ∈ Xdom.

(iii) Für α ∈ R+ ist u(α) genau dann negativ, wenn (x, α̌) negativ ist.

Beweis. (i): Für alle α ∈ R gilt (w0(x), w0(α̌)) = (x, α̌). Deshalb impliziert (x, α̌) <
0, dass w0(α) negativ ist. Daraus folgt

l(w0) = #{α ∈ R+ : w0(α) ∈ R−} ≥ #{α ∈ R+ : (x, α̌) < 0, w0(α) ∈ R−}
= #{α ∈ R+ : (x, α̌) < 0} = n(x).

Existenz in (ii): Wir zeigen die Behauptung per Induktion nach n(x). Für n(x) = 0
ist x bereits dominant und w0 = 1 erfüllt die Behauptung. Wir können im Folgenden
also n(x) ≥ 1 und damit x /∈ Xdom annehmen. Dann exisitiert ein α ∈ R+ mit
(x, α̌) < 0 und damit ein β ∈ B mit (x, β̌) < 0. Da sβ R+ \ {β} permutiert und
(x, sβ(β̌)) = −(x, β̌) positiv ist, folgt aus (sβ(x), α̌) = (x, sβ(α̌)) für alle α ∈ R+

n(sβ(x)) = n(x)− 1.

Nach Induktionsvoraussetzung �nden wir also ein u′ ∈ W0 mit l(u′) = n(sβ(x)) =
n(x)− 1 und u′sβ(x) ∈ Xdom. Sei nun u = u′sβ. Dann ist also u(x) ∈ Xdom und

l(u) = l(u′sβ) ≤ l(u′) + 1 = n(x).

Aus Teil (i) folgt, dass schon Gleichheit gelten muss.
(iii) und Eindeutigkeit in (ii): Haben wir ein solches Element wie in (ii), so folgt wie
im Beweis von (i)

{α ∈ R+ : (x, α̌) < 0} ⊂ {α ∈ R+ : u(α) ∈ R−}.

nach De�nition von u sind diese Mengen aber schon gleich, da sie gleich mächtig
sind. Dies zeigt (iii). Die Eindeutigkeit folgt aus Satz 2.1.13 und der Tatsache, dass
die Menge aller α ∈ R+, für welche u(α) negativ ist, nach (iii) gar nicht von u
abhängt.

Zu x ∈ X sei u ein solches Element wie in Teil (ii) des letzten Satzes. Wir �xieren
einen reduzierten Ausdruck u = sr . . . s1 mit si = sβi und positiven Wurzeln βi:
Dann setzen wir u0 = 1 und für 1 ≤ t ≤ r:

ut = st . . . s1

2.3.15 Lemma. Für 1 ≤ t ≤ r gilt:

(ut−1(x), β̌t) < 0
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Beweis. Nach Lemma 2.1.12 ist s1 . . . st−1(βt) ∈ R+ und us1 . . . st−1(βt) ∈ R−.
Deshalb folgt aus Satz 2.3.14 (iii)

(ut−1(x), β̌t) = (x, s1 . . . st−1(β̌t)) < 0.

2.3.16 Satz. Sei x ∈ X, u = sr . . . s1 wie in Satz 2.3.14 (ii), w0 ∈ W0, si = sβi
und 1 ≤ t ≤ r. Dann gilt:

(i) l(w0) = l(w0u
−1
t )+l(ut), falls w0(α) ∈ R− für alle α ∈ {β1, . . . , s1 . . . st−1(βt)}.

(ii) l(w0e
x) = l(w0u

−1
t ) + l(ute

x), falls t < r und w0(α) ∈ R+ für alle
α ∈ {s1 . . . st(βt+1), . . . , s1 . . . sr−1(βr)} oder t = r.

Beweis. (i): Wir wenden Satz 2.3.13 (i) und Lemma 2.1.12 an und erhalten

l(w0u
−1
t ) + l(ut)− l(w0) = 2#{α ∈ R+ : ut(α) ∈ R−, w0(α) ∈ R+}

= 2#(R+ ∩ u−1
t R− ∩ w−1

0 R+)

= 2#({β1, . . . , s1 . . . st−1(βt)} ∩ w−1
0 R+) = 0.

(ii): Aus Teil (ii) von Satz 2.3.13 folgt

l(w0u
−1
t ) + l(ute

x)− l(w0e
x) = 2#{α ∈ R+ : ut(α) ∈ R−, w0(α) ∈ R+, (x, α̌) ≥ 0}

+ 2#{α ∈ R+ : ut(α) ∈ R+, w0(α) ∈ R−, (x, α̌) < 0}.

Wir müssen also noch zeigen dass die beiden obigen Mengen leer sind. Sei zunächst
α ∈ R+ mit ut(α) ∈ R−. Dann gibt es ein 1 ≤ k ≤ t mit α = s1 . . . sk−1(βk) und
aus Lemma 2.3.15 folgt

(x, α̌) = (uk−1(x), β̌) < 0.

Das heiÿt die erste Menge ist leer.
Ist andererseits α ∈ R+ mit ut(α) ∈ R+ und (x, α̌) < 0. Nach Satz 2.3.14 (iii) ist
also u(α) ∈ R− und damit

α ∈ {s1 . . . st(βt+1), . . . , s1 . . . sr−1(βr)}.

Nach Voraussetzung ist dann aber w0(α) positiv und damit auch die zweite Menge
leer.

2.3.17 Corollar. Sei x ∈ X und u wie in Satz 2.3.14 (ii). Dann gilt:

l(uex) = l(ex)− n(x) = l(ex)− l(u)

Beweis. Durch Anwenden von Teil (ii) von Satz 2.3.16 mit t = n(x) und w0 = 1
folgt die Behauptung.
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2.3.18 Lemma. Sei x ∈ X, u wie in Satz 2.3.14 (ii) und v = e−xu−1. Dann ist v
das eindeutig bestimmte kürzeste Element von e−xW0.

Beweis. Aus Satz 2.3.4 folgt für w ∈ W0

l(e−xw−1) = l(wex) =
∑

α∈R+,w(α)∈R+

|(x, α̌)|+
∑

α∈R+,w(α)∈R−
|(x, α̌) + 1|.

Dies zeigt, dass die Länge eines Elementes e−xw−1 für w ∈ W0 genau dann minimal
ist, wenn

{α ∈ R+ : w(α) ∈ R−} = {α ∈ R+ : (x, α̌) < 0}.

Dies bedeutet aber nach Satz 2.3.14 (iii)

R+ ∩ w−1(R−) = R+ ∩ u−1(R−).

Wegen Proposition 2.1.13 ist dies nur für w = u möglich.
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2.4 Die Bruhatordnung

Wir de�nieren nun eine partielle Ordnung auf Waff . Dazu sei

T =
⋃

w∈Waff

w−1Sw

die Menge aller zu S konjugierten Elemente in Waff . Es gilt t = t−1 für alle t ∈ T .
Zu w,w′ ∈ Waff schreiben wir w′ → w, falls w′−1w ∈ T und l(w′) < l(w). Wir
schreiben w′ ≤ w, falls es w0, . . . , wk ∈ Waff gibt mit

w′ = w0 → w1 → . . .→ wk = w.

O�ensichtlich wird durch �≤� eine Ordnungsrelation de�niert.

2.4.1 De�nition. Die durch �≤� de�nierte Ordnungsrelation heiÿt die Bruhatord-
nung.

Zur Untersuchung der Bruhatordnung benötigen wir die sogenannte Austauschbe-
dingung im Coxeter-System (Waff , S). Diese und das vorgehende Lemma stammen
aus [4] Chap. 5.7 und 5.8.

2.4.2 Lemma. Sei w ∈ Waff und (α̌, k) ∈ Ř+
aff . Dann sind äquivalent:

(i) w(α̌, k) ∈ Ř+
aff

(ii) l(wsα,k) > l(w)

Beweis. Wir zeigen zunächst per Induktion nach l(w), dass die zweite Aussage die
erste impliziert. Ist l(w) = 0 und damit w = 1, ist dies klar. Ist hingegen l(w) > 0,
so gibt es ein s ∈ S mit l(sw) = l(w)− 1 und damit

l(swsα,k) ≥ l(wsα,k)− 1 > l(w)− 1 = l(sw).

Induktiv können wir also sw(α̌, k) ∈ Ř+
aff annehmen. Angenommen w(α̌, k) ∈ Ř−aff .

Dann wäre nach Lemma 2.2.9

w(α̌, k) = −(β̌, l),

wobei (β̌, l) die eindeutige positive a�ne Wurzel mit s = sβ,l sei. Weiter erhielten
wir aus Lemma 2.2.3

(sw)sα,k(sw)−1 = sβ,l = s

und damit
wsα,k = sw,

was im Widerspruch zu
l(wsα,k) > l(w) > l(sw)
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stünde.
Sei nun umgekehrt w(α̌, k) ∈ Ř+

aff . Angenommen l(wsα,k) wäre kleiner als l(w).
Dann könnten wir das eben gezeigte auf wsα,k anwenden und erhielten

−w(α̌, k) = wsα,k(α̌, k) ∈ Ř+
aff .

Wir können jetzt die sogenannte Austauscheigenschaft in Waff zeigen:

2.4.3 Satz. Sei w = s1 . . . sr ∈ Waff reduziert und t ∈ T mit l(wt) < l(w). Dann
gibt es ein (α̌, k) ∈ Ř+

aff mit t = sα,k und ein 1 ≤ i ≤ r mit

wt = s1 . . . ŝi . . . sr und (α̌i, ki) = si+1 . . . sr(α̌, k).

Beweis. Nach Lemma 2.2.3 gibt es α ∈ R und k ∈ Z mit t = sα,k. Wegen sα,k =
s−α,−k können wir o.B.d.A. (α̌, k) ∈ Ř+

aff annehmen. Aus Lemma 2.4.2 folgt

w(α̌, k) ∈ Ř−aff

und daher gibt es ein 1 ≤ i ≤ r mit

si+1 . . . sr(α̌, k) ∈ Ř+
aff

und
si . . . sr(α̌, k) ∈ Ř−aff .

Da (α̌i, ki) die einzige positive a�ne Wurzel ist, die von si = sαi,ki nach Ř−aff
abgebildet wird, muss schon

(α̌i, ki) = si+1 . . . sr(α̌, k)

gelten. Lemma 2.2.3 impliziert

si+1 . . . srtsr . . . si+1 = si

und damit
wt = s1 . . . ŝi . . . sr.

Mit der Austauscheigenschaft werden wir die Bruhatordnung auf Waff charakteri-
sieren. Dabei gehen wir vor wie in [4] Chap 5.9-5.11.

2.4.4 Lemma. Seien w,w′ ∈ Waff , w′ ≤ w und s ∈ S. Dann ist w′s ≤ w oder
w′s ≤ ws.
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Beweis. Wir betrachten zunächst den Spezialfall w′ → w. Sei t = w′−1w ∈ T . Im
Falle s = t folgt

w′s = w ≤ w.

Wir können also s 6= t annehmen.
1. Fall: l(w′s) = l(w′)− 1. Dann ist

w′s→ w′ → w

und damit w′s ≤ w.
2. Fall: l(w′s) = l(w′)+1. Wir setzen t′ = sts ∈ T . Damit haben wir

w′st′ = w′ts = ws.

Wir wollen l(w′s) < l(ws) zeigen, denn dann folgt aus (w′s)−1ws = t′: w′s ≤ ws.
Wäre dies nicht der Fall, so erhielten wir l(ws) < l(w′s), denn wegen w′−1w ∈ T ist
genau eine der beiden Längen gerade. Sei nun w′ = s1 . . . sr reduziert. Dann folgt
aus

l(w′st′) = l(ws) < l(w′s)

und der Austauschbedingung

w′st′ = s1 . . . ŝi . . . srs

für ein 1 ≤ i ≤ r. Der ausgelassene Faktor kann dabei nicht s sein, denn sonst wäre
w′st′ = w′ und damit s = t′, also auch s = t. Wir erhielten also

ws = w′st′ = s1 . . . ŝi . . . srs

und folglich
w = s1 . . . ŝi . . . sr

im Widerspruch zu l(w) > l(w′).
Behandeln wir jetzt den allgemeinen Fall

w′ = w0 → . . .→ wk = w.

Der Fall k = 0 ist klar. Ist hingegen k ≥ 1, so wissen wir bereits aus dem Spezialfall

w′s ≤ w1 oder w
′s ≤ w1s.

Durch Iteration dieses Arguments erhalten wir

w′s ≤ w1s ≤ w2s ≤ . . . ≤ wks = ws,

das heiÿt w′s ≤ ws, oder es gibt ein 1 ≤ i ≤ r mit

w′s ≤ w1s ≤ . . . ≤ wi−1s ≤ wi ≤ w.
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2.4.5 Satz. Seien w′, w ∈ Waff . Dann sind äquivalent:

(i) w′ ≤ w

(ii) Für jeden reduzierten Ausdruck w = s1 . . . sr existieren 1 ≤ i1 < . . . < in ≤ r
mit

w′ = si1 . . . sin .

(iii) Es existiert eine reduzierter Ausdruck w = s1 . . . sr und 1 ≤ i1 < . . . < in ≤ r
mit

w′ = si1 . . . sin .

Beweis. Wir zeigen zuerst die Implikation von (i) nach (ii) und behandeln dabei
wieder den Spezialfall w′ → w mit einem reduzierten Ausdruck w = s1 . . . sr. Dann
ist t = w′−1w ∈ T und wegen l(w′) < l(w) erhalten wir aus der Austauschbedingung

w′ = wt = s1 . . . ŝi . . . sr.

Indem wir Satz 2.2.11 anwenden, können wir durch Weglassen weiterer Faktoren
einen reduzierten Ausdruck für w′ gewinnen. Wendet man dies nun sukzessive auf
alle Schritte von

w′ = w0 → . . .→ wk = w

an, so folgt die Behautung.
Dass (iii) aus (ii) folgt, ist klar. Seien nun w = s1 . . . sr und 1 ≤ i1 < . . . < in ≤ r wie
in Bedingung (iii). Wir zeigen w′ ≤ w per Induktion nach l(w). Nach Voraussetzung
ist l(w′) ≤ l(w). Im Falle l(w) = 0 ist w = w′ = 1. Ist nun l(w) > 0 und in < r, so
können wir die Induktionsvoraussetzung auf wsr anwenden und es folgt

w′ ≤ wsr = s1 . . . sr−1 ≤ w.

Ist andererseits in = r, so können wir induktiv w′sr ≤ wsr annehmen und aus
Lemma 2.4.4 folgt

w′ ≤ wsr ≤ w

oder
w′ ≤ wsrsr = w.

2.4.6 Corollar. Seien w,w′ ∈ Waff mit l(w)+l(w′) = l(ww′). Dann gilt w′ ≤ ww′.

Beweis. Seien w = s1 . . . sr und w′ = s′1 . . . s
′
r′ reduziert. Dann ist auch ww′ =

s1 . . . srs
′
1 . . . s

′
r′ reduziert und Bedingung (iii) von Satz 2.4.5 ist erfüllt.

2.4.7 Lemma. Seien w,w′ ∈ Waff mit w′ < w und l(w) = l(w′) + 1. Es gebe ein
s ∈ S mit w′ < w′s und w′s 6= w. Dann haben wir

w < ws und w′s < ws.
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Beweis. Nach Lemma 2.4.4 ist w′s ≤ w oder w′s ≤ ws. Wegen l(w′s) = l(w′) + 1 =
l(w) wäre im ersten Fall w′s = w. Also muss der zweite Fall eintreten und wegen
w′ 6= w ist w′s < ws. Aus

l(w) = l(w′) + 1 = l(w′s) < l(ws)

folgt dann auch
w < ws.

2.4.8 Satz. Für w,w′ ∈ Waff sind äquivalent:

(i) w′ ≤ w

(ii) Es existiert eine Folge w′ = w0, w1, . . . , wk = w in Waff mit

l(w1)− l(w0) = . . . = l(wk)− l(wk−1) = 1

und w−1
0 w1, . . . , w

−1
k−1wk ∈ T .

Beweis. Die Implikation �(ii)⇒(i)� ist klar und beim Beweis der anderen Richtung
genügt es o�enbar, den Fall w′ → w zu betrachten.
In diesem Fall zeigen wir die Behauptung per Induktion nach l(w′) + l(w). Im Falle
l(w′) + l(w) = 1 ist w′ = 1 und w ∈ S, die Behauptung also o�ensichtlich erfüllt.
Sei nun w = s1 . . . sr reduziert und r ≥ 1. Nach Satz 2.4.5 gibt es 1 ≤ i1 < . . . in ≤ r
mit

w′ = si1 . . . sin .

Dann ist l(w′) < l(w′sr) oder l(w′) > l(w′sr). Im ersten Fall muss also in < r sein
und w′ ist ein Teilausdruck von wsr. Wir können die Induktionsannahme also auf
die Elemente w′ und wsr anwenden und die Behauptung folgt aus l(w)− l(wsr) = 1.
Andernfalls ist

w′sr → w′ ≤ w

und nach Induktionsannahme existieren w′sr = w0, . . . , wk = w ∈ Waff mit

w−1
0 w1, . . . , w

−1
k−1wk ∈ T

und
l(w1)− l(w0) = . . . = l(wk)− l(wk−1) = 1.

Wegen w0sr = w′ > w′sr = w0 und wksr = wsr < w = wk �nden wir ein minimales
i ≥ 1, so dass wisr < wi gilt. Wäre wi 6= wi−1sr, so könnten wir Lemma 2.4.7 auf
wi−1 < wi 6= wi−1sr anwenden und erhielten wi < wisr im Widerspruch zur Wahl
von i. Also folgt

wi = wi−1sr.

Die Minimalität von i impliziert l(wj−1sr) + 1 = l(wj−1) + 2 = l(wj) + 1 = l(wjsr)
und damit wj−1sr → wjsr für alle 1 ≤ j < i. Wir erhalten also

w′ = w0sr → w1sr → . . .→ wi−1sr = wi → . . .→ wk = w,
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wobei die Längendi�erenzen der aufeinanderfolgenden Elemente 1 sind und

(w0sr)
−1w1sr = srw

−1
0 w1sr, . . . , w

−1
k−1wk ∈ T.

Wir setzen jetzt die Bruhatordnung auf W fort. Es handelt sich dabei um eine
Ausarbeitung des Anhangs in [11].

2.4.9 De�nition. Seien w = uwaff , w
′ = u′w′aff ∈ W . Wir schreiben w ≤ w′, falls

u = u′ und waff ≤ w′aff im Sinne der Bruhatordnung von Waff .

2.4.10 Lemma. Sei u ∈ Ω und w,w′ ∈ Waff . Dann sind äquivalent:

(i) w′ ≤ w

(ii) uw′u−1 ≤ uwu−1

Beweis. Sei w = s1 . . . sr reduziert und w′ = si1 . . . sin mit 1 ≤ i1 < . . . < in ≤ r.
Dann sind

uwu−1 = (us1u
−1) . . . (usru

−1)

und
uw′u−1 = (usi1u

−1) . . . (usinu
−1)

reduzierte Ausdrücke, denn die Länge ändert sich durch Konjugation mit einem
Element aus Ω nicht und Ω normalisiert S. Dies zeigt die Implikation "(i)⇒(ii)".
Die Rückrichtigung erhält man, indem man die bereits gezeigte Implikation auf
uw′u−1 ≤ uwu−1 anwendet und mit u−1 konjugiert.

2.4.11 Satz. Für waff , w′aff ∈ Waff sind äquivalent:

(i) w′aff ≤ waff

(ii) uw′aff ≤ uwaff für alle u ∈ Ω.

(iii) w′affu ≤ waffu für alle u ∈ Ω.

(iv) uw′affu
′ ≤ uwaffu

′ für alle u, u′ ∈ Ω.

Beweis. (i)⇒(ii) folgt unmittelbar aus der De�nition.
(ii)⇒(iii): Aus der Vorassetzung folgt insbesondere

w′aff ≤ waff

und daher ist nach Lemma 2.4.10

u−1w′affu ≤ u−1w′affu.

De�nitionsgemäÿ ist dann auch

waffu = u(u−1w′affu) ≤ u(u−1waffu) = w′affu.
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(iii)⇒(iv): Wie oben erhalten wir aus der Voraussetzung und Lemma 2.4.11

u′−1w′affu
′ ≤ u′−1waffu

′

und damit

uw′affu
′−1 = (uu′)(u′−1w′affu

′) ≤ (uu′)(u′−1waffu
′) = uwaffu

′−1.

Die Implikation (iv)⇒(i) ist klar.

2.4.12 Corollar. Für w,w′ ∈ W sind äquivalent:

(i) w′ ≤ w

(ii) w′−1 ≤ w−1

Beweis. Per Symmetrie genügt es, eine Richtung zu zeigen. Sind w,w′ ∈ Waff , so
folgt die Behauptung aus Satz 2.4.5. Sind hingegen w = uwaff und w′ = u′w′aff , so
folgt aus der De�nition u = u′ und damit die Behauptung aus dem Spezialfall.

2.4.13 Corollar. Seien w,w′ ∈ W mit w′ ≤ w. Dann ist

l(w′) ≤ l(w).

Beweis. Ist w′ ∈ Waff , so ist auch w ∈ Waff und die Behauptung folgt aus Satz
2.4.5. Der allgemeine Fall ergibt sich damit aus Lemma 2.3.2.
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2.5 Die Braidgruppe

2.5.1 De�nition. Sei B die freie Gruppe mit den Erzeugern (Tw)w∈W modulo der
Relationen

TwTw′ = Tww′ , falls l(ww′) = l(w) + l(w′).

Wir nennen B die Braidgruppe von W .

Es ist klar, dass B von den Elementen (Ts)s∈S und (Tu)u∈Ω erzeugt wird.
Im Studium der Hecke Algebren wird die Braidgruppe von fundamentaler Bedeu-
tung sein, denn wir können gewisse Hecke Algebren als Restklassenalgebren einer
Gruppenalgebra der Braidgruppe au�assen. Ziel dieses Kapitels ist es, Identitäten
in der Braidgruppe herzuleiten, die wir dann in Hecke Algebren verwenden können.
Dabei gehen wir vor wie in [6] Abschnitt 2.
Für das Studium von B werden wir das folgende Lemma benötigen.

2.5.2 Lemma. Sei x ∈ X und α ∈ B. Dann gilt

(i) Ist (x, α̌) > 0, so folgt l(sαe
x) = l(ex) + 1 und l(exsα) = l(ex)− 1.

(ii) Ist (x, α̌) < 0, so folgt l(sαe
x) = l(ex)− 1 und l(exsα) = l(ex) + 1.

(iii) Ist (x, α̌) = 0, so folgt l(sαe
x) = l(ex) + 1 und l(exsα) = l(ex) + 1.

Beweis. Der Beweis aller drei Teile ist gleich. Wir beschränken uns deshalb auf (i).
Nach Voraussetzung haben wir

e−x(α̌, 0) = (α̌, (x, α̌)) ∈ Ř+
aff

und
ex(α̌, 0) = (α̌,−(x, α̌)) ∈ Ř−aff .

Aus Lemma 2.2.10 folgt dann die Behauptung.

2.5.3 Lemma. Sei x ∈ X mit (x, α̌) = 0. Dann haben wir

TexTsα = TsαTex .

Beweis. Aus Lemma 2.5.2 (iii) folgt

TexTsα = Texsα = Tsαesα(x) = Tsαex = TsαTex .

2.5.4 Lemma. Sei x ∈ Xdom, α ∈ B, s = sα und w = sexsex. Dann gilt:

(i) l(exsex) = 2l(ex)− 2(x, α̌) + 1

(ii) w = e2x−(x,α̌)α und 2x− (x, α̌)α ∈ Xdom
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(iii) l(w) = 2l(ex)− 2(x, α̌)

(iv) Ist (x, α̌) = 1, so folgt
Tw = T−1

s TexT
−1
s Tex .

Beweis. (i) folgt aus (ii), (iii) und Lemma 2.5.2 (i) oder (iii).
(ii):

w = sexsex = s2ex+s(x) = e2x−(x,α̌)α

Für β ∈ B \ {α} haben wir

(2x− (x, α̌)α, β̌) = 2(x, β̌)− (x, α̌)(α, β̌) ≥ 2(x, β̌) ≥ 0

nach Proposition 1.2.9 und zusammen mit

(2x− (x, α̌)α, α̌) = 2(x, α̌)− (α, α̌)(x, α̌) = 0

folgt 2x− (x, α̌)α ∈ Xdom.
(iii): Aus (ii) und Lemma 2.3.10 (i) folgt:

l(w) = l(ex+s(x)) = 2(x+ s(x), ρ̌) = 2(x, ρ̌) + 2(s(x), ρ̌)

= l(ex) + 2(x, s(ρ̌)) = l(ex) + 2(x, ρ̌− α̌)

= l(ex) + 2(x, ρ̌)− 2(x, α̌) = 2l(ex)− 2(x, α̌)

(iv): Wegen l(sw) = l(exsex) = l(w) + 1 haben wir

TsTw = Tsw = Texsex .

Lemma 2.5.2 (i) impliziert
TexsTs = Tex

und mit Teil (i) folgt durch Einsetzen von (x, α̌) = 1

TexsTex = Texsex = Tsw.

Durch Kombination dieser Gleichungen erhalten wir

Tw = T−1
s Tsw = T−1

s TexsTex = T−1
s TexT

−1
s Tex .

2.5.5 Lemma. (i) Seien v, w ∈ W0 und v−1w = s1 . . . sr reduziert mit si = sαi
und αi ∈ B. Sei βi = sr . . . si+1(αi) für 1 ≤ i < r und βr = αr. Dann haben
wir

T−1
v Tw = T ε1s1 . . . T

εr
sr

mit εi = 1, falls w(βi) ∈ R− und εi = −1, falls w(βi) ∈ R+.
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(ii) Seien v, w ∈ W0 und w = s1 . . . sr reduziert mit si = sαi und αi ∈ B. Sei
βi = sr . . . si+1(αi) für 1 ≤ i < r und βr = αr. Dann haben wir

T−1
vw−1Tv = T ε1s1 . . . T

εr
sr

mit εi = 1, falls v(βi) ∈ R− und εi = −1, falls v(βi) ∈ R+.

Beweis. Es ist, klar, das (ii) aus (i) folgt. (i) zeigen wir per vollständiger Induktion
nach r. Der Fall r = 0 ist klar. Induktiv dürfen wir also

T−1
v Twsr = T ε1s1 . . . T

εr−1
sr−1

mit εi wie in der Behauptung annehmen. Aus Lemma 2.1.7 folgt

Twsr =

{
TwTsr , falls w(αr) ∈ R+

TwT
−1
sr , falls w(αr) ∈ R−.

Durch Einsetzen erhalten wir die behauptete Gleichung.

2.5.6 Lemma. Sei x ∈ X.

(i) Es gibt y, z ∈ Xdom mit x = y − z.

(ii) Ist α ∈ B mit (x, α̌) ≥ 0, so gibt es y, z ∈ Xdom mit

x = y − z, (y, α̌) = (x, α̌) und (z, α̌) = 0.

(iii) Seien y, z ∈ Xdom mit x = y− z. Dann hängt T̄x = TeyT
−1
ez nicht von der Wahl

von y und z ab.

Beweis. (i) folgt aus (ii): Gibt es ein α ∈ B mit (x, α̌) ≥ 0, so können wir obige
Elemente y und z verwenden, andernfalls ist schon −x ∈ Xdom und x = 0− (−x).
(ii): Wir konstruieren zunächst ein Element z̃ ∈ Xdom mit

(z̃, α̌) = 0 und (z̃, β̌) > 0 für β ∈ B \ {α}.

Sei zunächst ωα ∈ Q ⊗ R das zu α gehörige fundamentale Gewicht. Dann gibt es
ein n ∈ N mit nωα ∈ X. Sei weiter 2ρ =

∑
β∈R+ β = 2

∑
β∈B ωβ. Wir setzen dann

z̃ = 2nρ− 2nωα = 2n
∑

β∈B\{α}

ωβ.

Dieses Element hat o�enbar die geforderte Eigenschaft. Nun sei

k = max{|(x, β̌)| : β ∈ B}.

Dann haben wir z = kz̃ ∈ Xdom und setzen y = x+ z. Per Konstruktion ist

(y, α̌) = (x, α̌) ≥ 0
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und
(y, β̌) = (x+ z, β̌) = (x, β̌) + k(z̃, β̌) ≥ 0 für alle β ∈ B \ {α}.

(iii): Sei nun x = y1 − z1 = y2 − z2 mit y1, y2, z1, z2 ∈ Xdom. Dann gilt y1 + z2 =
y2 + z1 ∈ Xdom. Aus Corollar 2.3.12 folgt dann

Tey1T
−1
ez1 = Tey1Tez2T

−1
ez2T

−1
ez1T

−1
ey2Tey2 = Tey1+z2T

−1
ez2T

−1
ey2+z1

Tey2 = Tey2T
−1
ez2 .

Dabei haben wir benutzt, dass zwei Elemente der Form Tey und Tez mit y, z ∈ Xdom

wegen
TeyTez = Tey+z = Tez+y = TezTey

stets kommutieren.

2.5.7 Lemma. (i) Ist x ∈ Xdom, so ist T̄x = Tex.

(ii) T̄x1T̄x2 = T̄x1+x2 für alle x1, x2 ∈ X

(iii) Sei x ∈ X, α ∈ B mit (x, α̌) = 0 und s = sα. Dann kommutieren Ts und T̄x.

(iv) Sei x ∈ X und α ∈ B mit (x, α̌) = 1 und s = sα. Dann folgt

T̄x = TsT̄s(x)Ts.

(v) Sei x ∈ X, α ∈ B mit (x, α̌) ∈ {0,−1} und s = sα. Dann ist

T εs T̄xTs = T̄s(x)

mit ε = 1, falls (x, α̌) = −1 und ε = −1, falls (x, α̌) = 0.

Beweis. (i) und (ii) sind klar.
(iii): Nach Lemma 2.5.6 (i) �nden wir y, z ∈ Xdom mit x = y − z und (y, α̌) =
(z, α̌) = 0. Dann folgt unter Benutzung von Lemma 2.5.3

TsT̄x = TsTeyT
−1
ez = TeyT

−1
ez Ts = T̄xTs.

(iv): Wir wählen y, z ∈ Xdom mit x = y − z, (y, α̌) = 1 und (z, α̌) = 0. Dann haben
wir

T−1
s T̄xT

−1
s T̄x = T−1

s TeyT
−1
ez T

−1
s TeyT

−1
ez = T−1

s TeyT
−1
s TeyT

−2
ez

2.5.4(iv)
= TseyseyT

−1
e2z = Te2y−αT

−1
e2z = T̄2y−αT̄−2z

= T̄2x−α = T̄s(x)+x = T̄s(x)T̄x

Das bedeutet
T̄x = TsT̄s(x)Ts.

(v): Ist (x, α̌) = 0, so folgt dies aus (iii). Andernfalls wenden wir (iv) für −x und
und erhalten

T̄−x = TsT̄s(−x)Ts.
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Durch Inversion beider Seiten sehen wir

T̄x = T−1
s T̄s(x)T

−1
s

und deshalb
TsT̄xTs = T̄s(x)

2.5.8 Lemma. Sei α ∈ Rm und s = sαe
α ∈ S der zugehörige Erzeuger von Waff .

Dann haben wir
Ts = T̄−αT

−1
sα .

Beweis. Nach Corollar 1.3.8 ist −α dominant. Aus eα(α̌, 1) = (α̌,−1) ∈ Ř−aff folgt
mit Lemma 2.2.10 (v)

l(sα) + l(s) = l(se−α) + 1 = l(e−α) = l(ssα).

Daher haben wir
Ts = TssαT

−1
sα = Te−αT

−1
sα .

Das folgende Lemma stammt aus [7].

2.5.9 Lemma. Sei α ∈ B mit α̌ ∈ 2X̌, α0 die eindeutig bestimmte minimale Wurzel
des zu α gehörigen Summanden einer Zerlegung von Re in irreduzible Wurzeldaten
und s̃ = sα0e

α0 die zugehörige a�ne Spiegelung in S.

(i) Sei β ∈ R+ \ {−α0}. Dann ist (α0, β̌) ∈ {0,−1}.

(ii) Es gibt ein w ∈ W0 mit w(α0) = −α.

(iii) T−1
w−1T

−1
s̃ Tw−1 = TsαT̄−α für jedes w ∈ W0 mit w(α0) = −α.

Beweis. (i): Für diesen Teil dürfen wir annehmen, dass R irreduzibel ist. Wegen
Corollar 1.3.8 gilt (α0, β̌) ≤ 0. Aus Lemma 1.2.5 folgt, dass nur eine der beiden
ganzen Zahlen (α0, β̌) und (β, α̌0) von 0 und von −1 verschieden sein kann. Wegen
Corollar 2.1.20 haben wir

(α0, β̌) =
2〈〈α̌0, β̌〉〉
〈〈α̌0, α̌0〉〉

≥ 2〈〈α̌0, β̌〉〉
〈〈β̌, β̌〉〉

= (β, α̌0),

denn die Nenner sind nicht positiv. Dies zeigt die Behauptung.
(ii): Auch hier dürfen wir annehmen, dass R irreduzibel ist. Gäbe es kein solches w,
wären α0 und α in verschiedenen W0-Orbits. Dies hätte wegen Teil (i) und α ∈ 2X̌

(α0, w(α̌)) = 0 für alle w ∈ W0

zur Konsequenz im Widerspruch zu Corollar 2.2.4.
(iii): Sei w wie in (ii) und u ∈ W0 das kürzeste Element mit u(α0) ∈ Xdom. Nach
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Satz 2.3.14 (i) und (ii) gibt es genau ein solches Element. Lemma 2.3.18 zufolge
ist dann v = e−α0u−1 das eindeutig bestimmte kürzeste Element von e−α0W0. Wir
haben

e−α0W0 ∩ Ω ⊂ Waff ∩ Ω = {1} aber 1 /∈ e−α0W0.

Andererseits liegt s̃ = sα0e
α0 = e−α0sα0 in e

−α0W0 und hat die Länge 1. Deshalb ist
v = s̃ und damit

u = sα0 .

Sei nun w = s1 . . . sr reduziert und β1, . . . , βr wie in Lemma 2.5.5 (ii). Dann haben
wir

T−1
uw−1Tu = T ε1s1 . . . T

εr
sr

mit

εi =

{
1, falls u(βi) ∈ R−

−1, falls u(βi) ∈ R+.

Wegen Satz 2.3.14 (iii) haben wir aber auch

εi =

{
1, falls (α0, β̌i) < 0

−1, falls (α0, β̌i) ≥ 0,

denn nach Lemma 2.1.12 gilt

{β1, . . . , βr} = R+ ∩ w−1R−,

die βi sind also insbesondere positiv. Auÿerdem sind deshalb alle βi von −α0 ver-
schieden, denn w(−α0) = α ∈ R+. Deshalb können wir wegen Teil (i) Lemma 2.5.7
(v) iterativ anwenden und aus obiger Beschreibung der εi erhalten wir

T̄−α = T̄w(α0) = T ε1s1 . . . T
εr
sr T̄α0Tsr . . . Ts1 = T ε1s1 . . . T

εr
sr T̄α0Tw−1 .

Zusammen mit obiger Formel folgt

T−1
uw−1Tu = T̄−αT

−1
w−1T̄−α0

und damit
T−1
uw−1TuT̄α0Tw−1 = T̄−α.

Aus Lemma 1.1.14 und w−1(α) = −α0 ∈ R+ folgt zusammen mit Lemma 2.1.7 (ii)
auÿerdem

Tuw−1 = Tsα0w
−1 = Tw−1sα = Tw−1Tsα .

Zusammen mit Lemma 2.5.8 erhalten wir schlieÿlich

T−1
w−1T

−1
s̃ Tw−1 = T−1

w−1Tsα0
T̄α0Tw−1 = TsαT̄−α.

2.5.10 Proposition. B wird von den Elementen T̄x = Tex (x ∈ Xdom) und Ts
(s ∈ S0) erzeugt.
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Beweis. Sei B′ die von obigen Elementen erzeugte Untergruppe von B. Wir zeigen
zunächst, dass alle Elemente der Form Ts mit s ∈ S in B′ enthalten sind. Sei nun
α ∈ Rm beliebig und s = sαe

α der zugehörige Erzeuger von Waff . Dann haben wir

Ts = Te−αT
−1
sα = T̄−αT

−1
sα

nach Lemma 2.5.8. Das heiÿt, Ts ist schon in B′, denn −α ist dominant und sα ist
ein Element der endlichen Weylgruppe, die von S0 erzeugt wird. Folglich haben wir
Ts ∈ B′ für alle s ∈ S und damit

Tw ∈ B′ für alle w ∈ Waff .

Es bleibt also noch zu zeigen, dass alle Elemente der Form Tu mit u ∈ Ω in B′ sind.
Für u = w0e

x0 ∈ Ω setzen wir

x = 2kρ− w0(x0)

mit 2ρ =
∑

α∈R+ α und k = max{|(w0(x0), β̌)| : β ∈ B}. Dann haben wir

exu = exw0e
x0 = w0e

w−1
0 (x)+x0 = w0e

kw−1
0 (2ρ) ∈ W0e

Q = Waff ,

das heiÿt Texu ∈ B′. Auÿerdem ist x dominant, denn für β ∈ B haben wir

(x, β̌) = k(2ρ, β̌)− (w0(x0), β̌) = 2k − (w0(x0), β̌) ≥ k ≥ 0.

Somit haben wir auch
Tu = T−1

ex Texu ∈ B′.



Kapitel 3

A�ne generische Hecke Algebren

3.1 Die De�nition von H

Wir führen zunächst generische Gewichte ein. Dazu seien (qs)s∈S Unbekannte mit
qs = qs′ , falls s und s′ inW konjugiert sind. Den zugehörigen Polynomring über den
ganzen Zahlen bezeichnen wir mit Z[q∗]. Für s ∈ S sei [s] die Menge aller Elemente
von S, die in W zu s konjugiert sind und S̃ = {[s] : s ∈ S}. Für eine Abbildung
n : S̃ → N nennen wir

qn =
∏
[s]∈S̃

qn([s])
s

ein Monom in q∗. Dies ist wohlde�niert, denn qs und qs′ sind gleich, falls s und s′ in
W konjugiert sind. Zu jedem w = uwaff ∈ W mit u ∈ Ω und waff ∈ Waff �xieren
wir einen reduzierten Ausdruck waff = s1 . . . sr und setzen

nw([s]) = #{1 ≤ i ≤ r : si ∈ [s]}.

3.1.1 Lemma. (i) Die AbbildungW → NS̃
0 , w 7→ nw ist unabhängig von der Wahl

der reduzierten Ausdrücke.

(ii) Es gibt genau einen Gruppenhomomorphismus ϕ : B → ZS̃ mit ϕ(Tw) = nw
für alle w ∈ W .

Beweis. (i): Sei waff ∈ Waff mit zwei reduzierten Ausdrücken waff = s1 . . . sr =
s′1 . . . s

′
r und s ∈ S. Dann müssen wir

#{1 ≤ i ≤ r : si ∈ [s]} = #{1 ≤ i ≤ r : s′i ∈ [s]}

zeigen. Wir zeigen dies per Induktion nach r. Ist r = 0, so haben wir nichts zu
zeigen.
Im Falle r ≥ 1 sei si = sαi,ki und s

′
i = sβi,li . Wir betrachten das Element s1waff =

61
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s2 . . . sr = s1s
′
1 . . . s

′
r. Indem wir Satz 2.4.3 auf w−1

aff = s′r . . . s
′
1 und s1 anwenden

sehen wir, dass es ein 1 ≤ i ≤ r mit

s′1 . . . s
′
i−1(βi, li) = (α1, k1) und s2 . . . sr = s1waff = s′1 . . . ŝ

′
i . . . s

′
r

gibt. Induktiv können wir also

#{1 < j ≤ r : sj ∈ [s]} = #{1 ≤ j ≤ r : j 6= i, s′j ∈ [s]}

annehmen. Andererseits haben wir wegen (α1, k1) = s′1 . . . s
′
i−1(βi, li) und Lemma

2.2.3
s1 = sα1,k1 = (s′1 . . . s

′
i−1)s′i(s

′
1 . . . s

′
i−1)−1,

das heiÿt s1 ∈ [s] genau dann, wenn s′i ∈ [s].
(ii): Nach der universellen Eigenschaft der freien Gruppe haben wir genau einen
Homomorphismus ϕ′ von der freien Gruppe mit den Erzeugern (Tw)w∈W nach ZS̃

mit ϕ′(Tw) = nw für alle w ∈ W . Nach De�nition von ϕ′ und (i) liegen dann alle
Elemente TwTw′T

−1
ww′ mit l(ww′) = l(w) + l(w′) im Kern von ϕ′, das heiÿt es gibt

einen eindeutigen Homomorphismus ϕ : B → ZS̃ mit ϕ(Tw) = nw.

Wir setzen nun für w ∈ W :
qw = qnw = qϕ(Tw)

Ist x ∈ X, so schreiben wir qx statt qex .

3.1.2 Lemma. (i) Sei w ∈ W und s ∈ S. Dann haben wir

qws =

{
qwqs, falls l(ws) > l(w)

qwq
−1
s , falls l(ws) < l(w).

und

qsw =

{
qsqw, falls l(sw) > l(w)

q−1
s qw, falls l(sw) < l(w).

(ii) Sei s ∈ S und w ∈ W mit l(sws) = l(w). Dann ist

qsws = qw.

(iii) qx = qw0(x) für alle w0 ∈ W0 und x ∈ X

(iv) Seien w,w′ ∈ W mit l(ww′) = l(w) + l(w′). Dann gilt:

qww′ = qwqw′

Beweis. (i): Dies folgt aus den Relationen in B. Wir haben

Tws =

{
TwTs, falls l(ws) > l(w)

TwT
−1
s , falls l(ws) < l(w).
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Wir haben also

qws = qϕ(Tws) =

{
qϕ(TwTs) = qϕ(Tw)+ϕ(Ts) = qwqs, falls l(ws) > l(w)

qϕ(TwT
−1
s ) = qϕ(Tw)−ϕ(Ts) = qwq

−1
s , falls l(ws) < l(w).

Die zweite Aussage zeigt man analog.
(ii):

qw =

{
qsqsw = qsqswsq

−1
s = qsws, falls l(sw) < l(w) = l(sws)

q−1
s qsw = q−1

s qswsqs = qsws, falls l(sw) > l(w) = l(sws).

(iii): Per Induktion genügt es, den Fall w0 = s ∈ S0 zu betrachten. Die Behauptung
folgt dann aus sexs = es(x) und Lemma 2.3.5 und (ii).
(iv): Wegen l(ww′) = l(w) + l(w′) haben wir Tww′ = TwTw′ und damit

qww′ = qϕ(Tww′ )
= qϕ(TwTw′ )

= qϕ(Tw)+ϕ(Tw′ )
= qϕ(Tw)qϕ(Tw′ )

= qwqw′ .

3.1.3 Lemma. Seien w ∈ W und u, u′ ∈ Ω. Dann gilt:

(i) qw = qw−1

(ii) quwu′ = qw

Beweis. (i): Sei w = u′′s1 . . . sr reduziert. Dann ist

w−1 = sr . . . s1u
′′−1 = u′′−1u′′sru

′′−1 . . . u′′s1u
′′−1.

Wegen l(w) = l(w−1) und Corollar 2.3.3 ist dies auch ein reduzierter Ausdruck und
die Konjugationsklassen sind die gleichen.
(ii): Sei w = u′′s1 . . . sr reduziert. Dann haben wir

uwu′ = uu′′s1 . . . sru
′ = uu′′u′u′−1s1u

′ . . . u′−1sru
′

und daher
quwu′ = qu′−1s1u′...u′−1sru′ = qs1...sr = qw.

Der folgende Satz wird es uns ermöglichen, Hecke Algebren zu de�nieren:

3.1.4 Satz. Sei R ein kommutativer Ring mit Einselement und A der freie R-Modul
mit Basis (Tw)w∈W . Weiter seien as, bs ∈ R Elemente mit der Eigenschaft

as = as′ und bs = bs′ falls s und s
′ in W konjugiert sind.

Dann gibt es genau eine R-Algebra-Struktur auf A mit

T 2
s = asTs + bs für alle s ∈ S

und
TwTw′ = Tww′ falls l(ww′) = l(w) + l(w′).
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Zum Beweis werden wir die Vorgehensweise von [4] Chap. 7.1-7.3 verallgemeinern,
wo vorausgesetzt wird, dass W eine Coxetergruppe ist. Wir werden dabei die exis-
tierende Algebrastruktur von EndR(A) verwenden. Für u ∈ Ω und s ∈ S de�nieren
wir R-lineare Abbildungen durch

Lu(Tw) = Tuw, Ru(Tw) = Twu für alle w ∈ W,

Ls(Tw) =

{
Tsw, falls l(sw) > l(w)

asTw + bsTsw, falls l(sw) < l(w)

und

Rs(Tw) =

{
Tws, falls l(ws) > l(w)

asTw + bsTws, falls l(ws) < l(w).

Aus der De�nition ist klar, dass für u, u′ ∈ Ω und s ∈ S

LuRu′ = Ru′Lu, LsRu = RuLs und LuRs = RsLu

gilt. Als nächstes werden wir zeigen, dass auch die Abbildungen Ls und Rt für
s, t ∈ S kommutieren. Dazu benötigen wir das folgende Lemma.

3.1.5 Lemma. Seien w ∈ W und s, t ∈ S mit

l(sw) = l(wt) und l(swt) = l(w).

Dann folgt
sw = wt.

Beweis. Sei w = uwaff = us1 . . . sr reduziert.
1. Fall: l(sw) > l(w). Sei s′ = u−1su. Dann ist

l(s′waff t) = l(swt) = l(w) < l(sw) = l(s′waff ).

Indem wir Satz 2.4.3 auf s′waff und t anwenden, erhalten wir

s′waff t = s′s1 . . . ŝi . . . sr für ein 1 ≤ i ≤ r oder s′waff t = s1 . . . sr = waff .

Wir wollen den ersten Fall ausschlieÿen. Angenommen, dieser träte ein. Dann wäre

waff t = s1 . . . ŝi . . . sr

und damit
l(w) = l(waff ) > l(waff t) = l(wt) = l(sw)

im Widerspruch zur Voraussetzung. Es folgt also

waff = s′waff t = u−1swt

und damit
wt = sw.
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2. Fall: l(sw) < l(w) = l(ssw) Wir können dann den ersten Fall auf das Element sw
anwenden. Das bedeutet

swt = ssw = w,

was
wt = sw

zur Konsequenz hat.

3.1.6 Lemma. Seien s, t ∈ S. Dann gilt

LsRt = RtLs.

Beweis. Sei w ∈ W . Dann genügt es, zu zeigen, dass LsRt(Tw) und RtLs(Tw) über-
einstimmen. Da die Multiplikation mit s oder t die Länge jeweils um 1 ändert,
können genau die folgenden sechs Fälle auftreten:
1. Fall: l(w) < l(wt) = l(sw) < l(swt) Dann haben wir

LsRt(Tw) = Ls(Twt) = Tswt = Rt(Tsw) = RtLs(Tw).

2. Fall: l(swt) < l(wt) = l(sw) < l(w)

LsRt(Tw) = Ls(atTw + btTwt)

= at(asTw + bsTsw) + bt(asTwt + bsTswt)

= asatTw + bsatTsw + asbtTwt + bsbtTswt

= as(atTw + btTwt) + bs(atTsw + btTswt)

= asRt(Tw) + bsRt(Tsw)

= Rt(asTw + bsTsw)

= RtLs(Tw)

3. Fall: l(wt) = l(sw) < l(swt) = l(w) In diesem Fall können wir das vorherige
Lemma anwenden und erhalten

sw = wt.

Insbesondere sind s und t konjugiert in W und damit as = at und bs = bt. Es folgt:

LsRt(Tw) = Ls(asTw + bsTwt)

= as(asTw + bsTsw) + bsTswt

= as(asTw + bsTwt) + bsTswt

= Rt(asTw + bsTsw)

= RtLs(Tw)

4. Fall: l(wt) < l(w) = l(swt) < l(sw)

LsRt(Tw) = Ls(atTw + btTwt) = atTsw + btTswt = Rt(Tsw) = RtLs(Tw)

5. Fall: l(sw) < l(w) = l(swt) < l(wt)

LsRt(Tw) = Ls(Twt) = asTwt + bsTswt = Rt(asTw + bsTsw) = RtLs(Tw)
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6. Fall l(w) = l(swt) < l(wt) = l(sw) Durch Anwenden des Lemmas sehen wir
wieder

sw = wt, as = at und bs = bt.

Dann haben wir

LsRt(Tw) = Ls(Twt) = asTwt + bsTswt = asTsw + bsTswt = Rt(Tsw) = RtLs(Tw).

Wir können jetzt Satz 3.1.4 beweisen:

Beweis. Wir zeigen zunächst die Existenz einer solchen Algebra:
Sei L die kleinste Unteralgebra von EndR(A), welche alle Ls (s ∈ S) und alle Lu
(u ∈ Ω) enthält. Dann kommutieren nach Lemma 3.1.6 alle Ru und alle Rs mit
jedem Element L ∈ L. Wir betrachten den R-Modulhomomorphismus

f : L → A,L 7→ L(T1).

Sei nun w = us1 . . . sr reduziert. Dann haben wir per De�nition f(LuLs1 . . . Lsr) =
Tw, das heiÿt, f ist surjektiv. Sei nun L ∈ L mit f(L) = 0. Wir zeigen nun per
Induktion nach l(w), dass L(Tw) = 0 ist.
Ist l(w) = 0, bedeutet dies w = u ∈ Ω und damit

L(Tu) = L(Ru(T1)) = Ru(L(T1)) = Ru(0) = 0.

Ist nun l(w) ≥ 1, so gibt es ein s ∈ S mit l(ws) < l(w). Es folgt nach Induktionsan-
nahme

L(Tw) = LRs(Tws) = Rs(L(Tws)) = 0.

f ist folglich bijektiv. Sei für w ∈ W w = us1 . . . sr eine reduzierte Darstellung.
Dann setzen wir

Lw = LuLs1 . . . Lsr .

Dies hängt nicht von der Wahl des reduzierten Ausdrucks von w ab, denn f ist
injektiv und für jede Wahl wird das entstehende Element von f auf Tw abgebildet.
Wir können so die Algebrastruktur von EndR(A) durch

TwTw′ = f(LwLw′) = LwLw′(T1)

und R-lineare Fortsetzung auf A übertragen. Wir müssen noch die Relationen in A
nachweisen: Für s ∈ S haben wir

T 2
s = L2

s(T1) = Ls(Ts) = asTs + bsT1 = asTs + bs.

Seien nun w,w′ ∈ W mit l(w) + l(w′) = l(ww′). Dann haben wir

Tww′ = Lww′(T1) = LwLw′(T1) = TwTw′ .

Dies zeigt, dass A mit dieser Multiplikation wirklich die geforderten Relationen er-
füllt.
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Zur Eindeutigkeit der Algebrastruktur: Seien · und � zwei Multiplikationsabbil-
dungen auf A, welche die geforderten Relationen erfüllen. Unter Benutzung der
Distributivgesetze genügt es,

Tw · Tw′ = Tw � Tw′ für alle w,w′ ∈ W

zu zeigen. Dazu betrachten wir zunächst 2 Spezialfälle:
1. Fall: w = u ∈ Ω. Dann haben wir l(uw′) = l(w′) = l(u) + l(w′) und deshalb

Tu · Tw′ = Tuw′ = Tu � Tw′ .

2. Fall: w = s ∈ S. In diesem Fall haben wir

Ts · Tw′ =

{
Tsw′ , falls l(sw′) > l(w′)

Ts · Ts · Tsw′ = (asTs + bs) · Tsw′ = asTw′ + bsTsw′ , falls l(sw′) < l(w′)

und

Ts�Tw′ =

{
Tsw′ , falls l(sw′) > l(w′)

Ts � Ts � Tsw′ = (asTs + bs)� Tsw′ = asTw′ + bsTsw′ , falls l(sw′) < l(w′).

Das bedeutet
Ts · Tw′ = Ts � Tw′ .

Den allgemeinen Fall behandeln wir per Induktion nach l(w). Der Fall l(w) = 0
ist gerade der erste Spezialfall. Wir dürfen also l(w) ≥ 1 annehmen. Dann �nden
wir ein s ∈ S mit l(sw) < l(w). Wir können induktiv annehmen, dass es eindeutig
bestimmte Elemente a1, . . . an ∈ R und w1, . . . , wn ∈ W gibt, so dass

Tsw · Tw′ = Tsw � Tw′ =
n∑
i=1

aiTwi .

Wir haben dann

Tw · Tw′ = Ts · Tsw · Tw′ =
n∑
i=1

aiTs · Twi

und

Tw � Tw′ = Ts � Tsw � Tw′ =
n∑
i=1

aiTs � Twi .

Die Produkte in den Summanden stimmen aber nach dem zweiten Speziallfall über-
ein.

3.1.7 De�nition. Die generische Hecke Algebra H ist der freie Z[q∗]-Modul mit
Basis (Tw)w∈W , wobei die Multiplikation über die Relationen

T 2
s = (qs − 1)Ts + qs für alle s ∈ S und

Tww′ = TwTw′ , falls l(ww′) = l(w) + l(w′)

gegeben ist.
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Man beachte, dass wir sowohl die Erzeuger der Braidgruppe als auch die Basisele-
mente von H mit Tw bezeichnen. Dies erklärt sich durch Corollar 3.1.9. Sollte nicht
aus dem Zusammenhang klar sein, welches Element mit Tw gemeint ist, geben wir
dies explizit an.

Wir können statt Z[q∗] auch die Ringe Z[q±1
∗ ] der Laurent-Polynome in q∗ und Z[q

± 1
2
∗ ]

betrachten, wobei Z[q
± 1

2
∗ ] den Ring der Laurent-Polynome in den Variablen q

1
2
s mit

(q
1
2
s )2 = qs bezeichne. Die zugehörigen generischen Hecke Algebren bezeichnen wir

mit H[q−1
∗ ] und H[q

− 1
2
∗ ]. Wir können dann H als Unteralgebra von H[q−1

∗ ] und

H[q−1
∗ ] als Unteralgebra von H[q

− 1
2
∗ ] au�assen. Wir können nun unsere bisherigen

Notationen fortsetzen, indem wir für eine Funktion n : S̃ → Z

qn =
∏
[s]∈S̃

qn([s])
s ∈ Z[q±1

∗ ]

de�nieren. Insebesondere erhalten wir für jedes γ ∈ B ein Element qϕ(γ) ∈ Z[q±1
∗ ].

3.1.8 Satz. In H[q−1
∗ ] und H[q

− 1
2
∗ ] sind die Elemente (Tw)w∈W invertierbar. Im

Speziellen gilt
T−1
s = q−1

s Ts + (q−1
s − 1) für alle s ∈ S und

T−1
u = Tu−1 für alle u ∈ Ω.

Die Elemente Tu sind dabei sogar schon in H invertierbar.

Beweis. Es genügt zu zeigen, dass die Elemente (Tu)u∈Ω und (Ts)s∈S invertierbar
sind. Für u ∈ Ω haben wir

TuTu−1 = Tu−1Tu = T1 = 1.

Für s ∈ S gilt

Ts(q
−1
s Ts + (q−1

s − 1)) = q−1
s ((qs − 1)Ts + qs) + (q−1

s − 1)Ts = 1

und diese Elemente kommutieren miteinander.

3.1.9 Corollar. Sei A die Gruppenalgebra von B über Z[q±1
∗ ] (bzw. Z[q

± 1
2
∗ ]) modulo

des von den Elementen (T 2
s − (qs − 1)Ts − qs)s∈S erzeugten Ideals. Dann ist H[q−1

∗ ]

(bzw. H[q
− 1

2
∗ ]) isomorph zu A.

Beweis. Wir beschränken uns auf den Beweis für H[q−1
∗ ]. Wegen der Eindeutigkeits-

aussage in Satz 3.1.4 genügt es, zu zeigen, dass die Elemente (Tw)w∈W eine Basis
von A bilden, denn in beiden Algebren sind die Relationen aus Satz 3.1.4 erfüllt.
Lineare Unabhängigkeit: Sei F die freie Gruppe mit den Erzeugern (Tw)w∈W . Dann
gibt es nach der universellen Eigenschaft der freien Gruppe genau einen Gruppen-
homomorphismus F → H[q−1

∗ ]×, der die Elemente Tw auf die entsprechenden Ele-
mente in H[q−1

∗ ] abbildet. Aufgrund der Relationen in H[q−1
∗ ] induziert dieser einen
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Gruppenhomomorphismus B → H[q−1
∗ ]×. Folglich haben wir einen Algebrenhomo-

morphismus Z[q±1
∗ ][B]→ H[q−1

∗ ], der die Elemente Tw ∈ Z[q±1
∗ ][B] auf die Elemente

Tw ∈ H[q−1
∗ ] abbildet. Aufgrund der Relationen in H[q−1

∗ ] induziert dieser einen
Algebrenhomomorphismus A → H[q−1

∗ ]. Da die Bilder der Elemente Tw ∈ A linear
unabhängig in H[q−1

∗ ] sind, sind dies auch die Elemente (Tw)w∈W in A.
Erzeugendensystem: Sei Ã der von allen Elementen (Tw)w∈W erzeugte Untermodul
von A. Wegen der Relationen in A haben wir

TsÃ ⊂ Ã und TuÃ ⊂ Ã für alle s ∈ S, u ∈ Ω.

Die Elemente Ts (s ∈ S) und Tu (u ∈ Ω) erzeugen jedoch A als Algebra, denn
die entsprechenden Elemente in B erzeugen die Braidgruppe. Das heiÿt Ã ist ein
Linksideal. Andererseits enthält Ã das Einselement T1. Das bedeutet Ã = A.

Folglich können wir unsere Resultate aus Kapitel 2.5 in den Hecke Algebren H[q−1
∗ ]

und H[q
− 1

2
∗ ] benutzen.
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3.2 Die Hecke Algebra H [q
−1

2
∗ ]

Von nun an sei stets vorausgesetzt, dass (·, ·) eine perfekte Paarung ist. Wir werden

jetzt die Hecke Algebra H[q
− 1

2
∗ ] behandeln. Dabei werden wir ihr Zentrum berech-

nen und zeigen, dass dieses ein freier Z[q
± 1

2
∗ ]-Modul ist. Wir gehen dazu ähnlich vor

wie in [6] Abschnitt 3. Dort wird eine etwas weniger allgemeine Variante betrach-

tet: An Stelle von Z[q
± 1

2
∗ ] wird der Ring der Laurent-Polynome in einer Variabeln

C[v±1] über den komplexen Zahlen betrachten. Darüber hinaus wird eine Abbil-
dung L : S → N0 mit L(s) = L(s′), falls s und s′ in W konjugiert sind, als gegeben
vorausgesetzt. Die zugehörige Hecke Algebra wird dann über die Relationen

T 2
s = (v2L(s) − 1)Ts + v2L(s)

und
TwTw′ = Tww′ falls l(ww′) = l(w) + l(w′)

de�niert. Wir erhalten diese Hecke Algebra also aus H[q
− 1

2
∗ ], indem wird das Bild

des von q
1
2
s 7→ vL(s) induzierten Algebrenhomomorphismus betrachten und dieses

mit C tensorieren.
In [6] wird weiter eine Fortsetzung L : W → N0 mit

L(ww′) = L(w) + L(w′) falls l(ww′) = l(w) + l(w′)

betrachtet. Diese induziert einen Gruppenhomomorphismus L̃ : B → Z mit L̃(Tw) =
L(w) für alle w ∈ W . Der Schlüssel zur Anpassung der dortigen Argumente auf
unsere Situation wird es sein, die Abbildung L̃ durch die Abbildung ϕ aus Lemma

3.1.1 zu ersetzen, das heiÿt für γ ∈ B ersetzen wir vL̃(γ) durch q
1
2

ϕ(γ).
Für x ∈ X setzen wir nun

Θx = q
− 1

2

ϕ(T̄x)
T̄x.

Ist etwa x = y − z mit y, z ∈ Xdom, so bedeutet dies

Θx = q
− 1

2
y q

1
2
z TeyT

−1
ez .

Sei nun Θ : Z[q
± 1

2
∗ ][X] → H[q

− 1
2
∗ ] der durch x 7→ Θx induzierte Homomorphismus

von Z[q
± 1

2
∗ ]-Moduln. Dann ist dieser auch multiplikativ, denn ϕ und x 7→ T̄x sind

Gruppenhomomorphismen. Das Bild von Θ bezeichnen wir mit A.

3.2.1 Lemma. Die Elemente (TwΘx)w∈W0,x∈X sind Z[q
± 1

2
∗ ]-linear unabhängig.

Beweis. Sei
n∑
i=1

fiTwiΘxi = 0

mit paarweise verschiedenen (w1, x1), . . . , (wn, xn) ∈ W0 × X und f1, . . . , fn ∈
Z[q
± 1

2
∗ ]. Dann �nden wir ein x ∈ X mit x + xi ∈ Xdom für 1 ≤ i ≤ n: Wir können
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etwa x = 2kρ mit k = max{|(xi, α̌)| : 1 ≤ i ≤ n, α ∈ B} wählen. Multiplizieren wir
unsere Gleichung von rechts mit Θx, so erhalten wir

0 =
n∑
i=1

fiTwiΘxi+x =
n∑
i=1

fiq
− 1

2
x+xiTwiT̄xi+x

2.5.7
=

n∑
i=1

fiq
− 1

2
x+xiTwiTexi+x

2.3.10
=

n∑
i=1

fiq
− 1

2
x+xiTwiexi+x

Weil die Elemente (Tw)w∈W linear unabhängig sind, folgt fiq
− 1

2
x+xi = 0 für 1 ≤ i ≤ n

und damit fi = 0.

3.2.2 Corollar. Θ : Z[q
± 1

2
∗ ][X] → A ist ein Isomorphismus von Z[q

± 1
2
∗ ]-Algebren

und A ist ein freier Z[q
± 1

2
∗ ]-Modul mit Basis (Θx)x∈X .

Beweis. Wir wissen bereits alles bis auf die Injektivität von Θ. Diese folgt unmit-
telbar aus Lemma 3.2.1.

3.2.3 Corollar. A ist ein Integritätsbereich.

Beweis. Nach Corollar 3.2.2 ist A isomorph zu einem Ring von Laurentpolynomen
über dem Integritätsbereich Z.

Sei nun K der Quotientenkörper von A, x ∈ X, α ∈ B und s = sα. Dann haben wir

Θx −Θsα(x)

1−Θ−α
∈ A,

denn mit n = (x, α̌) gilt

Θx −Θsα(x) = Θx −Θx−nα = Θx(1−Θ−nα)

= Θx(1−Θn
−α) = Θx(1−Θ−α)(1 + Θ−α + . . .+ Θn−1

−α ).

Ist zusätzlich α ∈ 2X̌, so erhalten wir mit n = 1
2
(x, α̌)

Θx −Θs(x) = Θx −Θx−2nα = Θx(1−Θn
−2α) = Θx(1−Θ−2α)(1 + . . .+ Θn−1

−2α)

und daher
Θx −Θs(x)

1−Θ−2α

∈ A.

Wir setzen nun

as =

{
qs − 1, falls α̌ /∈ 2X̌

(qs − 1) + q
1
2
s (q

1
2
s̃ − q

− 1
2

s̃ )Θ−α, falls α̌ ∈ 2X̌
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und

bs =

{
1−Θ−α, falls α̌ /∈ 2X̌

1−Θ−2α, falls α̌ ∈ 2X̌.

Dabei sei s̃ die a�ne Spiegelung aus Lemma 2.5.9. Nach obiger Überlegung haben
wir stets

Θx −Θs(x)

bs
∈ A.

3.2.4 Lemma. Sei x ∈ X und s = sα ∈ S0. Dann haben wir

(i) ΘxTs − TsΘs(x) = as
bs

(Θx −Θs(x)) und

(ii) TsΘx −Θs(x)Ts = as
bs

(Θx −Θs(x)),

wobei die rechten Seiten jeweils in A liegen.

Beweis. Wir erhalten (ii), indem wir (i) für s(x) statt x aufstellen.
(i): Dass die rechten Seiten in A liegen, haben wir bereits gesehen. Wir nehmen
zunächst an, die nachzuweisende Gleichung ist erfüllt für x, x′ ∈ X. Dann haben
wir

Θx+x′Ts − TsΘs(x+x′) = Θx(TsΘs(x′) +
as
bs

(Θx′ −Θs(x′)))

− (Θx′Ts −
as
bs

(Θx′ −Θs(x′)))Θs(x)

= ΘxTsΘs(x′) −Θx′TsΘs(x)

+
as
bs

(Θx+x′ −Θx+s(x′) + Θs(x)+x′ −Θs(x+x′))

= (TsΘs(x) +
as
bs

(Θx −Θs(x)))Θs(x′)

−Θx′(ΘxTs −
as
bs

(Θx −Θs(x)))

+
as
bs

(Θx+x′ −Θx+s(x′) + Θs(x)+x′ −Θs(x+x′))

= TsΘs(x+x′) −Θx+x′Ts + 2
as
bs

(Θx+x′ −Θs(x+x′))

und damit
2(Θx+x′Ts − TsΘs(x+x′)) = 2

as
bs

(Θx+x′ −Θs(x+x′)).

Das bedeutet, die nachzuweisende Formel ist für das Element x+ x′ erfüllt.
Ist die nachzuweisende Formel für ein x ∈ X richtig, so können wir sie von links mit
−Θ−x und von rechts mit Θ−s(x) multiplizieren. Dann haben wir

Θ−xTs − TsΘs(−x) = Θ−x
as
bs

(Θs(x) −Θx)Θs(−x) =
as
bs

(Θ−x −Θs(−x)),

die behauptete Gleichung ist also auch für −x richtig. Folglich genügt es, diese
Formel für ein �xiertes Erzeugendensystem von X nachzuweisen.
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Ist α̌ /∈ 2X̌, so wählen wir ein x ∈ X mit (x, α̌) = 1. Wir können etwa α̌ zu
einer Basis von X̌ ergänzen und x als das zu α̌ korrespondierende Element einer
Dualbasis de�nieren. Im Falle α̌ ∈ 2X̌ machen wir eine spezielle Wahl, nämlich
x = α. In beiden Fällen �nden wir für ein beliebiges y ∈ X ein k ∈ Z, so dass
z = y − kx die Gleichung (z, α̌) = 0 erfüllt. Nach unser Vorüberlegung genügt es,
die nachzuweisende Formel für zu α̌ orthogonale Elemente und jeweils ein x wie
oben zu überprüfen.
Für ein x ∈ X mit (x, α̌) = 0 lautet die nachzuweisende Identität einfach

ΘxTs − TsΘx = 0.

Dies folgt aus Lemma 2.5.7 (iii).
Sei nun x ∈ X ein Element mit (x, α̌) = 1. Aus Lemma 2.5.7 (iv) und Satz 3.1.8
folgt dann

q
− 1

2
s TsΘx = (q

1
2
s T
−1
s − (q

− 1
2

s − q
1
2
s ))q

− 1
2

ϕ(T̄x)
T̄x

= q
1
2
s T
−1
s q

− 1
2

ϕ(T̄x)
T̄x − (q

− 1
2

s − q
1
2
s )Θx

= q
1
2
s T
−1
s q

− 1
2

ϕ(TsT̄s(x)Ts)
TsT̄s(x)Ts − (q

− 1
2

s − q
1
2
s )Θx

= q
− 1

2

ϕ(T̄s(x)Ts)
T̄s(x)Ts − (q

− 1
2

s − q
1
2
s )Θx

= q
− 1

2
s Θs(x)Ts − (q

− 1
2

s − q
1
2
s )Θx.

Wir erhalten weiter

TsΘx −Θs(x)Ts = (qs − 1)Θx
1−Θ−α
1−Θ−α

= (qs − 1)
Θx −Θs(x)

1−Θ−α
=
as
bs

(Θx −Θs(x)).

Dies zeigt die Behauptung für den Fall α̌ /∈ 2X̌. Im Falle x = α haben wir dann mit
Hilfe von Lemma 2.5.9 (iii)

Θα(q
− 1

2
s Ts − (q

1
2
s − q

− 1
2

s ))− q−
1
2

s TsΘ−α = q
1
2
s ΘαT

−1
s − q

− 1
2

s TsΘ−α

= q
− 1

2

ϕ(T̄αT
−1
s )
T̄αT

−1
s − q

− 1
2

ϕ(TsT̄−α)
TsT̄−α

= T−1
w−1(q

− 1
2

s̃ Ts̃ − q
1
2
s̃ T
−1
s̃ )Tw−1

= T−1
w−1(q

1
2
s̃ − q

− 1
2

s̃ )Tw−1 = q
1
2
s̃ − q

− 1
2

s̃

für ein w ∈ W0. Letztendlich folgt

ΘαTs − TsΘs(α) = (qs − 1)Θα + q
1
2
s (q

1
2
s̃ − q

− 1
2

s̃ ) = asΘα

= asΘα
1−Θ−2α

1−Θ−2α

=
as
bs

(Θα −Θs(α)).
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3.2.5 Satz. (i) Die Elemente (TwΘx)w∈W0,x∈X bilden eine Z[q
± 1

2
∗ ]-Basis von H[q

− 1
2
∗ ].

(ii) Die Elemente (ΘxTw)w∈W0,x∈X erzeugen H[q
− 1

2
∗ ] als Z[q

± 1
2
∗ ]-Modul.

Beweis. Die lineare Unabhängigkeit in (i) wissen wir bereits aus Lemma 3.2.1. Seien
H1 und H2 die von den Elementen in (i) bzw. (ii) erzeugten Untermoduln von

H[q
− 1

2
∗ ]. Wir zeigen zunächst per Induktion nach l(w), dass H2 alle Elemente der

Form TwΘx enthält. Für l(w) = 0 ist w = 1 und Θx ∈ H2. Andernfalls gibt es ein
s ∈ S0 mit l(sw) = l(w) − 1. Dann haben wir Tw = TsTsw. Induktiv dürfen wir

annehmen, dass es f1, . . . , fn ∈ Z[q
± 1

2
∗ ] und (w1, x1), . . . , (wn, xn) ∈ W0 ×X mit

TswΘx =
n∑
i=1

fiΘxiTwi

gibt. Dann haben wir

TwΘx = TsTswΘx =
n∑
i=1

fiTsΘxiTwi
3.2.4
=

n∑
i=1

fi(Θs(xi)Ts +
as
bs

(Θxi −Θs(xi)))Twi

=
n∑
i=1

fiΘs(xi)TsTwi +
n∑
i=1

fi
as
bs

(Θxi −Θs(xi))Twi

Wegen

TsTwi =

{
Tswi , falls l(swi) > l(wi)

(qs − 1)Twi + qsTswi , falls l(swi) < l(wi).

haben wir
∑n

i=1 fiΘs(xi)TsTwi ∈ H2. Der zweite Summand ist in H2 enthalten, denn
as
bs

(Θxi−Θs(xi)) ∈ A. Das bedeutet TwΘx ∈ H2. Analog zeigt man, dass alle Elemente
der Form ΘxTw in H1 enthalten sind. Wir wissen also

H1 = H2.

Folglich ist H1 = H2 stabil unter Linksmultiplikation mit den Elementen Ts (s ∈ S0)

und Θx. Diese erzeugen H[q
− 1

2
∗ ] als Algebra nach Proposition 2.5.10 und Corollar

3.1.9. Das heiÿt H1 = H2 ist ein Linksideal, welches das Einselement T1 enthält.

3.2.6 Corollar. Die Elemente (Tw)w∈W0 bilden eine Basis von H[q
− 1

2
∗ ] als A-Rechtsmodul.

Insbesondere ist H[q
− 1

2
∗ ] ein freier A-Modul von endlichem Rang.

3.2.7 Lemma. Sei x ∈ X und s ∈ S0. Dann kommutiert Ts mit Θx + Θs(x).

Beweis. Aus Lemma 3.2.4 folgt

Θx(Ts + 1)− (Ts + 1)Θs(x) = ΘxTs − TsΘs(x) + Θx −Θs(x) = (
as
bs

+ 1)(Θx −Θs(x)).
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Stellen wir die gleiche Formel für s(x) statt x auf, erhalten wir

Θs(x)(Ts + 1)− (Ts + 1)Θx = (
as
bs

+ 1)(Θs(x) −Θx).

Die Addition beider Gleichungen liefert

(Θx + Θs(x))(Ts + 1)− (Ts + 1)(Θx + Θs(x)) = 0,

das heiÿt Θx + Θs(x) kommutiert mit Ts + 1 und daher mit Ts.

Wir de�nieren nun eine W0-Operation auf A durch

w

n∑
i=1

aiΘxi =
n∑
i=1

aiΘw(xi) für alle w ∈ W0.

Mit dieser Operation können wir Lemma 3.2.4 neu formulieren:

3.2.8 Lemma. Sei f ∈ A und s ∈ S0. Dann haben wir

(i) fTs − Ts(sf) = as
bs

(f − sf) und

(ii) Tsf − (sf)Ts = as
bs

(f − sf).

Dabei liegen die rechten Seiten in A.

Zum Beweis des folgenden Lemmas und des Satzes 3.2.11 orientieren wir uns an [7]
Chap. 4.2.

3.2.9 Lemma. Sei f ∈ A und w ∈ W0. Dann gibt es Elemente fw′ ∈ A (w′ ∈ W0),
so dass

Twf =
∑
w′≤w

fw′Tw′ .

Dabei ist fw = wf . In anderen Worten gilt

Twf − (wf)Tw =
∑
w′<w

fw′Tw′ .

Beweis. Wir zeigen die Behauptung per Induktion nach l(w). Ist l(w) = 0, so ist
dies klar.
Ist hingegen l(w) ≥ 1, so gibt es ein s ∈ S0 mit l(sw) = l(w)− 1. Induktiv können
wir also annehmen, dass es Koe�zienten fw′ ∈ A mit

Tswf =
∑
w′≤sw

fw′Tw′

und fsw = swf gibt. Wir erhalten unter Benutzung von Lemma 3.2.8

Twf = TsTswf = Ts
∑
w′≤sw

fw′Tw′ =
∑
w′≤sw

Tsfw′Tw′

=
∑
w′≤sw

(sfw′Ts +
as
bs

(fw′ − sfw′))Tw′

=
∑
w′≤sw

(sfw′TsTw′ +
as
bs

(fw′ − sfw′)Tw′).
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Nun ist

TsTw′ =

{
Tsw′ , falls l(sw′) > l(w′)

(qs − 1)Tw′ + qsTsw′ , falls l(sw′) < l(w′).

Für jedes vorkommende w′ haben wir im ersten Fall sw′ ≤ w nach Satz 2.4.5. Im
anderen Fall haben wir per Konstruktion sw′ ≤ w′ ≤ sw ≤ w. Wir summieren also
nur über Elemente v ≤ w. In der Summe kommt Tw nur einmal vor, nämlich für
w′ = sw. Der zugehörige Koe�zient ist dann

sfsw = s2wf = wf.

3.2.10 Satz. (i) Die Elemente (ΘxTw)w∈W0,x∈X bilden eine Z[q
± 1

2
∗ ]-Basis von H[q

− 1
2
∗ ].

(ii) Die Elemente (Tw)w∈W0 bilden eine Basis von H[q
− 1

2
∗ ] als A-Linksmodul.

Beweis. (i): Nach Satz 3.2.5 (ii) haben wir nur noch die lineare Unabhängigkeit zu
zeigen. Sei

n∑
i=1

aiΘxiTwi = 0

mit paarweise verschiedenen (w1, x1), . . . , (wn, xn) ∈ W0×X. Mit Hilfe von Lemma
3.2.9 können wir

ΘxiTwi = TwiΘw−1
i (xi)

+
∑
w<wi

f (i)
w Tw

mit geeigneten f (i)
w ∈ A schreiben. Indem wir Lemma 3.2.9 iteriert anwenden, sehen

wir, dass die rechte Summe in
∑

w<wi
TwA liegt. Durch Einsetzen erhalten wir

n∑
i=1

aiTwiΘw−1
i (xi)

∈
n∑
i=1

∑
w<wi

TwA.

Für ein maximales Element wi von {w1, . . . , wn} folgt ai = 0 aus der linearen
Unabhängigkeit der TwΘx. Induktiv folgt so die Behauptung.
(ii) folgt aus (i).

Wir setzen die Einschränkung der Bruhatordnung aufW0 nun zu einer Totalordnung
fort. Dies können wir zum Beispiel folgendermaÿen tun:
Wir wählen zumächst ein maximales Element w1 bezüglich der Bruhatordnung.
Dann wählen wir ein Element w2, das maximal inW0\{w1} ist und setzen w1 > w2.
Wir �nden dann ein maximales Element w3 ∈ W0 \ {w1, w2} und de�nieren w1 >
w2 > w3. Dies führen wir fort, bis alle Elemente vergleichbar sind. Da W0 endlich
ist, ist es klar, dass wir so eine Totalordung aufW0 erhalten, die die Bruhatordnung
fortsetzt.
Der folgende Satz über das Zentrum von H[q

− 1
2
∗ ] geht auf Bernstein zurück und

wurde von Lusztig in [6] verallgemeinert.
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3.2.11 Satz. (i) AW0 ist ein freier Z[q
± 1

2
∗ ]-Modul mit Basis zM =

∑
x∈M Θx, wo-

bei M die Bahnen der W0-Operation auf X durchläuft.

(ii) AW0 ist das Zentrum von H[q
− 1

2
∗ ].

Beweis. (i): Die lineare Unabhängigkeit der zM folgt aus Lemma 3.2.1, denn die

Bahnen sind disjunkt. Sei nun f =
∑

x∈X axΘx ∈ AW0 mit Elementen ax ∈ Z[q
± 1

2
∗ ],

von denen alle bis auf endlich viele 0 sind. Dann haben wir aber auch

f =
∑
x∈X

axΘw(x) für alle w ∈ W0

und wegen der linearen Unabhängigkeit der Θx haben wir ax1 = ax2 für alle x1, x2 ∈
X, für die es ein w ∈ W0 mit w(x1) = x2 gibt. Die Koe�zienten sind also konstant
auf den W0-Orbits. Das heiÿt, die zM erzeugen A.
(ii): Wir zeigen zunächst, dass AW0 im Zentrum enthalten ist. Dafür genügt es zu

zeigen, dass die Elemente zM zentral in H[q
− 1

2
∗ ] sind. Sei etwa M = W0x. Dann

haben wir für s ∈ S0

zM =
∑

x′∈W0x

Θx′ =
∑

s(x′)∈W0x

Θs(x′) =
∑

x′∈W0x

Θs(x′)

und damit
2zM =

∑
x∈M

(Θx + Θs(x)) für alle s ∈ S0.

nach Lemma 3.2.7 kommutiert zM dann mit allen Ts (s ∈ S0) und mit allen Θx.

Diese Elemente erzeugen H[q
− 1

2
∗ ] als Algebra.

Sei nun umgekehrt z =
∑

w∈W0
fwTw mit fw ∈ A zentral in H[q

− 1
2
∗ ]. Wir setzen dann

x = 2ρ ∈ C0. Nach Satz 2.1.19 sind die Elemente w(x) für w ∈ W0 dann paarweise
verschieden, denn sie liegen in unterschiedlichen Weylkammern. Da z zentral ist,
haben wir ∑

w∈W0

ΘxfwTw =
∑
w∈W0

fwTwΘx.

nach Lemma 3.2.9 gibt es Elemente gvw ∈ A mit

TwΘx =
∑
v≤w

gvwTv für alle w ∈ W0

und gww = Θw(x). Wir setzen gvw = 0, falls nicht v ≤ w gilt. Wir erhalten so∑
v∈W0

ΘxfvTv =
∑

v,w∈W0

gvwfwTv.

Da die Elemente (Tv)v∈W0 A-linear unabhängig sind, folgt

Θxfv =
∑
w∈W0

gvwfw für alle v ∈ W0.
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Sei G = (gvw)v,w∈W0 und f = (fv)v∈W0 , wobei die Elemente angeordnet seien in
irgendeiner Totalordnung, die die Bruhatordnung fortsetzt. Wir könnenG als Matrix
und f als Vektor mit Einträgen in K = Quot(A) au�assen. Dann bedeutet obige
Gleichung, dass f Eigenvektor von G zum Eigenwert Θx ist. G ist jedoch eine
obere Dreiecksmatrix mit Diagonalelementen gww = Θw(x) und diese Elemente sind
per Konstruktion paarweise verschieden, die Eigenräume sind also eindimensional.
Deshalb gibt es ein λ ∈ K mit f = λ(δ1,v)v∈W0 gibt, denn (δ1,v)v∈W0 ist wegen

G(δ1,v)v = (gv,1)v = Θx(δ1,v)v

ein Eigenvektor zum Eigenwert Θx, was fv = 0 für v 6= 1 bedeutet. Das heiÿt z ∈ A.
Für s ∈ S0 folgt dann aber aus Lemma 3.2.8

Tsz = zTs = Ts(sz) +
as
bs

(z − sz)

und damit Ts(z − sz) ∈ A. Dies ist nur für z = sz möglich. Induktiv folgt dann

z = wz für alle w ∈ W0.
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3.3 Die Basis Ew

In diesem Kapitel werden wir die Hecke Algebra H untersuchen. Die Beweise im

letzten Kapitel beruhten zu groÿen Teilen darauf, dass wir die Gewichte qw inH[q
− 1

2
∗ ]

invertieren können. Beispielsweise setzte die komplette Argumentation des letzten

Kapitels voraus, dass wir uns H[q
− 1

2
∗ ] als Restklassenalgebra der Gruppenalgebra

von B vorstellen können. Dies ist für H nicht möglich: Die Elemente Ts sind nicht
einmal invertierbar in H. Deshalb benötigen wir zur Untersuchung von H eine
andere Herangehensweise. Alle Resultate in diesem Kapitel werden wir mit Hilfe
der Basis Ew aus [11] Chap. 1, aus dem auch die Vorgehensweise dieses Kapitels
stammt, und des dortigen Lemme fondamental (hier Lemma 3.3.3) erzielen. Letz-
teres beruht darauf, dass wir � auch wenn wir die Gewichte in H nicht invertieren

können � trotzdem mit solchen rechnen können, da H Unteralgebra von H[q
− 1

2
∗ ] ist.

Die Tatsache, dass (Ew)w∈W eine Basis ist, können wir zeigen, ohne die Theorie von
Bernstein-Lusztig des letzten Kapitels zu benutzen.
Teil (i) des folgenden Lemmas ist Lemma 5.6 in [3].

3.3.1 Lemma. Sei w ∈ W und s1 . . . sr ∈ Waff reduziert. Es gelte w < ws1. Dann
folgt:

(i) ws2 . . . sr < ws1 . . . sr

(ii) Es gibt ganze Zahlen k2, . . . , kr ∈ {0, 1} mit

qws1...srq
−1
ws2...sr

= qs1

r∏
j=2

q2kj
sj
.

Beweis. (i): Wir zeigen die Behauptung per Induktion nach r. Für r = 1 stimmen
die Behauptung und die Voraussetzung überein. Wir können also induktiv

ws2 . . . sr−1 < ws1 . . . sr−1

und r ≥ 2 annehmen. Sei v = ws2 . . . sr und v′ = ws1 . . . sr. Dann haben wir

v−1v′ = (s2 . . . sr)
−1s1(s2 . . . sr) ∈ T,

es genügt also, l(v) < l(v′) zu zeigen. Andernfalls hätten wir l(v) > l(v′) und aus
unser Induktionsannahme folgte vsr < v′sr. Lemma 2.4.4 und Satz 2.4.11 implizie-
ren

v = vsrsr ≤ v′sr oder v ≤ v′.

Nach unserer Annahme muss der erste Fall eintreten. Dabei kann keine Gleichheit
gelten, denn sonst wäre

s1 . . . sr = s2 . . . sr−1,

aber s1 . . . sr ist nach Voraussetzung reduziert. Folglich hätten wir v < v′sr und
daher

l(v′) < l(v) < l(v′sr).
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Dies kann jedoch nicht sein, denn sonst wäre l(v′sr)− l(v′) ≥ 2.
(ii): Wir zeigen die Behauptung per Induktion nach r. Ist r = 1, so steht auf beiden
Seiten einfach qs1 und die Behauptung ist erfüllt.
Im allgemeinen Fall haben wir nach Lemma 3.1.2 (i)

qws1...sr = qws1...sr−1q
ε1
sr

und
qws2...sr = qws2...sr−1q

ε2
sr

mit
ε1 = l(ws1 . . . sr)− l(ws1 . . . sr−1) ∈ {±1}

und
ε2 = l(ws2 . . . sr)− l(ws2 . . . sr−1) ∈ {±1}.

Es folgt

qws1...srq
−1
ws2...sr

= q1q
−1
2 ·


1, falls ε1 = ε2

q2
sr , falls ε1 = −ε2 = 1

q−2
sr , falls ε1 = −ε2 = −1

mit q1 = qws1...sr−1 und q2 = qws2...sr−1 . In den ersten beiden Fällen folgt die Be-
hauptung dann aus der Induktionsannahme. Im dritten Fall können wir durch die
Induktionsannahme

q1q
−1
2 = qs1

r−1∏
j=1

q2kj
sj

mit kj ∈ {0, 1} für 1 ≤ j < r schreiben. Aus Teil (i) und Satz 2.4.5 folgt, dass
qws2...sr ein Teiler von qws1...sr ist, das heiÿt q1q

−1
2 q−2

sr ist ein Monom in q∗. Deshalb
gibt es ein 1 ≤ i < r mit ki = 1 und qsi = qsr . Wir haben deshalb

qws1...srq
−1
ws2...sr

= qs1

r−1∏
j=2

j 6=i

q2kj
sj
.

Für s ∈ S setzen wir nun λs = 1 − qs und λ̃s = q
− 1

2
s λs. Für w ∈ W de�nieren wir

weiter T̃w = q
− 1

2
w Tw.

3.3.2 Lemma. Sei s ∈ S und w ∈ W . Dann gilt:

(i) T̃−1
s = T̃s + λ̃s

(ii) T̃wT̃−1
s =

{
T̃ws, falls l(ws) < l(w)

T̃ws + λ̃sT̃w, falls l(ws) > l(w)
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Beweis. (i): T̃s(T̃s + λ̃s) = q−1
s (T 2

s − (qs − 1)Ts) = 1
(ii):

T̃wT̃
−1
s = T̃w(T̃s + λ̃s)

= q
− 1

2
w q

− 1
2

s Tw(Ts + λs)

=

{
q
− 1

2
w q

− 1
2

s (−λsTw + qsTws + λsTw), falls l(ws) < l(w)

q
− 1

2
w q

− 1
2

s (Tws + λsTw), falls l(ws) > l(w)

=

{
q
− 1

2
w q

1
2
s Tws = T̃ws, falls l(ws) < l(w)

T̃ws + λ̃sT̃w, falls l(ws) > l(w)

Seien v, w ∈ W und v = s1 . . . sru reduziert. Für eine Teilfolge (si1 , . . . , sin) von
(s1, . . . , sr) setzen wir

σik−1 = ws1 . . . ŝi1 . . . ŝi2 . . . ŝik−1
. . . sik−1 für alle 1 ≤ k ≤ n.

Wir nennen eine solche Folge w-distinguiert, falls

σik−1 < σik−1sik für alle 1 ≤ k ≤ n.

3.3.3 Lemma. Seien v, w ∈ W . Dann gilt:

(i) Es gibt ein Monom cw,v in q∗, das qv teilt, mit

qwvq
−1
w qv = c2

w,v.

(ii) Sei v = s1 . . . sru reduziert. Dann haben wir

cw,vTwT
−1
v−1 = Twv +

∑
Tws1...ŝi1 ...ŝin ...sruλsi1 . . . λsin

∏
j∈{1,...,r}\{i1,...,in}

qkjsj

mit nicht negativen ganzen Zahlen kj. Dabei werde über alle w-distinguierten
Teilfolgen (si1 , . . . , sin) mit n ≥ 1 von (s1, . . . , sr) summiert.

(iii) ws1 . . . ŝi1 . . . ŝin . . . sru < wv für alle w-distinguierten Teilfolgen mit n ≥ 1.

Beweis. (i): Sei zunächst v = s1 . . . sr ∈ Waff reduziert. Dann haben wir

qwv = qwq
ε1
s1
. . . qεrsr

mit εi = l(ws1 . . . si) − l(ws1 . . . si−1). Auÿerdem haben wir qv = qs1 . . . qsr und die
Behauptung ist erfüllt mit

cw,v =
n∏
i=1
εi=1

qsi .
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Im allgemeinen Fall können wir v = vaffu schreiben. Dann haben wir qwv = qwvaff
und qv = qvaff . Die Behauptung ist deshalb mit cw,v = cw,vaff erfüllt.
(ii): Wir zeigen zunächst die folgende Zwischenbehauptung: Ist v = s1 . . . sr ∈ Waff

reduziert, so haben wir

T̃wT̃
−1
v−1 = T̃wv +

∑
T̃ws1...ŝi1 ...ŝin ...sr λ̃si1 . . . λ̃sir ,

wobei über alle w distinguierten Teilfolgen summiert werde. Wir tun dies per In-
duktion nach r. Der Fall r = 0 ist klar und r = 1 ist gerade Lemma 3.3.2 (ii). Sei
nun v′ = s1 . . . sr−1. Dann folgt aus der Induktionsannahme

T̃wT̃
−1
v−1 = T̃w(T̃sr T̃v′−1)−1 = T̃wT̃

−1
v′−1T̃

−1
sr

= (T̃wv′ +
∑

T̃ws1...ŝi1 ...ŝin ...sr−1λ̃si1 . . . λ̃sin )T̃−1
sr .

Die w-distinguierten Teilfolgen von (s1, . . . , sr) sind genau die folgenden:

- sr, falls wv′ < wv

- die w-distinguierten Teilfolgen von (s1, . . . , sr−1)

- (si1 , . . . , sin , sr), falls (si1 , . . . , sin) eine w-distinguierte Teilfolge von (s1, . . . , sr−1)
ist und

ws1 . . . ŝi1 . . . ŝin . . . sr−1 < ws1 . . . ŝi1 . . . ŝin . . . sr

Damit folgt die Zwischenbehauptung aus Lemma 3.3.2 (ii).
Um Teil (ii) für v ∈ Waff zu veri�zieren bleibt noch zu zeigen, dass es zu jeder
w-distinguierten Teilfolge (si1 , . . . , sin) von (s1, . . . , sr) nicht negative ganze Zahlen
kj mit

qwv = qws1...ŝi1 ...ŝin ...srqsi1 . . . qsin

∏
j∈{1,...r}\{i1,...,in}

q2kj
sj

gibt, denn dann haben wir

cw,vTwT
−1
v−1 = q

1
2
wvq
− 1

2
w q

1
2
v TwT

−1
v−1 = q

1
2
wvT̃wT̃

−1
v−1

= Twv +
∑

Tws1...ŝi1 ...ŝin ...srλsi1 . . . λsin

∏
j∈{1,...,r}\{i1,...,in}

qkjsj .

Dabei hängen die ganzen Zahlen kj von den w-distinguierten Folgen ab. Um die
Notationen nicht zu über�uten verzichten wir jedoch darauf, dies weiter kenntlich
zu machen.
Wir müssen also noch die Existenz solcher ganzen Zahlen kj nachweisen. Dies tun
wir wieder per Induktion nach r. Für r = 0 und r = 1 ist dies klar. Sei nun also
r ≥ 2 und (si1 , . . . , sin) eine w-distinguierte Teilfolge.
1. Fall: i1 > 1. Dann ist die Teilfolge (si1 , . . . , sin) von (s2, . . . , sn) ws1-distinguiert.
Die Behauptung folgt aus der Induktionsannahme mit k1 = 0.
2. Fall: i1 = 1. Dann ist (si2 , . . . , sin) eine w-distinguierte Teilfolge von (s2, . . . , sr).
Induktiv können wir annehmen, dass es nicht negative ganze Zahlen lj mit

qws2...sr = qws2...ŝi2 ...ŝin ...srqsi2 . . . qsin

∏
j∈{2,...,r}\{i2,...,in}

q2lj
sj
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gibt. Nach Lemma 3.3.1 gibt es ganze Zahlen kj ∈ {0, 1} mit

qws1...sr = qwŝi1s2...ŝi2 ...ŝin ...srqsi1 . . . qsin

∏
j∈{1,...,r}\{i1,...,in}

q2(lj+kj)
sj

.

Damit haben wir (ii) für v ∈ Waff gezeigt. Für den allgemeinen Fall schreiben wir
v = vaffu = s1 . . . sru. Wir haben dann

cw,vTwT
−1
v−1 = q

1
2
wvq
− 1

2
w q

1
2
v TwT

−1

v−1
aff

T−1
u−1

= q
1
2
wvaff q

− 1
2

w q
1
2
vaffTwT

−1

v−1
aff

Tu

= cw,vaffTwT
−1

v−1
aff

Tu

= (Twvaff +
∑

Tws1...ŝi1 ...ŝin ...srλsi1 . . . λsin

∏
j∈{1,...,r}\{i1,...,in}

qkjsj )Tu

= Twv +
∑

Tws1...ŝi1 ...ŝin ...sruλsi1 . . . λsin

∏
j∈{1,...,r}\{i1,...,in}

qkjsj .

Dies zeigt (ii).
(iii): Der Beweis ist der von Proposition 5.5 in [3]. Nach Lemma 2.4.10 dürfen wir
o.B.d.A. v, w ∈ Waff annehmen. Sei nun v = s1 . . . sr reduziert. Wir zeigen dann
die Behauptung per Induktion nach r. Für r = 0 ist nichts zu zeigen und der Fall
r = 1 ist klar. Sei nun (si1 , . . . , sin) eine w-distinguierte Teilfolge von (s1, . . . , sr).
1. Fall: i1 > 1. Dann ist (si1 , . . . , sin) eine ws1-distinguierte Teilfolge von (s2, . . . , sr)
und aus der Induktionsannahme folgt die Behauptung.
2. Fall: i1 = 1. Dann ist (si2 , . . . , sin) eine w-distinguierte Teilfolge von (s2, . . . , sr)
und induktiv folgt zusammen mit Lemma 3.3.1 (i)

wŝi1s2 . . . ŝi2 . . . ŝin . . . sr < ws2 . . . sr < ws1 . . . sr.

Wir setzen nun die Bruhatordnung zu einer Totalordnung � auf W fort. Dies ist
möglich nach Szpilrajns Theorem (Theorem 7.1.2 in [9]). Wir de�nieren für w =
w0e

x ∈ W
Ew = q

1
2
wT̃w0Θx.

Wir schreiben auch Ex statt Eex .

3.3.4 Satz. (i) Für alle w ∈ W gibt es Elemente aw′ ∈ Z[q∗], von denen alle bis
auf endlich viele 0 sind, mit

Ew = Tw +
∑
w′<w

aw′Tw′ .

(ii) (Ew)w∈ W ist eine Z[q∗]-Basis von H und die Basiswechselmatrix zur Basis
(Tw)w∈W ist bezüglich � eine Dreiecksmatrix mit Einsen auf der Hauptdiago-
nale.



84 3.3. DIE BASIS Ew

Beweis. (i): Sei w = w0e
x und y, z ∈ Xdom mit x = y−z. Wir setzen dann w̃ = w0e

y

und v = e−z. Dann haben wir w̃v = w und

c2
w̃,v = qw̃vq

−1
w̃ qv

3.1.3
= qwq

−1
w̃ qz

mit den Notationen aus Lemma 3.3.3. Aus Teil (ii) und (iii) dieses Lemmas folgt
dann

Ew = q
1
2
wT̃w0Θx = q

1
2
wq
− 1

2
w0 q

− 1
2

y q
1
2
z Tw0TeyT

−1
ez

2.3.10
= q

1
2
wq
− 1

2
w̃ q

1
2
z Tw̃T

−1
ez

= cw̃,vTw̃T
−1
v−1 = Tw +

∑
w′<w

aw′Tw′

mit geeigneten aw′ ∈ Z[q∗].
(ii): Nach Teil (i) haben wir Ew ∈ H für w ∈ W . Für w ∈ W sei Mw der von allen
Elementen Ew′ mit w′ ≤ w erzeugte und Nw der von den Elementen Tw′ mit w′ ≤ w
erzeugte Untermodul von H. Nach Satz 2.4.5 und Satz 2.4.11 gibt es nur endlich
viele solche Elemente w′. Teil (i) impliziert, dass es eine Matrix G ∈Mn(Z[q∗]) gibt,
die � bezüglich der Einschränkung von � auf die Menge aller Elemente w′ ≤ w
angeordnet � untere Dreiecksgestalt hat, deren Hauptdiagonalelemente nur Einsen
sind und die

G(Tw′)w′≤w = (Ew′)w′≤w

erfüllt. Diese Matrix hat also Determinante 1 und ist deshalb ein Automorphismus
von Mw = Nw. Insbesondere bilden die Elemente Ew′ mit w′ ≤ w eine Basis von
Mw. Wegen Tw ∈Mw ist (Ew)w∈W ein Erzeugendensystem von H. Ist hingegen

a1Ew1 + . . . anEwn = 0,

dürfen wir w1 ≺ . . . ≺ wn annehmen. Wir �nden dann aw′ ∈ Z[q∗], von denen alle
bis auf endlich viele 0 sind mit

0 = a1Ew1 + . . .+ anEwn = anTwn +
∑
w′≺wn

aw′Tw′ .

Da die Elemente Tw linear unabhängig sind, muss schon an = 0 gelten. Induktiv
folgt dann, dass die Ew linear unabhängig sind.

3.3.5 Corollar. A ∩H ist ein freier Z[q∗]-Modul mit der Basis (Ex)x∈X .

Beweis. Jedes Element von A∩H schreibt sich eindeutig in der Form
∑

w∈W awEw.
Nach Satz 3.2.5 muss dann aber aw = 0 gelten, falls w /∈ eX .

3.3.6 Lemma. Für w0 ∈ W0 und x′ ∈ X sei

X(w0, x
′) = {x ∈ X : l(w0e

x) = l(w0e
x′) + l(ex−x

′
)}.

Dann gibt es eine endliche Teilmenge M ⊂ X mit

X =
⋃
x′∈M

X(w0, x
′) für alle w0 ∈ W0.
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Beweis. Sei M0 ein endliches Erzeugendensystem von Xdom und

M1 = {
∑
x∈M0

axx : ax ∈ {0, 1} für alle x ∈M0}.

Dann ist auch
M = W0M1

endlich. Sei nun w0 ∈ W0 und x ∈ X. Nach Lemma 2.3.11 genügt es ein x′ ∈M zu
�nden, so dass

n(α,w0e
x′) =

{
(x′, α̌) , falls w0(α) ∈ R+

1 + (x′, α̌) , falls w0(α) ∈ R−

und
n(α, ex−x

′
) = (x− x′, α̌)

für alle α ∈ R+ das gleiche Vorzeichen haben. Dies bedeute wie immer, dass beide
Zahlen ≥ 0 oder beide Zahlen ≤ 0 sind. Wir �nden nach Satz 2.1.19 ein w′0 ∈ W0

mit
w′0(x) ∈ Xdom

und deshalb paarweise verschiedene x1, . . . xr ∈ w′−1
0 (M0) und positive ganze Zahlen

a1, . . . , ar mit

x =
r∑
i=1

aixi.

Wir setzen nun

x′ =
r∑
i=1

xi ∈ w′−1
0 (M1) ⊂M.

Per Konstruktion liegen dann x, x−x′ und x′ in w′−1
0 (Xdom) und damit im Abschluss

der gleichen Weylkammer. Nach Lemma 2.1.17 (iii) haben die Zahlen (x, α̌), (x −
x′, α̌) und (x′, α̌) alle das gleiche Vorzeichen. Deshalb haben die Zahlen n(α,w0e

x′)
und n(α, ex−x

′
) das gleiche Vorzeichen, falls w0(α) ∈ R+. Ist nun w0(α) ∈ R−, so

betrachten wir drei Fälle:
1. Fall: (x, α̌) > 0. Dann haben wir

n(α,w0e
x′) = 1 + (x′, α̌) ≥ 1

und
n(α, ex−x

′
) = (x− x′, α̌) ≥ 0.

2. Fall: (x, α̌) = 0. Dann haben (x′, α̌) und (x − x′, α̌) = −(x′, α̌) das gleiche Vor-
zeichen, müssen also schon 0 sein. Das bedeutet

n(α,w0e
x′) = 1 und n(α, ex−x

′
) = 0.

3. Fall: (x, α̌) < 0. Da x Summe der xi ist, muss es ein i mit (xi, α̌) < 0 geben.
Andererseits liegen alle xi im Abschluss der gleichen Weylkammer wie x, das heiÿt
wir haben

(xi, α̌) ≤ 0 für alle 1 ≤ i ≤ r.
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Deshalb ist (x′, α̌) < 0 und damit (x′, α̌) ≤ −1. Das bedeutet

n(α,w0e
x′) = 1 + (x′, α̌) ≤ 0 und n(α, ex−x

′
) = (x− x′, α̌) ≤ 0.

Für alle w0 ∈ W0 sei nun H(w0) der von den Elementen (Ew0ex)x∈X erzeugte Un-
termodul von H.

3.3.7 Satz. (i) H =
⊕

w0∈W0
H(w0) als Z[q∗]-Modul

(ii) Für w0 ∈ W0 ist H(w0) = Tw0J(w0) für ein endlich erzeugtes gebrochenes
Ideal J(w0) von A ∩H.

(iii) H ist als A ∩H-Rechtsmodul endlich erzeugt.

Beweis. (i) ist klar.
(ii): Für w ∈ W0 und x, x′ ∈ X setzen wir

q(w0e
x, ex

′
) = q

1
2
w0exq

1
2

x′q
− 1

2

w0ex+x
′ .

Folglich haben wir dann

Ew0exEx′ = q
1
2
w0exq

1
2

x′T̃w0ΘxΘx′ = q
1
2

w0ex+x
′q(w0e

x, ex
′
)T̃w0Θx+x′ = q(w0e

x, ex
′
)Ew0ex+x

′ .

Wir wählen nun eine Menge M = {x1, . . . , xr} wie in Lemma 3.3.6. Zu x ∈ X
�xieren wir ein i mit x ∈ X(w0, xi). Aus

q(w0, e
xi)Ew0exi = Ew0Exi = Tw0Exi

folgt dann mit Lemma 3.1.2 (iv)

Ew0ex = Ew0exiEx−xi = Ew0q(w0, e
xi)−1ExiEx−xi = Tw0q(w0, e

xi)−1ExiEx−xi .

Sei nun J(w0) der von den Elementen (q(w0, e
xi)−1Exi)1≤i≤r erzeugteA∩H-Rechtsuntermodul

von A ∩H[q−1
∗ ]. Dann haben wir nach obigen Rechnungen

H(w0) = Tw0J(w0).

(iii) folgt aus (i) und (ii).

3.3.8 Proposition. A ∩H ist als Z[q∗]-Algebra endlich erzeugt.

Beweis. Nach Proposition 2.3.9 �nden wir ein endliches Erzeugendensystem M des
Monoids Xdom. Dann ist MX = W0(M) auch endlich. Sei nun x ∈ X beliebig.
nach Satz 2.1.19 �nden wir ein w0 ∈ W0 mit w0(x) ∈ Xdom. Wir �nden dann
x1, . . . , xn ∈M mit

w0(x) = x1 + . . .+ xn
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und deshalb
x = w−1

0 (x1) + . . .+ w−1
0 (xn).

Aus Corollar 2.3.12 (ii) folgt dann

Ex = Ew−1
0 (x1) . . . Ew−1

0 (xn).

Nach Corollar 3.3.5 wird A ∩H als Algebra von (Ex)x∈MX
erzeugt.

Sei Z(H) das Zentrum von H. Wir wollen nun die Aussagen über das Zentrum

von H[q
− 1

2
∗ ] auf Z(H) übertragen. Dazu bemerken wir zunächst, dass sich die W0-

Operation auf A zu einer Operation auf A∩H einschränkt. Denn für w0 ∈ W0 und
x ∈ X haben wir nach Lemma 3.1.2 (iii)

w0Ex = q
1
2
x Θw0(x) = q

1
2

w0(x)Θw0(x) = Ew0(x).

Sei nun M = W0x eine Bahn der W0-Operation auf X. Dann setzen wir

ZM = q
1
2
x zM = q

1
2
x

∑
x′∈M

Θx′ =
∑
x′

q
1
2

x′Θx′ =
∑
x′∈M

Ex′ .

3.3.9 Satz. (i) Z(H) = AW0 ∩H = (A ∩H)W0

(ii) Z(H) ist ein freier Z[q∗]-Modul mit Basis ZM , wobei M die Bahnen der W0

Operation auf X durchläuft.

(iii) A ∩H ist ein endlich erzeugter Z(H)-Modul.

(iv) Z(H) ist als Z[q∗]-Algebra endlich erzeugt.

Beweis. (i): Sei Z das Zentrum vonH[q
− 1

2
∗ ]. Dann haben wir o�enbar Z(H) = Z∩H.

Die Behauptung folgt aus Satz 3.2.11.
(ii): Nach Satz 3.2.11 liegen die Elemente ZM in Z(H). Sei andererseits z =

∑
x∈X axEx ∈

Z(H). Dann haben wir∑
x∈X

axEw0(x) = w0z = z =
∑
x∈X

axEx für alle w0 ∈ W0

und daher ax = ax′ , falls es ein w0 ∈ W0 mit x = w0(x′) gibt. Folglich wird Z(H) von
den ZM erzeugt. Die lineare Unabhängigkeit folgt aus der linearen Unabhängigkeit
der Ex und der Tatsache, dass die Bahnen disjunkt sind.
(iii) und (iv): Nach dem Hilbertschen Basissatz ist Z[q∗] noethersch. Damit folgt die
Behauptung aus Proposition 3.3.8 und [1] Chap. V, �1.9, Theorem 2 und (i).
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