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We all believe that mathematics is an art.

Emil Artin1

You have a quarrel on hand, I see,

with some of the algebraists of Paris; but proceed.

Poe, The Purloined Letter

1Rezension von Bourbakis Algebra. In: The Collected Papers of Emil Artin. Addison-Wesley, Reading (Mass.),
1965, S. 534�538.





Einleitung

Was sind �p-adische Galoisdarstellungen� und �(ϕ,Γ)-Moduln�? Zunächst einmal sind beide
Bezeichnungen ungenau. Erstere sind, genauer gesagt, Darstellungen der absoluten Galois-
gruppe eines vollständigen diskret bewerteten Körpers von Charakteristik 0 mit perfektem
Restklassenkörper der Charakteristik p auf endlichdimensionalen Qp-Vektorräumen (oder end-
lich erzeugten Zp-Moduln). Andererseits wäre zu den (ϕ,Γ)-Moduln etwa zu ergänzen, über
welchen Ringen sie de�niert sind. Nimmt man nun all diese Spezi�zierungen korrekt vor, so
ist die Aussage der Arbeit: Im wesentlichen ist beides dasselbe.

Beginnen wir von vorn und �xieren wir gleich ein für allemal die Primzahl p. Gegeben sei
also ein Körper K, char(K) = 0, der bezüglich einer diskreten Bewertung vollständig ist und
perfekten Restklassenkörper k mit char(k) = p hat. Das umfaÿt alle endlichen Erweiterungen
von Qp, mit dem Standardbeispiel K = Qp, k = Fp. Fixieren wir einen algebraischen Ab-
schluÿ K̄, so ist die absolute Galoisgruppe GK = Gal(K̄ | K) ein ebenso kompliziertes wie �
namentlich für die Zahlentheorie � interessantes Objekt.
Eine Methode, diese (oder irgendeine) Gruppe zu untersuchen, ist die Klassi�kation ihrer

Darstellungen; also die Analyse, auf welche Weise die Gruppe auf bestimmten Moduln über
lineare Automorphismen wirkt, wobei noch gewisse Stetigkeitsbedingungen zu erfüllen sind.
Die klassische Darstellungstheorie betrachtet Darstellungen auf endlichdimensionalen C- oder
R-Vektorräumen; auch zu den `-adischen Darstellungen, also solchen auf endlichdimensionalen
Q`-Vektorräumen für die Primzahlen ` 6= p, gibt es eine Theorie. In den letzten Jahrzehnten
ist schlieÿlich der verbleibende Fall, nämlich Darstellungen von GK auf endlichdimensiona-
len Qp-Vektorräumen (oder eben p-adische Galoisdarstellungen), genauer erforscht worden. In
dieses Gebiet gehört die vorliegende Arbeit.

Ihr Gegenstand ist eine von Jean-Marc Fontaine bewiesene Kategorienäquivalenz, welche
die p-adischen Galoisdarstellungen in enge Beziehung setzt zu scheinbar ganz anderen Ob-
jekten, eben jenen (ϕ,Γ)-Moduln. Das sind endlich erzeugte Moduln über Ringen OE(K), auf
denen ein Operator ϕ und eine (im Vergleich zu GK einfache) Gruppe ΓK in geeigneter Weise
operieren. Die OE(K) werden sich als gewisse Laurentreihenringe mit Koe�zienten (fast) in K
herausstellen. Ihre Konstruktion wird einen groÿen Teil der Arbeit in Anspruch nehmen.

Grob gesagt ist der Nutzen folgender: Statt die ziemlich unbekannte Gruppe GK auf recht
elementaren Objekten (Zp-Moduln bzw. Qp-Vektorräumen) operieren zu lassen, betrachten
wir mit ϕ und ΓK zwei vergleichsweise einfache Operationen auf komplizierteren, aber eben
noch beschreibbaren Moduln. Tatsächlich zeigt die Äquivalenz natürlich, daÿ beim Überset-
zen zwischen diesen Bereichen keine Information verloren geht; das heiÿt, in gewisser Hinsicht
kann keine der beiden Beschreibungen �einfacher� sein als die andere. In diesem Sinne dürften
etwa die genannten Laurentreihenringe (noch) komplizierter sein, als sie auf den ersten Blick
aussehen. Aber gerade daÿ sie in gewisser Weise �anschaulich� sind, kann durchaus ein Vorteil
sein. Ähnliche Äquivalenzen in anderen Bereichen der Mathematik zeigen, daÿ sich auf man-
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che Frage, wenn man sie in eine andere Sprache übersetzt, dort auch eine Antwort geben läÿt,
welche man nur noch zurückübersetzen muÿ.

Ziel der Arbeit ist es, Fontaines teilweise skizzenhaften Beweis ([Fon90, Abschnitte A1 und
A3]) genau auszuführen, dabei einige Schritte zu motivieren und mögliche Verallgemeinerun-
gen anzudeuten. Die Arbeit baut dabei auf einigen in der Vorlesung �Theorie des Anstiegs�
([Schn07]) bereitgestellten Grundlagen auf.

Für das erste Kapitel werden nur einfache Grundlagen aus der kommutativen Algebra
benötigt, die in Abschnitt 1.1 rekapituliert werden. Eine Ausnahme bilden die gelegentlich vor-
kommenden Ringe von Wittvektoren, die man sich hier aber noch wegdenken kann (man über-
lese 1.1.13 und setze im ganzen Abschnitt 1.4 r = 1⇔ q = p⇔ τ = σ ⇔W = Zp ⇔ L = Qp).
Ziel des Kapitels ist es, für einen Körper E der Charakteristik p die Äquivalenz von Kategorien
RepZp(GE) und ΦM et

(OE , σ) zu zeigen. Diese Kategorien werden in den Abschnitten 1.2 und 1.3

allgemeiner eingeführt. Im Abschnitt 1.4 wird dann die Äquivalenz gezeigt. Sie basiert letzt-
lich darauf, daÿ man eine verallgemeinerte Version des als Hilbert 90 bekannten Satzes aus
der Gruppenkohomologie sowie das klassische Ergebnis [Schn07, Satz 2.1] geeignet liften kann.

Um dies auf die absolute Galoisgruppe unseres Körpers K anzuwenden, wird diesem im
zweiten Kapitel ein Körper E(K) der Charakteristik p zugeordnet, und zwar so, daÿ sich
zumindest eine �groÿe� Untergruppe H ≤ GK mit der absoluten Galoisgruppe von E(K)
identi�ziert. Dies geschieht mittels der von Fontaine und Wintenberger entwickelten Theo-
rie der Normenkörper ; dabei ist es unvermeidbar, oft auf die grundlegende Arbeit [Win83]
und einmal auf die Theorie höherer Verzweigungsgruppen zu verweisen. Im übrigen setzt die-
ses Kapitel nur etwas Vertrautheit mit nicht-archimedischen Bewertungen / ultrametrischer
Analysis und unendlicher Galoistheorie, etwa dem zyklotomischen Charakter, voraus. � Wenn
man glaubt, daÿ ein (vollständiger, absolut unverzweigter) diskreter Bewertungsring OE mit
Restklassenkörper E(K) (und einem Frobenius-Lift σ) existiert, erhält man mit dem ersten
Kapitel jedenfalls eine Äquivalenz der p-adischen GE(K)(= H)-Darstellungen zu den etalen
ϕ-Moduln über OE :

RepZp(H) ∼ ΦM et
(OE , σ)

Wir möchten aber nicht nur die Darstellungen von H, sondern die von ganz GK beschreiben.
Nun erlaubt es die Normenkörperkonstruktion, zusätzliche Information durch eine Wirkung
des Quotienten Γ := GK/H auf E(K) zu codieren. Im wesentlichen gibt es hier zwei Varian-
ten: Wir können H so wählen, daÿ Γ eine o�ene Untergruppe von Z×p ist (wie in [CC98] und
[CC99]), oder spezieller so, daÿ Γ gleich der additiven Gruppe (Zp,+) ist (wie in [Fon90]).
Wir stellen die erste Methode in Abschnitt 2.2 ausführlich und die zweite in Abschnitt 2.3
etwas knapper dar. Nebenbei werden die Körper E(K) genauer bestimmt: sie sind isomorph
zu Laurentreihenkörpern kF ((T )), wobei kF eine endliche Erweiterung des Restklassenkörpers
k von K (in Spezialfällen gleich k) ist. Insbesondere sind auch sie lokale Körper.

Haben wir nun zusätzliche Information in einer Operation von Γ auf E(K) behalten, so soll-
ten wir diese nicht durch die Wahl eines beliebigen Lifts OE wie oben wieder verlieren, sondern
speziellere vollständige diskrete Bewertungsringe OE(K) mit Restklassenkörper E(K) konstru-
ieren, nämlich so, daÿ sich die Γ-Operation zu einer Operation hierauf liftet. Auÿerdem sollte
ein Frobenius-Lift auf OE(K) operieren. Die Konstruktion dieser OE(K) (mit Quotientenkörper
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E(K)) geschieht im dritten Kapitel. Die Idee ist, die gesuchten diskreten Bewertungsringe
als Teilringe eines sehr groÿen Rings von Wittvektoren zu realisieren. Dafür muÿ auf diesen
eine etwas schwächere als die p-adische Topologie de�niert werden, was in allgemeiner Form
in Abschnitt 3.1 geschieht. In 3.2 und 3.3 wird die eigentliche Konstruktion durchgeführt. �
Für dieses Kapitel ist Übung im Umgang mit Wittvektoren unerläÿlich. Die topologischen
Resultate sind so elementar wie möglich gehalten.

Das vierte Kapitel stellt schlieÿlich die angestrebte Kategorienäquivalenz dar. Nachdem
wir die Zusatzinformation durch Operation von Γ auf E(K) und E(K) behalten haben, de�-
nieren wir in Abschnitt 4.1 als Spezi�zierung der (etalen) ϕ-Moduln aus dem ersten Kapitel
(etale) ϕ-Γ-Moduln. In Abschnitt 4.2 wird schlieÿlich gezeigt, daÿ diese genau die richtige
Kategorie liefern, d. h. wir erhalten die Äquivalenz

RepZp(GK) ∼ Γ(K)ΦM et
(OE(K), σ)
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1 Die Kategorienäquivalenz

RepW (Fpr)(GE) ∼ ΦM et
(OE , σr)

1.1 Vorbereitungen

Wir halten uns in dieser Arbeit an die Konventionen der kommutativen Algebra: Alle be-
trachteten Ringe sind kommutativ und haben ein Einselement; alle Ringhomomorphismen
respektieren die Eins. Für einen Ring R ist R× die Einheitengruppe, (GLn(R) ⊂) Mn×n(R)
die Menge der (invertierbaren) n × n-Matrizen. De�nitionen und grundlegende Eigenschaf-
ten von Integritätsbereichen, Hauptidealringen, (maximalen, Prim-)Idealen, endlich erzeugten
Moduln etc. werden als bekannt vorausgesetzt; ebenso elementare Begri�e abstrakter Algebra
wie direkte Summe und Produkt, direkter und projektiver Limes, exakte Sequenzen, kom-
mutative Diagramme etc. �Endlich frei� bedeutet frei von endlichem Rang. Die natürlichen
Zahlen N beginnen mit der 1; N0 := N ∪ {0}. Die Primzahl p identi�zieren wir in einem Ring
R mit dem Element 1R + ...+ 1R︸ ︷︷ ︸

pmal

. Fp, Fpr , Zp und Qp haben die übliche Bedeutung.

Wir notieren den Hauptsatz über endlich erzeugte Moduln über Hauptidealringen:

Satz 1.1.1. Sei R ein Hauptidealring und P ⊆ R ein Vertretersystem der Primelemente von
R. Sei M ein endlich erzeugter R-Modul mit Torsionsuntermodul Tor(M) ⊆ M . Dann gibt
es einen endlich freien Untermodul F ⊆ M mit eindeutig bestimmtem Rang d und zu jedem
π ∈ P natürliche Zahlen n(π, 1) 6 ... 6 n(π, rπ) mit rπ = 0 für fast alle π (n(π, 0) := 0) und

M ' F ⊕ Tor(M)

Tor(M) '
⊕
π∈P

⊕
jπ=1,...,rπ

R/πn(π,jπ)R

Insbesondere wird Tor(M) vom Element
∏
π∈P π

n(π,rπ) annulliert.

Beweis. Siehe etwa [Bos03, Satz 6.4.2 und 6.4.3].

Auch De�nition und grundlegende Eigenschaften des Tensorprodukts inklusive Funktoriali-
tät, Vertauschen mit direkten Summen und Rechtsexaktheit setzen wir voraus. Ein Ringho-
momorphismus σ : A → B macht B per a · b := σ(a)b (a ∈ A, b ∈ B) zu einem A-Modul,
den wir mit Bσ bezeichnen; σ nennen wir eine Skalarerweiterung. Für einen A-ModulM trägt
dann bekanntlich Bσ ⊗

A
M eine B-(Links-)Modulstruktur per b1 · (b2 ⊗m) := b1b2 ⊗m.

Gelegentlich benutzen wir die folgenden Identi�kationen:

1



1 Die Kategorienäquivalenz RepW (Fpr )(GE) ∼ ΦM et
(OE , σr)

De�nition und Bemerkung 1.1.2. Seien A ein Ring, L und M A-Moduln. Für ein Ideal
a ⊆ A setze

aM := von den Elementen αm (α ∈ a,m ∈M) erzeugter Untermodul von M
Speziell ist für ein Hauptideal a = (a) o�enbar

aM := (a)M = {m ∈M | es ex. m′ ∈M mit m = am′}

Wir haben kanonische Isomorphismen

L⊗
A
M/aM

∼→ L/aL ⊗
A/a

M/aM
∼→ L/aL⊗

A
M

die durch
l ⊗ (m+ aM) 7→ (l + aL)⊗ (m+ aM) 7→ (l + aL)⊗m

beschrieben werden.

Beweis. Folgt aus [A, chap. II, �3, no. 6, corollaire 3], denn das Ideal a annulliert M/aM . Der
zweite Isomorphismus ist wegen L⊗

A
M ∼= M ⊗

A
L nur eine Umformulierung des ersten.

Lemma 1.1.3. Sei σ : A→ B eine Skalarerweiterung und a ∈ A ein beliebiges Element.

i. Für jeden A-Modul M haben wir einen Isomorphismus (von B-(Links-)Moduln)

Bσ ⊗
A

(M/aM) ∼−→ (Bσ ⊗
A
M)/[σ(a) · (Bσ ⊗

A
M)]

∑
i

bi ⊗ (mi + aM) 7→

(∑
i

bi ⊗mi

)
+ σ(a) · (Bσ ⊗

A
M)

ii. Ist V ein endlich freier A-Modul mit Basis v1, ..., vd, so ist {1⊗ vi}16i6d eine Basis von
Bσ ⊗

A
V als B-Linksmodul.

iii. In der Situation von ii. ist auÿerdem {1⊗ (vi + aV )}16i6d ein Erzeugendensystem von
Bσ ⊗

A
(V/aV ) als B-(Links-)Modul, und es gilt

d∑
i=1

bi ⊗ (vi + aV ) = 0 ⇔ b1 ≡ ... ≡ bd ≡ 0 mod σ(a)B

Beweis.

i. [A, chap. II, �3, no. 6, cor. 1 zu prop. 6] mit E = Bσ, E
′ = 0, F = M,F ′ = aM

liefert den angegebenen Isomorphismus (zunächst additiver Gruppen), denn bezeichne
ι : aM ↪→ M die Inklusion, dann besteht das Bild von Bσ ⊗

A
aM unter id ⊗ ι aus den

endlichen Summen von Elementen der Form b ⊗ am = (σ(a)b) ⊗ m = σ(a) · (b ⊗ m)
mit b ∈ B,m ∈ M ; dies ist aber genau der B-(Links-)Untermodul σ(a)(Bσ ⊗

A
M). Der

Isomorphismus ist o�enbar mit den B-(Links-)Modulstrukturen verträglich.

ii. gilt, weil das Tensorprodukt mit endlichen direkten Summen vertauscht, sowie
Bσ ⊗

A
A ' B (b⊗ 1 7→ b) als B-(Links-)Modul.

2



1.1 Vorbereitungen

iii. Sei oBdA a /∈ A×, dann ist V/aV endlich freier A/(a)-Modul, und nach 1.1.2 ist

Bσ ⊗
A

(V/aV ) ' (Bσ/σ(a)Bσ) ⊗
A/(a)

(V/aV )

Die Aussage folgt aus ii. für die von σ induzierte Skalarerweiterung A/(a)→ Bσ/σ(a)Bσ
und mit der Identi�kation aus i.

De�nition 1.1.4. Sei A ein Ring. Ein A-Modul M heiÿt �ach, wenn für jede exakte Sequenz
von A-Moduln

0→ N1
α→ N2

β→ N3 → 0

auch die Sequenz

0→M ⊗
A
N1

id⊗α−−−→M ⊗
A
N2

id⊗β−−−→M ⊗
A
N3 → 0

exakt ist. Er heiÿt treu-�ach, wenn auch umgekehrt stets die Exaktheit der ersten Sequenz
aus der Exaktheit der zweiten folgt.
Eine Skalarerweiterung σ : A→ B heiÿt (treu-)�ach, wenn der A-Modul Bσ (treu-)�ach ist.

Lemma 1.1.5. Sei B ⊇ A eine treu-�ache Ringerweiterung und M ein A-Modul. Läÿt sich
ein Element von B ⊗

A
M in der Form 1⊗m darstellen, so ist m ∈M eindeutig bestimmt.

Beweis. Spezialfall von [AC, chap. I, �3, no. 5, prop. 9].

Wir benutzen elementare Objekte und Ergebnisse der Theorie diskreter Bewertungsringe,
im folgenden als DBR abgekürzt � vgl. dazu [Schn07, Kapitel 3 und 4]. Falls nicht anders
erwähnt, sei stets A ein DBR mit Primelement π und Restklassenkörper k.

Lemma 1.1.6. Sei B ⊇ A eine Ringerweiterung, so daÿ π /∈ B× und B Integritätsbereich ist
(z. B. wenn auch B DBR mit Primelement π ist). Dann ist B über A treu-�ach.

Beweis. Nach [AC, chap. I, �3, no. 1, prop. 1] ist B über A treu-�ach genau dann, wenn B
�ach ist und für jedes maximale Ideal m von A gilt: B 6= Bm. Da A Hauptidealring ist, ist
��ach� äquivalent zu �torsionsfrei� [AC, chap. I, �2, no. 4, prop. 3(ii)]; dies erfüllt B als A
enthaltender Integritätsbereich. � Das einzige maximale Ideal von A wird von π erzeugt, und
wegen der Voraussetzung ist B 6= Bπ.

Lemma 1.1.7. Sei M ein A-Modul.

i. Äquivalent sind:
a) M ist von endlicher Länge.
b) M ist endlich erzeugter Torsionsmodul.
c)

M '
r⊕
i=1

A/(πni)

mit r, ni ∈ N, wobei wir oBdA n1 6 n2 6 ... 6 nr annehmen können. Für r = 0 setzen
wir konventionell M = 0.
Insbesondere wird M dann von πnr annulliert, und l(M) =

∑r
i=1 ni. Ist umgekehrt πm

die niedrigste π-Potenz, welche M annulliert, so ist M von obiger Gestalt mit einem
r ∈ N0 und m = nr.

3



1 Die Kategorienäquivalenz RepW (Fpr )(GE) ∼ ΦM et
(OE , σr)

ii. Im Spezialfall n1 = ... = nr = 1 (oder r = 0) ist M ein r-dimensionaler k-Vektorraum.

iii. Hat A endlichen Restklassenkörper k, so sind die Aussagen aus i. äquivalent dazu, daÿ
M als Menge endlich ist.

Beweis.

i. a) ⇒ b): Induktion nach der Länge. l(M) = 0 ist trivial, l(M) = 1 ⇔ M ' A/(π) = k
wird von 1k erzeugt und von π annulliert (k ist der einzige einfache A-Modul).
Sei nun l(M) = l > 2 und die Behauptung bereits für alle Moduln mit Länge 6 l − 1
gezeigt. Nach De�nition gibt es einen maximalen Untermodul N ⊂M mit l(N) = l− 1
sowie einen A-Modulisomorphismus α : M/N ' k = A/(π), weswegen πM ⊆ N gilt.
Nach Induktionsannahme ist N Torsionsmodul; zu m ∈M existiert mithin r ∈ A \ {0}
mit 0 = r(πm) = (rπ)m, so daÿ auch M Torsionsmodul ist. Nach Induktionsannahme
ist N endlich erzeugt, etwa von m1, ...,ms; dann bilden α−1(1k),m1, ...,ms ein Erzeu-
gendensystem von M .
b) ⇒ c): Satz 1.1.1.
c) ⇒ a) und die Zusatzbehauptungen sind klar.

ii. Klar.

iii. Ist M endlich, insbesondere endlich erzeugt, so kann er keinen freien Anteil enthalten,
da die Elemente πn ∈ A paarweise verschieden sind. Ist umgekehrt |k| = q ∈ N, so sieht
man mit Induktion leicht, daÿ ein A-Modul der Länge l aus ql Elementen besteht.

Satz 1.1.8. Sei M stets ein A-Modul derart, daÿ M/πM ein d-dimensionaler (d ∈ N) k-
Vektorraum mit Basis m1 + πM, ...,md + πM ist. Fixiere die Repräsentanten m1, ...,md.

i. Ist M ein Torsionsmodul, der von πn (n ∈ N) annulliert wird, so erzeugen m1, ...,md

schon ganz M als A-Modul.

� Sei nun A zusätzlich vollständig. �

ii. Gilt
⋂
n∈N π

nM = {0}, so erzeugen m1, ...,md den A-Modul M .

iii. Ist M ein freier A-Modul, so bilden m1, ...,md sogar eine A-Basis von M , insbesondere
gilt rangA(M) = d = dimk(M/πM).

iv. Ist M ein endlich erzeugter A-Modul, so ist in diesem Sinne jeder Lift einer jeden k-
Basis von M/πM ein Erzeugendensystem von M .

Beweis.

i. Sei m ∈M beliebig. Dann gibt es nach Annahme a(0)
1 , ..., a

(0)
d in A mit

m ≡
d∑
i=1

a
(0)
i mi mod πM ⇔ m−

d∑
i=1

a
(0)
i mi ∈ πM

4



1.1 Vorbereitungen

Also existiert ein m(1) ∈M mit m−
∑d

i=1 a
(0)
i mi = πm(1).

Aber auch für m(1) gibt es nach Annahme a(1)
1 , ..., a

(1)
d in A mit

m(1) ≡
d∑
i=1

a
(1)
i mi mod πM ⇔ m(1) −

d∑
i=1

a
(1)
i mi ∈ πM

und folglich

m−
d∑
i=1

(a(0)
i + πa

(1)
i )mi = πm(1) −

d∑
i=1

πa
(1)
i mi = π · (m(1) −

d∑
i=1

a
(1)
i mi) ∈ π2M

Wir erhalten ein m(2) ∈M mit

m−
d∑
i=1

(a(0)
i + πa

(1)
i )mi = π2m(2)

Iterativ so fortschreitend, haben wir schlieÿlich Elemente a(j)
i (1 6 i 6 d, 0 6 j 6 n− 1)

gefunden mit

m−
d∑
i=1

n−1∑
j=0

πja
(j)
i

mi ∈ πnM = 0

also m als Linearkombination der mi geschrieben.

ii. Genau wie im Beweis von i. konstruieren wir induktiv Elemente a(j)
i ∈ A, so daÿ für alle

n ∈ N gilt:

m−
d∑
i=1

n−1∑
j=0

πja
(j)
i

mi ∈ πnM (1.1)

Nun bilden für jedes i ∈ {1, ..., d} die Partialsummen
∑n−1

j=0 π
ja

(j)
i eine Cauchyfolge in

A, so daÿ wir ai :=
∑∞

j=0 π
ja

(j)
i ∈ A de�nieren können. Damit gilt

ai ≡
n−1∑
j=0

πja
(j)
i modπn für alle n ∈ N

(1.1)⇒ m−
d∑
i=1

aimi ∈ πnM für alle n ∈ N

⇒m−
d∑
i=1

aimi ∈
⋂
n∈N

πnM = {0}

also m =
∑d

i=1 aimi.

iii. A selbst erfüllt die Bedingung für ii. (jedes Element auÿer 0 hat eine endliche Bewertung),
damit tun dies o�enbar auch direkte Produkte

∏
I A und direkte Summen

⊕
I A für
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1 Die Kategorienäquivalenz RepW (Fpr )(GE) ∼ ΦM et
(OE , σr)

beliebige Indexmengen I. Wir haben also mit ii. ein Erzeugendensystem m1, ...,md.
Dieses System ist linear unabhängig: Sonst gälte

∑d
i=1 bimi = 0 mit b1, ..., bd aus A,

nicht alle bi = 0. Nach Dividieren durch die gröÿte gemeinsame π-Potenz könnten wir
annehmen, daÿ mindestens ein bi0 in A \ πA liegt. Dann wäre aber

∑d
i=1(bi + πA)(mi +

πM) = 0 in M/πM mit bi0 + πA ∈ k×, Widerspruch!
Also sind die m1, ...,md eine Basis von M , und da der Rang wohlde�niert ist, folgt die
zweite Aussage.

iv. Als DBR ist A ein Hauptidealring, so daÿ die Aussage mit Satz 1.1.1 aus i. und iii. folgt.

Mit Hilfe von 1.1.1 können wir allerdings ein noch besseres Erzeugendensystem unseres
endlich erzeugten Moduls wählen:

Lemma 1.1.9. Sei M ein endlich erzeugter A-Modul.

i. Gilt mit 1.1.1
M = As ⊕

⊕
j=1,...,r A/π

n(j)A
so sind die Elemente
m1 := (1, 0, ..., 0),
...
ms := (0, 0, ..., 0, 1, 0, ..., 0) (s-te Stelle)
ms+1 := (0, 0, ..., 0, 1 + (πn1), 0, ..., 0)
...
ms+r := (0, 0, ..., 0, 1 + (πnr))
ein Erzeugendensystem von M mit der Eigenschaft:

s+r∑
i=1

aimi = 0⇔ ai

{
= 0 für i 6 s

∈ (πnj ) für i = s+ j, 1 6 j 6 r

ii. Ist in der Situation von i. τ : A→ B eine Skalarerweiterung, so ist {1⊗mi}16i6s+r ein
Erzeugendensystem von Bτ ⊗

A
M , und es gilt

0 =
s+r∑
i=1

bi ⊗mi ∈ B ⊗
A
M ⇔ bi

{
= 0 für i 6 s

∈ τ(π)njB für i = s+ j, 1 6 j 6 r

Beweis. i. ist klar, und ii. folgt leicht nach Vertauschen des Tensorprodukts mit der direkten
Summe und den Identi�kationen in 1.1.2 und 1.1.3.

Im Laufe der Arbeit werden oft unverzweigte Erweiterungen von DBR behandelt. Hierzu
notieren wir folgende Tatsachen, die sich entweder leicht auf endliche Erweiterungen zurück-
führen lassen oder aus [Ser68, chap. III, �5, théorème 2, 3 und corollaire 1] ergeben.

De�nition und Bemerkung 1.1.10. Sei A ein vollständiger DBR mit Quotientenkörper K.
Eine algebraische Erweiterung L | K heiÿt unverzweigt, wenn alle ihre endlichen Teilerwei-
terungen unverzweigt sind. Es gibt dann genau eine Fortsetzung der Bewertung vK zu einer
Bewertung vL mit vL |K= vK . Insbesondere ist jedes Primelement π ∈ A auch Primelement
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1.1 Vorbereitungen

von OL := {x ∈ L : vL(x) > 0} (= ganzer Abschluÿ von A in L). Der Restklassenkör-
per l := OL/πOL ist eine separable Erweiterung von k := A/πA. Da vL ◦ τ = vL für alle
τ ∈ Aut(L | K) gilt, hat man einen kanonischen Gruppenhomomorphismus

Aut(L | K)→ Aut(l | k)

τ 7→ τ̄

mit τ̄(b+ πOL) := τ(b) + πOL. L | K ist normal genau dann, wenn l | k normal ist. Ist L | K
galoissch, so ist obiger Homomorphismus ein Isomorphismus

Gal(L | K) ∼→ Gal(l | k)

Ist ksep ein �xierter separabler Abschluÿ von k, so existiert bis auf Isomorphie genau eine
unverzweigte Erweiterung Knr | K, die ksep als Restklassenkörper hat; sie ist galoissch, und
wie vorher identi�ziert man Gal(Knr | K) ∼= Gal(ksep | k).

Lemma 1.1.11. Mit Bezeichnungen wie oben (insbesondere sei A weiterhin vollständig) gilt:
Wird für eine endliche unverzweigte Erweiterung L | K die (endlich separable) Restklassen-
körpererweiterung l | k vom primitiven Element ā erzeugt, so ist L = K(a) und OL = A(a)
für jeden Lift a ∈ OL von ā, und die Reduktion modulo π von

f = Min(a,K,X) ∈ A[X] ([Schn07, Bemerkung 4.12])

ist das Minimalpolynom von ā über k.

Beweis. Sei n = [L : K] = [l : k]. ā ist eine Nullstelle der Reduktion f̄ von f in k[X], die also
von Min(ā, k,X) geteilt wird. Daher ist

n > deg(f) = deg(f̄) > deg(Min(ā, k,X)) = n

also überall Gleichheit und [K(a) : K] = n ⇒ L = K(a). A(a) ' A[X]/(f) ist nach [Ser68,
chap. II, �6, prop. 15 und corollaire 1] der ganze Abschluÿ von A in L = K(a) ' K[X]/(f).

Später wird folgende Situation auftreten: Gegeben ein vollständiger DBR A mit Primele-
ment π, Restklassenkörper k, char(k) = p, K := Quot(A), char(K) = 0. Gibt es einen
Ringendomorphismus σ : A → A mit σ(x) ≡ xp mod π, d. h. einen Frobenius-Lift? Im
allgemeinen ist weder klar, ob ein solches σ existiert, noch ist es im Falle der Existenz ein-
deutig.1 Haben wir jedoch ein solches σ bereits gegeben, dann können wir es auf unverzweigte
Erweiterungen sogar eindeutig fortsetzen:

Satz 1.1.12. Sei mit den obigen Bezeichnungen M | K eine unverzweigte Erweiterung mit
Ganzheitsring OM . Dann existiert genau ein Ringendomorphismus σ̃ : OM → OM mit σ̃|A = σ
und σ̃(x) ≡ xp mod π.

Beweis. Sei zunächst L | K eine endliche Teilerweiterung, [L : K] = n. Der Ganzheitsring OL
ist ein vollständiger DBR mit Restklassenkörper l, wobei nach Annahme [l : k] = n. Nach dem
vorigen Lemma gibt es ein x̄ ∈ l mit Lift x ∈ B derart, daÿ l = k(x̄), L = K(x), OL = A(x),
und für f := Min(x,K,X) ∈ A[X] ist die Reduktion f̄ = Min(x̄, k,X).
1Beispielsweise auf dem in [Schn07, Kapitel 10] betrachteten Ring E intQp

, der auch in dieser Arbeit eine Rolle
spielen wird, de�nieren sowohl T 7→ T p als auch T 7→ (1 + T )p − 1 solche Abbildungen.
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1 Die Kategorienäquivalenz RepW (Fpr )(GE) ∼ ΦM et
(OE , σr)

Wir wollen unsere Fortsetzung auf dem Element x de�nieren. Da l über k separabel ist, ist in
l[X]

f̄(X) = (X − x̄) · g(X) mit g(x̄) 6= 0 (1.2)

Sei etwa f(X) = Xn+an−1X
n−1 + ...+a1X+a0 ∈ A[X]. σ̃(x) muÿ, wenn unsere Fortsetzung

ein Ringhomomorphismus sein soll, eine Nullstelle von

σ(f)(X) = Xn + σ(an−1)Xn−1 + ...+ σ(a1)X + σ(a0) ∈ A[X]

sein. Das modulo π reduzierte Polynom σ(f) hat die Gestalt

Xn + an−1
pXn−1 + ...+ a1

pX + a0
p ∈ k[X] ⊆ l[X]

Das legt folgendes Vorgehen nahe: Setzen wir auf l[X] den absoluten Frobenius (auf l) per
X 7→ X zu einem Ringendomorphismus σ̄ fort, so gilt

σ(f)(X) = σ̄(f̄(X))
(1.2)
= σ̄(X − x̄) · σ̄(g(X)) ∈ l[X]

Der erste Faktor ist σ̄(X − x̄) = X − x̄p. Da σ̄ ein Endomorphismus des Hauptidealrings l[X]
ist, sind die beiden Faktoren teilerfremd2, insbesondere ist x̄p keine Nullstelle von σ̄(g(X)).
Das Henselsche Lemma liefert uns daher ein Element x̃ ∈ OL mit x̃ ≡ xp mod π und eine
Faktorisierung

σ(f)(X) = (X − x̃) · h(X) in OL[X]

wobei h(X) ein Lift von σ̄(g(X)) ist. Wir haben also eine Nullstelle x̃ von σ(f)(X) in OL mit
x̃ ≡ xp mod π. Durch diese Bedingungen ist x̃ eindeutig bestimmt, denn jede weitere Nullstelle
y ∈ OL von σ(f)(X) ist auch eine von h, ihre Reduktion also eine von σ̄(g(X)), und diese
sind nicht kongruent zu xp modulo π.
Die Bedingungen an σ̃ zwingen uns also, σ̃(x) := x̃ zu setzen. Dies de�niert einen eindeutigen
Ringhomomorphismus

σ̃OL : A(x) = OL → OM

mit den gewünschten Eigenschaften, der wegen der Eindeutigkeit auch nicht von der Wahl von
x abhängt (und dessen Bild sogar in OL liegt).
Nun ist M | K das Kompositum seiner endlichen Teilerweiterungen, auf denen wir obige
Fortsetzungen haben. Wegen der Eindeutigkeitsaussage sind sie alle miteinander verträglich
(denn sind L′ | L | K endliche Erweiterungen, so erfüllt die Einschränkung von σ̃OL′ auf OL
die obigen Bedingung, ist also gleich σ̃OL). Das heiÿt, wir können alle diese Konstruktionen
zu einem eindeutigen Endomorphismus

σ̃ : OM =
⋃

x∈OM

A(x)→ OM

mit den gewünschten Eigenschaften zusammensetzen.

2Existieren zu Elementen eines Rings a, b weitere Elemente c, d mit ac + bd = 1, so ist für einen Ringendo-
morphismus τ auch τ(a)τ(c) + τ(b)τ(d) = 1.
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1.1 Vorbereitungen

Bemerkung 1.1.13. Ist in der obigen Situation k perfekt und m = (p), so gibt es genau einen
Frobenius-Lift auf A.

Beweis. Gemäÿ [Schn07, Corollar 6.4.] identi�zieren wir A mit W (k). Da k perfekt ist, ist das
Ziehen der p-ten Wurzel auf k ein Isomorphismus, und wir können

α :W (k)� k
∼→ k

x 7→ Φ0(x) 7→ (Φ0(x))p
−1

bilden. Ist nun σ ein Frobenius-Lift, so gilt o�enbar α ◦ σ = Φ0, und umgekehrt ist jeder
Ringhomomorphismus, der dies erfüllt, ein Frobenius-Lift. Wir wenden [Schn07, Satz 6.3] an
und erhalten Existenz und Eindeutigkeit von σ. Dies ist auf W (k) gerade der Witt-Frobenius
F , welcher nach [Schn07, Satz 5.11.i. und Satz 5.19.i.] die geforderten Eigenschaften erfüllt.

Es folgt noch ein Lemma zu DBR, das später nützlich sein wird.

Lemma 1.1.14. Sei B ein DBR mit Bewertung v, maximalem Ideal mB, Restklassenkörper
l und Quotientenkörper L. Sei G = {σ1, ..., σn} eine endliche Gruppe von isometrischen3

Körperautomorphismen auf L. O�enbar ist die Fixpunktmenge A := BG ein Ring undK := LG

ein Körper. In der Galoistheorie zeigt man: L|K ist eine galoissche Erweiterung vom Grad n
und mit Galoisgruppe G. Zusätzlich gilt:

i. Mit der auf A eingeschränkten (ggf. noch zu normierenden) Bewertung ist A ein DBR
mit Quotientenkörper K.

ii. Ist B vollständig, so auch A.

iii. Sei B vollständig und S ⊂ B ein Repräsentantensystem von l in B, auf dem G trivial
operiert. Dann ist die Erweiterung L|K rein verzweigt.

Beweis.

i. Die Einschränkung von v aufK hat die Eigenschaften einer (nicht unbedingt normierten)
Bewertungsfunktion; man sieht leicht, daÿ v(K×) ein Ideal in Z ist. Ist πB ein Erzeuger
von mB, so ist etwa NL|K(πB) ∈ A und hat positive, endliche Bewertung. Daher ist
die Bewertung nicht trivial und hat als Bild dZ für ein d ∈ N. K ist also ein diskret
bewerteter Körper. Da für x ∈ L gilt x ∈ B ⇔ v(x) > 0, ist A = {x ∈ K : v(x) > 0}
und dieser ist bekanntlich ein DBR.

ii. A =
⋂n
i=1 ker(σi |B −idB) ist abgeschlossen in B.

iii. Sei k der Restklassenkörper von A, den wir uns als Teilkörper von l vorstellen. Nach
Voraussetzung ist aber S ⊂ A, woraus k = {s+ mB | s ∈ S} = l folgt.

3Diese Bedingung lieÿe sich a priori ein wenig abschwächen; dann würde sich aber a posteriori herausstellen,
daÿ die Automorphismen schon isometrisch waren.
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1 Die Kategorienäquivalenz RepW (Fpr )(GE) ∼ ΦM et
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Im Laufe der Arbeit werden wir in gewisser Hinsicht klassische Aussagen über k-Vektorräume
auf A-Moduln und schlieÿlich sogar K-Vektorräume �hochziehen�. Technisches Hilfsmittel da-
für ist das folgende Lemma:

Lemma 1.1.15. Sei A ⊆ B eine Erweiterung diskreter Bewertungsringe derart, daÿ ein (und
damit jedes) Primelement π ∈ A auch Primelement von B ist. Sei zudem B vollständig und
V ein endlich erzeugter A-Modul. Dann de�niert

α : B ⊗
A
V → lim←−(B ⊗

A
(V/πnV ))

b⊗ v 7→ (b⊗ (v + πnV ))n∈N

einen Isomorphismus von B-Moduln. Die rechte Seite wird dabei bezüglich der (o�enbar sur-
jektiven) Übergangsabbildungen

id⊗ prnm : B ⊗
A

(V/πnV )→ B ⊗
A

(V/πmV )

de�niert, wobei für n > m
prnm : V/πnV → V/πmV

die kanonische Projektion bezeichnet.

Wir werden sofort die folgende, ebenfalls nützliche Verallgemeinerung beweisen:

Lemma 1.1.16. Sei σ : A → B eine Skalarerweiterung von DBR, B vollständig und V ein
endlich erzeugter A-Modul. Sei auÿerdem für ein und damit jedes Primelement π ∈ A das Bild
σ(π) im maximalen Ideal von B enthalten (d. h. σ ist ein �lokaler Homomorphismus�). Dann
de�niert

α : Bσ ⊗
A
V → lim←−(Bσ ⊗

A
(V/πnV ))

b⊗ v 7→ (b⊗ (v + πnV ))n∈N

einen Isomorphismus von B-(Links-)Moduln. Die rechte Seite wird dabei bezüglich der (o�en-
bar surjektiven) Übergangsabbildungen

id⊗ prnm : Bσ ⊗
A

(V/πnV )→ Bσ ⊗
A

(V/πmV )

de�niert, wobei für n > m
prnm : V/πnV → V/πmV

wiederum die kanonische Projektion bezeichnet.

Beweis. Existenz und (A-)Linearität der Abbildung folgen mit der universellen Eigenschaft
des Tensorprodukts daraus, daÿ die Abbildung

Bσ × V → lim←−(Bσ ⊗
A

(V/πnV ))

(b, v) 7→ (b⊗ (v + πnV ))n∈N

A-bilinear ist. Nach Konstruktion ist α dann auch B-linear (�von links�).
Da Tensorprodukt und projektiver Limes mit endlichen direkten Summen vertauschen, reicht
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1.1 Vorbereitungen

es nach 1.1.1, die Behauptung für die Fälle V = A und V = A/(πn) zu zeigen.
Im ersten Fall reduziert sie sich auf die Aussage

B ' lim←−B/σ(π)nB

welche nicht viel mehr als eine Umformulierung der Tatsache ist, daÿ B vollständig ist. Ge-
nauer gesagt ist die Injektivität klar (x ∈

⋂
n∈N σ(π)nB ⇔ vB(x) = ∞ ⇔ x = 0), und zur

Surjektivität ist zu beachten, daÿ für ein Element des projektiven Limes

(bn + σ(π)nB)n∈N

und beliebige m 6 n ∈ N die Repräsentanten die Eigenschaft bn ≡ bm mod σ(π)m erfül-
len. Dabei gilt für eine andere Wahl der Repräsentanten bn ≡ b̃n mod σ(π)n für alle n ∈ N.
Da σ als lokaler Homomorphismus vorausgesetzt wurde, erhalten wir also bei Fixierung von
Repräsentanten (bn)n∈N eine Cauchyfolge, deren Limes b ∈ B nicht von der Wahl der Reprä-
sentanten abhängt. Da für diesen Limes wegen der strengen Dreiecksungleichung wiederum
für alle n ∈ N gilt

b ≡ bn mod σ(π)n

ist b ein Urbild des obigen Elements.
Im Fall V = A/(πn) ist V = V/πiV für alle i > n, der projektive Limes also ab n �konstant�
gleich Bσ ⊗

A
V und damit die angegebene Abbildung o�enbar bijektiv.

Schlieÿlich setzen wir De�nitionen und elementare Eigenschaften von (abelschen) Katego-
rien und Funktoren als bekannt voraus und notieren folgende De�nition zur Äquivalenz von
Kategorien:

De�nition 1.1.17. Seien C undD zwei Kategorien, und F : C → D undG : D → C Funktoren.
Dann heiÿen F undG quasi-invers zueinander und de�nieren eine Kategorienäquivalenz C ∼ D,
falls es natürliche Isomorphismen t∗ (und u∗) der Hintereinanderschaltung G ◦ F zu idC (und
F ◦G zu idD) gibt. Das bedeutet: Zu jedem Objekt X ∈ ob(C) haben wir einen Isomorphismus
tX : G(F (X))→ X, so daÿ für jeden Morphismus f : X → Y in C das Diagramm

G(F (X))
tX
∼=

//

G(F (f))

��

X

f

��
G(F (Y ))

∼=
tY

// Y

kommutativ ist (und analog für u∗).
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1.2 Die abelsche Kategorie RepA(G)

Die erste betrachtete Kategorie ist die der Zp-Darstellungen einer absoluten Galoisgruppe GE .
Tatsächlich kann aber Zp zunächst durch einen beliebigen (später zumindest durch einen voll-
ständigen) DBR und GE durch irgendeine (später zumindest kompakte) topologische Gruppe
ersetzt werden. Sei daher im folgenden A stets ein DBR und π ∈ A ein �xiertes Primelement,
v die Bewertung, |x| := e−v(x) der π-adische Betrag (der z. B. für endliche Erweiterungen von
Zp bekanntlich zum üblichen Betrag p−v(x) äquivalent ist).
Unser erstes Ziel ist, eine vernünftige Topologie auf AutA(V ) ⊆ EndA(V ) für einen geeig-

neten A-Modul V zu de�nieren. Die vom π-adischen Betrag induzierte Topologie macht den
Ring A zu einem topologischen Ring. Wir können sie auch dadurch beschreiben, daÿ wir die
Menge der Ideale {(πn) | n ∈ N} als Umgebungsbasis der 0 setzen (vgl. [TG, chap. III, �6,
no. 3, exemple 3]. Diese Menge ist auch eine Filterbasis im Sinne von [TG, chap. I, �6, no. 3]
(man beachte (πm) ∩ (πn) = (πmax{m,n})).
Wir versehen einen A-Modul M mit der entsprechenden Struktur als topologischer Modul,

d. h. {πnM | n ∈ N} bilden eine Umgebungsbasis der 0 ∈ M (vgl. [TG, chap. III, �6, no. 6,
exemple 2]). Wegen πmM ∩πnM = πmax{m,n}M ist auch dies eine Filterbasis. Wir stellen uns
M stets mit der so de�nierten Topologie vor, die wir die π-adische nennen.

Lemma 1.2.1.

i. Für endlich viele A-Moduln M1, ...,Mn stimmt die π-adische Topologie auf
⊕n

i=1Mi mit
der Produkttopologie der π-adischen auf allen Mi überein.

ii. Die π-adische Topologie auf einem Faktormodul M/M ′ stimmt mit der Quotiententopo-
logie der π-adischen von M überein.

iii. Ist N ein weiterer A-Modul, so ist jede lineare Abbildung f ∈ HomA(M,N) stetig. Ist f
surjektiv, so ist sie auch o�en.

iv. Wird M von einer geeigneten π-Potenz annulliert � wie etwa ein endlich erzeugter Tor-
sionsmodul � so ist die π-adische die diskrete Topologie.

Beweis. Da auch die Produkt- und Quotiententopologie verträglich mit der Modulstruktur
sind (vgl. [TG, chap. III, �6, no. 6]), genügt es zu zeigen, daÿ jeweils ein Element einer Null-
umgebungsbasis in der einen Topologie in einem aus derjenigen der anderen enthalten ist.

i. Eine Umgebungsbasis der 0 in der Produkttopologie ist in diesem Fall durch die Mengen
der Form

πi1M1 ⊕ ...⊕ πinMn

mit {i1, ...in} ⊂ N gegeben. O�ensichtlich ist darin πmax{i1,...in} · (
⊕n

i=1Mi) enthalten.
Umgekehrt ist für jedesm ∈ N πm·(

⊕n
i=1Mi) von der obigen Form mit i1 = ... = in = m.

ii. Sei U = {u + M ′ | u ∈ U} eine beliebige Umgebung von 0̄ ∈ M/M ′ bezüglich der
Quotiententopologie, wobei U eine geeignete Teilmenge von M ist. Dann folgt aus den
De�nitionen, daÿ U +M ′ ⊆M eine Menge der Form πnM enthält, a fortiori enthält U
also πn(M/M ′). Umgekehrt ist jede Menge der Form πn(M/M ′) o�ene Umgebung von 0̄
in der Quotiententopologie, denn ihr Urbild unter der kanonischen Projektion πnM+M ′

enthält mit einem Punkt x stets auch x+ πnM , ist also o�en.

12



1.2 Die abelsche Kategorie RepA(G)

iii. Dies folgt unmittelbar aus den De�nitionen (und hätte auch bei i. und ii. benutzt werden
können).

iv. Klar.

Für A als Modul über sich selbst ist die Topologie die vom π-adischen Betrag induzierte.
Die ersten beiden Aussagen des Lemmas zeigen, daÿ sie gewissermaÿen natürlich für endlich
erzeugte M ist: Denn für einen endlich freien Modul ist sie gleich der Produkttopologie, und
ist eine Surjektion f : Ar � M mit r ∈ N gegeben, so entspricht sie der Quotiententopologie
auf M ' Ar/ ker(f) � die, wie hieraus folgt, unabhängig von der Wahl von f und r ist.
Für nicht endlich erzeugte Moduln ist diese Topologie dagegen nicht immer sinnvoll: etwa auf
Qp als Zp-Modul würde sich mit der obigen De�nition wegen pnQp = Qp für alle n die triviale
Topologie ergeben.
Sei also M von nun an endlich erzeugt. Es ergeben sich weitere gute Eigenschaften:

Lemma 1.2.2.

i. M ist hausdor�sch.

ii. Jeder Untermodul N ⊆M ist abgeschlossen.

iii. Für jeden Untermodul N ⊆ M stimmen die π-adische Topologie und die Teilraumtopo-
logie auf N als Teilmenge von M überein.

Beweis.

i. ist nach [TG, chap. III, �1, no. 3, corollaire und exemple] äquivalent zu⋂
n∈N

πnM = {0}

Dies ist für freie A-Moduln (nicht nur, aber insbesondere endlichen Rangs) erfüllt und
ebenso für endlich erzeugte Torsionsmoduln, denn diese werden von einer geeigneten
π-Potenz annulliert. Die Behauptung folgt mit Satz 1.1.1.

ii. N = ker(pr) = pr−1{0̄}, wobei die Einpunktmenge {0̄} ⊆ M/M ′ nach i. abgeschlossen
und die kanonische Projektion pr : M →M/N nach Lemma 1.2.1.iii stetig ist.

iii. Für jedes n ∈ N gilt πnN ⊆ πnM ∩ N , also ist die Teilraumtopologie gröber als die
π-adische (dies gilt allgemein und kann auch aus Lemma 1.2.1.iii gefolgert werden).
Umgekehrt ist zu zeigen, daÿ es zu jedem n ∈ N ein m ∈ N gibt mit πnN ⊇ πmM ∩N .
Schreibe dazu mit Satz 1.1.1 und dem Elementarteilersatz

N '
⊕

i=1,...,k

πsiA⊕ Tor(N) ⊆ Ad ⊕ Tor(M) 'M

mit k 6 d und 0 6 s1 6 ... 6 sd. Werde Tor(M) und damit auch Tor(N) von πr

annulliert, dann erfüllt m := n+ max{r, sd} die geforderte Bedingung.

13
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Satz 1.2.3. Sei V ein endlich erzeugter A-Modul.

i. Die Menge der A-linearen Endomorphismen EndA(V ) ist selbst ein endlich erzeugter
A-Modul.

ii. Die Menge AutA(V ) ⊆ EndA(V ) der bijektiven A-linearen Abbildungen von V in sich
selbst ist bezüglich der Komposition von Abbildungen eine Gruppe mit der Identität idV
als Einselement. Versehen mit der Teilraumtopologie der π-adischen auf EndA(V ) ist
sie eine topologische Gruppe.

Beweis.

i. Allgemeiner gilt für einen noetherschen Ring R und endlich erzeugte R-Moduln M,N ,
daÿ HomR(M,N) endlich erzeugt ist. Sei nämlich p : Rr �M eine Surjektion, so ist

HomR(M,N)→ HomR(Rr, N)

f 7→ f ◦ p

injektiv, also HomR(M,N) isomorph zu einem Untermodul der rechten Seite. Diese ist
endlich erzeugt, denn (vgl. [A, chap. II, �1, no. 6, cor 1])

HomR(Rr, N) ∼→ (HomR(R,N))r

und bekanntlich gilt HomR(R,N) ' N (f 7→ f(1)). Da R noethersch ist, ist auch
HomR(M,N) endlich erzeugt.

ii. Nur die letzte Aussage ist nicht trivial. Bekanntlich ist EndA(V ) mit der Verknüpfung
von Abbildungen als Multiplikation und der punktweise de�nierten Addition ein Ring.
Bezüglich dieser Ringstruktur besteht aber unsere als Umgebungsbasis der 0 gewählte
Filterbasis {πn EndA(V )}n∈N aus beidseitigen Idealen, denn:
� Abgeschlossenheit unter Addition ist klar;
� sei f ∈ EndA(V ) und g ∈ πn EndA(V ), etwa g = πnh mit h ∈ EndA(V ), dann ist

f ◦ g = f ◦ πnh = πn(f ◦ g) ∈ πn EndA(V )

und analog g ◦ f = πn(h ◦ f) ∈ πn EndA(V ).
Nach [TG, chap. III, �6, no. 3, exemple 3] ist damit EndA(V ) ein topologischer Ring,
insbesondere ist die Multiplikation

EndA(V )× EndA(V )→ EndA(V )

(x, y) 7→ xy

stetig, also nach Einschränkung auf die jeweiligen Teilraumtopologien auch

AutA(V )×AutA(V )→ AutA(V )

(x, y) 7→ xy

Es bleibt zu zeigen, daÿ auch die Inversenbildung

ι : AutA(V )→ AutA(V )

14



1.2 Die abelsche Kategorie RepA(G)

x 7→ x−1

stetig ist. Nun gilt aber wegen der genannten Idealeigenschaft für x, y ∈ AutA(V ) und
alle n ∈ N:

x− y ∈ πn EndA(V )⇒ y−1 − x−1 = x−1(x− y)y−1 ∈ πn EndA(V )

also

x ∈ (x+ πn EndA(V )) ∩AutA(V ) ⊆ ι−1[(x−1 + πn EndA(V )) ∩AutA(V )]

(Analog gilt für jeden topologischen Ring R in der Situation von [TG, chap. III, �6, no.
3, exemple 3], daÿ R× eine topologische Gruppe bezüglich der Teilraumtopologie ist.)

Nachdem wir nun AutA(V ) mit einer Topologie versehen haben, können wir �stetige� Dar-
stellungen topologischer Gruppen betrachten. Sei G eine beliebige topologische Gruppe.

De�nition 1.2.4. Eine A-Darstellung von G (oder kurz G-Darstellung) ist ein Paar (V, ρ)
bestehend aus einem endlich erzeugten A-Modul V und einem stetigen Gruppenhomomor-
phismus

ρ : G→ AutA(V )

Wenn im folgenden eine feste G-Darstellung betrachtet wird, lassen wir ρ meist weg und
schreiben gv := ρ(g)(v) für g ∈ G, v ∈ V .
Ein Morphismus von zwei G-Darstellungen (V, ρ), (W,σ) ist eine A-lineare Abbildung

f : V →W

die G-äquivariant ist, das heiÿt

f ◦ ρ(g) = σ(g) ◦ f für alle g ∈ G

oder, formal unsauber aber anschaulich,

f(gv) = gf(v) für alle g ∈ G, v ∈ V

Die Morphismen zwischen zwei G-Darstellungen V und W bilden bezüglich der punktwei-
se de�nierten Addition eine abelsche Gruppe HomG(V,W ), welche wir uns als Untergruppe
der A-linearen Abbildungen HomA(V,W ) vorstellen können. Mit diesen Objekten und Mor-
phismen erhalten wir die Kategorie RepA(G). (Dabei wird �der� Nullmodul mit der einzig
möglichen, automatisch stetigen G-Wirkung versehen.)

Ein Gruppenhomomorphismus ρ : G→ AutA(V ) de�niert per

G× V → V

(g, v) 7→ gv := ρ(g)(v)

o�enbar eine G-Wirkung auf V , die auÿerdem A-linear ist, d.h. g(av+w) = agv+ gw. V wird
so zu einem G-Modul im Sinne der Gruppenkohomologie. Umgekehrt de�niert, wie man leicht
nachrechnet, jede A-lineare G-Wirkung auf V einen Gruppenhomomorphismus

G→ AutA(V )
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g 7→ [v 7→ gv]

Da wir auf G und V Topologien haben, kann man auch für eine G-Wirkung Stetigkeit de�-
nieren.

Satz 1.2.5. Sei V ein endlich erzeugter A-Modul.

i. Ein Gruppenhomomorphismus ρ : G→ AutA(V ) ist genau dann stetig, wenn es für alle
g ∈ G,n ∈ N eine o�ene Umgebung g ∈ Hg,n ⊆ G gibt, so daÿ

ρ(h)(v) ∈ ρ(g)(v) + πnV für alle v ∈ V, h ∈ Hg,n

Ist V ein Torsionsmodul, so ist dies äquivalent zu der (sonst stärkeren) Bedingung, daÿ
ker(ρ) = {g ∈ G : gv = v für alle v ∈ V } o�en ist.

ii. Eine A-lineare G-Wirkung G×V → V ist genau dann stetig, wenn es für alle v ∈ V, g ∈
G und n ∈ N eine o�ene Menge g ∈ Hv,g,n ⊆ G gibt, so daÿ

hv ∈ gv + πnV für alle h ∈ Hv,g,n

Ist V ein Torsionsmodul, so ist dies äquivalent zu der (sonst stärkeren) Bedingung, daÿ
für alle v ∈ V die Fixgruppe Gv := {g ∈ G : gv = v} o�en ist.

iii. Ein Homomorphismus ρ : G → AutA(V ) ist genau dann stetig, wenn die dadurch de�-
nierte G-Wirkung stetig ist.

iv. Ist G proendlich, so wird ein Torsionsmodul V durch die über eine Darstellung de�nierte
G-Wirkung zu einem G-Modul im Sinne der Kohomologie proendlicher Gruppen (etwa
nach [NSW00, chap. I, �2]).

Beweis.

i. Ist ρ stetig in g, so enthält das Urbild von

(ρ(g) + πn EndA(V )) ∩AutA(V )

eine o�ene Umgebung H von g. Diese erfüllt die genannte Bedingung, denn für h ∈ H
ist ρ(h) = ρ(g) + πnf mit geeignetem f ∈ EndA(V ) und damit für alle v ∈ V

ρ(h)(v)− ρ(g)(v) = πnf(v) ∈ πnV

Seien nun g ∈ G,n ∈ N beliebig. Schreibe V = F ⊕ Tor(V ) gemäÿ Satz 1.1.1. Um zu
zeigen, daÿ ρ in g stetig ist, reicht es, eine Umgebung von g zu �nden, deren Bild in
(ρ(g)+πn EndA(V )) liegt; dabei sei oBdA n so groÿ, daÿ πn Tor(V ) annulliert. Nun gilt
für h ∈ Hg,n:

(ρ(g)− ρ(h))(v) ∈ πnV für alle v ∈ V

Nach Wahl von n ist πnV = πnF . Setze

f := π−n(ρ(g)− ρ(h)) ∈ HomA(V, F ) ⊆ EndA(V )

Dann ist ρ(h) = ρ(g) + πnf , d. h. Hg,n ist eine Umgebung von g wie gesucht.
Ist der Kern von ρ o�en, so erfüllt g · ker(ρ) für alle n ∈ N die Bedingung an Hg,n, auch
wenn V kein Torsionsmodul ist. Werde nun V etwa von πm annulliert, dann ist für alle
n > m und g′ ∈ ker(ρ) g′ ∈ g′g−1 ·Hg,n ⊆ ker(ρ), also ker(ρ) o�en.
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ii. Sei die genannte Bedingung erfüllt, dann gilt

h(v + πnV ) = hv + πnh(V ) ⊆ gv + πnV

für alle h ∈ Hv,g,n, d. h. das Urbild von gv+πnV enthält die o�ene Umgebung Hv,g,n×
(v + πnV ) von (g, v). Dies zeigt die Stetigkeit im beliebig vorgegebenen Punkt (g, v).
Seien umgekehrt g, v, n vorgegeben und die Wirkung stetig, insbesondere im Punkt (g, v).
Dann existiert jedenfalls eine Umgebung (g, v) ∈ O ⊆ G×V , so daÿ hw ∈ gv+πnV für
alle (h,w) ∈ O; nach De�nition der Produkttopologie existiert dann eine o�ene Menge
g ∈ Hv,g,n ⊆ G und m ∈ N mit

Hv,g,n × (v + πmV ) ⊆ O

d. h. insbesondere (h, v) ∈ O und damit hv − gv ∈ πnV für alle h ∈ Hv,g,n.
Sind alle Fixgruppen o�en, so erfüllt g ·Gv für alle n ∈ N die Bedingung an Hv,g,n, auch
wenn V kein Torsionsmodul ist. Werde nun V etwa von πm annulliert und sei v ∈ V , so
ist für alle n > m und g′ ∈ Gv g′ ∈ g′g−1 ·Hv,g,n ⊆ Gv, also Gv o�en.

iii. Ein Vergleich von i. und ii. zeigt sofort die Implikation �ρ stetig ⇒ G-Wirkung stetig�.
Zur Umkehrung: Werde V von v1, ..., vr erzeugt, so setze für g ∈ G, n ∈ N

Hg,n :=
r⋂
i=1

Hvi,g,n

Diese Menge ist als endlicher Schnitt o�ener Mengen wieder o�en und erfüllt, wie man
leicht sieht, auch die übrigen Anforderungen aus i.

iv. Nach iii. ist die G-Wirkung stetig, und nach Lemma 1.2.1.iv trägt V dabei die diskrete
Topologie.

De�nition und Bemerkung 1.2.6. Sind V undW zwei G-Darstellungen und ist f : V →W
ein G-äquivarianter Isomorphismus der unterliegenden Moduln, so ist auch die Umkehrab-
bildung f−1 : W → V G-äquivariant. Wir nennen f dann einen Isomorphismus von G-
Darstellungen und sagen, V und W seien isomorph als G-Darstellung.

Beweis. Seien w ∈W und g ∈ G beliebig. Dann ist

f−1(gw) = f−1(g(f(f−1(w))))
f G−äqu.

= f−1(f(g(f−1(w)))) = g(f−1(w))

Ist (V, ρ) eine G-Darstellung, so heiÿt ein Untermodul U ⊆ V G-invariant, wenn für alle
g ∈ G gilt: gU ⊆ U . Mit mehr oder weniger Mühe läÿt sich etwa unter Benutzung von 1.2.5
zeigen, daÿ in diesem Fall U mit der eingeschränkten und V/U mit der induzierten G-Wirkung
ebenfalls Darstellungen sind. Für zwei Darstellungen (V1, ρ1), (V2, ρ2) ist mit

ρ1 ⊕ ρ2 : G→ Aut(V1 ⊕ V2)

g 7→ [(v1, v2) 7→ (ρ1(g)(v1), ρ2(g)(v2))]
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auch die direkte Summe eine Darstellung. Da schlieÿlich für einen Morphismus von Darstel-
lungen f : V →W der Kern U := ker(f) wegen

u ∈ U ⇒ f(gu) = gf(u) = g(0) = 0⇒ gu ∈ U

G-invariant ist, haben wir:

Satz 1.2.7. Die Kategorie RepA(G) ist abelsch.

Darüber hinaus gilt:

Satz 1.2.8. Sind V und W zwei G-Darstellungen, so ist auch das Tensorprodukt V ⊗
A
W ver-

sehen mit der durch g(
∑

i vi⊗wi) :=
∑

i gvi⊗gwi de�nierten G-Wirkung eine G-Darstellung.

Beweis. Bekanntlich ist mit V undW auch V ⊗
A
W endlich erzeugt. Die angegebene Abbildung

ist wohlde�niert (sie wird von der A-bilinearen Abbildung V ×W → V ⊗
A
W , (v, w) 7→ gv⊗gw

induziert) und, wie man leicht nachrechnet, eine A-lineare G-Wirkung. Um die Stetigkeit zu
zeigen, nutzen wir Satz 1.2.5.i. Seien dazu g ∈ G und n ∈ N gegeben; es existieren g enthaltende
o�ene Mengen HV

g,n und HW
g,n in G mit HV

g,n(v) ⊆ gv+πnV für alle v ∈ V bzw. analog für W .
Sei H der Schnitt dieser Mengen: er enthält g und ist o�en. Ist nun

∑r
i=1 vi ⊗ wi ∈ V ⊗

A
W

ein beliebiges Element, so gilt für jedes h ∈ H und alle i:

hvi ⊗ hwi = (gvi + πnv′i)⊗ (gwi + πnw′i) ∈ gvi ⊗ gwi + πn(V ⊗
A
W )

mit geeigneten v′i ∈ V,w′i ∈W und damit auch

h

(
r∑
i=1

vi ⊗ wi

)
− g

(
r∑
i=1

vi ⊗ wi

)

=
r∑
i=1

(hvi ⊗ hwi − gvi ⊗ gwi) ∈ πn(V ⊗
A
W )

Mit H =: Hg,n folgt also die Behauptung.

Glücklicherweise lassen sich die meistgenutzten exakten Sequenzen innerhalb der Kategorie
bilden:

Satz 1.2.9. Sei V eine G-Darstellung. Dann sind

0→ πV → V → V/πV → 0

und mit Vπ := {v ∈ V : πv = 0}

0→ Vπ → V → V/Vπ → 0

exakte Sequenzen in RepA(G), wobei die Pfeile links die Inklusion und rechts die kanonische
Projektion bezeichnen.

Beweis. Einzig zu zeigen ist, daÿ πV und Vπ überhaupt Unterdarstellungen von V sind. Aber
auch dies ist klar, denn für alle g ∈ G ist g(π · v) = π · gv, woraus schon die Invarianz beider
Untermoduln folgt.

18



1.2 Die abelsche Kategorie RepA(G)

1.2.1 Vergleich mit RepK(G)

In der klassischen Darstellungstheorie hat man einen Körper K gegeben und betrachtet (ste-
tige) Darstellungen einer (topologischen) Gruppe G auf einem K-Vektorraum V , der selbst
bzw. dessen Automorphismengruppe AutK(V ) (im endlichdimensionalen Fall nach Basiswahl
GLn(K)) gegebenenfalls mit einer Topologie versehen ist. Hier bieten sich endlichdimensionale
Vektorräume über dem bewerteten Körper K := Quot(A) an. Diese tragen bekanntlich auch
eine recht kanonische Topologie, falls A und damit K vollständig sind, nämlich die von einer
beliebigen Norm induzierte. Das typische Beispiel ist A = Zp, K = Qp.
Analog zu 1.2.4 können wir für eine topologische Gruppe G die Kategorie der K-Darstellungen

RepK(G)

de�nieren. Unterdarstellungen sind dann G-invariante Untervektorräume etc. Wir halten nur
fest:

Satz 1.2.10. Die Kategorie RepK(G) ist abelsch und abgeschlossen unter Tensorprodukten.

Ein endlichdimensionaler K-Vektorraum mag auf den ersten Blick als ein �schöneres� Ob-
jekt als die zuvor betrachteten endlich erzeugten A-Moduln erscheinen. Das Studium der
A-Darstellungen wird sich aber bezahlt machen: Denn einerseits erhalten wir damit, wie der
folgende Satz zeigt, im uns interessierenden Fall bereits alle Information überK-Darstellungen;
andererseits wird sich zeigen, daÿ Erkenntnisse aus dem Torsionsfall, sogar aus dem einfach-
sten Fall von A/(π)-Vektorräumen, sich auf alle A- und damit dann alle K-Darstellungen
�hochziehen� lassen.
Daÿ sich aus einer A-Darstellung V durch Tensorieren eine K-Darstellung K ⊗

A
V ergeben

wird, ist nicht überraschend. Erstaunlicherweise lassen sich so aber bis auf Isomorphie alle
K-Darstellungen gewinnen, falls G zusätzlich kompakt ist. Diese Voraussetzung wird in dieser
Arbeit keine Einschränkung sein, da G stets eine mit der Krull-Topologie versehene absolute
Galoisgruppe (oder eine abgeschlossene Untergruppe davon) sein wird. Diese Gruppen sind
proendlich, insbesondere kompakt.

Satz 1.2.11.

i. Sei V eine A-Darstellung von G. Dann istK⊗
A
V ein endlichdimensionalerK-Vektorraum.

Versehen mit der durch g(a ⊗ v) := a ⊗ gv de�nierten linearen G-Wirkung ist er eine
K-Darstellung von G.

ii. Sei G kompakt und W eine K-Darstellung von G, dimKW = n. Dann existiert ein
Gitter V ⊂W (d. i. ein freier A-Untermodul vom Rang n), welches G-invariant ist. Mit
der eingeschränkten G-Wirkung ist V eine A-Darstellung derart, daÿ K ⊗

A
V eine zu W

isomorphe G-Darstellung ist.

Beweis.

i. Ist v1, ..., vn eine A-Basis des freien Anteils von V , so ist 1⊗ v1, ..., 1⊗ vn eine K-Basis
von K ⊗

A
V . Die G-Wirkung ist nach De�nition K-linear und liefert einen Gruppenho-

momorphismus, den wir gleich als Kompositum

G→ AutA(V )→ AutK(K ⊗
A
V )
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schreiben, wobei der rechte Pfeil von der Abbildung

EndA(V )→ EndK(K ⊗
A
V )

f 7→ id⊗ f

induziert wird. Es reicht zu zeigen, daÿ diese stetig ist bezüglich der π-adischen To-
pologie links und der von einer beliebigen Norm induzierten rechts. Da die Abbildung
A-linear ist, reicht es, Urbilder von Umgebungen des Nullpunktes zu betrachten. Mittels
der obigen Basis identi�zieren wir die rechte Seite homöomorph mit dem mit der Ma-
ximumsnorm versehenen Vektorraum Mn×n(K). Dann ist aber im Urbild von Be−n(0)
o�enbar πn · EndA(V ) enthalten.

ii. Wählen wir zunächst eine K-Basis w1, ..., wn von W und de�nieren das Gitter V ′ =
Aw1 + ...+Awn. Wir betrachten die Menge der V ′ stabilisierenden Elemente

H := {g ∈ G | gV ′ = V ′}

Man sieht sofort, daÿ H eine Untergruppe von G ist.

Zwischenbehauptung : H ist o�en.

Hierfür reicht es unter Benutzung der Stetigkeit der Darstellung und der homöomorphen
Identi�kation (nach der obigen Basiswahl)

AutK(W ) ' (GLn(K), ‖ · ‖max)

zu zeigen: Die Untergruppe

H ′ := {C ∈ GLn(K) | C · V ′ = V ′}

ist o�en (denn H = ρ−1(H ′)). Hierfür wiederum reicht es zu zeigen, daÿ eine o�ene Um-
gebung der Einheitsmatrix En in H ′ enthalten ist. Wir betrachten die de�nitionsgemäÿ
o�ene Menge

U := {C ∈ Mn×n(K) | ‖C − En‖max < e−1}

= En + π ·Mn×n(A)

Für C ∈ U ist |det(C)|K = 1 (⇒ U ⊂ GLn(K)) und o�enbar C · V ′ ⊆ V ′. Mit U ist
auch U−1 = {C−1 | C ∈ U} und somit U ∩ U−1 o�en. Dies ist die gesuchte Umgebung,
denn es gilt

C ∈ U ∩ U−1 ⇒ V ′ = CC−1 · V ′ ⊆ C · V ′ ⊆ V ′

also überall Gleichheit und En ∈ U ∩U−1 ⊂ H ′. Die Zwischenbehauptung ist bewiesen.

Als o�ene Untergruppe der kompakten Gruppe G hat H endlichen Index. Es existieren
also 1G = g1, g2, ..., gr ∈ G mit

G =
⋃̇

i=1,...,r

giH (∗)

Wir de�nieren

V :=
r∑
i=1

giV
′
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V ist endlich erzeugter A-Modul (Erzeuger {giwj | 1 6 i 6 r, 1 6 j 6 n}) und als
Teilmenge von W torsionsfrei, also frei, und wegen V ′ ⊆ V vom Rang n, also ein Gitter.
Dieses ist G-invariant, denn sei ein beliebiges g ∈ G gegeben, dann existiert wegen (∗)
für jedes 1 6 i 6 r ein j(i) ∈ {1, ...r} und ein hi ∈ H mit ggi = gj(i)hi, also

gV =
r∑
i=1

ggiV
′ =

r∑
i=1

gj(i)hiV
′ =

r∑
i=1

gj(i)V
′ ⊆ V

Für die verbleibenden Aussagen sei v1, ..., vn eine A-Basis von V (und damit K-Basis
vonW ). Wir erhalten mit dieser Basis hömöomorphe Identi�kationen und eine Inklusion

EndA(V ) ' Mn×n(A) ⊆ Mn×n(K) ' EndK(W )

bei der sich unsere übliche Topologie links als identisch mit der Teilraumtopologie von
derjenigen rechts erweist. Deswegen ist der (wegen der G-Invarianz von V wohlde�nierte)
Homomorphismus

G→ AutA(V )

g 7→ [v 7→ gv]

stetig.
Schlieÿlich ist der Isomorphismus von K-Vektorräumen

K ⊗
A
V →W

n∑
i=1

ai ⊗ vi 7→
n∑
i=1

aivi

G-äquivariant.
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1.3 Die abelsche Kategorie ΦM et
(A, σ)

In diesem Abschnitt werden wir die Kategorie der etalen ϕ-Moduln über einem geeigneten Ring
kennenlernen. Sei zunächst A ein Ring und σ : A→ A ein �xierter Ringendomorphismus. Wir
werden im Verlauf des Abschnitt immer weiter gehende Bedingungen an A und σ stellen, die
aber in der Anwendung im nächsten Abschnitt alle problemlos erfüllt werden.

De�nition 1.3.1. Ein ϕ-Modul über (A, σ) ist ein Paar (M,ϕ) bestehend aus einem A-Modul
M und einer Abbildung ϕ : M →M , die σ-linear (oder semilinear) ist, d. h. ϕ ist additiv und
es gilt für alle a ∈ A,m ∈M

ϕ(am) = σ(a) · ϕ(m)

Ein Morphismus von zwei ϕ-Moduln (M,ϕM ) und (N,ϕN ) ist ein Homomorphismus von
A-Moduln f : M → N , so daÿ f ◦ ϕM = ϕN ◦ f gilt.

Gegeben sei ein ϕ-Modul (M,ϕ). Betrachte σ : A→ A als Skalarerweiterung und setze

Mσ := Aσ ⊗
A
M

Dies ist ein A-Linksmodul bezüglich a · (b⊗m) := ab⊗m. Diese Konstruktion liefert uns eine
alternative Beschreibung von ϕ-Moduln.

Lemma 1.3.2.

i. Mit den obigen Notationen de�niert

Φϕ : Mσ →M∑
i

ai ⊗mi 7→
∑
i

aiϕ(mi)

einen Homomorphismus von A-Linksmoduln.

ii. Ist umgekehrt ein A-Linksmodulhomomorphismus

Φ : Mσ →M

gegeben, so ist
ϕΦ : M →M

m 7→ Φ(1⊗m)

eine σ-lineare Abbildung.

iii. Diese Konstruktionen sind invers zueinander. Es ist also einerlei, ob wir uns zu einem
A-Modul M eine Abbildung ϕ wie in 1.3.1 oder Φ wie hier vorgeben.

Beweis.

i. Die Abbildung
Φ̃ϕ : Aσ ×M →M

(a,m) 7→ aϕ(m)
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ist balanciert, denn

Φ̃ϕ((a ·
S
b,m)) = Φ̃ϕ((aσ(b),m)) = aσ(b)ϕ(m) = aϕ(bm) = Φ̃ϕ((a, bm))

liefert also obige additive Abbildung, die o�enbar A-linear ist.

ii. Es gilt

ϕΦ(am+ n) = Φ(1⊗ (am+ n)) = Φ((1⊗ am) + (1⊗ n)) = Φ(1⊗ am) + Φ(1⊗ n)

= Φ(σ(a)⊗m) + ϕΦ(n) = σ(a)Φ(1⊗m) + ϕΦ(n) = σ(a)ϕΦ(m) + ϕΦ(n)

für alle a ∈ A und m,n ∈M .

iii. ϕΦϕ = ϕ ist o�ensichtlich. Umgekehrt gilt

ΦϕΦ

(∑
i

ai ⊗mi

)
=
∑
i

aiϕΦ(mi) =
∑
i

aiΦ(1⊗mi)
Φ linear= Φ

(∑
i

ai ⊗mi

)

für alle ai ∈ A,mi ∈M .

Satz 1.3.3. Die ϕ-Moduln zu einem gegebenen Paar (A, σ) bilden eine abelsche Kategorie
ΦM(A, σ).

Beweis. Siehe [Fon90, 1.1.2]. Der Trick ist, einen (ausnahmsweise nicht kommutativen) Ring
Aσ[ϕ] zu de�nieren, so daÿ sich die ϕ-Moduln über A funktoriell mit den Linksmoduln über
A[ϕ] und Morphismen von ϕ-Moduln mit den Linksmodulhomomorphismen über Aσ[ϕ] identi-
�zieren. Damit identi�zieren wir unsere Kategorie mit derjenigen der Linksmoduln über jenem
Ring, wofür die Aussage bekannt ist.

Satz 1.3.4. ΦM(A, σ) ist abgeschlossen unter Bildung des Tensorprodukts.

Beweis. Zu zwei ϕ-Moduln (M,ϕM ), (N,ϕN ) ist die Abbildung

ϕM ⊗ ϕN : M ⊗
A
N →M ⊗

A
N

∑
i

m⊗ n 7→
∑
i

ϕM (m)⊗ ϕN (n)

o�enbar σ-linear, d. h. (M ⊗
A
N,ϕM ⊗ ϕN ) ist ein ϕ-Modul.

Im folgenden sollen die betrachteten ϕ-Moduln endlich erzeugt sein. Um die Chance zu
wahren, hier eine sinnvolle Kategorie zu erhalten, sei der Ring A von nun an stets noethersch.

De�nition 1.3.5. Ein etaler ϕ-Modul ist ein ϕ-Modul (M,ϕ) derart, daÿ

i. M endlich erzeugt über A ist

ii. die zu ϕ gehörige Abbildung Φ : Mσ → M (vgl. 1.3.2) bijektiv, also ein Isomorphismus
ist.
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Satz 1.3.6. Ist σ �ach, so bilden die etalen ϕ-Moduln über einem Paar (A, σ) eine abelsche
Kategorie ΦM et

(A, σ).

Beweis. Siehe [Fon90, 1.1.5].

Satz 1.3.7. ΦM et
(A, σ) ist abgeschlossen unter Bildung des Tensorprodukts.

Beweis. Seien M , N etale ϕ-Moduln; wir prüfen nach, daÿ das gemäÿ Satz 1.3.4 de�nierte
Tensorprodukt etal ist. Mit M und N ist bekanntlich auch M ⊗

A
N endlich erzeugt. Zu zeigen

bleibt, daÿ die durch folgende Vorschrift wohlde�nierte, A-lineare Abbildung

ΦM⊗N : (M ⊗
A
N)σ = Aσ ⊗ (M ⊗

A
N)→M ⊗

A
N

a⊗ (m⊗ n) 7→ aϕ(m)⊗ ϕ(n) (= ϕ(m)⊗ aϕ(n))

bijektiv ist. Betrachte nun den A-Modul Mσ ⊗
A
Nσ, den wir suggestiver in der Form

(M ⊗
A, σ

A)⊗
A

(A ⊗
σ,A

N)

schreiben. Wie man leicht nachrechnet, haben wir dann durch die unten gegebenen Abbil-
dungsvorschriften eindeutig de�nierte Isomorphismen von A-Moduln

Aσ ⊗ (M ⊗
A
N) ∼→ (M ⊗

A, σ
A)⊗

A
(A ⊗

σ,A
N)

a⊗ (m⊗ n) 7→ (m⊗ a)⊗ (1⊗ n) = (m⊗ 1)⊗ (a⊗ n)
aa′ ⊗ (m⊗ n)←[ (m⊗ a)⊗ (a′ ⊗ n)

Ebenso leicht rechnet man nach, daÿ mit diesem Isomorphismus in der oberen Zeile das Dia-
gramm

Aσ ⊗ (M ⊗
A
N) ∼ //

ΦM⊗N &&MMMMMMMMMM

(M ⊗
A, σ

A)⊗
A

(A ⊗
σ,A

N)

ΦM⊗ΦNwwnnnnnnnnnnnnn

M ⊗
A
N

kommutiert. Dabei sind ΦM : Mσ → M und ΦN : Nσ → N nach Voraussetzung Isomorphis-
men, mithin auch der rechte Pfeil im Diagramm, also auch, wie zu zeigen war, der linke.

Wir wollen den Begri� �etal� für einige Sonderfälle genauer charakterisieren.

Lemma 1.3.8. Sei (M,ϕ) ein ϕ-Modul.

i. Φ ist surjektiv genau dann, wenn M als A-Modul von im(ϕ) erzeugt wird.

ii. Ist σ ein Automorphismus, so ist Φ genau dann bijektiv, wenn ϕ es ist.

iii. Ist A =: K ein Körper und M endlich erzeugt, also endlichdimensionaler Vektorraum,
so ist (M,ϕ) etal genau dann, wenn ϕ etal ist im Sinne von [Schn07, De�nition 1.7.].
Insbesondere sind dann auch die Bedingungen aus i. äquivalent dazu, daÿ (M,ϕ) etal
ist.
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Beweis.

i. Φ surjektiv ⇔ für alle m ∈ M ex. a1, ..., an ∈ A und m1, ...,mn ∈ M mit Φ(
∑n

i=1 ai ⊗
mi) =

∑n
i=1 aiϕ(mi) = m ⇔ M wird von im(ϕ) erzeugt.

ii. Mit der Umkehrabbildung σ−1 zu σ haben wir o�enbar Isomorphismen additiver Grup-
pen

Mσ ' M∑
i ai ⊗mi 7→

∑
i σ
−1(ai)mi

1⊗m ←[ m

Insbesondere ist also für 0 6= m ∈M auch 0 6= 1⊗m ∈Mσ.
Sei nun Φ bijektiv. ϕ ist injektiv, denn gäbe es 0 6= m ∈ M mit ϕ(m) = 0, so wäre
1 ⊗m ∈ ker(Φ) = {0} im Widerspruch zum eben gezeigten. ϕ ist surjektiv, denn nach
i. und der Voraussetzung gibt es zu beliebigem m ∈ M Elemente a1, ..., an ∈ A und
m1, ...,mn ∈M mit m =

∑n
i=1 aiϕ(mi) = ϕ(

∑n
i=1 σ

−1(ai)mi).
Sei umgekehrt ϕ bijektiv und ϕ−1 die Umkehrabbildung, welche σ−1-linear ist4; setze

Φ−1 : m 7→ 1⊗ ϕ−1(m)

Dann gilt o�ensichtlich Φ ◦ Φ−1 = idM und für
∑

i ai ⊗mi ∈Mσ:

Φ−1(Φ(
∑
i

ai ⊗mi)) = 1⊗
∑
i

ϕ−1(aiϕ(mi)) = 1⊗
∑
i

σ−1(ai)mi =
∑
i

ai ⊗mi

iii. In diesem Fall ist Φ ein Homomorphismus von K-(Links-)Vektorräumen gleicher endli-
cher Dimension. Φ ist also genau dann surjektiv, wenn es bijektiv ist. Die Behauptung
folgt mit i. und [Schn07, Lemma 1.6.i.].

Lemma 1.3.8 zeigt, daÿ unter gewissen Voraussetzungen an das Paar (A, σ) die etalen ϕ-
Moduln leichter zu handhaben sind. Der folgende Satz gibt hierzu ein weiteres nützliches
Beispiel.

Satz 1.3.9. Im Paar (A, σ) sei A ein noetherscher Integritätsbereich von Dimension 6 1, σ
�ach, und für jedes maximale Ideal m ⊂ A sei auch das von seinem Bild σ(m) erzeugte Ideal
maximal. Dann gilt:

i. Ein endlich erzeugter ϕ-Modul N über (A, σ) ist genau dann etal, wenn die zugehörige
Abbildung Φ surjektiv ist.

ii. Sei 0→ M ′ → M → M ′′ → 0 eine exakte Sequenz von ϕ-Moduln über (A, σ). Dann ist
M genau dann etal, wenn M ′ und M ′′ etal sind.

Beweis. Siehe [Fon90, 1.1.6.].

4Wende ϕ−1 an auf ϕ(σ−1(a)ϕ−1(m)) = am = ϕ(ϕ−1(am)) mit beliebigen a ∈ A,m ∈M .
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1 Die Kategorienäquivalenz RepW (Fpr )(GE) ∼ ΦM et
(OE , σr)

Damit können wir auch hier die wichtigsten exakten Sequenzen in der Kategorie bilden:

Bemerkung 1.3.10. Unter den Voraussetzungen von Satz 1.3.9 sei M ein etaler ϕ-Modul
über (A, σ), und sei a ∈ A mit σ(a) = a.

0→ aM →M →M/aM → 0

und (mit Ma := {m ∈M : am = 0})

0→Ma →M →M/Ma → 0

sind exakte Sequenzen in ΦM et
(A, σ), wobei die Pfeile links die Inklusion und rechts die kanoni-

sche Projektion bezeichnen.

Beweis. σ(a) = a garantiert, daÿ aM undMa mit der Einschränkung von ϕM ϕ-Moduln sind;
damit sind dies auch die Quotienten (mit der von ϕM induzierten Abbildung), die Pfeile sind
dann Morphismen von ϕ-Moduln und mit Satz 1.3.9.ii sind auch die Objekte links und rechts
etal.

Wir werden im folgenden Abschnitt für einen ϕ-Modul M die Fixmenge

Mϕ=id := {m ∈M : ϕ(m) = m}

betrachten. Hierzu wird folgender Satz nützlich sein.

Satz 1.3.11. Sei
0→M1

i−→M2
j−→M3 → 0

eine exakte Sequenz von ϕ-Moduln. Dann erhalten wir eine exakte Sequenz additiver Gruppen

0→Mϕ=id
1

ĩ−→Mϕ=id
2

j̃−→Mϕ=id
3

δ−→M1/(ϕ− id)M1

Beweis. Die Abbildungen ĩ und j̃ entstehen durch Einschränkung. Wir müssen die Abbildung
δ de�nieren. Zur Abkürzung identi�zieren wir M1 mit seinem Bild in M2.
Zu z ∈ Mϕ=id

3 ⊆ M3 wähle ein Urbild y unter j. Es gilt 0 = z − ϕ(z) = j(y − ϕ(y)), also
x := y − ϕ(y) ∈ ker(j) = M1. Setze δ(z) := x+ (ϕ− id)M1.
Dies ist wohlde�niert, denn ein anderes Urbild y′ von z ist von der Gestalt y+m mit m ∈M1,
also y′ − ϕ(y′) = x+ (ϕ− id)(−m).
Man sieht leicht, daÿ δ additiv ist, und ebenso leicht die Exaktheit an allen Stellen auÿer der
letzten. Dort ist jedenfalls für y ∈Mϕ=id

2

δ(j̃(y)) = y − ϕ(y) + (ϕ− id)M1 = 0 + (ϕ− id)M1

d. h. im(j̃) ⊆ ker(δ). Ist umgekehrt δ(z) = 0 für ein z ∈Mϕ=id
3 und y ein Urbild von z unter

j, dann ist y−ϕ(y) = m−ϕ(m) für ein m ∈M1. Also gilt für y′ := y−m sowohl y′ ∈Mϕ=id
2

als auch j(y′) = j(y) = z, also z ∈ im(j̃).
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1.4 Beweis der Kategorienäquivalenz

Wir zeigen nun die Äquivalenz der Kategorien RepW (Fpr )(GE) und ΦM et
(OE , σr). Dabei ist

� r ∈ N; setze zur Abkürzung q := pr, W := W (Fq)
� E ein Körper der Charakteristik p, welcher Fq enthält; Esep ein �xierter separabler Abschluÿ
� G := GE := Gal(Esep|E) dessen absolute Galoisgruppe
� E ein vollständiger diskret bewerteter Körper der Charakteristik 0 mit Ganzheitsring OE , der
also ein vollständiger DBR ist; dabei ist p Primelement und E Restklassenkörper von OE
� σ : OE → OE ein Frobenius-Lift, d. h. ein Ringendomorphismus mit

σ(x) ≡ xp mod p (∗)

� Enr eine unverzweigte, algebraische Erweiterung von E , deren Restklassenkörper separabel
abgeschlossen und damit (über einen im folgenden �xierten und in der Notation unterschlage-
nen Isomorphismus, der auf E die Identität ist) isomorph zu Esep ist; OEnr dessen Ganzheits-
ring; die Galoisgruppe Gal(Enr|E) identi�zieren wir gemäÿ 1.1.10 mit G
� Ênr die Komplettierung von Enr und OÊnr deren Ganzheitsring; bekanntlich ist damit p auch
Primelement und Esep Restklassenkörper von OÊnr .

1.4.1 Rückführung auf zwei Propositionen

Weil die Bewertung vE von E sich eindeutig zu derjenigen vEnr von Enr fortsetzt, gilt vEnr ◦g =
vEnr für alle g ∈ Gal(Enr|E), d. h. alle g sind isometrisch, insbesondere stetig. Sie lassen sich
daher mit den üblichen Grenzwertsätzen eindeutig zu Körperautomorphismen von Ênr fort-
setzen.
Nach Satz 1.1.12 gibt es eine eindeutige (∗) erfüllende Fortsetzung von σ zu einem Ringen-
domorphismus auf OEnr , welche wir ebenfalls mit σ bezeichnen. Die Abbildung σ �xiert als
Ringendomorphismus die 0 und alle pn und bildet Einheiten auf Einheiten ab. Da sich jedes
0 6= x ∈ OE bzw. OEnr eindeutig in der Form pnu mit n ∈ N0 und einer Einheit u schreibt, ist
also auch σ (auf jedem der betrachteten Ringe) isometrisch, insbesondere stetig und injektiv.
Weil sie stetig ist, setzt sie sich eindeutig zu einem Ringendomorphismus auf OÊnr fort; die
wiederum mit σ bezeichnete Fortsetzung ist aus demselben Grund wie vorher isometrisch.
Setze zur Abkürzung τ := σr; auch τ erfüllt die genannten Eigenschaften.
Wegen Fq ⊆ E enthält OE die (q − 1)-ten Einheitswurzeln µq−1. Wir identi�zieren W ∼=
Zp(µq−1) ⊂ OE , Φ0 = pr.

Lemma 1.4.1. σ schränkt sich zu einem Endomorphismus von W ein, nämlich dem Witt-
Frobenius F . Insbesondere �xiert τ jedes Element von W .

Beweis. Sei ζ ∈ µq−1. Auch σ(ζ) muÿ, da σ Ringhomomorphismus ist, eine (q − 1)-te Ein-
heitswurzel sein. Als stetiger Ringhomomorphismus �xiert σ alle Elemente von Zp. Folglich
gilt σ(Zp(µq−1)) ⊆ Zp(µq−1). Wegen Bemerkung 1.1.13 ist σ|W = F . Da die Elemente von
Fq gleich ihrer q-ten Potenz sind, ist F r = idW . (Alternativ: Es gilt σ(ζ) ≡ ζp mod (p). Die
einzige (q − 1)-te Einheitswurzel, die modulo p kongruent zu ζp ist, ist ζp selbst. Also ist σ
auf µq−1 einfach das Potenzieren mit p, folglich τ(ξ) = ξq = ξ für alle ξ ∈ µq−1 und ohnehin
τ|Zp = idZp .)
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Lemma 1.4.2.

i. In der Kette von Ringerweiterungen W ⊆ OE ⊆ OEnr ⊆ OÊnr ist jeder der Ringe über
allen jeweils kleineren treu-�ach.

ii. Ist A einer der Ringe OE , OEnr , OÊnr , so ist τ : A→ A �ach.

iii. Für alle n ∈ N, x ∈ OÊnr gilt:

τ(x) ≡ x mod (pn) ⇔ x ∈W + pnOÊnr ;
gx ≡ x mod (pn) für alle g ∈ G ⇔ x ∈ OE + pnOÊnr

sowie (�Fall n =∞�)

τ(x) = x ⇔ x ∈W ;

gx = x für alle g ∈ G ⇔ x ∈ OE

Beweis.

i. Lemma 1.1.6.

ii. Alle betrachteten Ringe sind Hauptidealringe, so daÿ ��ach� gleichbedeutend ist mit
�torsionsfrei� ([AC, chap. I, �2, no. 4, prop. 3(ii)]). Dies ist Aτ , denn A ist Integritäts-
bereich und τ injektiv.

iii. Die Rückrichtung im Fall n = ∞ folgt aus Lemma 1.4.1 bzw. ist klar. Da alle g und τ
isometrisch wirken, folgen auch die Rückrichtungen im ersten Fall. Für die umgekehrte
Richtung führen wir zunächst eine Induktion nach n:

Induktionsanfang : n = 1

Bezeichnet x̄ die Nebenklasse von x in Esep = OÊnr/(p), so folgt

x̄ = x̄p
r
, also x̄ ∈ Fq = W/(p), d. h. x̄ enthält ein Element von W ; bzw.

gx̄ = x̄ für alle g ∈ G, also x̄ ∈ E = OE/(p), d. h. x̄ enthält ein Element von OE .

Induktionsschritt : n > 2, die Behauptung sei für n− 1 bewiesen.

Nach Induktionsannahme gilt x = a + pn−1y mit a ∈ W (bzw. OE) und y ∈ OÊnr . Da
die Elemente von W bzw. OE wie gesehen ohnehin �xiert werden, gilt also auch

pn−1τ(y) = τ(pn−1y) = τ(x− a) ≡ x− a = pn−1y mod (pn) bzw.
pn−1g(y) = g(pn−1y) = g(x− a) ≡ x− a = pn−1y mod (pn) für alle g ∈ G

Nach Division durch pn−1 sind wir in der Situation des Induktionsanfangs und erhalten
y = b + pz mit b ∈ W (bzw. OE) und z ∈ OÊnr , insgesamt also x = a + pn−1b + pnz ∈
W + pnOÊnr (bzw. OE + pnOÊnr).
Damit sind die ersten Äquivalenzen gezeigt. Für die noch fehlende Richtung �⇒� im
Fall n =∞ genügt es daher (für B ∈ {W,OE}) die Gleichheit⋂

n∈N
(B + pnOÊnr) = B
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bzw. die nicht-triviale Inklusion ⊆ zu zeigen. Sei also x ∈
⋂
n∈N(B + pnOÊnr). Für jedes

n ∈ N schreibe x = bn + pnyn mit bn ∈ B, yn ∈ OÊnr . Dann gilt

bn+1 − bn = pn(yn − pyn+1) ∈ pnOÊnr

für alle n ∈ N, d. h. (bn)n∈N ist eine Cauchyfolge im vollständigen Ring B, zu der also
ein Grenzwert b ∈ B existiert. Dieser ist gleich x, denn

x− b = lim
n→∞

(x− bn) = lim
n→∞

pnyn = 0

De�nition 1.4.3. Wir betrachten zu einer G-Darstellung V das Tensorprodukt OÊnr ⊗W
V

und de�nieren hierauf eine G-Wirkung durch

g

(∑
i

ai ⊗ vi

)
:=
∑
i

gai ⊗ gvi

Setze

DE(V ) := (OÊnr ⊗W
V )G

Zu einem Morphismus f : V → V ′ von G-Darstellungen setze

DE(f) := (idOÊnr ⊗ f)|DE(V ) : DE(V )→ OÊnr ⊗W
V ′

Zu einem (etalen) ϕ-Modul M über (OE , τ) betrachten wir das Tensorprodukt OÊnr ⊗OE
M

mit der τ -linearen Abbildung

ϕ :
∑
i

ai ⊗mi 7→
∑
i

τ(ai)⊗ ϕ(mi)

Setze

VE(M) := (OÊnr ⊗OE
M)ϕ=id

Zu einem Morphismus f : M → N von (etalen) ϕ-Moduln setze

VE(f) := (idOÊnr ⊗ f)|VE(M) : VE(M)→ OÊnr ⊗OE
N

Bemerkung 1.4.4. Ist V bzw. M ein Modul endlicher Länge über W bzw. OE , so ist
OÊnr ⊗W

V ∼= OEnr ⊗
W
V bzw. OÊnr ⊗OE

M ∼= OEnr ⊗
OE
M .

Diese Identi�kation verträgt sich mit analog zu 1.4.3 de�nierten Operationen von G bzw. ϕ
auf den Tensorprodukten mit OEnr . In diesem Fall kann also in 1.4.3 überall OÊnr durch OEnr
ersetzt werden.
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Beweis. Werde V gemäÿ 1.1.7 etwa von pm annulliert. Da OEnr dicht in OÊnr liegt, gibt es
zu jedem a ∈ OÊnr ein a′ ∈ OEnr mit a − a′ ∈ pmOÊnr . Damit erhalten wir z. B. zueinander
inverse Abbildungen

OÊnr ⊗W
V ∼= OEnr ⊗

W
V∑

i

ai ⊗ vi 7→
∑
i

a′i ⊗ vi∑
i

a′i ⊗ vi ←[
∑
i

a′i ⊗ vi

(Die erste Abbildung hängt wegen der strengen Dreiecksungleichung natürlich nicht von der
Wahl der a′i ab.) Die zweite Aussage ergibt sich daraus, daÿ alle g ∈ G bzw. τ Isometrien
sind.

Lemma 1.4.5.

i. DE ist ein additiver Funktor von der Kategorie RepW (G) in die Kategorie der OE -
Moduln Mod(OE).

ii. VE ist ein additiver Funktor von der Kategorie ΦM et
(OE , τ) in die Kategorie der W -Moduln

Mod(W ).

Beweis.

i. DE ist ein Funktor:

� Für V aus RepW (G) ist das Objekt

DE(V ) = (OÊnr ⊗W
V )G

ein OE -Modul, da die Wirkung von G auf dem Tensorprodukt OE -linear ist.

� Für einen Morphismus von G-Darstellungen f : V → V ′ ist klar, daÿ

DE(f) : DE(V )→ OÊnr ⊗W
V ′

OE -linear ist. Zu prüfen bleibt:

(idOÊnr ⊗ f)(DE(V )) = DE(f)(DE(V )) ⊆ DE(V ′) (1.3)
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Aber für beliebige
∑

i ai ⊗ vi ∈ DE(V ) und g ∈ G gilt

g

(
(DE(f))

(∑
i

ai ⊗ vi

))
= g

(∑
i

ai ⊗ f(vi)

)
=

∑
i

gai ⊗ gf(vi)

f G-äquiv.
=

∑
i

gai ⊗ f(gvi)

= (idOÊnr ⊗ f)

(∑
i

gai ⊗ gvi

)

= (idOÊnr ⊗ f)

(
g

(∑
i

ai ⊗ vi

))
∑
i ai⊗vi∈DE(V )

= (idOÊnr ⊗ f)

(∑
i

ai ⊗ vi

)

= DE(f)

(∑
i

ai ⊗ vi

)

also (DE(f))(
∑

i ai ⊗ vi) ∈ DE(V ′) wie behauptet.

� Für jede G-Darstellung V ist o�enbar DE(idV ) = (idOÊnr ⊗ idV )|DE(V ) = idDE(V ).

� Sei U
f ′→ V

f→ V ′ eine Sequenz in RepW (G). Es gilt die Gleichheit

DE(f ◦ f ′) = (idOÊnr ⊗ (f ◦ f ′))|DE(U) = [(idOÊnr ⊗ f) ◦ (idOÊnr ⊗ f
′)]|DE(U)

= (idOÊnr ⊗ f) ◦ (idOÊnr ⊗ f
′)|DE(U)

!= (idOÊnr ⊗ f)|DE(V ) ◦ (idOÊnr ⊗ f
′)|DE(U) = DE(f) ◦ DE(f ′)

Mit Ausnahme der hervorgehobenen sind die Gleichheiten trivial; diese gilt wegen (1.3).

DE ist additiv:

Seien V, V ′ zwei G-Darstellungen und f, f ′ ∈ HomG(V, V ′). Dann haben wir

DE(f + f ′) = (idOÊnr ⊗ (f + f ′))|DE(V )

= [(idOÊnr ⊗ f) + (idOÊnr ⊗ f
′)]|DE(V ) = DE(f) +DE(f ′)

ii. Der Beweis verläuft analog zu demjenigen für den Funktor DE , insbesondere ist wieder

(idOÊnr ⊗ f)(VE(M)) = VE(f)(VE(M)) ⊆ VE(N)

31



1 Die Kategorienäquivalenz RepW (Fpr )(GE) ∼ ΦM et
(OE , σr)

denn für beliebige
∑

i ai ⊗mi ∈ VE(M) gilt

ϕ

(
(VE(f))

(∑
i

ai ⊗mi

))
= ϕ

(∑
i

ai ⊗ f(mi)

)
=

∑
i

ϕ(ai)⊗ ϕ(f(mi))

f und ϕ vertauschen
=

∑
i

ϕ(ai)⊗ f(ϕ(mi))

= (idOÊnr ⊗ f)

(∑
i

ϕ(ai)⊗ ϕ(mi)

)
∑
i ai⊗mi∈VE(M)

= (idOÊnr ⊗ f)

(∑
i

ai ⊗mi

)

= VE(f)

(∑
i

ai ⊗mi

)

Lemma 1.4.6.

i. Die Wirkungen von G und σ (und damit auch τ) auf OÊnr vertauschen miteinander, das
heiÿt: Für alle a ∈ OÊnr und g ∈ G gilt

σ(ga) = g(σ(a))

ii. Für eine G-Darstellung V de�niere auf OÊnr ⊗W
V die τ -lineare Abbildung

ϕ

(∑
i

ai ⊗ vi

)
:=
∑
i

τ(ai)⊗ vi

Dann ist DE(V ) mit der Einschränkung davon ein ϕ-Modul über (OE , τ).

iii. Für einen Morphismus von G-Darstellungen f : V → V ′ ist DE(f) ein Morphismus von
ϕ-Moduln.

iv. Für einen ϕ-Modul M de�niert
∑

i ai ⊗mi 7→
∑

i gai ⊗mi eine W -lineare G-Wirkung
auf OÊnr ⊗OE

M , die sich zu einer ebensolchen auf VE(M) einschränkt.

v. Für einen Morphismus von ϕ-Moduln f : M → N ist VE(f) ein Morphismus von G-
Moduln.

Beweis.

i. Sei g ∈ G beliebig. De�niere

σg := g ◦ σ ◦ g−1 : OÊnr → OÊnr
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Dies ist ein Ringendomorphismus, der auf OE mit dem ursprünglichen σ übereinstimmt.
Wegen

(g−1x)p ≡ σ(g−1x) mod p

ist

xp = gg−1(xp) = g[(g−1x)p]
g linear
≡ g[σ(g−1x)] = σg(x) mod p

Aufgrund der Eindeutigkeit in Satz 1.1.12 ist also σg = σ (zunächst auf OEnr , aber damit
auch auf OÊnr), und für alle a ∈ OÊnr

σ(ga) = σg(ga) = g[σ((g−1g)a)] = g(σ(a))

ii. Für alle
∑

i ai ⊗ vi ∈ DE(V ) ist

g

(
ϕ

(∑
i

ai ⊗ vi

))
= g

∑
i

τ(ai)⊗ vi =
∑
i

g(τ(ai))⊗ gvi

i.=
∑
i

τ(gai)⊗ gvi = ϕ

(
g

(∑
i

ai ⊗ vi

))
= ϕ

(∑
i

ai ⊗ vi

)
also ϕ(DE(V )) ⊆ DE(V ).

iii. Nach 1.4.3 ist nur noch zu zeigen, daÿ DE(f) = (id ⊗ f)|DE(V ) mit ϕ vertauscht. Aber
nach der De�nition von ϕ in ii. ist o�enkundig schon ϕV ′ ◦ (id⊗ f) = (id⊗ f) ◦ ϕV .

iv. Die Axiome einer G-Wirkung und die W -Linearität sind sofort nachzurechnen. Zudem
gilt für

∑
i ai ⊗mi ∈ VE(M)

ϕ

(
g

(∑
i

ai ⊗mi

))
= ϕ

(∑
i

gai ⊗mi

)
=
∑
i

τ(gai)⊗mi

i.=
∑
i

g(τ(ai))⊗mi = g

(
ϕ

(∑
i

ai ⊗mi

))
= g

(∑
i

ai ⊗mi

)
also gv ∈ VE(M) für alle v ∈ VE(M).

v. Analog zu iii. gilt bereits (kurz geschrieben) g ◦ (id⊗ f) = (id⊗ f) ◦ g für alle g ∈ G.

Lemma 1.4.7.

i. Mit den im vorigen Lemma, Teil ii. bzw. iv., de�nierten Operationen von ϕ bzw. G gilt

(OÊnr ⊗W
V )ϕ=id = {x ∈ OÊnr ⊗W

V | x = 1⊗ v für ein v ∈ V }

(OÊnr ⊗OE
M)G = {x ∈ OÊnr ⊗OE

M | x = 1⊗m für ein m ∈M}

Dabei sind v und m in obigen Darstellungen zudem eindeutig.
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ii. Die nach i. wohlde�nierten Abbildungen

ξV : (OÊnr ⊗W
V )ϕ=id → V

1⊗ v 7→ v

und

ζM : (OÊnr ⊗OE
M)G →M

1⊗m 7→ m

sind Isomorphismen von W - bzw. OE -Moduln. Für alle Morphismen von Darstellungen
f : V → V ′ kommutiert das Diagramm

(OÊnr ⊗W
V )ϕ=id id⊗f //

ξV

��

(OÊnr ⊗W
V ′)ϕ=id

ξV ′

��
V

f // V ′

bzw. für alle Morphismen (etaler) ϕ-Moduln h : M → N das Diagramm

(OÊnr ⊗OE
M)G id⊗h //

ζM

��

(OÊnr ⊗OE
N)G

ζN

��
M

h // N

(Dabei müÿte jeweils in der oberen Zeile formal korrekt die Einschränkung der Abbildung
auf das Objekt oben links stehen; das Bild liegt, wie man leicht nachrechnet, tatsächlich
im Objekt rechts.)

iii. Versehen wir OÊnr ⊗W
V mit der G-Wirkung wie in der De�nition von DE(V ) bzw.

OÊnr ⊗OE
M mit einem τ -linearen ϕ wie in der De�nition von VE(M), so schränken

sich diese Operationen auf die in i. betrachteten Mengen ein. ξV ist G-äquivariant
und ζM vertauscht mit ϕ; die Abbildungen sind also natürliche Isomorphismen von G-
Darstellungen bzw. etalen ϕ-Moduln.
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Beweis.

i. Zur Existenz der Darstellungen wählen wir ein Erzeugendensystem v1, ..., vs+r von V
(bzw. m1, ...,ms+r von M) wie in 1.1.9. Es gilt:

s+r∑
i=1

ai ⊗ vi ∈ (OÊnr ⊗W
V )ϕ=id ⇔

s+r∑
i=1

(ai − τ(ai))⊗ vi = 0

1.1.9⇔ ai

{
= τ(ai) für i 6 s
≡ τ(ai) mod pnj für i = s+ j, 1 6 j 6 r

1.4.2.iii⇔ ai ∈

{
W für i 6 s

W + pnjOÊnr für i = s+ j, 1 6 j 6 r

bzw. analog

s+r∑
i=1

bi ⊗mi ∈ (OÊnr ⊗OE
M)G ⇔ bi ∈

{
OE für i 6 s
OE + πnjOÊnr für i = s+ j, 1 6 j 6 r

Indem wir die Koe�zienten der Torsionsteile durch solche in W ersetzen � die Di�erenz
wird annulliert �, schreibt sich z. B. ein Element

∑r
i=1 ai ⊗ vi ∈ (OÊnr ⊗W

V )ϕ=id auch

als 1⊗ (
∑r

i=1 aivi). Die Eindeutigkeit folgt aus Lemma 1.1.5.

ii. Die Isomorphie folgt sofort aus i., insbesondere die Injektivität aus der Eindeutigkeitsaus-
sage. Für die Kommutativität der Diagramme sei etwa ein Element aus (OÊnr ⊗W

V )ϕ=id

gegeben; nach i. können wir es in der Form 1 ⊗ v mit eindeutigem v ∈ V schreiben.
Dann ist (id ⊗ f)(1 ⊗ v) = 1 ⊗ f(v), wiederum wegen der Eindeutigkeit muÿ also
f(v) = ξV ′ [(id ⊗ f)(1 ⊗ v)] sein. Andererseits ist f(ξV (1 ⊗ v)) = f(v). Für das zweite
Diagramm schlieÿt man analog.

iii. Mit i. und ϕ(1) = 1 = g(1) für alle g ∈ G sieht man sofort, daÿ sich die Operationen
auf die hier betrachteten Mengen einschränken. Dann ist z. B. ϕ(ζ(1 ⊗m)) = ϕ(m) =
ζ(1⊗ ϕ(m)).

Satz 1.4.8. Für eine G-Darstellung V betrachte die Abbildung

TV : OÊnr ⊗OE
DE(V )→ OÊnr ⊗W

V

n∑
i=1

ai ⊗ (
m∑
j=1

bj ⊗ vj) 7→
n∑
i=1

m∑
j=1

aibj ⊗ vj

Für einen ϕ-Modul M über OE betrachte die Abbildung

UM : OÊnr ⊗W
VE(M)→ OÊnr ⊗OE

M

n∑
i=1

ai ⊗ (
m∑
j=1

bj ⊗mj) 7→
n∑
i=1

m∑
j=1

aibj ⊗mj
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Dann sind T und U natürliche Abbildungen in dem Sinne, daÿ für jeden Morphismus von
G-Darstellungen f : V → V ′ das folgende Diagramm kommutiert:

OÊnr ⊗OE
DE(V ) id⊗DE(f) //

TV

��

OÊnr ⊗OE
DE(V ′)

TV ′

��
OÊnr ⊗W

V id⊗f // OÊnr ⊗W
V ′

bzw. für jeden Morphismus f : M → N von ϕ-Moduln kommutiert

OÊnr ⊗W
VE(M) id⊗VE(f) //

UM

��

OÊnr ⊗W
VE(N)

UN

��
OÊnr ⊗OE

M id⊗f // OÊnr ⊗OE
N

Beweis. Etwa für
∑n

i=1 ai ⊗ (
∑m

j=1 bj ⊗ vj) := x ∈ OÊnr ⊗OE
DE(V ) ist

(TV ′ ◦ (id⊗DE(f))) (x) = TV ′

 n∑
i=1

ai ⊗ (
m∑
j=1

bj ⊗ f(vj))


=

n∑
i=1

m∑
j=1

aibj ⊗ f(vj)

= (id⊗ f)

 n∑
i=1

m∑
j=1

aibj ⊗ vj


= (id⊗ f)

TV (
n∑
i=1

ai ⊗ (
m∑
j=1

bj ⊗ f(vj))


= ((id⊗ f) ◦ TV ) (x)

Ähnlich simpel ist die Kommutativität des zweiten Diagramms nachzurechnen.

Wir nähern uns damit der Kategorienäquivalenz. Uns fehlt etwa noch, daÿ DE(V ) als ϕ-
Modul etal ist und die G-Wirkung auf VE(M) tatsächlich eine Darstellung de�niert, d. h.
stetig ist. Von entscheidender Bedeutung sind die beiden folgenden Propositionen:

Proposition 1.4.9. Sei V ein Objekt aus RepW (GE).

i. Die in 1.4.8 de�nierte Abbildung

TV : OÊnr ⊗OE
DE(V )→ OÊnr ⊗W

V

ist ein Isomorphismus von OÊnr -Moduln.
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ii. Der Funktor DE ist treu und exakt. DE(V ) ist endlich erzeugter OE -Modul.

iii. Als ϕ-Modul gemäÿ 1.4.6.ii ist DE(V ) etal.

Proposition 1.4.10. Sei M ein Objekt aus ΦM et
(OE , τ).

i. Die in 1.4.8 de�nierte Abbildung

UM : OÊnr ⊗W
VE(M)→ OÊnr ⊗OE

M

ist ein Isomorphismus von OÊnr -Moduln.

ii. Mit der in 1.4.6.iv de�nierten G-Wirkung ist VE(M) eine W -Darstellung von G.

Wir zeigen nun zunächst, wie aus diesen beiden Propositionen unser gewünschtes Theorem
folgt. Der Rest des Abschnitts wird dann dem Beweis der Propositionen gewidmet sein.

Theorem 1.4.11. Die Funktoren

DE : RepW (GE)→ ΦM et
(OE , τ)

VE : ΦM et
(OE , τ) → RepW (GE)

sind quasi-invers zueinander, liefern also eine Äquivalenz der betrachteten Kategorien.

Beweis. Nach 1.4.6 und 1.4.9.iii ist DE(V ) ∈ ob(ΦM et
OE ) für V ∈ ob(RepW (GE)); nach

1.4.10.ii. ist VE(M) ∈ ob(RepW (GE)) für M ∈ ob(ΦM et
OE ).

Sei nun V ∈ ob(RepW (GE)). Wir suchen eine natürliche Transformation t∗, so daÿ für jeden
Morphismus von Darstellungen f : V → V ′ das folgende Diagramm kommutiert:

VE(DE(V ))
tV
∼=

//

VE(DE(f))

��

V

f

��
VE(DE(V ′))

∼=
tV ′

// V ′

Nach Proposition 1.4.9 haben wir

TV : OÊnr ⊗OE
DE(V ) ∼→ OÊnr ⊗W

V

n∑
i=1

ai ⊗ (
m∑
j=1

bj ⊗ vj) 7→
n∑
i=1

m∑
j=1

aibj ⊗ vj

Auf der linken Seite lassen wir mit Lemma 1.4.6.ii und iv die τ -lineare Abbildung

ϕ :
n∑
i=1

ai ⊗ (
m∑
j=1

bj ⊗ vj) 7→
n∑
i=1

τ(ai)⊗ (
m∑
j=1

τ(bj)⊗ vj)
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operieren, auf der rechten Seite wie in Lemma 1.4.7.iii

ϕ̃ : OÊnr ⊗W
V → OÊnr ⊗W

V

r∑
i=1

ai ⊗ vi 7→
r∑
i=1

τ(ai)⊗ vi

Dann ist TV ◦ ϕ = ϕ̃ ◦ TV , folglich haben wir für unseren Morphismus f : V → V ′ schon ein
kommutatives Diagramm von W -Moduln

VE(DE(V ))
TV |VE (DE (V ))

∼=
//

VE(DE(f))

��

(OÊnr ⊗W
V )ϕ̃=id

id⊗f

��

VE(DE(V ′))
∼=

TV ′ |VE (DE (V ′))

// (OÊnr ⊗W
V ′)ϕ̃=id

Prüfen wir noch die Struktur als G-Darstellung auf beiden Seiten nach, so haben wir für jedes
g ∈ G und

∑n
i=1 ai ⊗ (

∑m
j=1 bj ⊗ vj) ∈ VE(DE(V )):

TV

g
 n∑
i=1

ai ⊗ (
m∑
j=1

bj ⊗ vj)

 = TV

 n∑
i=1

g(ai)⊗ (
m∑
j=1

bj ⊗ vj)


=

n∑
i=1

g(ai)
m∑
j=1

bj ⊗ vj

∑m
j=1 bj⊗vj∈DE(V )

=
n∑
i=1

g(ai)
m∑
j=1

g(bj)⊗ gvj

=
n∑
i=1

m∑
j=1

g(aibj)⊗ gvj

= g

TV
 n∑
i=1

ai ⊗ (
m∑
j=1

bj ⊗ vj)


Also sind die waagerechten Pfeile im obigen Diagramm G-äquivariant; die senkrechten sind
dies ohnehin. Mit Lemma 1.4.7.ii. und iii. hängen wir rechts noch ein Diagramm an und
erhalten in RepW (G) ein kommutatives Diagramm

VE(DE(V ))
TV |VE (DE (V ))

∼=
//

VE(DE(f))

��

(OÊnr ⊗W
V )ϕ̃=id

id⊗f

��

ξV
∼=

// V

f

��
VE(DE(V ′))

∼=
TV ′ |VE (DE (V ′))

// (OÊnr ⊗W
V ′)ϕ̃=id ∼=

ξV ′
// V ′
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Also ist

tV := ξV ◦ TV |VE(DE(V )) : VE(DE(V ))→ V

der gesuchte natürliche Isomorphismus von G-Darstellungen.
Der Beweis für die umgekehrte natürliche Isomorphie DE(VE(M)) ∼= M verläuft ganz analog
unter Ausnutzung der vorherigen Analogien.

Mit Hilfe des Theorems können wir schlieÿlich auch zeigen, daÿ die Funktoren mit dem
Tensorprodukt vertauschen. Alle im folgenden betrachteten Tensorprodukte von Darstellungen
bzw. etalen Moduln seien gemäÿ den Sätzen 1.2.8 und 1.3.7 wieder mit der jeweiligen Struktur
in den Kategorien versehen. � Man beachte, daÿ zwar das folgende Lemma unabhängig vom
bisher Bewiesenen ist, der Beweis des Satzes danach aber sehr stark auf der schon etablierten
Äquivalenz beruht. Ohne diese zu benutzen, scheint ein Beweis nicht möglich.

Lemma 1.4.12. Für je zwei G-Darstellungen V , V ′ bzw. etale ϕ-Moduln M , M ′ haben wir
natürliche Abbildungen

δ(V, V ′) : DE(V ) ⊗
OE
DE(V ′)→ DE(V ⊗

W
V ′)

ν(M,M ′) : VE(M) ⊗
W
VE(M ′)→ VE(M ⊗

OE
M ′)

Beweis. (Nur für DE .) Die Abbildung

δ̃ : DE(V )×DE(V ′)→ OÊnr ⊗W
(V ⊗

W
V ′)

(
∑
i

ai ⊗ vi,
∑
j

bj ⊗ v′j) 7→
∑
i,j

aibj ⊗ (vi ⊗ v′j)

ist o�enbar OE -bilinear. Indem man nutzt, daÿ die g ∈ G auf OÊnr als Ringendomorphismen
wirken, sieht man auch, daÿ sie G-äquivariant ist. Da aber G auf die linke Seite schon trivial
wirkt, liegt ihr Bild in DE(V ⊗

W
V ′). Dies liefert die Abbildung δ(V, V ′).

Diese Abbildungen sind natürlich in dem Sinne, daÿ für weitere Darstellungen U , U ′ und
Morphismen f : U → V , f ′ : U ′ → V ′ das Diagramm

DE(U) ⊗
OE
DE(U ′) δ(U,U ′) //

DE(f)⊗DE(f ′)

��

DE(U ⊗
W
U ′)

DE(f⊗f ′)

��
DE(V ) ⊗

OE
DE(V ′) δ(V,V ′) // DE(V ⊗

W
V ′)

kommutiert, was nicht schwierig zu sehen ist.

Satz 1.4.13. Die im vorigen Lemma betrachteten natürlichen Abbildungen δ und ν sind für
alle Paare von Objekten Isomorphismen.
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Beweis. Für beliebige G-Darstellungen V , V ′ haben wir mit den natürlichen Isomorphismen
t∗ aus Theorem 1.4.11 ein kommutatives Diagramm

VE(DE(V )) ⊗
W
VE(DE(V ′)) ν(DE(V ),DE(V ′)) //

∼=tV ⊗tV ′

��

VE
(
DE(V ) ⊗

OE
DE(V ′)

)

VE(δ(V,W ))

��
V ⊗

W
V ′ VE(DE(V ⊗

W
V ′))∼=

tV⊗V ′
oo

Folglich ist der obere Pfeil injektiv, der rechte surjektiv. Daher ist ν(∗, ∗) stets injektiv (setze
für beliebige Objekte M , N ∈ ob(ΦM et

(OE , τ)): V = VE(M), V ′ = VE(N)); und da VE exakt ist,
haben wir auch stets die Surjektivität von δ(∗, ∗). Mit vertauschten Rollen erhalten wir die
Surjektivität von ν(∗, ∗) und die Injektivität von δ(∗, ∗).

Übrigens sieht man auch leicht, daÿ die Funktoren die �Einsobjekte� ineinander überführen;
d. h. ist beispielsweise V = W , oder gleich allgemeiner Wn mit trivialer G-Wirkung, so ist
DE(V ) ∼= (OE)n mit ϕ =

⊕n
1 τ .

1.4.2 Beweis der Propositionen

Kommen wir nun zum Beweis der Propositionen 1.4.9 und 1.4.10, die wir in mehreren Schritten
durchführen.

Satz 1.4.14. Proposition 1.4.9 gilt, falls die betrachteten Darstellungen von p-Torsion, also
endlichdimensionale Fq-Vektorräume sind.

Beweis. In diesem Fall ist
DE(V ) = (Esep ⊗

Fq
V )G

und wir können TV folgendermaÿen schreiben:

Esep ⊗
E
DE(V )→ Esep ⊗

Fq
V

i. OBdA sei V 6= 0. Sei d := dimFq V ∈ N und v1, ..., vd eine Basis von V . Dann ist
1⊗v1, ..., 1⊗vd eine Basis des Esep-Vektorraums Esep⊗

Fq
V . Bezüglich dieser Basen iden-

ti�zieren wir AutW (V ) = AutFq(V ) mit GLd(Fq) und AutEsep(Esep⊗
Fq
V ) mit GLd(Esep).

Wir werden nun eine weitere Basis w1, ..., wd dieses Vektorraums konstruieren, die aus
von G �xierten Vektoren besteht, wozu wir eine Verallgemeinerung des als Hilbert 90
bekannten Satzes in nicht-abelscher Kohomologie benötigen. Wir folgen De�nition und
Darstellung in [Ser68, Annexe de chap. VII] und [NSW00, chap. I, �2, S. 16f.].
Auf der Menge GLd(Esep) wird komponentenweise eine G-Wirkung de�niert, d. h. für
C = (cij)16i,j6d ∈ GLd(Esep) setze

g(C) := (gcij)16i,j6d
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Auf die Komponenten wirkt G dabei als Galoisgruppe, die Axiome einer Wirkung sind
einfach nachzurechnen; die Wirkung ist überhaupt wohlde�niert, da die Determinante ein
polynomialer Ausdruck in den Einträgen der Matrix und g ein Körperautomorphismus
ist, so daÿ det(g(C)) = g det(C) 6= 0. Die Wirkung ist stetig (im Sinne der Kohomologie
proendlicher Gruppen), denn die Fixgruppe einer Matrix ist gleich dem endlichen Schnitt
aller Fixgruppen ihrer Einträge, und diese sind o�en nach Galoistheorie.
Andererseits liefert uns die G-Darstellung einen Gruppenhomomorphismus

G→ AutW (V ) ' GLd(Fq) ⊂ GLd(Esep)

g 7→ Ag

wobei Ag = (aki(g))16k,i6d durch die Beziehungen

gvi =
d∑

k=1

aki(g) · vk (1.4)

gegeben ist.
Diese Abbildung g 7→ Ag ist ein stetiger Kozykel (vgl. etwa [NSW00, chap. I, �2, S.
16f.]), denn:
� Die oben de�nierte G-Wirkung ist auf allen Matrizen mit Einträgen in E ⊇ Fq trivial.
Da die Matrizen Ag de�nitionsgemäÿ von dieser Form sind, können wir die Homomorphie
durch künstliches Einfügen der Wirkung als Agh = Ag ·g(Ah) schreiben, haben also einen
Kozykel.
� Da die G-Darstellung stetig ist und GLd(Fq) de�nitionsgemäÿ (als Teilmenge eines
Torsionsmoduls, vgl. 1.2.1.iv) die diskrete Topologie trägt, ist die Abbildung auch stetig.
Nach [Ser68, chap. X, �1, prop. 3] oder [NSW00, chap. VI, �2, theorem 6.2.3] ist

H1(Gal(Esep | E),GLd(Esep)) = {1}

Die Abbildung [g 7→ Ag] ist also kohomolog zum ausgezeichneten Kozykel [g 7→ Id],
d. h. es gibt eine Matrix B ∈ GLd(Esep) mit

Ag = B−1 · g(B) für alle g ∈ G

Sei etwa B = (bij)16i,j6d und B−1 = (cij)16i,j6d. Wir haben also unter anderem die
Gleichungen

aki(g) =
d∑
l=1

ckl · gbli (1.5)

d∑
i=1

bli · cij = δlj (Kronecker-Delta) (1.6)

Setze nun wj :=
∑d

i=1 cij ⊗ vi. Wir behaupten: w1, ..., wd ist die gesuchte Basis aus von
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G �xierten Vektoren. Sei nämlich g ∈ G beliebig, dann ist

gwj =
d∑
i=1

gcij ⊗ gvi

(1.4)
=

d∑
i=1

gcij ⊗
d∑

k=1

aki(g)vk

aki(g)∈Fq=
d∑
i=1

d∑
k=1

(gcij) · aki(g)⊗ vk

(1.5)
=

d∑
i=1

d∑
k=1

d∑
l=1

(gcij) · ckl · (gbli)⊗ vk

(1.6)
=

d∑
k=1

d∑
l=1

δlj · ckl ⊗ vk

=
d∑

k=1

ckj ⊗ vk = wj

für alle 1 6 j 6 d. Als Bilder der Basis 1⊗ v1, ..., 1⊗ vd unter B−1 ∈ GLd(Esep) sind sie
auch eine Basis von Esep ⊗

Fq
V .

Nun ist
DE(V ) = 〈w1, ..., wd〉E ⊂ Esep ⊗

Fq
V

also d-dimensional als E-Vektorraum, mithin Esep ⊗
E
DE(V ) d-dimensional als Esep-

Vektorraum, und für wj =
∑d

i=1 cij ⊗ vi ist

T (1⊗ wj) =
d∑
i=1

1 · cij ⊗ vi = wj

T ist also surjektiv und damit ein Isomorphismus der d-dimensionalen Esep-Vektorräume
Esep ⊗

E
DE(V ) und Esep ⊗

Fq
V .

ii. Dies sind formale Folgerungen aus i.

� DE ist treu: Sei f : V → V ′ ein Morphismus von G-Darstellungen; für V, V ′ gelte i. Da
DE additiv ist, reicht zu zeigen: DE(f) = 0⇒ f = 0. Dies folgt aus dem kommutativen
Diagramm

OÊnr ⊗OE
DE(V ) TV

∼
//

id⊗DE(f)
��

OÊnr ⊗W
V

id⊗f
��

OÊnr ⊗OE
DE(V ′)

TV ′

∼ // OÊnr ⊗W
V ′
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mit der Treu-Flachheit von OÊnr über W .

� DE ist exakt: Sei
0→ V1 → V2 → V3 → 0

eine exakte Sequenz von G-Darstellungen, für die i. gilt. Dann ist wegen der Flachheit
von OÊnr über W auch

0→ OÊnr ⊗W
V1 → OÊnr ⊗W

V2 → OÊnr ⊗W
V3 → 0

exakt, mithin wegen i. und 1.4.8 auch

0→ OÊnr ⊗OE
DE(V1)→ OÊnr ⊗OE

DE(V2)→ OÊnr ⊗OE
DE(V3)→ 0

also, da OÊnr über OE treu-�ach ist, auch

0→ DE(V1)→ DE(V2)→ DE(V3)→ 0

� DE(V ) ist endlich erzeugt:5 Mit [AC, chap. I, �3, no. 6, proposition 11] und 1.4.2.i gilt:

DE(V ) endl. erz. OE -Modul ⇔ OÊnr ⊗OE
DE(V ) endl. erz. OÊnr -Modul

i.⇔ OÊnr ⊗W
V endl. erz. OÊnr -Modul

⇔ V endl. erz.W -Modul

iii. Sei V von p-Torsion und wieder oBdA der triviale Fall V = 0 ausgeschlossen, also V ein
d-dimensionaler Fq-Vektorraum mit d ∈ N. ϕ ist per

ϕ

(∑
i

ai ⊗ vi

)
:=
∑
i

τ(ai)⊗ vi

auf ganz Esep ⊗
Fq
V als τ -lineare Abbildung de�niert. Sei v1, ..., vd eine Fq-Basis von V ,

dann ist 1⊗v1, ..., 1⊗vd eine Basis von Esep⊗
Fq
V als Esep-Vektorraum, bezüglich welcher

ϕ von der Einheitsmatrix dargestellt wird.
Sei nun w1, ..., wd die im Beweis von i. konstruierte, von G �xierte Esep-Basis von
Esep ⊗

Fq
V (die gleichzeitig E-Basis von DE(V ) ist); dann erzeugen auch die Bilder

ϕ(w1), ..., ϕ(wd) den Esep-Vektorraum Esep ⊗
Fq
V , sind insbesondere linear unabhängig

über Esep, erst recht über E. Wegen Lemma 1.4.6.ii liegen sie in DE(V ), müssen al-
so auch diesen d-dimensionalen E-Vektorraum erzeugen. Anders gesagt, erzeugt im(ϕ)
DE(V ) als OE -Modul. Mit Lemma 1.3.8.i ist also die zugehörige Abbildung Φ in der
gegebenen Situation surjektiv, was nach Satz 1.3.9 bereits die Behauptung zeigt. Die
Voraussetzungen für Satz 1.3.9 sind hier für A = OE o�ensichtlich erfüllt; man beachte
τ(p) = p.

5Dies wurde hier schon im Beweis von i. gezeigt. Das folgende Argument benutzt aber nur die Gültigkeit von
i., worauf wir uns in späteren Beweisen beziehen werden.
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Satz 1.4.15. Proposition 1.4.9 gilt, falls die betrachteten Darstellungen von endlicher Länge
sind.

Zum Beweis benötigen wir das folgende Lemma.

Lemma 1.4.16. Sei V eine G-Darstellung endlicher Länge, und sei Vp := {v ∈ V : pv = 0}.
Dann ist die Sequenz von OE -Moduln

0→ DE(Vp)
DE(ι)−−−→ DE(V )

DE(pr)−−−−→ DE(V/Vp)→ 0

exakt, wobei ι : Vp ↪→ V und pr : V � V/Vp die kanonische Inklusion bzw. Projektion
bezeichnen (welche gemäÿ Satz 1.2.9 tatsächlich Morphismen von Darstellungen sind).

Beweis. Da OÊnr über W (treu-)�ach ist, erhalten wir zunächst die exakte Sequenz von OÊnr -
Moduln (insbesondere von deren additiven Gruppen)

0→ OÊnr ⊗W
Vp

id⊗ι−−−→ OÊnr ⊗W
V

id⊗pr−−−→ OÊnr ⊗W
V/Vp → 0

Nach De�nition der G-Wirkung auf diesen Objekten (g(
∑

i ai ⊗ vi) :=
∑

i gai ⊗ gvi) sind die
Pfeile G-äquivariant. Man beachte, daÿ die G-Wirkungen auf den mit der diskreten Topologie
versehenen Objekten stetig im Sinne der Kohomologie proendlicher Gruppen sind: Betrachte
ein Element

∑r
i=1 ai ⊗ vi und wähle gemäÿ Bemerkung 1.4.4 die ai ∈ OEnr . Die Fixgruppe

dieses Elements ist o�en, denn sie enthält den endlichen Schnitt der Fixgruppen

r⋂
i=1

Gai ∩
r⋂
i=1

Gvi

als o�ene Untergruppe. Dabei sind die Gai = Gal(Enr | E(ai)) nach Galoistheorie o�en, die
Gvi nach Satz 1.2.5 wegen der Stetigkeit der G-Wirkung auf dem Torsionsmodul V (bzw.
Vp oder V/Vp). Kohomologie proendlicher Gruppen liefert die exakte Sequenz (von additiven
Gruppen)

0→ DE(Vp)→ DE(V )→ DE(V/Vp)→ H1(G,OÊnr ⊗Zp
Vp)

wobei die ersten drei Pfeile o�enbar auch OE -linear sind. Wir müssen also nur noch zeigen,
daÿ das letzte Objekt trivial ist.
Man beachte hierzu, daÿ Vp ein endlichdimensionaler Fq-Vektorraum und somit

OÊnr ⊗W
Vp = Esep ⊗

Fq
Vp

ist. Wie wir aus dem Beweis von 1.4.14 wissen, ist dies ein endlichdimensionaler Esep-Vektorraum
mit einer Basis w1, ..., wd aus von G �xierten Vektoren. Das bedeutet

Esep ⊗
Fq
Vp ' (Esep,+)d

als G-Modul, und die erste Kohomologiegruppe dieses Objekts ist bekanntlich trivial. Damit
ist das Lemma bewiesen.
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Beweis von 1.4.15.

i. Sei pn die kleinste p-Potenz, die V annulliert. Wir führen eine Induktion nach n.

Induktionsanfang : n = 1

Dies war Satz 1.4.14.

Induktionsschritt : Sei n > 2 und die Behauptung bereits für alle 1 6 k 6 n−1 bewiesen.

Betrachte wieder die exakte Sequenz von G-Darstellungen

0→ Vp → V → V/Vp → 0

wobei Vp := {v ∈ V : pv = 0} o�enbar von p, V/Vp von pn−1 annulliert wird. Da OÊnr
(treu-)�ach über W ist, haben wir die Exaktheit der Sequenz von OÊnr -Moduln

0→ OÊnr ⊗W
Vp → OÊnr ⊗W

V → OÊnr ⊗W
(V/Vp)→ 0

Mit den natürlichen Abbildungen als senkrechten Pfeilen erhalten wir so ein kommuta-
tives Diagramm mit exakten Zeilen

0 // OÊnr ⊗OE
DE(Vp)

��

// OÊnr ⊗OE
DE(V )

��

// OÊnr ⊗OE
DE(V/Vp)

��

// 0

0 // OÊnr ⊗W
Vp // OÊnr ⊗W

V // OÊnr ⊗W
(V/Vp) // 0

Dabei ist die obere Zeile exakt wegen Lemma 1.4.16 und der Flachheit von OÊnr über OE .
Der linke und der rechte senkrechte Pfeil sind nach Induktionsannahme Isomorphismen,
also auch der mittlere.

ii. Die formale Folgerung aus i. funktioniert genauso wie in 1.4.14.

iii. Wir schlieÿen induktiv nach der kleinsten p-Potenz, die V annulliert. Der Induktionsan-
fang ist dann mit 1.4.14.iii erledigt, und im Induktionsschritt betrachten wir noch einmal
die exakte Sequenz (und zwar nach 1.4.6.ii und iii. von ϕ-Moduln)

0→ DE(Vp)→ DE(V )→ DE(V/Vp)→ 0

Die Objekte links und rechts sind nach Induktionsannahme etal. Die Behauptung folgt
mit Satz 1.3.9.ii.

2

Kommen wir zum allgemeinen Fall eines endlich erzeugten Moduls. Der Beweis wird die
Situation mit Hilfe des folgenden Lemmas auf den schon bewiesenen Torsionsfall zurückführen.

Lemma 1.4.17.

i. Sei V eine G-Darstellung.

α : OÊnr ⊗W
V → lim←−(OÊnr ⊗W

V/pnV )

b⊗ v 7→ (b⊗ (v + pnV ))n
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de�niert einen G-äquivarianten Isomorphismus von OÊnr -Moduln. Die rechte Seite wird

dabei bezüglich der (o�enbar surjektiven) Übergangsabbildungen

id⊗ prnm : OÊnr ⊗W
V/pnV → OÊnr ⊗W

V/pmV

de�niert und trägt die komponentenweise de�nierte G-Wirkung. Insbesondere schränkt
sich α zu einem Isomorphismus

α|DE(V ) : DE(V )→ lim←−DE(V/p
nV )

ein, wobei die Übergangsabbildungen rechts durch die DE(prnm) gegeben und ebenfalls
surjektiv sind.

ii. Für jedes feste m ∈ N haben wir Isomorphismen von OE -Moduln

γm : DE(V )/(pmDE(V )) ∼→ DE(V/pmV )∑
i

(ai ⊗ vi) + pmDE(V ) 7→
∑
i

ai ⊗ (vi + pmV )

Bezeichnen wir für n > m mit

p̄rnm : DE(V )/(pnDE(V ))→ DE(V )/(pmDE(V ))

die Projektion, so gilt auÿerdem

γm ◦ p̄rnm = DE(prnm) ◦ γn (1.7)

Anders gesagt: Wir haben kommutative Diagramme

DE(V )/(pnDE(V ))
p̄rnm //

γn

��

DE(V )/(pmDE(V ))

γm

��
DE(V/pnV )

DE(prnm)
// DE(V/pmV )

iii.

β : OÊnr ⊗OE
DE(V ) → lim←−(OÊnr ⊗OE

DE(V/pnV ))

a⊗ (
∑
i

bi ⊗ vi) 7→

(
a⊗

(∑
i

bi ⊗ (vi + pnV )

))
n∈N

de�niert einen Isomorphismus von OÊnr -Moduln, wobei die Übergangsabbildungen im
projektiven Limes durch id⊗DE(prnm) gegeben sind.

Beweis.

i. Satz 1.1.15 mit B = OÊnr , A = W und M = V ; de�nitionsgemäÿ ist die Abbildung
G-äquivariant. Die von G �xierten Elemente im projektiven Limes sind o�enbar genau
diejenigen, die komponentenweise �xiert werden.
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ii. Sei m ∈ N fest. Betrachte für alle n > m die Sequenz

0→ DE(pm · V/pnV ) = pm · DE(V/pnV )
DE(ιn)−→ DE(V/pnV )

DE(prnm)−→ DE(V/pmV )→ 0

wobei ιn und prnm die kanonische Inklusion bzw. Projektion bezeichnen. Wegen der Ex-
aktheit von DE im Torsionsfall ist sie exakt.
Wir wollen zum projektiven Limes übergehen. Die Pfeile sind o�enbar mit den Über-
gangsabbildungenDE(prnl ) verträglich. Da für das projektive System (pm·DE(V/pnV ))n∈N
das Mittag-Le�er-Kriterium erfüllt ist (vgl. etwa [Lan02, Theorem 10.3]; hierzu reicht,
daÿ alle Übergangsabbildungen surjektiv sind, aber dies ist wiederum wegen der Exakt-
heit im Torsionsfall gegeben), erhalten wir auch im Limes eine exakte Sequenz, die wir
mit der Abbildung α aus i. in das folgende kommutative Diagramm bringen:

0 // lim←−−−
n>m

pm · DE(V/pnV ) η // lim←−−−
n>m
DE(V/pnV ) θ // lim←−−−

n>m
DE(V/pmV ) // 0

0 // pm · DE(V )

α|pmDE (V ) '

OO

⊆ // DE(V )

α|DE (V ) '

OO

DE(V/pmV )

Dabei ist η := lim←−DE(ιn), θ := lim←−DE(pr
n
m), der rechte senkrechte Pfeil ist in allen

Komponenten die Identität. Wie man nachrechnet, läÿt unten rechts der Pfeil DE(prm)
(mit prm : V → V/pmV ) das Diagramm weiter kommutieren, so daÿ auch die untere Zeile
exakt ist.6 γm ist also gerade der nach dem Homomorphiesatz von DE(prm) induzierte
Isomorphismus. (1.7) ist sofort nachzurechnen.

iii. 1. Schritt: lim←−DE(V/p
nV )

α−1

' DE(V ) ist endlich erzeugt.

Wir wollen Satz 1.1.8.ii auf A = OE , k = E und M = DE(V ) anwenden. OE ist voll-
ständig. Nach Teil ii. gilt insbesondere DE(V )/(pDE(V )) ' DE(V/pV ). Da V/pV ein
endlichdimensionaler Fq-Vektorraum ist, wissen wir aus dem p-Torsionsfall bereits, daÿ
DE(V/pV ) ein endlichdimensionaler E-Vektorraum ist. Schlieÿlich gilt auch⋂

n∈N
pnDE(V ) ⊆

⋂
n∈N

pn(OÊnr ⊗W
V ) = {0}

2. Schritt:
Nach dem ersten Schritt können wir Lemma 1.1.15 auf A = OE , B = OÊnr und M =
DE(V ) anwenden und erhalten den Isomorphismus

β̃ : OÊnr ⊗OE
DE(V ) → lim←−(OÊnr ⊗OE

(DE(V )/pnDE(V )))

a⊗ (
∑
i

bi ⊗ vi) 7→

(
a⊗

((∑
i

bi ⊗ vi

)
+ pnDE(V )

))
n∈N

6Damit haben wir die Surjektivität von DE(prm) explizit nachgerechnet, während wir die allgemeine Exaktheit
von DE noch beweisen wollen.
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mit Übergangsabbildungen id⊗ p̄rnm wie in Teil ii.
In der n-ten Komponenten haben wir vermöge ii. den Isomorphismus

id⊗ γn : OÊnr ⊗OE
(DE(V )/pnDE(V )) ∼→ OÊnr ⊗OE

DE(V/pnV )

a⊗

((∑
i

bi ⊗ vi

)
+ pnDE(V )

)
7→ a⊗

(∑
i

bi ⊗ (vi + pnV )

)
der wegen (1.7) einen Isomorphismus

lim←− (id⊗ γn) : lim←−(OÊnr ⊗OE
(DE(V )/pnDE(V )))→ lim←−(OÊnr ⊗OE

DE(V/pnV ))

(
a⊗

((∑
i

bi ⊗ vi

)
+ pnDE(V )

))
n∈N

7→

(
a⊗

(∑
i

bi ⊗ (vi + pnV )

))
n∈N

liefert, wobei die Übergangsabbildungen rechts id⊗DE(prnm) sind. Nun ist
β = (lim←− (id⊗ γn)) ◦ β̃ und die Behauptung bewiesen.

Satz 1.4.18. Proposition 1.4.9 gilt allgemein.

Beweis.

i. Aus Satz 1.4.15 wissen wir, daÿ

Tn : OÊnr ⊗OE
DE(V/pnV ) → OÊnr ⊗W

V/pnV

a⊗

(∑
i

bi ⊗ wi + pnV

)
7→ a ·

∑
i

bi ⊗ (wi + pnV )

für alle n ∈ N Isomorphismen von OÊnr -Moduln sind. Damit ist aber � da die Tn natür-
liche Abbildungen sind und wegen der Funktorialität des projektiven Limes � auch

lim←−Tn : lim←−(OÊnr ⊗OE
DE(V/pnV ))→ lim←−(OÊnr ⊗W

V/pnV )

ein OÊnr -Modulisomorphismus. Wir schreiben nun T als Kompositum

OÊnr ⊗OE
DE(V )

β−→ lim←−(OÊnr ⊗OE
DE(V/pnV ))

lim←−Tn−−−−→ lim←−(OÊnr ⊗W
V/pnV ) α−1

−−→ OÊnr ⊗W
V

Dabei sind α und β die Isomorphismen aus Lemma 1.4.17.

ii. Formale Folgerung aus i. wie zuvor.
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1.4 Beweis der Kategorienäquivalenz

iii. Nach dem bereits bewiesenen Torsionsfall wissen wir, daÿ für jedes n ∈ N die Abbildung

Φn := ΦDE(V/pnV ) : (OE)τ ⊗
OE
DE(V/pnV )→ DE(V/pnV )

a⊗

(∑
i

bi ⊗ (vi + pnV )

)
7→
∑
i

a τ(bi)⊗ (vi + pnV )

ein Isomorphismus von OE -(Links-)Moduln ist. Mit den Übergangsabbildungen

id⊗DE(prnm) : (OE)τ ⊗
OE
DE(V/pnV )→ (OE)τ ⊗

OE
DE(V/pmV )

haben wir ein projektives System von OE -Moduln, und für n > m sind die Diagramme

(OE)τ ⊗
OE
DE(V/pnV )

Φn

��

id⊗DE(prnm) // (OE)τ ⊗
OE
DE(V/pmV )

Φm

��
DE(V/pnV )

DE(prnm) // DE(V/pmV )

kommutativ, so daÿ wir einen Isomorphismus von OE -Moduln

lim Φn : lim←−−−−−−−−−
id⊗DE(prnm)

[(OE)τ ⊗
OE
DE(V/pnV )]→ lim←−−−−−−

DE(prnm)

DE(V/pnV )

erhalten. Bezeichne p̄rnm : DE(V )/pnDE(V ) → DE(V )/pmDE(V ) die Projektion, γn die
Isomorphismen aus 1.4.17.ii und α|DE(V ) den Isomorphismus aus 1.4.17.i, dann können
wir folgende Kette von Isomorphismen von OE -Moduln aufstellen:

(OE)τ ⊗
OE
DE(V )

1.1.16' lim←−−−−−
id⊗p̄rnm

[(OE)τ ⊗
OE

(DE(V )/pnDE(V ))]

lim(id⊗γn)
' lim←−−−−−−−−−

id⊗DE(prnm)

[(OE)τ ⊗
OE
DE(V/pnV )]

lim Φn' lim←−−−−−−
DE(prnm)

DE(V/pnV )

α−1
|DE (V )

' DE(V )

wobei wir rechts zur Verdeutlichung die Übergangsabbildungen der projektiven Limiten
notiert haben. Nun rechnet man sofort nach, daÿ die obige Hintereinanderschaltung ein
Element a ⊗ (

∑
i bi ⊗ vi) auf a (

∑
i τ(bi) ⊗ vi) = a · ϕDE(V )(

∑
i bi ⊗ vi) abbildet, also

nichts anderes als ΦDE(V ) ist, dessen Bijektivität zu zeigen war.

Satz 1.4.19. Proposition 1.4.10 gilt, falls M von p-Torsion, also ein endlichdimensionaler
E-Vektorraum ist.
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1 Die Kategorienäquivalenz RepW (Fpr )(GE) ∼ ΦM et
(OE , σr)

Beweis.

In diesem Fall ist
VE(M) = (Esep ⊗

E
M)ϕ=id

und wir können UM folgendermaÿen schreiben:

Esep ⊗
Fq
VE(M)→ Esep ⊗

E
M

Elementarer als der in [Fon90, 1.2.6] skizzierte Beweis ist derjenige von [Schn07, Satz
2.1.], den wir auf die vorliegende Situation mit K = Esep, V = Esep ⊗

E
M (also d :=

dimK V = dimEM < ∞) und f = τ ⊗ ϕ (also V1 = VE(M)) anwenden. Zu über-
prüfen bleibt, ob f etal ist im Sinne von [Schn07]. Nach Lemma 1.3.8 ist dies äquiva-
lent dazu, daÿ im(f) V als K-Vektorraum erzeugt. Da ϕ etal ist, erzeugt nach 1.3.8.i
jedenfalls das Bild von ϕ ganz M als E-Vektorraum, d. h. es gibt m1, ...,md ∈ M
derart, daÿ ϕ(m1), ..., ϕ(md) eine E-Basis von M sind. Dann sind aber f(1 ⊗ m1) =
1 ⊗ ϕ(m1), ..., f(1 ⊗md) = 1 ⊗ ϕ(md) eine K-Basis von V und die Behauptung folgt.
Auch hierfür verwenden wir nur i. Analog zum Beweis von 1.4.14.ii sieht man mit [AC,
chap. I, �3, no. 6, proposition 11], daÿ VE(M) als W -Modul endlich erzeugt ist. Die in
1.4.6.iv de�nierte G-Wirkung ergibt einen Homomorphismus

ρ : G→ AutW (VE(M))

g 7→ ρ(g) := [
∑
i

ai ⊗mi 7→
∑
i

gai ⊗mi]

Da nun VE(M) endlich erzeugt ist, können wir für die noch zu zeigende Stetigkeit von ρ
Satz 1.2.5 (Teil ii. und iii.) nutzen.
Seien beliebige n ∈ N , g ∈ G und v :=

∑r
i=1 ai ⊗mi ∈ VE(M) gegeben. Gemäÿ Bemer-

kung 1.4.4 ist sind oBdA alle ai ∈ OEnr . Nach Galoistheorie ist

H := Gal(Enr | E(a1, ..., ar))

eine o�ene Untergruppe von G; nach Konstruktion �xiert sie v, ist also in der Fixgruppe
Gv enthalten, die folglich o�en ist. Mit Satz 1.2.5.ii und iii folgt die Behauptung.

Satz 1.4.20. Proposition 1.4.10 gilt, falls M von endlicher Länge ist.

Zum Beweis benötigen wir erneut ein Lemma:

Lemma 1.4.21. Sei M ein etaler ϕ-Modul über OE von endlicher Länge und Mp := {m ∈
M : pm = 0}. Dann ist die Sequenz von W -Moduln

0→ VE(Mp)
VE(ι)−−−→ VE(M)

VE(pr)−−−−→ VE(M/Mp)→ 0

exakt, wobei ι : Mp ↪→ M und pr : M � M/Mp die kanonische Inklusion bzw. Projektion
bezeichnen (welche gemäÿ 1.3.10 tatsächlich Morphismen etaler ϕ-Moduln sind).
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1.4 Beweis der Kategorienäquivalenz

i.ii. Beweis. Da OÊnr �ach über OE ist, haben wir zunächst die exakte Sequenz

0→ OÊnr ⊗OE
Mp

id⊗ι−−−→ OÊnr ⊗OE
M

id⊗pr−−−→ OÊnr ⊗OE
M/Mp → 0

von OÊnr -Moduln, auf denen die τ -lineare Abbildung

ϕ̃ :
∑
i

ai ⊗mi 7→ τ(ai)⊗ ϕ(mi)

operiert; o�enbar vertauscht ϕ̃ mit den Abbildungen, dies ist also eine exakte Sequenz von
ϕ̃-Moduln über OÊnr .
Wir wenden Satz 1.3.11 an, erhalten die exakte Sequenz additiver Gruppen

0→ VE(Mp)
VE(ι)−−−→ VE(M)

VE(pr)−−−−→ VE(M/Mp)→ (OÊnr ⊗OE
Mp)/(ϕ̃− id)(OÊnr ⊗OE

Mp)

und bemerken, daÿ die ersten beiden Pfeile o�enbar W -linear (statt nur additiv) sind. Zu
zeigen ist (ϕ̃− id)(OÊnr ⊗OE

Mp) = OÊnr ⊗OE
Mp.

Über Mp wissen wir aus dem Beweis von 1.4.19: OÊnr ⊗OE
Mp = Esep ⊗

E
Mp ist ein endlichdi-

mensionaler Esep-Vektorraum, der eine Basis w1, ..., wd besitzt, welche von ϕ̃ �xiert wird. Es
reicht nun zu zeigen, daÿ für 1 6 i 6 d und beliebiges a ∈ Esep der Vektor awi in

(ϕ̃− id)(Esep ⊗
E
Mp)

liegt. Sei dazu c ∈ Esep eine Nullstelle des Polynoms

Xq −X − a ∈ Esep[X]

welches als formale Ableitung −1 hat, folglich separabel ist und eine solche Nullstelle in Esep

besitzt. Dann ist
(ϕ̃− id)(cwi) = cqwi − cwi = awi

wie gewünscht.

Beweis von 1.4.20.

i. Sei oBdA der triviale Fall M = 0 ausgeschlossen und pn die kleinste p-Potenz, die M
annulliert. Wir führen den Beweis mit Induktion nach n.

Induktionsanfang : n = 1

Dies war Satz 1.4.19.

Induktionsschritt : Sei n > 2 und die Behauptung bereits für alle 1 6 k 6 n−1 bewiesen.

Betrachte wie im vorigen Lemma die exakte Sequenz von etalen ϕ-Moduln

0→Mp →M →M/Mp → 0

Da OÊnr (treu-)�ach über OE ist, haben wir damit auch eine exakte Sequenz von OÊnr -
Moduln

0→ OÊnr ⊗OE
Mp → OÊnr ⊗OE

M → OÊnr ⊗OE
(M/Mp)→ 0
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Wir erhalten ein kommutatives Diagramm

0 // OÊnr ⊗W
VE(Mp) //

��

OÊnr ⊗W
VE(M) //

��

OÊnr ⊗W
VE(M/Mp) //

��

0

0 // OÊnr ⊗OE
Mp // OÊnr ⊗OE

M // OÊnr ⊗OE
(M/Mp) // 0

Dabei ist die obere Zeile exakt wegen Lemma 1.4.21 und der Flachheit von OÊnr überW .
Der linke und der rechte senkrechte Pfeil sind nach Induktionsannahme Isomorphismen,
denn Mp ist von p-Torsion und M/Mp von pn−1-Torsion. Also ist auch der mittlere ein
Isomorphismus.

ii. Formale Folgerung aus i. wie zuvor.

2

Der Beweis für den allgemeinen Fall verläuft nun ganz analog zu dem von 1.4.17 und 1.4.18.

Lemma 1.4.22.

i. Sei M ein etaler ϕ-Modul über (OE , τ).

α : OÊnr ⊗OE
M → lim←−(OÊnr ⊗OE

M/pnM)

b⊗m 7→ (b⊗ (m+ pnM))n

de�niert einen Isomorphismus von OÊnr -Moduln. Die rechte Seite wird dabei bezüglich

der (o�enbar surjektiven) Übergangsabbildungen

id⊗ prnk : OÊnr ⊗OE
M/pnM → OÊnr ⊗OE

M/pkM

de�niert. Es gilt α ◦ (τ ⊗ ϕ) = lim←−(id ⊗ ϕn), wobei natürlich ϕn : M/pnM → M/pnM

durch ϕ(m + pnM) = ϕ(m) + pnM gegeben ist und sich mit den Übergangsabbildungen
verträgt. (Man mag dazu neigen, die Abbildungen τ⊗ϕ und lim←−(id⊗ϕn) formal unsauber
einfach auch ϕ zu nennen.) Insbesondere schränkt sich α zu einem Isomorphismus

α|VE(M) : VE(M)→ lim←−VE(M/pnM)

ein, wobei die Übergangsabbildungen rechts durch die VE(prnm) gegeben und ebenfalls sur-
jektiv sind.

ii. Für jedes k ∈ N haben wir Isomorphismen von W -Moduln

γk : VE(M)/(pkVE(M)) ∼→ VE(M/pmM)∑
i

(ai ⊗mi) + pmVE(M) 7→
∑
i

ai ⊗ (mi + pmM)

Bezeichnen wir für k 6 n mit

p̄rnk : VE(M)/(pnVE(M))→ VE(M)/(pkVE(M))
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1.4 Beweis der Kategorienäquivalenz

und der bereits benutzen
prnk : M/pnM →M/pkM

die kanonischen Projektionen, so gilt auÿerdem

γk ◦ p̄rnk = VE(prnk ) ◦ γn

iii.

β : OÊnr ⊗W
VE(M) → lim←−(OÊnr ⊗W

VE(M/pnM))

a⊗

(∑
i

bi ⊗mi

)
7→

(
a⊗

(∑
i

bi ⊗ (mi + pnM)

))
n∈N

de�niert einen Isomorphismus von OÊnr -Moduln, wobei die Übergangsabbildungen im
projektiven Limes durch id⊗ VE(prnk ) gegeben sind.

Beweis. Völlig analog zu 1.4.17.

Satz 1.4.23. Proposition 1.4.10 gilt allgemein.

Beweis.

i. Gemäÿ 1.4.20 sind

Un : OÊnr ⊗W
VE(M/pnM) → OÊnr ⊗OE

M/pnM

a⊗ (
∑
i

bi ⊗mi + pnM) 7→ a
∑
i

bi ⊗ (mi + pnM)

für alle n ∈ N Isomorphismen von OÊnr -Moduln. Da die Un natürliche Abbildungen sind,
läÿt sich

lim←−Un : lim←−(OÊnr ⊗W
VE(M/pnM))→ lim←−(OÊnr ⊗OE

M/pnM)

bilden und ist ein OÊnr -Modulisomorphismus. U ist nichts anderes als das Kompositum

OÊnr ⊗W
VE(M)

β−→ lim←−(OÊnr ⊗W
VE(M/pnM))

lim←−Un−−−−→ lim←−(OÊnr ⊗OE
M/pnM) α−1

−−→ OÊnr ⊗OE
M

wobei α und β die Isomorphismen aus 1.4.22 sind.

ii. Formale Folgerung aus i. wie zuvor.
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1 Die Kategorienäquivalenz RepW (Fpr )(GE) ∼ ΦM et
(OE , σr)

Zum Abschluÿ bemerken wir, daÿ sich aus Theorem 1.4.11 leicht ein analoges Theorem für
L-Darstellungen von G ergibt, wobei L := Quot(W ) die unverzweigte Erweiterung von Qp

vom Grad r ist. Sei nämlich V ∈ ob(RepL(G)) gegeben, d = dimL V . Nach Satz 1.2.11.ii gibt
es ein G-invariantes Gitter U ⊂ V , so daÿ V ∼= L ⊗

W
U als Darstellung. U ist freier W -Modul

vom Rang d. Setzen wir analog zu 1.4.3

DE(V ) := (Ênr ⊗
L
V )G

so schlieÿen wir

DE(V ) ∼= (Ênr ⊗
L

(L ⊗
W
U))G = ((Ênr ⊗

L
L) ⊗

W
U)G ∼= (Ênr ⊗

W
U)G

Nun gibt es zu jedem
∑

i ei ⊗ vi ∈ Ênr ⊗
W
U ein minimales n ∈ N0 , so daÿ

∑
i

ei ⊗ vi = p−n
∑
i

ai ⊗ vi

mit
∑

i ai ⊗ vi ∈ OÊnr ⊗W
U , und da p−n von allen g ∈ G �xiert wird, gilt

∑
i

ei ⊗ vi ∈ DE(V )⇔
∑
i

ai ⊗ vi ∈ DE(U)

DE(V ) ist also nichts anderes als
⋃
n∈N0

p−nDE(U) ⊂ Ênr ⊗
W
V , was wir auch durch die Isomor-

phie

DE(V ) ∼= E ⊗
OE
DE(U)

p−n
∑
i

ai ⊗ vi 7→ p−n ⊗

(∑
i

ai ⊗ vi

)

ausdrücken können. Eine analog zu 1.4.6.ii auf DE(V ) de�nierte τ -lineare Abbildung ϕDE(V )

operiert auf dem letzten Objekt per∑
i

ei ⊗ di 7→
∑
i

τ(ei)⊗ ϕDE(U)(di)

DE(V ) ist also ein d-dimensionaler E-Vektorraum und enthält mit DE(U) ein Gitter, welches
unter ϕDE(V ) stabil und, wie wir gezeigt haben, ein etaler OE -Modul ist. Wie man sich mittels
Lemma 1.3.8.i und Satz 1.3.9.i überlegt, ist damit auch DE(V ) als E-Modul etal.

Diese Objekte � etale (E , τ)-Moduln mit unter ϕ stabilem und als OE -Modul etalem Gitter
� bilden eine abelsche Kategorie ΦM0

(E, τ).

Umgekehrt können wir jedem etalen E-Modul N , der ein unter ϕ stabiles und als OE -Modul
etales Gitter M enthält � woraus N ∼= E ⊗

OE
M folgt � das Objekt

VE(N) := (Ênr ⊗
E
N)ϕ=id ∼= (Ênr ⊗

E
(E ⊗
OE
M))ϕ=id
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1.4 Beweis der Kategorienäquivalenz

zuordnen. Wie oben erhält man VE(N) ∼= L ⊗
W
VE(M). VE(N) ist mit der schon üblichen G-

Wirkung tatsächlich eine Darstellung von G auf einem endlichdimensionalen L-Vektorraum.
Man kann nun weiterrechnen, daÿ die Zuordnungen funktoriell und quasi-invers zueinander
sind, und erhält eine Äquivalenz

RepL(GE) ∼ ΦM0
(E, τ)

bzw. im Spezialfall r = 1
RepQp(GE) ∼ ΦM0

(E, σ)
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2 Konstruktion von E(K)

Wir haben einen lokalen Körper K der Charakteristik 0 gegeben und möchten die Ergebnisse
des ersten Kapitels benutzen, um Darstellungen von dessen absoluter Galoisgruppe G zu klas-
si�zieren. Mittels der von Fontaine und Wintenberger entwickelten Theorie der Normenkörper
konstruieren wir hierzu einen lokalen Körper E der Charakteristik p mit separablem Abschluÿ
Esep, auf dem G operiert. Diese Operation ist so gemacht, daÿ sich Gal(Esep|E) wenigstens
mit einer sehr groÿen Untergruppe H von G identi�ziert. Zusätzliche Information wird ge-
wissermaÿen in der Wirkung von G/H auf E aufbewahrt. Dabei ist H ein abgeschlossener
Normalteiler, entspricht also einer Galoiserweiterung von K, und die Faktorgruppe Γ = G/H
identi�ziert sich algebraisch und topologisch mit einer Untergruppe von Z×p (Konstruktion
nach Cherbonnier und Colmez, siehe [CC98] und [CC99]) oder sogar (für p 6= 2) mit (Zp,+)
(Konstruktion nach Fontaine, siehe [Fon90]). Schlieÿlich läÿt sich zumindest in Spezialfällen
die Wirkung von Γ auf E sehr explizit beschreiben.
Es sei gleich bemerkt, daÿ die Konstruktion so weit allein über die Normenkörper möglich

wäre. Tatsächlich läÿt sich alles eben Gesagte mit einem Verweis auf die wenigen Zeilen von
[Win83, 3.2.3 und 3.2.4] �beweisen�. Es ist aber zweckmäÿig, nicht die abstrakten Normenkör-
per zu betrachten, sondern sich alles in einen groÿen Körper FrR eingebettet vorzustellen.
Dieser trägt eine sehr einfach de�nierte G-Wirkung, welche auf den kleineren Körpern die
�richtige� induziert. Allerdings lassen sich diese nicht leicht explizit als Teilkörper beschrei-
ben; klarer �sieht� man dagegen die Vervollständigungen von deren perfekten Hüllen in FrR.
Fontaine hatte zunächst (siehe etwa [Fon83]) mit den gröÿeren Körpern gearbeitet. Alle we-
sentliche Information ist aber, wie gesagt, bereits in den kleineren Normenkörpern enthalten.
Diese sind zwar nicht mehr perfekt, dafür aber lokale Körper, welche sich nach Bestimmung
eines uniformisierenden Elements mit einem Laurentreihenkörper k((T )) identi�zieren und
gewissermaÿen analytische Methoden erlauben. (Ein schwerwiegendes Problem beim Verzicht
auf FrR tritt allerdings erst später auf, vgl. Bemerkung 3.2.16.)

2.1 Vorbereitungen

Sei (K, | · |K) ein vollständiger, nichtarchimedisch bewerteter Körper,
A = {x ∈ K : |x|K 6 1} sein Ganzheitsring,
m = {x ∈ K : |x|K < 1} dessen maximales Ideal.

Die Menge 1 + m ist eine topologisch abgeschlossene Untergruppe von A×.
Sei nun das Element p ∈ A im maximalen Ideal. Es treten zwei Fälle auf:
char(K) = p. Dann ist Fp ⊂ K, und auf Fp ist der Betrag trivial; oder
char(K) = 0. Dann ist Zp ⊂ K und ohne Einschränkung der Betrag so normiert, daÿ er den
p-adischen fortsetzt. Wir de�nieren für x ∈ Zp, i ∈ N0 den Binomialkoe�zienten(

x

i

)
:=

x(x− 1)...(x− i+ 1)
i!
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Dies ist ein Element von Zp und somit in Charakteristik 0 auch von K. Hat K Charakteristik
p, so identi�zieren wir es mit seiner Restklasse in Zp/pZp = Fp ⊆ K. In beiden Fällen haben
wir:

Satz 2.1.1. Sei in obiger Situation y ∈ 1 + m gegeben, y = 1 +m mit m ∈ m, und a ∈ Zp.

i. Die Reihe
∑∞

i=0

(
a
i

)
mi konvergiert; ihr Grenzwert liegt wieder in 1 + m und werde mit

ya bezeichnet.

ii. Sei (an)n∈N eine beliebige Folge in Z, die p-adisch gegen a konvergiert. (Die Folge kann
stets in N gewählt werden.) Dann konvergiert die Folge yan in K gegen den oben de�-
nierten Ausdruck ya.

iii. Es gelten die üblichen Potenzgesetze (xy)a = xaya, xa+b = xaxb, xab = (xa)b. Ist
char(K) = p und 1 6= x ∈ 1 + m, so gilt xa = 1⇔ a = 0.

Beweis.

i. ist ein Standardergebnis ultrametrischer Analysis, da in beiden Fällen die Binomialko-
e�zienten Betrag 6 1 haben und mi → 0 gilt.

ii. Man beachte zunächst, daÿ in Zp für jedes i ∈ N0

lim
n→∞

(
an
i

)
=
(
a

i

)
gilt, denn die Binomialkoe�zienten sind polynomiale Ausdrücke. Sei ε > 0 gegeben;
wähle i0 ∈ N so groÿ, daÿ

∣∣mi0
∣∣
K
< ε (⇒

∣∣mi
∣∣
K
< ε für alle i > i0), und weiter ein

n0 ∈ N so, daÿ für alle i < i0 bezüglich des p-adischen Betrags gilt:

für alle n > n0 :
∣∣∣∣(ai

)
−
(
an
i

)∣∣∣∣ <
{
ε falls char(K) = 0
p−1 falls char(K) = p

(Im zweiten Fall ist also bereits
∣∣(an

i

)
−
(
a
i

)∣∣
K

= 0 < ε.)
Dann ist für n > n0

max
i<i0


∣∣∣∣(ai

)
−
(
an
i

)∣∣∣∣
K︸ ︷︷ ︸

<ε

∣∣mi
∣∣
K︸ ︷︷ ︸

6 1

 < ε

und

sup
i>i0


∣∣∣∣(ai

)
−
(
an
i

)∣∣∣∣
K︸ ︷︷ ︸

6 1

∣∣mi
∣∣
K︸ ︷︷ ︸

<ε

 < ε

Auch der zweite Ausdruck ist wegen der strengen Dreiecksungleichung und mi → 0 ein
Maximum, und eine weitere Anwendung der strengen Dreiecksungleichung liefert

|ya − yan |K < ε
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iii. Die Potenzgesetze folgen aus deren Gültigkeit für natürliche Potenzen und den Grenz-
wertsätzen. Für a ∈ Zp \ {0} gibt es n ∈ N0, b ∈ Zp mit ab = pn, also

xa = 1⇒ xab = 1b = 1⇒ xp
n

= 1

In Charakteristik p ist aber 1 die einzige pn-te Einheitswurzel.

In den nächsten Abschnitten betrachten wir zudem Spezialfälle folgender Situation:
Sei E ein Körper der Charakteristik 0, Ē ein algebraischer Abschluÿ und

E = E0 ⊆ E1 ⊆ E2 ⊆ ... ⊆ En ⊆ ...

eine Folge von jeweils endlichen Körpererweiterungen in Ē. E∞ :=
⋃
n∈NEn ist der kleinste

Körper, der alle En enthält. Sei F |E eine weitere endliche Körpererweiterung in Ē. Wir setzen
Fn := F.En für n ∈ N0 ∪ {∞}. Klar ist:

Fn+1 = Fn.En+1 für alle n ∈ N0;
F∞ =

⋃
n∈N Fn.

Darüber hinaus haben wir:

Satz 2.1.2.

i. Es gibt ein N1 ∈ N0, so daÿ [Fn : En] = [FN1 : EN1 ] für alle N1 6 n 6∞ gilt.

ii. Ist F∞|E∞ galoissch, dann gibt es ein N2 ∈ N0, so daÿ Fn|En für alle n > N2 galoissch
ist.

iii. Es existiere ein m ∈ N0 mit F ∩ E∞ = Em; zudem sei En|Em galoissch für ein n > N1

(aus Teil i). Dann gilt [F∞ : E∞] = [F : F ∩ E∞].

Beweis.

i. Nach dem Satz vom primitiven Element existiert ein a ∈ Ē mit F = E(a). Es folgt
Fn = En(a) für alle n ∈ N0∪{∞}. Sei f = Min(a,E∞, X) = Xd+ad−1X

d−1 + ...+a0 ∈
E∞[X] mit d > 1. Wegen E∞ =

⋃
n∈NEn ist N1 := min{n ∈ N0 : {a0, ..., ad−1} ⊂ En}

in N0. Für N1 6 n 6∞ ist dann f ∈ En[X], hat a als Nullstelle und ist irreduzibel, denn
jede echte Zerlegung in En[X] wäre erst recht eine in E∞[X]. Für diese n ist folglich
[Fn : En] = d wie behauptet.

ii. Sei also F∞|E∞ zusätzlich normal. Dann hat obiges f in F∞ genau d unterschiedliche
Nullstellen a = x1, ..., xd. Wegen F∞ =

⋃
n∈N Fn ist

N2 := min{n ∈ N0 : {x1, ..., xd} ⊂ Fn}

in N0; o�enbar gilt N2 > N1, und für N2 6 n 6 ∞ ist Fn der Zerfällungskörper von f
über En, also galoissch.
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2 Konstruktion von E(K)

iii. Nach i. reicht zu zeigen: [Fn : En] = [F : F ∩ E∞].
Nach Galoistheorie ist [Fn : Fm] = [En : En ∩ Fm], und nach den Voraussetzungen ist
erstens Em ⊆ F ⇒ Fm = F und zweitens

Em ⊆ En ∩ F ⊆ E∞ ∩ F = Em ⇒ En ∩ Fm = Em

Es folgt

[Fn : En] =
[Fn : Em]
[En : Em]

=
[Fn : Em]
[Fn : Fm]

= [Fm : Em] = [F : F ∩ E∞]

Das Diagramm veranschaulicht die Situation:

Fn

qqqqqqqqqqqq
gal.

NNNNNNNNNNNN

En
gal.

MMMMMMMMMMM Fm

ppppppppppp F

En ∩ Fm

Em = F ∩ E∞
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2.2 Der Körper FrR und das Element ε

2.2 Der Körper FrR und das Element ε

Für die Konstruktion gehen wir zunächst von einem absolut unverzweigten Körper aus. Sei
also k ein perfekter Körper der Charakteristik p, W := W (k) der zugehörige Ring der Witt-
vektoren, K0 dessen Quotientenkörper. Durch geeignete Normierung der Bewertung stellen
wir uns (Qp, | · |p) mit dem üblichen p-adischen Betrag (d. h. vW (p) = 1 bzw. |p|p = p−1) stets

als Teilkörper von (K0, | · |p) vor. Sei (K, | · |K) ein �xierter algebraischer Abschluÿ von K0

versehen mit der eindeutigen Betragsfortsetzung (vgl. [Schi84, Theorem 16.2]), und (C, | · |C)
dessen Vervollständigung, ebenfalls mit eindeutiger Betragsfortsetzung. Gelegentlich benutzen
wir an Stelle des Betrags | · |C die zugehörige (nicht diskrete) Bewertung vC := −logp ◦ | · |C .
Die zugehörigen Ganzheitsringe bezeichnen wir mit
OK := {x ∈ K | vK(x) > 0} und OC := {x ∈ C | vC(x) > 0}.
Die entsprechenden maximalen Ideale sind
mK := {x ∈ K | vK(x) > 0} und mC := {x ∈ C | vC(x) > 0}.
Bezeichne auÿerdem k̄ den Restklassenkörper von C. Dieser ist ein algebraischer Abschluÿ
von k, und wir können W (k̄) mit einem Teilring von OC identi�zieren. Für a ∈ k̄ ist also der
Teichmüllerrepräsentant τ(a) ∈ OC . Alle algebraischen Erweiterungen K von K0 seien im fol-
genden in K enthalten, und es sei GK := Gal(K|K) ⊆ Gal(K|K0) = GK0 . Die Elemente von
GK0 operieren wegen der Eindeutigkeit der Betragsforsetzung isometrisch auf K und lassen
sich somit eindeutig zu isometrischen Körperautomorphismen von C fortsetzen.

De�nition 2.2.1. Sei a ein Ideal in OK mit (p) ⊆ a ⊂ mK .
OK/a ist ein Ring der Charakteristik p, so daÿ das Potenzieren mit p ein Ringendomorphismus
ist. Wir indizieren OK/a abzählbar oft und erhalten ein projektives System

...
(·)p→ OK/a

(·)p→ OK/a
(·)p→ OK/a

Setze
R := lim←−−

(·)p
OK/a

Diese De�nition ist in der Tat unabhängig von a. Genauer haben wir den weitreichenden

Satz 2.2.2.

i. Betrachte die Menge R̃ derjenigen Folgen x = (x(0), x(1), ...) mit Einträgen aus OC ,
welche (x(n+1))p = x(n) erfüllen. Die Vorschriften (xy)(n) := x(n)y(n) und (x+ y)(n) :=
lim
m→∞

(x(n+m)+y(n+m))p
m
de�nieren eine Multiplikation und Addition, welche eine Ringstruk-

tur mit 0 = (0, 0, ...) und 1 = (1, 1, ...) sowie −x = (−x(n))n für p 6= 2, −x = x für p = 2
ergeben. Die Abbildung

qa : (x(0), x(1), ...) 7→ (x(0) + aOC , x(1) + aOC , ...)

ist ein Isomorphismus dieses Rings zu lim←−−
(·)p
OC/aOC = lim←−−

(·)p
OK/a = R. Eine Umkehrab-

bildung ra läÿt sich wie in [Win83, 4.1.4.2] de�nieren.

ii. R ist ein Integritätsbereich der Charakteristik p und perfekt; das Erheben zur p-ten Potenz
bzw. Ziehen der p-ten Wurzel ist nichts anderes als das �Verschieben� der Folgeglieder
um eine Stelle (z. B. (x(n))pn = (x(n−1))n). Sein Quotientenkörper ist isomorph zu dem
analog zu i. de�nierten Ring FrR, in dem die Folgeglieder aus C stammen.
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2 Konstruktion von E(K)

iii. Die Abbildung
k̄ → R̃

a 7→ (τ(ap
−n

))n

ist ein Ringhomomorphismus, vermöge dessen wir k̄ als Teilkörper von R und FrR
au�assen.

iv. Für x = (x(n))n ∈ FrR de�niere vFrR(x) := vC(x(0)). Dann ist vFrR eine nicht-
archimedische, nicht diskrete Bewertung auf FrR. Bezüglich dieser ist FrR vollständig,
R sein Ganzheitsring und mR := {x ∈ R : vFrR(x) > 0} dessen maximales Ideal. k̄ iden-
ti�ziert sich mit seinem Restklassenkörper (natürlich ist vermöge iii. vFrR |k̄ trivial). Es
gilt

vFrR(x) = pn · vC(x(n))

für alle n ∈ N. Äquivalent können wir einen Betrag | · |FrR = e−vFrR(·) de�nieren. Be-
schreiben wir R als projektiven Limes, so gilt: Ist für ein Element x ∈ R die n-te Kompo-
nente x̄n ∈ OK/a ungleich 0, so haben alle Repräsentanten xn ∈ OK dieselbe Bewertung,
und es ist vFrR(x) = pn · vK(xn).

Beweis. Alle Aussagen sind entweder solche von [Win83, 4.1.2], werden im Verlauf von dessen
Beweis gezeigt oder folgen sofort daraus.

Wir unterscheiden im folgenden R und R̃ nur dort explizit, wo dies nötig ist.
Es sei noch bemerkt, daÿ durch ein Folgeglied x(n) natürlich die x(m) für alle m 6 n festgelegt
sind. Wir können daher Folgen an einer beliebigen Stelle �abschneiden� oder umgekehrt nach
links verlängern.

Bemerkung 2.2.3. Das hier betrachtete FrR ist in Wintenbergers Notation R(C). Ist E ein
abgeschlossener Teilkörper von C, so können wir Wintenbergers analog konstruiertes R(E)
mit dem Teilkörper {(x(n))n ∈ FrR : alle x(n) ∈ E} identi�zieren.

Bemerkung 2.2.4. FrR ist algebraisch abgeschlossen.

Beweis. Dies läÿt sich direkt daraus folgern, daÿ C algebraisch abgeschlossen ist, aber wir
lassen diesen recht technischen Beweis weg. Wir können die Aussage später aus einem anderen
Satz herleiten (siehe 2.3.15).

Satz 2.2.5. Durch g(x(n))n := (gx(n))n wird eine GK0-Wirkung auf FrR de�niert. Für alle
g ∈ GK0 ist die Abbildung [x 7→ gx] ein isometrischer Körperautomorphismus. Auf k ist die
Wirkung trivial. Die Wirkung vertauscht mit dem absoluten Frobenius φ : x 7→ xp auf FrR.

Beweis. Nachrechnen unter Ausnutzung der eingangs erwähnten Tatsache, daÿ die Elemente
von GK0 auf C isometrische Körperautomorphismen sind.

Um zu zeigen, daÿ diese GK0-Wirkung auch als Wirkung stetig ist, brauchen wir folgendes
Lemma:

Lemma 2.2.6. Seien x = (x(n))n und y = (y(n))n in FrR. Es existiere ein N ∈ N0 mit
vC(x(N) − y(N)) > 1. Dann ist vFrR(x− y) > pN .
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2.2 Der Körper FrR und das Element ε

Beweis. Bedeute im folgenden ∓ für p = 2 +, sonst −.
Nach Annahme ist für alle m ∈ N

(x(N+m) ∓ y(N+m))p
m ≡ (x(N+m))p

m ∓ (y(N+m))p
m ≡ x(N) ∓ y(N) ≡ 0 mod (p)

d. h. vC
(
(x(N+m) ∓ y(N+m))p

m)
> 1, also auch

vC

(
lim
m→∞

(x(N+m) ∓ y(N+m))p
m
)
> 1

Der Limes ist de�nitionsgemäÿ (in beiden Fällen) die N -te Komponente von x− y. Es folgt

vFrR(x− y) 2.2.2.iv= pN · vC
(

(x− y)(N)
)
> pN

Satz 2.2.7. Versehe GK0 mit der Krull-Topologie. Die Abbildung

GK0 × FrR→ FrR , (g, x) 7→ gx

ist stetig.

Beweis. Sei (g, x) ∈ GK0 × FrR gegeben. Es genügt zu zeigen: Zu beliebigem c > 0 existiert
eine o�ene Umgebung U von (g, x), so daÿ das Bild von U in {y ∈ FrR : vFrR(y − gx) > c}
enthalten ist.
Wähle nun N ∈ N mit pN > c. Betrachte gx(N) ∈ C, die N -te Komponente von gx. Sicherlich
gibt es ein ã ∈ K mit

vC(gx(N) − ã) > 1 (2.1)

H := Gal(K|K(ã)) ist eine o�ene Untergruppe von GK0 . Wir behaupten:
U := Hg × {z ∈ FrR : vFrR(x− z) > pN} erfüllt obige Bedingung.
Klar ist, daÿ U eine o�ene Umgebung von (g, x) ist. Sei (hg, x + w) ∈ U gegeben mit h ∈
H, vFrR(w) > pN . Wir wählen ein a = (a(n))n ∈ FrR, dessen N -te Komponente a(N) = ã ist
(dies ist natürlich möglich, indem wir für die weiteren Folgeglieder iterativ eine p-te Wurzel
ziehen). Dann ist wegen Lemma 2.2.6 und (2.1):

vFrR(gx− a) > pN

also auch, da h isometrisch ist,

vFrR(hgx− ha) = vFrR(h(gx− a)) = vFrR(gx− a) > pN

Nach Wahl von H stimmen die N -ten Komponenten von ha und a sogar überein, also gilt
noch einmal nach Lemma 2.2.6

vFrR(ha− a) > pN

Schlieÿlich ist nach Wahl von w und Isometrie von hg auch

vFrR(hgw) > pN

Zusammen erhalten wir mit der strengen Dreiecksungleichung

vFrR(hg(x+ w)− gx) = vFrR((hgx− ha) + (ha− a) + (a− gx) + hgw) > pN > c
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2 Konstruktion von E(K)

Wir wählen nun ein Element ε = (ε(0), ε(1), ...) ∈ R̃ mit ε(0) = 1 und ε(1) 6= 1. Anders gesagt:
Für alle n ∈ N0 ist ε(n) eine primitive pn-te Einheitswurzel in OC , und es gilt (ε(n+1))p = ε(n).
(So läÿt sich ein ε induktiv konstruieren, wobei natürlich in jedem Schritt eine Wahl getro�en
wird.)

Lemma 2.2.8.

i. Für alle n ∈ N0 ist vFrR(εp
n − 1) = 1

p−1p
n+1.

ii. ε ist nicht algebraisch über k.

Beweis.

i. ε(m) ist eine primitive pm-te Einheitswurzel, für m > n folglich (εm)p
n

= ε(m−n) eine
primitive pm−n-te. Wegen vC(p) = 1 ist bekanntlich mit der Eulerschen ϕ-Funktion

vC(ε(m−n) − 1) = (ϕ(pm−n))−1 =
p1+n−m

p− 1

also unter Ausnutzung der Stetigkeit der Bewertung

vFrR(εp
n − 1) = vC( lim

m→∞
(((ε(m))p

n − 1)p
m

)) = lim
m→∞

pm · vC(ε(m−n) − 1)

= lim
m→∞

pm · p
1+n−m

p− 1
=

1
p− 1

pn+1

ii. Andernfalls wäre ε ∈ k̄ ⊂ R, also in R von der Gestalt (τ(ap
−n

))n∈Z mit a ∈ k̄. Es folgte
ε(0) = 1OC = τ(a) ⇒ a = 1k ⇒ ap

−n
= 1 für alle n ∈ Z ⇒ ε(n) = 1 für alle n ∈ N,

Widerspruch. Alternativ: Sonst wäre auch ε − 1 6= 0 algebraisch, also in k̄×, also nach
Satz 2.2.2.iii und .iv vFrR(ε− 1) = 0 im Widerspruch zu i.

Insbesondere gilt ε ∈ 1 + mR, so daÿ ε nach Satz 2.1.1 mit Elementen aus Zp potenziert
werden kann.

Bemerkung 2.2.9. Wegen (ε(n))p
n

= 1 kann das Potenzieren von ε mit einem Element
x ∈ Zp gemäÿ Satz 2.1.1.ii. auch folgendermaÿen verstanden werden: Gilt x ≡ x̄n mod pn mit
x̄n ∈ Z, so ist

εx = ((ε(n))x̄n)n∈N0

Satz 2.2.10.

i. GK0 wirkt auf ε über den zyklotomischen Charakter:

gε = εχ(g) für alle g ∈ GK0 .

ii. Ist ε̃ = (ε̃(n))n∈N0 eine andere Wahl, so gibt es ein a ∈ Z×p mit ε̃ = εa. Umgekehrt erfüllt
für jedes a ∈ Z×p auch εa die Bedingungen an ε.
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2.2 Der Körper FrR und das Element ε

Beweis. Mit der vorigen Bemerkung ist die Aussage i. nichts wesentlich anderes als die De�-
nition des zyklotomischen Charakters.
Zu ii.: Da ε̃(n) und ε(n) jeweils primitive pn-te Einheitswurzeln sind, gibt es für alle n ∈ N0 ein
an ∈ N0 mit (ε(n))an = ε̃(n). Wegen der jeweiligen Verträglichkeit der Komponenten gilt sogar
(ε(m))an = ε̃(m) für alle 0 6 m 6 n, woraus wiederum am ≡ an mod pm folgt, denn die Kom-
ponenten sind primitive Einheitswurzeln. (an)n∈N konvergiert also p-adisch gegen ein a ∈ Zp,
für das wegen a ≡ an mod pn und (ε(m))an = ε̃(m) auch εa = ε̃ gilt. � Nach Vertauschung der
Rollen von ε und ε̃ gibt es ein b ∈ Zp mit ε = ε̃b. Mit Satz 2.1.1.iii folgt εab−1 = 1 und ab = 1,
also a ∈ Z×p .
Die letzte Aussage folgt umgekehrt daraus, daÿ für alle n ∈ N die Restklasse ā ∈ Zp/pnZp =
Z/pnZ eine Einheit und folglich (ε(n))ā ebenfalls eine primitive pn-te Einheitswurzel ist.

Corollar 2.2.11. Für alle a ∈ Z×p ist vFrR(εa − 1) = p
p−1 .

Beweis. Folgt als Spezialfall aus Lemma 2.2.8.i und Satz 2.2.10.ii.
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2.3 Konstruktion nach Cherbonnier und Colmez (Γ ≤ Z×p )

Wir stellen zunächst die Konstruktion dar, wie sie in [CC98] und [CC99] skizziert wird. Die
konstruierten Körper bezeichnen wir wie dort durch Indizierung: EK . Zwei Unterschiede zu
[CC99] sind besonders zu beachten:
� Der Körper K (bzw. K0) ist hier, wie auch später bei Fontaine, nicht unbedingt eine endli-
che (unverzweigte) Erweiterung von Qp, sondern ein beliebiger (absolut unverzweigter) lokaler
Körper von Charakteristik 0 im französischen Gebrauch des Wortes: d. h. Quotientenkörper
eines vollständigen DBR mit perfektem Restklassenkörper der Charakteristik p (und maxima-
lem Ideal (p)).
� Die hier mit Kn

0 (oder allgemeiner Kn, Ln, ...), n ∈ N0∪{∞} bezeichneten Kreisteilungskör-
per heiÿen in der Notation von [CC99] (K0)n (Kn, Ln, ...). Wir behalten die untere Indizierung
der später benutzten zyklotomischen Zp-Erweiterung bzw. deren Teilkörpern vor.

2.3.1 Der Körper EK0

De�nition 2.3.1. Setze
SK0 := SK0(ε) := Abschluÿ des von k und ε erzeugten Teilrings von R;
EK0 := EK0(ε) := Abschluÿ des von k und ε erzeugten Teilkörpers von FrR.

Das ε läÿt sich sofort entfernen:

Satz 2.3.2. SK0 und EK0 sind stabil unter der Wirkung von GK0 und unabhängig von der
Wahl von ε.

Beweis. Die erste Aussage folgt aus Satz 2.2.5 und Satz 2.2.10, denn alle natürlichen Potenzen
von ε liegen im entsprechenden Teilring, also liegen Zp-Potenzen als Grenzwerte davon (gemäÿ
Satz 2.1.1.ii) in dessen Abschluÿ. Sei für die zweite Aussage eine andere Wahl ε̃ gegeben,
dann folgt mit demselben Argument z. B. ε̃ ∈ SK0(ε), a fortiori SK0(ε̃) ⊆ SK0(ε) und mit
vertauschten Rollen die umgekehrte Inklusion.

In der De�nition lieÿe sich natürlich auch ε durch ε− 1 ersetzen. Dieses Element ist weitaus
interessanter:

Satz 2.3.3. Versehe den Ring der formalen Potenzreihen k[[T ]] bzw. den Körper der formalen
Laurentreihen k((T )) mit der Bewertung

v

( ∑
−∞�n

anT
n

)
:=

p

p− 1
·min{n ∈ Z : an 6= 0}

mit v(0) :=∞.
(Die unübliche Normierung der Bewertung erklärt sich sogleich.) k((T )) ist bekanntlich ein
lokaler Körper mit Ganzheitsring k[[T ]] und Restklassenkörper k.
Wir haben dann durch T 7→ ε− 1 de�nierte isometrische Isomorphismen

k((T )) ' // EK0

k[[T ]] ' //

∪

OO

SK0

∪

OO

und können in suggestiver Weise EK0 = k((ε− 1)) schreiben.

66



2.3 Konstruktion nach Cherbonnier und Colmez (Γ ≤ Z×p )

Beweis. Wir betrachten die Abbildungen zunächst als solche nach R bzw. FrR.
Daÿ die formalen Reihen nach Einsetzen von ε − 1 in R bzw. FrR konvergieren, folgt aus
vFrR(ε − 1) = p

p−1 > 0 (Lemma 2.2.8.i.) und Satz 2.2.2 mit üblicher nicht-archimedischer
Analysis. Dann werden auch die formale Multiplikation und Addition in diejenige in FrR
überführt (man kann etwa per Satz 2.2.2.iii. und iv. die Reihen als formale Reihen über FrR
mit Konvergenzradius 1 au�assen). Die Abbildungen sind also wohlde�nierte Ringhomomor-
phismen.
Für an ∈ k \ {0} gilt vFrR(an · (ε − 1)n) = n · p

p−1 . Daher ist, ebenfalls ein Standardergebnis
ultrametrischer Rechnung, die Bewertung einer konvergenten Reihe aus dem Bild der Abbil-
dungen gleich p

p−1 ·min{n ∈ Z : an 6= 0}. Die obige Bewertung auf k((T )) ist für die Isometrie
der Abbildungen also gerade richtig normiert. Als Isometrien sind sie automatisch injektiv und
stetig (die Injektivität ist übrigens auch äquivalent zu Lemma 2.2.8.ii.). Es bleibt zu zeigen,
daÿ ihre Bilder genau SK0 und EK0 sind.
Bekanntlich sind k[[T ]] und k((T )) bezüglich der durch die genannte Bewertung induzierten
Metrik vollständig, also wegen der Isometrie auch ihre Bilder. Diese sind mithin ein abgeschlos-
sener Teilring von R bzw. abgeschlossener Teilkörper von FrR, welche k und ε− 1 enthalten,
also auch SK0 bzw. EK0 .
Zur umgekehrten Inklusion: Die Bilder aller Polynome

∑
06n�∞ anT

n bilden gerade den von
k und ε − 1 erzeugten Teilring von R. Da eine Potenzreihe

∑
06n anT

n bezüglich der ange-
gebenen Bewertung etwa Grenzwert der Folge (

∑
06n6m anT

n)m∈N ist, liegen aufgrund der
Isometrie auch alle Bilder von Potenzreihen im Abschluÿ des genannten Teilrings, also in SK0 .
Der von k und ε−1 erzeugte Teilkörper von FrR enthält zumindest die Bilder der Laurentpo-
lynome

∑
−∞�n�∞ anT

n; mit einem analogen Argument enthält also auch dessen Abschluÿ
das Bild von k((T )).

Corollar 2.3.4. EK0 identi�ziert sich mit dem Quotientenkörper von SK0 .
SK0 ist eindeutig charakterisiert als derjenige Teilring von R, der ein vollständiger DBR ist
derart, daÿ ε−1 ein uniformisierendes Element ist und k ⊂ R ein Repräsentantensystem seines
Restklassenkörpers bildet. Bis auf Umnormierung ist dessen Bewertung die Einschränkung
derjenigen von FrR.

2.3.2 Normenkörper und ihre Einbettung in FrR. Der Körper Esep
K0
.

De�nition 2.3.5. Wir setzen für alle n ∈ N

Kn
0 := K0(µpn) = K0(ε(n)) ⊂ K

haben also eine Folge von Körperweiterungen

K0 ⊂ K1
0 ⊂ ... ⊂

⋃
n∈N

Kn
0 =: K∞0

Setze auÿerdem HK0 := Gal(K|K∞0 ).

Bemerkung 2.3.6. HK0 ist genau der Kern des zyklotomischen Charakters und wirkt folglich
auch trivial auf EK0.
ΓK0 := Gal(K∞0 |K0) = GK0/HK0 ist als topologische Gruppe isomorph zu Z×p .
Für n > 1 ist Kn+1

0 |Kn
0 zyklisch von Ordnung p, und ein Erzeuger der Galoisgruppe wird

durch g0 : ε(n+1) 7→ ε(1) · ε(n+1) de�niert.
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Lemma 2.3.7.

i.
lim←−−
n>1

OKn
0
/(ε(1) − 1)OKn

0

ist mit den von den Relativnormen NKn+1
0 |Kn

0
induzierten Übergangsabbildungen der in

[Win83, 2.2.3.3] de�nierte Ring AK0(K∞0 ).

ii. Andererseits identi�ziert sich dieser Ring mit

lim←−−
n>1

OKn
0
/(ε(1) − 1)OKn

0

wobei die Übergangsabbildungen vom Erheben zur p-ten Potenz induziert werden.

Beweis.

i. Der Beweis benötigt die Theorie höherer Verzweigungsgruppen.
Die Beweise von [Ser68, chap. IV, � 4] übertragen sich von Qp auf unseren absolut
unverzweigten Körper K0. Wir haben folglich (vgl. ibd., proposition 18) als Verzwei-
gungsgruppen von Gal(Kn+1

0 |K0) in der unteren Numerierung

Gal(Kn+1
0 |K0)i = Gal(Kn+1

0 |Km
0 ) für pm−1 6 i 6 pm − 1

falls 1 6 i 6 pn+1 − 1, für i > pn+1 ist Gal(Kn+1
0 |K0)i trivial. Insbesondere ist

Gal(Kn+1
0 |Kn

0 ) genau in den Gal(Kn+1
0 |K0)i mit i 6 pn − 1 enthalten.

Als nächstes bestimmen wir die in [Win83, 1.2.1] de�nierte Zahl i(K∞0 |K0). Diese ist

sup(i ∈ R : GiKn
0
GK∞0 = GKn

0
)

= sup(i ∈ R : Gal(K∞0 |Kn
0 )i = Gal(K∞0 |Kn

0 ))

= min(i ∈ R : Gal(K∞0 |Kn
0 )i+η 6= Gal(K∞0 |Kn

0 ) für alle η > 0)

= min(i ∈ R : Gal(Kn+1
0 |Kn

0 )i+η 6= Gal(Kn+1
0 |Kn

0 ) für alle η > 0)

= min(i ∈ R : Gal(Kn+1
0 |Kn

0 )i+η 6= Gal(Kn+1
0 |Kn

0 ) für alle η > 0)

= min(i ∈ R : Gal(Kn+1
0 |K0)i+η 6= Gal(Kn+1

0 |K0) für alle η > 0)
= pn − 1

Dabei gilt
� die erste Gleichheit, weil K∞0 |Kn

0 galoissch ist, nach der der letzten Aussage in [Win83,
1.1.1] mit L = K,K = Kn

0 ,K
′ = K∞0 , also G = GKn

0
, H = GK∞0 (die obere Numerierung

ist an Quotienten adaptiert);
� die zweite Gleichheit de�nitionsgemäÿ (dies ist der kleinste Verzweigungsbruch in der
oberen Numerierung);
� die dritte Gleichheit nach dem gleichen Argument wie die erste, diesmal mit L = K∞0
und K ′ = Kn+1

0 ;
� die vierte Gleichheit, weil der kleinste Verzweigungsbruch in der oberen und der unteren
Numerierung übereinstimmen, wie sofort aus deren De�nition folgt;
� die fünfte und sechste Gleichheit gemäÿ [Ser68, chap. IV, � 1, prop. 2] mit H =
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2.3 Konstruktion nach Cherbonnier und Colmez (Γ ≤ Z×p )

Gal(Kn+1
0 |Kn

0 ), G = Gal(Kn+1
0 |K0) und der obigen Bestimmung von Gal(Kn+1

0 |K0)i.
Also haben wir in [Win83, 2.2.3] für n > 1:

r(Kn
0 ) =

⌈
p− 1
p

(pn − 1)
⌉

=
⌈

(p− 1)pn−1 − p− 1
p

⌉
= (p− 1)pn−1

Danach können wir in [Win83, 2.2.3.3] s(Kn
0 ) := pn−1 setzen.

Für n > 1 ist das maximale Ideal von OKn
0
bekanntlich (ε(n) − 1). Wir haben in OKn

0

Gleichheit von Idealen
(ε(n) − 1)s(K

n
0 ) = (ε(1) − 1)

denn pn−1 · vC(ε(n) − 1) = 1
p−1 = vC(ε(1) − 1) und ε(1) ∈ OKn

0
.

Folglich ist Wintenbergers AE/P
s(E)
E bei uns für E = Kn

0 , n > 1, genau OKn
0
/(ε(1) − 1).

ii. Sei n > 1 fest. Die Relativnorm induziert eine Abbildung

OKn+1
0

/(ε(1) − 1)OKn+1
0
→ OKn

0
/(ε(1) − 1)OKn

0

Die p-Potenzierung induziert zunächst nur eine Abbildung

OKn+1
0

/(ε(1) − 1)OKn+1
0
→ OKn+1

0
/(ε(1) − 1)OKn+1

0

Wir zeigen, daÿ auch für Elemente aus dem Bild dieser Abbildung stets ein Repräsentant
aus OKn

0
gewählt werden kann. Indem wir dessen Nebenklasse modulo (ε(1) − 1)OKn+1

0

in OKn+1
0

mit derjenigen modulo (ε(1)− 1)OKn
0
in OKn

0
identi�zieren, stimmen die indu-

zierten Abbildungen dann überein.
Für alle g ∈ Gal(Kn+1

0 |Kn
0 ) und alle x ∈ OKn+1

0
gilt

gx ≡ x mod (ε(1) − 1)OKn+1
0

. (2.2)

Sei nämlich zunächst g = g0 der in Bemerkung 2.3.6 de�nierte Erzeuger. Dann gilt (2.2)
für x ∈ OKn

0
(trivialerweise) sowie nach De�nition für x = ε(n+1), also (mit g0(xi) =

(g0(x))i) auch für alle Potenzen von ε(n+1) und weiter für alle Linearkombinationen
davon, schlieÿlich also für alle x ∈ OKn+1

0
. Wegen g0(ε(1) − 1) = ε(1) − 1 ist a fortiori

(g0 ◦ ... ◦ g0)︸ ︷︷ ︸
mmal

x ≡ (g0 ◦ ... ◦ g0)︸ ︷︷ ︸
m−1 mal

x ≡ ... ≡ x mod (ε(1) − 1)OKn+1
0

und damit (2.2) gezeigt.
Hieraus folgt nun

NKn+1
0 |Kn

0
(x) =

∏
g∈Gal(Kn+1

0 |Kn
0 )

gx ≡ xp mod (ε(1) − 1)OKn+1
0

und daraus die Behauptung. Insbesondere gibt es zu jedem x ∈ OKn+1
0

stets ein y ∈ OKn
0

mit y ≡ xp mod (ε(1) − 1)OKn+1
0

, nämlich y = NKn+1
0 |Kn

0
(x).
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2 Konstruktion von E(K)

Es liegt nahe, den im zweiten Teil dieses Lemmas betrachteten Ring als einen Unterring
von R aufzufassen, wenn wir diesen mit De�nition 2.2.1 bezüglich des Ideals a = (ε(1) − 1)
de�nieren. Formal genauer haben wir für alle n > 1 von der Inklusion induzierte und in
o�enkundiger Weise miteinander verträgliche Injektionen

OKn
0
/(ε(1) − 1)OKn

0
↪→ OK/(ε

(1) − 1)OK

und damit wegen der Linksexaktheit des projektiven Limes eine Injektion

ιK0 : lim←−−
n>1

OKn
0
/(ε(1) − 1)OKn

0
↪→ R

(an + (ε(1) − 1)OKn
0

))n>1 7→ (an + (ε(1) − 1)OK))n>1

wobei die noch zu ergänzende 0-te Komponente in R notwendigerweise ap1 + (ε(1) − 1)OK
gesetzt werden muÿ.
Um die Ergebnisse Wintenbergers benutzen zu können, identi�zieren wir diese Inklusion mit

einer von ihm untersuchten Abbildung. Ganz knapp wiederholen wir die dortigen Notationen
und De�nitionen:
� XK0(K∞0 ) bezeichnet den Normenkörper zur Erweiterung K∞0 |K0. Dessen Einheitengruppe
ist de�niert als der projektive Limes der Einheitengruppen aller endlichen Teilerweiterungen,
geordnet bezüglich Inklusionen, wobei die Übergangsabbildungen durch die Normen gegeben
sind. Diese Struktur, vereinigt mit einem Nullelement und mit einer geeigneten Addition ver-
sehen, ist tatsächlich ein (lokaler) Körper (vgl. [Win83, 2.1]). Wir können uns dabei o�enbar
auf die Teilerweiterungen der Form Kn

0 beschränken.
� Dessen Ganzheitsring AXK0

(K∞0 ) läÿt sich über einen isometrischen Isomorphismus ξ mit
dem in Lemma 2.3.7.i bestimmten Ring

AK0(K∞0 ) = lim←−−
n>1

OKn
0
/(ε(1) − 1)OKn

0

identi�zieren. ξ ist in jeder Komponente einfach die Restklassenprojektion (vgl. [Win83, 2.3.1]1.)
� In [Win83, 4.2] wird eine Einbettung des Normenkörpers

ΛK∞0 |K0
: XK0(K∞0 ) ↪→ R(K̂∞0 )

de�niert, wobei K̂∞0 den Abschluÿ von K∞0 in C bezeichne und wir Wintenbergers R(K̂∞0 )
mit der Menge {(x(n))n ∈ FrR : alle x(n) ∈ K̂∞0 } identi�zieren können. Die Abbildung Λ
wird (in unserem Fall) folgendermaÿen de�niert: Zunächst ist die maximale zahm verzweigte
Teilerweiterung von K∞0 |K0 genau unser K1

0 = K(µp). Nun wird für jedes n ∈ N die Menge
En derjenigen endlichen Teilerweiterungen E von K∞0 |K1

0 , welche durch p
n teilbaren Grad qE

über K1
0 haben, bestimmt. Dann ist für jedes Element α = (αKm

0
)Km

0
die Familie

(αp
−nqE

Km
0

)E∈En

konvergent (bezüglich der durch die Inklusionen gegebenen Filtrierung von En) gegen ein
Element x(n) ∈ K̂∞0 , und die Folge (x(n))n erfüllt x(n+1)p = x(n), de�niert also ein Element
von FrR.
1Hier �ndet sich am Ende ein Druckfehler: O�enbar muÿ der Limes über alle E′ ∈ EL|E genommen werden.
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2.3 Konstruktion nach Cherbonnier und Colmez (Γ ≤ Z×p )

Satz 2.3.8. Zusätzlich zu obigen Bezeichnungen seien ιK0 und R wie zuvor bezüglich des
Ideals (ε(1)− 1) de�niert und r(ε(1)−1) wie in 2.2.2.i. , und bezeichne φ : x 7→ xp den absoluten

Frobenius auf R̃. Dann kommutiert das folgende Diagramm:

AK0(K∞0 )
ιK0 // R

∼= r
(ε(1)−1)

��
AXK0

(K∞0 )

ξ ∼=

OO

φ ◦ΛK∞0 |K0 // R̃

Die waagerechten Pfeile sind injektiv, und das Bild der Abbildungen liegt in {(x(n))n ∈ R :
alle x(n) ∈ K̂∞0 }.

Beweis. Die Menge En besteht gerade aus denKm
0 mitm > n+1; für diese ist der weiter unten

im Limes erscheinende Ausdruck wohlde�niert. Wintenbergers qK
m
0 ist [Km

0 : K1
0 ] = pm−1. Ist

also α = (αKm
0

)m ∈ AXK0
(K∞0 ), so ist die n-te Komponente von ΛK∞0 |K0

(α):

lim
m→∞

αp
m−n−1

Km
0

Gehen wir im Diagramm stattdessen von unten links im Uhrzeigersinn herum, erhalten wir
gemäÿ [Win83, 4.1.4.2] als n-te Komponente von (r(ε(1)−1) ◦ ιK0 ◦ ξ)((αKm

0
)m) den Limes

lim
m→∞

αp
m−n

Km
0

(wobei wir als Lift α̂Km
0

von αKm
0

einfach αKm
0

gewählt haben). Um die fehlende p-Potenz
zu ergänzen und so das Diagramm kommutieren zu lassen, ist also in der unteren Zeile des
Diagramms noch der Automorphismus φ eingeschaltet. Dieser tritt auch im folgenden stets
auf und basiert im Grunde nur auf einer hier ungünstigen Normierung.
Die Injektivität der waagerechten Pfeile ist in mehrerlei Hinsicht klar. Die letzte Aussage folgt
aus der letzten Vorabbemerkung, wobei alle Elemente im Bild zudem nichtnegative Bewertung
haben � auch links im Diagramm wird ja nur der Ganzheitsring betrachtet �, so daÿ der Körper
FrR durch den Ganzheitsring R ersetzt werden kann.

Im letzten Teil dieses Beweise haben wir implizit schon genutzt:

Bemerkung 2.3.9. Die waagerechten Pfeile im obigen Diagramm sind bis auf Umnormierung
isometrisch.

Beweis. Da die senkrechten Pfeile nach De�nition isometrisch sind, reicht es, dies für ιK0 zu
zeigen. Sei 0 6= x = (x̄Kn

0
)n>0 ∈ AK0(K∞0 ). Ist n ∈ N groÿ genug, so ist x̄Kn

0
6= 0, und

de�nitionsgemäÿ ([Win83, 2.2.3.3]) ist die Bewertung

w(x) = vKn
0

(xn)

für alle diese n und beliebige Repräsentanten xn. Nach Satz 2.2.2.iv ist andererseits für die-
selben n:

vFrR(ιK0(x)) = pn · vC(xn)
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2 Konstruktion von E(K)

Da bekanntlich

vC |Kn
0

=
1

(p− 1)pn−1
· vKn

0

gilt, ist daher unabhängig von jenen n

vFrR(ιK0(x)) =
p

p− 1
w(x)

Bis auf den Umnormierungsfaktor p/(p− 1) bleibt also die Bewertung erhalten.
Übrigens ergibt sich dies auch bei Betrachtung des unteren waagerechten Pfeils mit [Win83,
S. 84, Ende des ersten Absatzes] unter Beachtung von K1 (Wint) = K1

0 , vK1
0

= 1
p−1vC und

�v ◦ φ = p · v�.

Satz 2.3.10. Das Bild von φ ◦ ΛK∞0 |K0
: XK0(K∞0 )→ FrR ist EK0. Die Abbildung de�niert

also einen Isomorphismus des Normenkörpers der Erweiterung K∞0 |K0 zu EK0 .

Beweis. Wir zeigen, daÿ das Bild des Ganzheitsrings AXK0
(K∞0 ) genau SK0 ist, woraus durch

Übergang zum Quotientenkörper die Behauptung folgt.
Dazu benutzen wir die Charakterisierung von SK0 in Corollar 2.3.4. Da φ◦ΛK∞0 |K0

wie gesehen
bis auf Umnormierung die Bewertung erhält, ist das Bild bezüglich vFrR ein vollständiger,
diskret bewerteter Teilring von R. Der in Lemma 2.3.7 und Satz 2.3.8 benutzte Ring AK0(K∞0 )
hat gemäÿ [Win83, 2.2.3.3]

α :=
(

(ε(n) − 1) + (ε(1) − 1)OKn
0

)
n>1

als uniformisierendes Element, denn für n > 1 ist vKn
0

(ε(n) − 1) = 1. Dieses Element wird
im kommutativen Diagramm in Satz 2.3.8 auf ε− 1 ∈ R abgebildet. Anders gesagt: Das Bild
enthält ε− 1 als uniformisierendes Element. (Man beachte: Auch die Ergebnisse von Lemma
2.2.8 und Bemerkung 2.3.9 passen genau.)
Betrachten wir schlieÿlich die Restkörper der Ringe. Gemäÿ [Win83, 2.1.2 und 2.1.3] ange-
wandt auf die vorliegende Situation bilden die Elemente

(τ(xp
−n+1

)Kn
0

)n>1

wobei x den Restkörper kK∞0 = kK0 = k durchläuft und τ : k → K0 die Teichmüllerabbildung
ist, ein Repräsentantensystem des Restkörpers von XK0(K∞0 ). Nach 2.3.8 haben wir also auch
als Repräsentantensystem des Restkörpers von (φ ◦ ΛK∞0 |K0

)(XK0(K∞0 )) die Elemente

(τ(xp
−n+1

))n>1 ∈ R

wobei x den Körper k durchläuft. Dies sind gerade die p-ten Potenzen des mit k identi�zierten
Teilkörpers von R (vgl. 2.2.2.iii), also, da k perfekt ist, eben dieser Teilkörper.

Wir haben also den Grund-Normenkörper XK0(K∞0 ) in FrR eingebettet. Im folgenden
werden wir diese Einbettung gewissermaÿen hochziehen, und zwar, wie sich dann herausstellen
wird, sogar unter Beachtung zumindest der HK0-Wirkung.
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2.3 Konstruktion nach Cherbonnier und Colmez (Γ ≤ Z×p )

Konstruktion 2.3.11. Betrachte nun für alle algebraischen Erweiterungen L|K∞0 gemäÿ
[Win83, 4.3.1] die Einbettung

ΛL|K∞0 |K0
: XK∞0 |K0

(L) ↪→ {(x(n))n ∈ FrR : alle x(n) ∈ L̂}

wobei L̂ den Abschluÿ von L in C bezeichne. Diese sind nach Konstruktion miteinander
verträglich, d. h.

L ⊂ L′ ⇒ ΛL′|K∞0 |K0
|XK∞0 |K0

(L) = ΛL|K∞0 |K0

Sie alle setzen sich zusammen zu einer Einbettung

ΛK|K∞0 |K0
: XK∞0 |K0

(K) ↪→ FrR

und können umgekehrt als Einschränkung dieser Abbildung aufgefaÿt werden.

Bemerkung 2.3.12. Für jede algebraische Erweiterung L|K∞0 ist

{(x(n))n ∈ FrR : alle x(n) ∈ L̂}

der Abschluÿ der perfekten Hülle von (φ ◦ ΛL|K∞0 |K0
)(XK∞0 |K0

(L)) in FrR. (In [Fon83] hatte
Fontaine noch eher mit diesen Körpern gearbeitet.)

Beweis. [Win83, 4.3.4] besagt in unserer Situation: {(x(n))n ∈ FrR : alle x(n) ∈ L̂} ist in
FrR der Abschluÿ der perfekten Hülle des Bildes von XK∞0 |K0

(L) unter ΛL|K∞0 |K0
.

Bezeichne immer noch φ : x 7→ xp den (bijektiven!) absoluten Frobenius auf FrR, so ist für
jeden Teilkörper E ⊆ FrR bekanntlich ⋃

n∈N
φ−n(E)

die perfekte Hülle von E in FrR � aber auch, wie daraus folgt, von φi(E) für beliebiges i ∈ Z.
Daraus folgt die Aussage.

Die Normenkörperkonstruktion setzt (vgl. [Win83, 3.2]) die algebraischen Erweiterungen
von K∞0 (in K) in eine Äquivalenz zu den separablen Erweiterungen des Normenkörpers
XK0(K∞0 ): Sie alle sind in XK∞0 |K0

(K) enthalten, welchen wir in Konstruktion 2.3.11 bereits
in FrR eingebettet hatten.
Noch genauer haben wir aber sogar eine über den Funktor XK0 bzw. XK∞0 |K0

vermittelte

Isomorphie zwischen der absoluten Galoisgruppe von XK0(K∞0 ) und HK0 := Gal(K|K∞0 ).
Wir stellen nun fest, daÿ unsere Einbettung gerade die in [Win83, 3.1] konstruierte funktorielle
Wirkung von HK0 auf XK∞0 |K0

(K) in die nach Satz 2.2.5 de�nierte HK0-Wirkung auf FrR
überführt.

Satz 2.3.13. Sei α ∈ XK∞0 |K0
(K) und h ∈ HK0 . Dann gilt:

ΛK|K∞0 |K0

(
XK∞0 |K(h)(α)

)
= h

(
ΛK|K∞0 |K0

(α)
)

Einfacher gesagt: Λ ist H-äquivariant.
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Beweis. Nach De�nition ist α ∈ XK∞0 |K0
(L) = XK0(L) für eine endliche Erweiterung L|K∞0 ,

welche oBdA als galoissch angenommen werden kann (sonst gehe zur normalen Hülle über).
Nach dem Satz vom primitiven Element gibt es ein θ ∈ L mit L = K∞0 (θ). Setze für alle
n ∈ N0:
Ln := Kn

0 (θ).
Wir sind dann in der Situation von Satz 2.1.2 mit En = Kn

0 , F = F0 = L0, Fn = Ln, E∞ =
K∞0 und F∞ = L∞0 = L. Nach 2.1.2.i und ii gibt es ein N ∈ N, so daÿ Ln|Kn

0 galoissch mit
[Ln : Kn

0 ] = [L : K∞0 ] ist für n > N . Für n > N gilt auÿerdem Ln∩Kn+1
0 = Kn

0 . Da K
n+1
0 |Kn

0

zyklisch von Ordnung p ist, also keine Zwischenkörper auÿer den beiden trivialen besitzt, wäre
sonst nämlich Kn+1

0 ⊆ Ln, folglich Ln+1 = Ln. Aus der oben gezeigten Gradgleichheit folgt
aber

[Ln+1 : Kn+1
0 ]︸ ︷︷ ︸

d

· [Kn+1
0 : Kn

0 ]︸ ︷︷ ︸
p

= [Ln+1 : Kn
0 ] = [Ln+1 : Ln] · [Ln : Kn

0 ]︸ ︷︷ ︸
d

also genauer [Ln+1 : Ln] = p. Anschaulich:

L0

?

?

CCCCCCCC

L1

?

?

CCCCCCCC

L2

? B
B

B
B

B
B

B
B

B

LN

d

p
LN+1

d

p
LN+2

d

___ L

d

K0
p−1

K1
0

p
K2

0
______ KN

0

p
KN+1

0

p
KN+2

0
___ K∞0

Die (Ln)n>N bilden eine ko�nale Teilmenge der von Wintenberger mit EL|K0
bezeichneten

Menge der endlichen Erweiterungen von K0 in L.
Da h den Körper K∞0 punktweise �xiert und L über diesem galoissch ist, induziert h einen
Automorphismus von L, insbesondere gilt h(L) = h−1(L) = L; mit dem gleichen Argument
induziert h, das ja erst recht alle Kn

0 �xiert, Automorphismen auf allen Ln für n > N .
Schlieÿlich sind alle Ln in der in [Win83, 3.1.1] betrachteten Menge E ′h, denn hier ist

h(L) ⊗
h(L)∩Ln

Ln = L ⊗
Ln
Ln ' L

De�nitionsgemäÿ ist XK∞0 |K0
(h)(α) dadurch eindeutig festgelegt, daÿ an den Stellen zu den

Körpern Ln mit n > N einfach h(αLn) steht; anders gesagt, wirkt h an diesen Stellen direkt
auf den Eintrag.

Nun ist jede Komponente von ΛL|K∞0 |K0

(
XK∞0 |K0

(h)(α)
)
∈ FrR gemäÿ [Win83, 4.2 und 4.2.1]

als Limes einer Familie von geeignet potenzierten Komponenten de�niert. Da die (Ln)n>N

ko�nal sind, reicht es, den Limes über diese zu nehmen, d. h. die k-te Komponente von
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ΛL|K∞0 |K0

(
XK∞0 |K0

(h)(α)
)
ist von der Form

lim
n→∞

(
h(αLn)(geeign. p-Potenz)

)
Ln∈Ek

Da h stetiger Körperautomorphismus ist, ist dies nichts anderes als

h

(
lim
n→∞

(
α

(selbe geeign. p-Potenz)
Ln

)
Ln∈Ek

)
und dies ist mit einem analogen Argument die k-te Komponente von h

(
ΛL|K∞0 |K(α)

)
.

Theorem 2.3.14. EsepK0
:= (φ◦ΛK|K∞0 |K)(XK∞0 |K(K)) ist eine separabel abgeschlossene, sepa-

rable Erweiterung von EK0 . Sie läÿt sich folglich auch charakterisieren als separabler Abschluÿ
von EK0 in FrR.
Die HK0-Wirkung hierauf identi�ziert HK0 mit der Galoisgruppe Gal(EsepK0

|EK0).

Beweis. Der Satz [Win83, 3.2.3] sagt, daÿ XK∞0 |K0
(K) ein separabler Abschluÿ von XK0(K∞0 )

ist und der Funktor XK0 die Galoisgruppe HK0 mit Gal(XK∞0 |K0
(K)|XK0(K∞0 )) identi�ziert.

Die Behauptung folgt dann durch Einbettung in FrR über φ ◦ ΛK|K∞0 |K0
gemäÿ Satz 2.3.10,

Konstruktion 2.3.11 und Satz 2.3.13. Hierzu beachte man noch, daÿ der nur zur Normierung
gebrauchte Automorphismus φ von FrR o�enbar HK0-äquivariant ist.

Bemerkung 2.3.15. Aus Bemerkung 2.3.12 erhalten wir im Spezialfall L = K, daÿ FrR die
Vervollständigung der perfekten Hülle von EsepK0

ist. Nach Theorem 2.3.14 ist EsepK0
separabel

abgeschlossen. Man folgert leicht, daÿ dessen perfekte Hülle algebraisch abgeschlossen ist. Da
sie dicht in FrR liegt, ist auch FrR algebraisch abgeschlossen (vgl. etwa [Schi84, Theorem
17.1]), wie wir in Bemerkung 2.2.4 behauptet hatten.

Das Diagramm veranschaulicht die Situation:

XK|K∞0
(·) φ ◦ ΛK|K∞0 |K Vervollst. d. perf. Hülle

K

HK0

//___ XK∞0 |K0
(K)

XK|K∞0
(HK0

)

//____________ EsepK0

HK0

//________ FrR

∪

K∞0

GK0
/HK0

//___ XK0(K∞0 ) //____________ EK0
//___ {(x(n))n : alle x(n) ∈ K̂∞0 }

K0

Dabei sind die ersten drei senkrechten Striche gewissermaÿen identisch.

Bemerkung 2.3.16. In [CC99] wird vordergründig nicht mit der hier benutzten Abbildung
φ ◦ Λ gearbeitet, sondern für jede endliche Erweiterung K|K0 eine Abbildung ιK analog zu
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2 Konstruktion von E(K)

ιK0 (s. vor Satz 2.3.8) de�niert; das Ergebnis bleibt dasselbe. Dieses Vorgehen mag auf den
ersten Blick schöner erscheinen. Jedoch braucht man schon für die Wohlde�niertheit von ιK
mehr höhere Verzweigungstheorie, auf die wir hier verzichten wollen. Zudem wird auch dort an
entscheidender Stelle auf die Arbeit Wintenbergers verwiesen, und es ist anzunehmen, daÿ für
einen genauen Beweis entweder die dortigen Beweise wiederholt oder aber über kommutative
Diagramme wie in Satz 2.3.8 doch die Λ-Abbildungen genutzt werden müssen.

Wir halten an dieser Stelle für späteren Gebrauch schon fest, daÿ nicht nur HK0 , sondern
ganz GK0 auf EsepK0

operiert:

Satz 2.3.17. EsepK0
ist stabil unter der in Satz 2.2.5 de�nierten GK0-Wirkung auf FrR.

Beweis. Sei g ∈ G und x1 ∈ EsepK0
, etwa mit Minimalpolynom

f(X) = Xd + ad−1X
d−1 + ...+ a0 ∈ EK0 [X]. In EsepK0

[X] geschieht eine Zerlegung

f(X) =
d∏
i=1

(X − xi)

mit paarweise verschiedenen xi. Da nach Satz 2.2.5 die Elemente von G als Körperautomor-
phismen, insbesondere injektiv, wirken, sind auch die g(xi) paarweise verschieden. g(x1) ist
also Nullstelle des separablen Polynoms

∏d
i=1(X − g(xi)) = Xd + g(ad−1)Xd−1 + ...+ g(a0) ∈

FrR[X], welches wegen der Stabilität von EK0 unter G (Satz 2.3.2) aber wieder in EK0 [X]
liegt. Folglich ist g(x1) separabel über EK0 . Die Behauptung folgt mit der Charakterisierung
von EsepK0

als separabler Abschluÿ von EK0 in FrR.

2.3.3 Die Körper EK

Sei zunächst eine beliebige abgeschlossene Untergruppe H von HK0 gegeben oder, nach Ga-
loistheorie äquivalent, eine Erweiterung L|K∞0 in K mit H = Gal(K|L).

Satz 2.3.18.

i. (FrR)H = {(x(n))n ∈ FrR : alle x(n) ∈ L̂} ist der Abschluÿ der perfekten Hülle des

Bildes
(
φ ◦ ΛL|K∞0 |K

)
(XK∞0 |K(L)) in FrR.

ii. Sei EsepK0
de�niert wie in Theorem 2.3.14. Dann ist obiges Bild genau (EsepK0

)H , d. h. wir
erhalten durch Einschränkung den Isomorphismus

φ ◦ ΛL|K∞0 |K0
: XK∞0 |K0

(L) ∼→ (EsepK0
)H

Beweis.

i. In der Gleichheit (FrR)H = {(x(n))n ∈ FrR : alle x(n) ∈ L̂} ist nur �⊇� o�ensichtlich;

der Fixkörper CH könnte gröÿer sein als der Abschluÿ von L = K
H
in C. Für die andere

Inklusion ist daher die Beschreibung von R als projektiver Limes nach 2.2.1 zu nutzen,
wo die Repräsentanten in K gewählt werden können.2 Ist damit (nach Übergang zum
Quotientenkörper) die Gleichheit etabliert, ist die Aussage bereits in Bemerkung 2.3.12
als Umformulierung von [Win83, 4.3.4] festgehalten worden.

2Tatsächlich gilt aber auch CH = L̂, vgl. [Ax70].
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2.3 Konstruktion nach Cherbonnier und Colmez (Γ ≤ Z×p )

ii. Gemäÿ [Win83, 3.2.1 und 3.2.3] ist(
XK∞0 |K(K)

)XK∞0 |K0
(H)

= XK∞0 |K0
(L)

Die Behauptung folgt daher aus Satz 2.3.13 und Theorem 2.3.14.

Bemerkung 2.3.19. (EsepK0
)H = EsepK0

∩ (FrR)H läÿt sich auch charakterisieren als der sepa-

rable Abschluÿ von EK0 in (FrR)H = {(x(n))n ∈ FrR : alle x(n) ∈ L̂}.

Natürlich ist EK0 = (EsepK0
)HK0 . Wollen wir nun einer endlichen Erweiterung K|K0 (in K)

einen Teilkörper von EsepK0
zuordnen, so bietet sich an, die abgeschlossene Untergruppe

HK := GK ∩HK0 = Gal(K|K∞0 .K)

vonHK0 zu betrachten. Man beachte im übrigen, daÿ mitKn := K(µpn) undK∞ :=
⋃
n∈NK

n

auch Kn
0 .K = Kn für alle n ∈ N0 ∪ {∞} ist; de�nitionsgemäÿ ist HK = Gal(K|K∞).

De�nition 2.3.20. Setze
EK|K0

:= (EsepK0
)HK

Beispiel 2.3.21. Ist K|K0 ein Teilkörper von K∞0 , so gilt HK = HK0 und folglich EK|K0
=

EK0 .

Aus Satz 2.3.18.ii folgt sofort:

Satz 2.3.22. Ist K|K0 eine endliche Erweiterung, so ist EK|K0
isomorph zu XK0(K∞), dem

Normenkörper der Erweiterung K∞|K0.

Weiter gilt:

Satz 2.3.23.

i. Seien K und L zwei endliche Erweiterungen von K0, so daÿ K ⊂ L∞ gilt (etwa wenn
schon K ⊆ L ist). Dann ist auch EK|K0

⊆ EL|K0
, die Erweiterung ist separabel und hat

den Grad [EL|K0
: EK|K0

] = [HK : HL] = [L∞ : K∞] 6 [L : K].

ii. Ist in obiger Situation L|K galoissch, so auch EL|K0
| EK|K0

, und die Galoisgruppe
hiervon identi�ziert sich mit HK/HL.

Beweis.

i. K ⊂ L∞ ⇒ K∞ ⊆ L∞ ⇒ HL ⊆ HK ⇒ EK|K0
= (EsepK0

)HK ⊆ (EsepK0
)HL = EL|K0

. Da
sich alles in (EsepK0

) abspielt, ist die Erweiterung separabel. Die (Un-)Gleichungen über
den Grad folgen aus der Galoistheorie (vgl. etwa [SuS88, Lemma 92.11]).

ii. L|K normal ⇔ GL Normalteiler in GK ⇒ HL Normalteiler in HK ⇔ EL|K0
| EK|K0

normal. Da nach i. diese Erweiterung zudem separabel ist, ist sie galoissch und die
Behauptung folgt nach Galoistheorie.
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2 Konstruktion von E(K)

Störend mag noch die Abhängigkeit von K0 erscheinen. Üblicherweise wird zu einem vorge-
gebenen lokalen Körper K mit Restkörper kK stets K0 als der Quotientenkörper von W (kK),
also als der maximale absolut unverzweigte Teilkörper von K gewählt. Der folgende Satz und
dessen Corollar zeigen, daÿ dies nicht allzu willkürlich ist.

Satz 2.3.24. Ist F0|K0 eine unverzweigte endliche Erweiterung, kF0 der Restklassenkörper
von F0, so ist EF0|K0

= kF0((ε− 1)) ⊂ FrR.

Beweis. HF0 �xiert kF0 ⊂ k̄ ⊂ FrR (vgl. 2.2.2.iii), d. h. kF0 ⊆ EF0|K0
; also auch

kF0 .EK0 = kF0 .k((ε− 1)) ⊆ EF0|K0
(2.3)

Andererseits ist kF0 .k((ε− 1)) = kF0((ε− 1)), und dieser Körper hat über EK0 den Grad

[kF0 : k]
unverzweigt

= [F0 : K0]
2.3.23
> [EF0|K0

: EK0 ]

Es muÿ also in (2.3) schon Gleichheit gelten.

Corollar 2.3.25. Sei F0 ein Zwischenkörper der endlichen Erweiterung K|K0, welcher absolut
unverzweigt ist; d. h. F0 ist von der Gestalt QuotW (kF0) mit einer endlichen Erweiterung
kF0 |k. Dann ist EK|K0

= EK|F0
.

Beweis. Indem wir alle Konstruktionen analog für F0, kF0 und die Erweiterung F∞0 |F0 durch-
führen, erhalten wir EF0 = kF0((ε − 1)) ⊂ FrR. Dies ist nach Satz 2.3.24 auch der Körper
EF0|K0

, der eine separable Erweiterung von EK0 ist. Insbesondere sind gemäÿ Theorem 2.3.14
die Körper EsepK0

und EsepF0
identisch. Zudem gilt wegen F0 ⊆ K die Gleichheit K∞0 .K = F∞.K,

also Gal(K|K∞0 .K) = Gal(K|F∞.K) und damit

EK|K0
= (EsepK0

)Gal(K|K∞0 .K) = (EsepF0
)Gal(K|F∞.K) = EK|F0

Sei also ab jetzt K ein beliebiger lokaler Körper mit Restklassenkörper k und
K0 = Quot(W (k)) ⊆ K. Wir verzichten von nun an in der Bezeichnung auf K0:

De�nition und Bemerkung 2.3.26. Setze EK := EK|K0
.

Ist K eine endliche Erweiterung von Qp, so ist gemäÿ Corollar 2.3.25 auch EK = EK|Qp . (So
wird der Körper in [CC99] eingeführt.)

Wir möchten EK als lokalen Körper noch expliziter beschreiben. Für absolut unverzweigtes
K ist EK = k((ε− 1)). Satz 2.3.23 liefert bereits ein wenig Struktur für den allgemeinen Fall:
EK ist jedenfalls eine endliche separable Erweiterung von k((ε − 1)), also von der Gestalt
l((T )) mit einer endlichen Erweiterung l|k. Genauer:

Satz 2.3.27. Es ist EK = k∞((π̄K)), wobei
� k∞ der Restklassenkörper von K∞, und

� π̄K Nullstelle eines (separablen, irreduziblen) Eisensteinpolynoms vom Grad e :=
[HK0 : HK ]

[k∞ : k]
,

d. h.
Xe + ae−1X

e−1 + ...+ a1X + a0 ∈ (k∞[[ε− 1]]) [X]

mit (ε− 1)|ai, (ε− 1)2 - a0 ist.
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2.3 Konstruktion nach Cherbonnier und Colmez (Γ ≤ Z×p )

Beweis. Es reicht, die Behauptung über k∞ zu zeigen. Dann ist nämlich [k∞ : k] der Träg-
heitsgrad der Erweiterung EK |EK0 (die nach Satz 2.3.23 Grad [HK0 : HK ] hat), d. h. e ist der
Verzweigungsindex und k∞((ε− 1)) die maximale unverzweigte Teilerweiterung von EK |EK0 ,
und die Aussage über π̄K folgt etwa aus [Ser68, chap. I, � 6, prop. 17 und 18].
Sei also l der Restklassenkörper von EK und zeigen wir l = k∞. Wie schon bemerkt, ist l
jedenfalls eine endliche Erweiterung von k und liegt insbesondere in k̄ ⊂ FrR. Genauer ist

l = k̄ ∩ (FrR)HK = k̄HK

wobeiHK auf k̄ zunächst wie in Satz 2.2.2.iii und Satz 2.2.5 wirkt. Man überzeugt sich aber mit
diesen Sätzen leicht davon, daÿ die Wirkung auf k̄ tatsächlich dieselbe ist wie diejenige, die von
der HK0-Wirkung auf K auf k̄ = OK/mK induziert wird. Folglich ist l der Restklassenkörper
von K∞, also k∞. (Alternativ könnte man schlicht auf Satz 2.3.22 sowie [Win83, 2.1.3.(ii)]
verweisen, wonach der Restkörper des Normenkörpers XK0(K∞) genau k∞ ist.)

Corollar 2.3.28. De�niere in obiger Situation F := Quot(W (k∞)), die maximale unver-
zweigte Teilerweiterung von K∞|K0. Dann ist e = [K∞ : F∞].

Beweis. Es ist F ⊂ K∞ eine endliche Erweiterung von K0, also ist nach Satz 2.3.23 (Vorsicht:
umgekehrte Bezeichnungen) [EK : EF ] = [K∞ : F∞]. Wegen Satz 2.3.24 ist andererseits
EF = k∞((ε− 1)), also nach dem letzten Satz e = [EK : EF ].

Beispiel 2.3.29. Daÿ der Restklassenkörper von EK tatsächlich gröÿer werden kann als der
von K, zeigt etwa das Beispiel K = Q3(

√
3), k = F3, K0 = Q3. Da nämlich

√
−3−1

2 eine
primitive dritte Einheitswurzel ist, ist

K1 = K(µ3) = K1
0 .K = Q3(

√
3,
√
−3) = Q3(

√
3,
√
−1)

Folglich enthält K(µ3) die vierten Einheitswurzeln und damit eine echte unverzweigte Erwei-
terung. Indem man etwas mit den Körpergraden, Trägheitsgraden und Verzweigungsindizes
hantiert, erhält man: Zwar ist K|K0 (wie stets) rein verzweigt, aber

� für 1 6 n 6∞ ist Kn|Kn
0 unverzweigt vom Grad 2 = [HK0 : HK ];

� K∞|K0 = Q3(µ3∞)(
√

3)|Q3 hat als maximale unverzweigte Teilerweiterung

F = Q3(
√
−1) = Quot(W (F9)) ⊂ K(µ3)

Es folgt EK = F9((ε − 1)). Also ist auch EK |EK0 unverzweigt, und EK hat ebenso wie
K∞ = F∞ Restklassenkörper k∞ = F9.

Bemerkung 2.3.30. In [CC99, Remarque I.1.2.ii)] ist höchstwahrscheinlich (in unserer No-
tation) F = K∞ ∩Qnr

p und damit unser obiges F gemeint. Selbst mit dieser Änderung ist der
dortige Beweis unschön; ohne sie ist er falsch.
Die Gradgleichheit stimmt zwar in beiden Fällen: Für F = K ∩ Qnr

p (d. h. F = K0) ist sie
wegen der Bemerkung in 2.3.26 mit Satz 2.3.23 allerdings beinahe trivial. Für das abgeänderte
F = K∞ ∩Qnr

p haben wir sie in Corollar 2.3.28 gezeigt.
Aber der in [CC99] gegebene Beweis, genauer der Satz �Ceci implique que vE(ιK(ω)) =

1
[K∞:F∞]vE(π)� ist nur richtig, wenn die Erweiterung K∞|F∞ rein verzweigt ist. Dies stimmt
de�nitionsgemäÿ für unser geändertes F , aber im allgemeinen nicht für K0, wie etwa obiges
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Beispiel zeigt. In [loc. cit., Proposition V.2.4.] scheint der Tippfehler beseitigt zu sein. � Im
übrigen kommt unser Beweis ohne die im allgemeinen Fall nicht gegebene lokale Kompaktheit
von K aus und ist zumindest nicht weniger konstruktiv.

2.3.4 Die Operation von Γ

Kommen wir schlieÿlich zur Wirkung von GK auf EK .
Vorab: Nach Galoistheorie ist K∞|K = K∞0 .K|K galoissch, und die Galoisgruppe ist iso-

morph zu Gal(K∞0 |K∞0 ∩ K), welche wiederum (algebraisch und topologisch) isomorph zu
einer o�enen Untergruppe U ⊆ Z×p ist. Anders gesagt, ist HK Normalteiler in GK , und
GK/HK =: ΓK �ist� eine o�ene Untergruppe U ⊆ Z×p . Das Diagramm faÿt die Situation
zusammen:

K

HK

�
�
�
�
�
�

GK

9
9

9
9

9
9

9
9

9
9

9
9

9
9

9
9

9
9

K∞0 .K

vvvvvvvvv

ΓK

JJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJ

K∞0

Z×p

@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@

U

KKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKK

K

uuuuuuuuu

����������������

K∞0 ∩K

K0

Satz 2.3.31. EK ist stabil unter der in 2.2.5 de�nierten Wirkung von GK ≤ GK0.

Beweis. Sei g ∈ GK , x ∈ EK . De�nitionsgemäÿ ist EK = (EsepK0
)HK ; nach 2.3.17 ist jedenfalls

gx ∈ EsepK0
. Sei nun h ∈ HK beliebig. Da HK Normalteiler in GK ist, existiert ein h′ ∈ HK mit

hg = gh′. Es folgt

h(gx) = (hg)x = (gh′)x = g(h′x)
x∈(EsepK0

)HK

= gx

Also ist gx ∈ (EsepK0
)HK = EK .

De�nitionsgemäÿ wirkt dabei HK trivial. Mit Satz 2.2.7 folgt:

Satz 2.3.32. Die Wirkung von GK ≤ GK0 de�niert (nach Einschränkung und Quotientenbil-
dung) eine stetige Wirkung von ΓK auf EK .

Beispiel 2.3.33. Ist mit den Bezeichnungen von 2.3.5 K = Kn
0 für ein n ∈ N0, so ist

EKn
0

= k((ε− 1)) (2.3.21 und 2.3.3)
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2.3 Konstruktion nach Cherbonnier und Colmez (Γ ≤ Z×p )

ΓKn
0

= Gal(K∞0 |Kn
0 ) '

{
Z×p ' Z/(p− 1)× (1 + pZp, ·) falls n = 0
(1 + pnZp, ·) falls n > 1

Hier läÿt sich die Wirkung mit 2.2.10 sogar explizit angeben: Sei γ ∈ ΓKn
0
, dann ist γ |k= idk

und γ(ε) = εχ(g), oder mit T := ε− 1:

γ(T ) = (1 + T )χ(g) − 1

wobei g ∈ GKn
0
⊆ GK0 ein Lift von γ und χ der zyklotomische Charakter ist. Dieser ist

aber gerade so gemacht, daÿ er zu den oben angegebenen Isomorphismen �paÿt�. Das heiÿt:
Identi�zieren wir ΓK0 = Z×p und für n > 1 ΓKn

0
= (1 + pnZp, ·), so ist die Wirkung durch

γ(T ) = (1 + T )γ − 1 gegeben.

Wir sehen an diesem Beispiel, wie ein Teil der Information in der Gestalt von EKn
0
codiert

wird, ein anderer in der Operation von ΓKn
0
.

Man beachte noch, daÿ zwar fast alle ΓKn
0
als topologische Gruppen isomorph sind: Vermö-

ge des p-adischen Logarithmus und Division durch eine geeignete p-Potenz ist ΓKn
0
nämlich

für n > 1 (für p 6= 2) bzw. n > 2 (p = 2) topologisch und algebraisch zu (Zp,+) isomorph.
Entscheidend ist aber, daÿ die Operation jeweils eine andere ist, wie man an der obigen mul-
tiplikativen Schreibweise sieht.
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2.4 Konstruktion nach Fontaine (Γ = (Zp, +))

Die Konstruktion in [Fon90] unterscheidet sich in einigen Nuancen von der bisher dargestellten.
Sie läÿt sich aber mit den nun vorliegenden Ergebnissen leichter durchführen, weswegen sie
hier im Anschluÿ dargestellt wird. Die konstruierten Körper werden wir wie Fontaine mit
E(K) bezeichnen.
Im wesentlichen wird (für p 6= 2)3 der Körper K∞0 , der durch Adjunktion aller p-Potenz-
Einheitswurzeln zu K0 entsteht, durch die darin enthaltene zyklotomische Zp-Erweiterung
ersetzt, die wir wie Fontaine mitK∞ bezeichnen. Dies führt insbesondere dazu, daÿ die Gruppe
Γ stets (Zp,+) statt eine erst zu bestimmende Untergruppe von Z×p ist. Die besondere Form
der Zp-Erweiterung macht einen Trick möglich, der in der zu Satz 2.3.23 analogen Aussage
eine Gradgleichheit [E(L) : E(K)] = [L : K] erzwingt.

2.4.1 Die zyklotomische Zp-Erweiterung

Wir hatten oben Gal(K∞0 |K0) als Z×p ' Z/(p− 1)× (Zp, +) bestimmt. Die zyklische Unter-
gruppe läÿt sich folgendermaÿen beschreiben: Für a ∈ F×p (' Z/(p− 1)) sei [a] der Teichmül-
lerrepräsentant in Zp, d. h. für einen Lift â ∈ {1, ..., p− 1} diejenige (p− 1)-te Einheitswurzel,
welche modulo p kongruent zu â ist. Für n ∈ N0 wähle [a] als einen Repräsentanten in Z von
[a] modulo pn. Dann de�niert

ga,n : ε(n) 7→ (ε(n))[a]

einen K0-Automorphismus von Kn
0 . Diese sind miteinander verträglich, ergeben also eine Au-

tomorphismus

ga : K∞0 → K∞0

Die ga �xieren (viel mehr als) K0, liegen also in Gal(K∞0 |K0); o�enbar ist F×p → Gal(K∞0 |K0)
(a 7→ ga) ein injektiver Gruppenhomomorphismus. Die ga bilden daher genau die gesuchte
Untergruppe, denn (Zp, +) ist torsionsfrei. Sei

K∞ := (K0)∞ := (K∞0 )F×p

der zugehörige Fixkörper. Nach Galoistheorie ist also Gal(K∞0 |K∞) = F×p und Gal(K∞|K0) =
(Zp, +). Aus naheliegenden Gründen heiÿt K∞ die zyklotomische Zp-Erweiterung (von K0).

Bemerkung 2.4.1. Da die o�enen Untergruppen von (Zp,+) genau die (pnZp,+), n ∈ N0

sind, gibt es in K∞ für jedes n ∈ N0 genau eine endliche Teilerweiterung Kn|K0 vom Grad pn,
und umgekehrt ist jede endliche Teilerweiterung eines dieser Kn. Wir haben einen Körperturm
K0 ⊂ K1 ⊂ ..., und es gilt K∞ =

⋃
n∈NKn. Für alle n,m ∈ N0, n > m ist Kn|Km zyklisch

vom Grad pn−m. Die gesamte Erweiterung K∞|K0 ist rein verzweigt.

Wegen [Win83, 1.2.3.(ii)] läÿt sich auch zur ErweiterungK∞|K0 der NormenkörperXK0(K∞)
bilden. Wir werden ihn in XK0(K∞0 ) und dann in EK0 wieder�nden. Zur Orientierung möge
vorab das folgende Diagramm dienen:

3Für p = 2 benutzt auch Fontaine K∞0 . Im folgenden sei der Fall p = 2 stillschweigend ausgeschlossen.
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FrR
∪

XK0(K∞0 )
φ ◦ΛK∞0 |K−−−−−−→
∼

EK0(= E(K1
0 ))

∪ (2.3.10) ∪

XK0(K∞)
XK0

(i)
−−−−→
∼

XK0(i) (XK0(K∞)) ∼−→ E(K0)

2.4.2 Der Körper E(K0)

Satz 2.4.2. Sei i : K∞ ↪→ K∞0 die Inklusion. Dann ist XK0(i) (XK0(K∞)) der Fixkörper von
{XK0(ga)|a ∈ F×p } in XK0(K∞0 ).

Beweis. Folgt aus [Win83, 3.1.2] mit K = K0, τ = i, L = K∞, L′ = K∞0 .

Die Wirkung der XK0(ga) auf XK0(K∞0 ) läÿt sich ebenfalls mit [Win83, 3.1.1], diesmal mit
τ = ga, L = L′ = τL = K∞0 , leicht beschreiben:
Für die dortigen E′ können wir die Kn

0 nehmen, denn sie erfüllen K∞0 ⊗
Kn

0

Kn
0 = K∞0 , und die

Familie (Kn
0 )n∈N ist ko�nal in der Familie der Teilerweiterungen von K∞0 |K0. Dann ist die

Operation auf ε durch

(XK0(ga))
(

(ε(n))Kn
0

)
=
(

(ε(n))[a]
)
Kn

0

gegeben, während XK0(ga) auf dem Restklassenkörper k bzw. dessen multiplikativem Ver-
tretersystem in XK0(K∞0 ) (vgl. [Win83, 2.1.2]) trivial wirkt, denn alle Komponenten dieser
Vertreter liegen in K0.
Noch einfacher übersetzt sich die Wirkung nach Einbettung in FrR:

Lemma 2.4.3. Sei a ∈ F×p . Dann ist(
φ ◦ ΛK∞0 |K0

)(
(XK0(ga))(ε(n))Kn

0

)
= ε[a]

Beweis. Dies folgt aus dem vorher gesagten in Verbindung mit Satz 2.3.8 und der Bemerkung
2.2.9.

Da die XK0(ga) Körperautomorphismen sind, haben wir mit diesem Lemma die zugehörige
Operation von F×p = Gal(K∞0 |K∞) auf EK0 = k((ε − 1)) ⊂ FrR vollständig beschrieben:

ε wird auf ε[a] abgebildet, k wird �xiert. Die induzierten Körperautomorphismen sind wegen
[a] ∈ Z×p und Corollar 2.2.11 zudem isometrisch. Mit Lemma 1.1.14 folgt:

Theorem 2.4.4. Setze E(K0) := (EK0)F×p und S(K0) := (SK0)F×p .
Dann ist E(K0) ein lokaler Körper, enthält k als Vertretersystem seines Restklassenkörpers,
und ist (über φ ◦ ΛK∞0 |K0

◦XK0(i)) isomorph zum Normenkörper der Erweiterung K∞|K0.
Die Erweiterung EK0 |E(K0) ist rein verzweigt und galoissch mit Galoisgruppe F×p .

Für EK0 hatten wir ε− 1 als uniformisierendes Element mit vFrR(ε− 1) = p
p−1 . Nach dem

letzten Satz taugt daher jedes Element von E(K0) mit Bewertung p als uniformisierendes
Element für EK0 . Ein solches läÿt sich konkret angeben:
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2 Konstruktion von E(K)

De�nition und Lemma 2.4.5. Setze

π̃0(ε) :=
∑
a∈Fp

ε[a]

Die Abhängigkeit von ε unterschlagen wir im folgenden.
π̃0 ist ein uniformisierendes Element von E(K0), d. h. S(K0) = k[[π̃0]] und E(K0) = k((π̃0)).

Beweis. De�nitionsgemäÿ ist π̃0 = 1 +TrEK0
|E(K0)(ε), liegt also in E(K0). Weniger simpel ist

die Berechnung der Bewertung:
Behauptung: vFrR(π̃0) = p.

Beweis: Setze ζ := ε(1) und ξ := ε(2), so daÿ also ξp = ζ. Rechnen wir modulo (1− ζ) ⊃ (p), so
vertauscht das Potenzieren mit p-Potenzen mit Summenbildung. Identi�zieren wir {0, ..., p−1}
mit Fp, so erhalten wir für die zweite Komponente von π̃0:

π̃
(2)
0 ≡

p−1∑
i=0

ξ[i] mod (1− ζ)

Wegen [i] ≡ i mod p sowie 1− ζk ≡ 0 mod (1− ζ) für alle k ∈ Zp ist

ξi − ξ[i] = ξi(1− ζ
[i]−i
p ) ≡ 0 mod (1− ζ)

also

π̃
(2)
0 ≡

p−1∑
i=0

ξi mod (1− ζ)

Nun ist aber in OC

vC

(
p−1∑
i=0

ξi

)
= vC

(
ξp − 1
ξ − 1

)
= vC(ζ − 1)− vC(ξ − 1) =

1
p− 1

− 1
p(p− 1)

=
1
p

also wegen vC(1 − ζ) = 1/(p − 1) > 1/p und der strengen Dreiecksungleichung (bzw. dem
daraus folgenden �Maximumsprinzip�) auch

vC(π̃(2)
0 ) =

1
p

Mit Satz 2.2.2.iv folgt vFrR(π̃0) = p2 · 1
p = p.

2.4.3 Die Körper E(K)

Wir können jetzt Konstruktionen analog zu 2.3.11 durchführen. Man beachte hierfür noch, daÿ
tatsächlich ΛK∞0 |K0

|XK0
(K∞)= ΛK∞|K0

(vgl. [Win83, 4.3.1] mit L′ = K∞0 , L = K∞,K
′
1 = K1

0 ;

wegen K1
0 .K∞ = K∞0 ist qL

′
= 1). Wir setzen also

φ ◦ ΛK|K∞|K0
: XK∞|K0

(K) ↪→ FrR

als Fortsetzung von
φ ◦ ΛK∞|K0

: XK0(K∞) '→ E(K0)

Statt HK0 = Gal(K|K∞0 ) haben wir jetzt natürlich H(K0) := Gal(K|K∞) zu betrachten.
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2.4 Konstruktion nach Fontaine (Γ = (Zp, +))

Satz 2.4.6 (vgl. Satz 2.3.13). φ◦ΛK|K∞|K0
überführt die Wirkung von H(K0) auf XK∞|K0

(K)
in die auf FrR gemäÿ 2.2.5 de�nierte.

Beweis. Analog zu 2.3.13, wobei nun nicht mehr die Kreisteilungskörper Kn
0 = K0(µpn),

sondern die jeweils eindeutigen Zwischenkörper Kn der Zp-Erweiterung K∞|K0 vom Grad
pn zu benutzen sind. Auch hier ist Kn+1|Kn zyklisch vom Grad p. Entsprechend ist Ln :=
Kn(θ) = L0.Kn zu setzen. Für hinreichend groÿe n ist wiederum Ln|Kn galoissch, der Rest
des Beweises funktioniert entsprechend.

Theorem 2.4.7 (vgl. Theorem 2.3.14). XK∞|K0
(K) ist (über φ ◦ ΛK|K∞|K0

) isomorph zu
E(K0)sep, dem separablen Abschluÿ von E(K0) in FrR. Die Wirkung von H(K0) hierauf
identi�ziert H(K0) mit Gal(E(K0)sep|E(K0)).

Man beachte: Da E(K0)|EK0 separabel ist, ist E(K0)sep identisch mit dem zuvor betrach-
teten EsepK0

.

Wir könnten so fortfahren und analog zu De�nition 2.3.20 zu jeder endlichen Erweiterung
K|K0 die Gruppe H(K) := H(K0)∩GK = Gal(K|K∞.K) und einen Körper (E(K0)sep)H(K)

de�nieren, der Eigenschaften analog zu denen in Satz 2.3.23 hat. Wir können aber durch Ab-
änderung der Konstruktion eine dortige Unschönheit beseitigen.

Wir sind in der Situation von Satz 2.1.2.iii (mit F = K, En = Kn und F∞ = K∞.K), denn
nach Bemerkung 2.4.1 ist (K∞∩K)|K0 als endliche Teilerweiterung von K∞|K von der Form
Kr für ein r ∈ N0; ihr Grad über K0 ist pr. Zudem ist Kn|Kr sogar für alle n > r galoissch.
Nach jenem Satz haben daher im Körperdiagramm

K

H(K)

�
�
�
�
�
�

GK

9
9

9
9

9
9

9
9

9
9

9
9

9
9

9
9

9
9

K∞.K

vvvvvvvvv

Γ(K)

KKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKK

K∞

(Zp,+)

@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@

(prZp,+)

KKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKK

K

uuuuuuuuu

K∞ ∩K
pr

K0

die linke obere und rechte untere Erweiterung denselben Grad4.

4den [Her98], S. 570, dK nennt, worauf aber auch ein Druckfehler folgt; in seiner Notation müÿte dort entweder
[K∞ : (K0)∞] (hier die Erweiterung oben links) oder [K : K ∩ (K0)∞] (unten rechts) stehen.
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2 Konstruktion von E(K)

Es folgt:

De�nition und Lemma 2.4.8. De�niere r(K|K0) durch die Gleichung [K∞ ∩ K : K0] =
pr(K|K0). Dann ist

pr(K|K0) · [(E(K0)sep)H(K) : E(K0)] = [K : K0]

Beweis. Wie gesagt ist wegen Satz 2.1.2.iii

[K∞.K : K∞] = [K : K∞ ∩K]

und damit

[(E(K0)sep)H(K) : E(K0)] · pr(K|K0) = [K.K∞ : K∞] · pr(K|K0)

= [K : K∞ ∩K] · [K∞ ∩K : K0] = [K : K0]

De�nition 2.4.9. Setze

E(K|K0) := φ−r(K|K0)
(

(E(K0)sep)H(K)
)

=
(
φ−r(K|K0)(E(K0)sep)

)H(K)
⊂ FrR

Bemerkung 2.4.10. Sei wieder K1
0 = K0(µp) (in [Fon90] auch mit K ′0 bezeichnet). Wegen

K1
0∩K∞ = K0 ist r(K1

0 |K0) = 0. Zudem ist H(K1
0 ) = Gal(K|K1

0 .K∞) = Gal(K|K∞0 ) = HK0.
Folglich ist E(K1

0 ) = EK0 = k((ε− 1)).

(E(K0)sep)H(K) ist jedenfalls eine endliche Erweiterung von k((π̃0)), also selbst von der
Form l((T )) für eine endliche Erweiterung l|k; mit k ist auch l perfekt. Der Körper E(K|K0)
ist dann von der Form l((t)) mit T = tp

r(K|K0)
, d. h. eine rein inseparable Erweiterung von

l((T )) vom Grad pr(K|K0).

Satz 2.4.11 (vgl. Satz 2.3.23).

i. Sind K ⊆ L zwei endliche Erweiterungen von K0, so gilt E(K|K0) ⊆ E(L|K0). Die
Erweiterung hat den Grad [E(L|K0) : E(K|K0)] = [L : K]; ihr Inseparabilitätsgrad ist
p(r(L|K0)−r(K|K0)).

ii. Ist in obiger Situation L|K galoissch, so ist E(L|K0) | E(K|K0) normal, und
Aut(E(L|K0) | E(K|K0)) identi�ziert sich mit H(K)/H(L).

Beweis.

i. WegenH(L) ⊆ H(K) ist wieder (E(K0)sep)H(K) ⊆ (E(K0)sep)H(K) und wegen r(L|K0) >
r(K|K0) folglich

E(K|K0) = φ−r(K|K0)
(

(E(K0)sep)H(K)
)
⊆ φ−r(L|K0)

(
(E(K0)sep)H(L)

)
= E(L|K0)

Wir zerlegen die Erweiterung E(L|K0) | E(K|K0) nun wie folgt:
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2.4 Konstruktion nach Fontaine (Γ = (Zp, +))

E(L|K0)
‖

φ−(r(L|K0)−r(K|K0))
(
φ−r(K|K0)

(
(E(K0)sep)H(L)

))
∪

φ−r(K|K0)
(
(E(K0)sep)H(L)

)
∪

φ−r(K|K0)
(
(E(K0)sep)H(K)

)
‖

E(K|K0)

Die untere Erweiterung ist separabel und hat denselben Grad wie (E(K0)sep)H(L) über
(E(K0)sep)H(K). Dieser ist

[(E(K0)sep)H(L) : E(K0)]
[(E(K0)sep)H(K) : E(K0)]

2.4.8=
[L : K0]
[K : K0]

· p
r(K|K0)

pr(L|K0)
=

[L : K]
pr(L|K0)−r(K|K0)

Die obere Erweiterung ist rein inseparabel und hat genau den Grad pr(L|K0)−r(K|K0),
woraus die Behauptung folgt.

ii. Nach Annahme ist H(L) in H(K) normal. Aus dem Beweis von i. folgt

Aut (E(L|K0) | E(K|K0))

= Gal
(
φ−r(K|K0)

(
(E(K0)sep)H(L)

)
| E(K|K0)

)
' H(K)/H(L)

Ist F |K0 unverzweigt, so gilt (da alle Kn über K0 rein verzweigt sind) F ∩K∞ = K0 und
folglich r(F |K0) = 0. Da die Aussagen von Satz 2.3.24 und Corollar 2.3.25 sich übertragen,
können wir auch hier ohne Bedenken fürK dessen maximalen absolut unverzweigten Teilkörper
K0 als �Basis� wählen und E(K) := E(K|K0) setzen. Unter Berücksichtigung der Abänderung
durch r(K|K0) erhalten wir:

Satz 2.4.12 (vgl. Satz 2.3.27). Es ist E(K) = k∞((xp
−r(K|K0)

)), wobei
� k∞ der Restklassenkörper von K.K∞, und

� π̃K Nullstelle eines separablen Eisensteinpolynoms vom Grad e :=
[HK0 : HK ]

[k∞ : k]
, d. h.

Xe + ae−1X
e−1 + ...+ a1X + a0 ∈ (k∞[[π̃0]]) [X]

mit π̃0|ai, π̃2
0 - a0 ist.

Schlieÿlich haben wir auf E(K) wiederum eine stetige Wirkung von Γ(K) := GK/H(K).
Diese Gruppe ist nach Galoistheorie (vgl. das Diagramm vor 2.4.8) isomorph zu (pr(K|K0)Zp,+)
und damit zu (Zp,+) selbst.

Beispiel 2.4.13 (vgl. Beispiel 2.3.33). Betrachte für n ∈ N0 einerseits die Kreisteilungskörper

Kn
0 = K = K0(µpn)
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2 Konstruktion von E(K)

andererseits die in Bemerkung 2.4.1 eingeführten

Kn = Zwischenkörper von K∞|K0 vom Grad pn

Zunächst erhalten wir im Spezialfall n = 0 überall unseren Ausgangskörper K0 sowie natürlich
r(K0|K0) = 0, also

E(K0) = k((π̃0))

Sei nun n > 1. Man kann zeigen: Kn
0 ∩ K∞ = Kn−1 und Kn

0 = Kn−1.K
1
0 ; die Erweiterung

Kn
0 |Kn−1 ist zyklisch vom Grad p− 1. Wir haben folglich

r(Kn
0 |K0) = r(Kn−1|K0) = pn−1

Für die Kn ist wegen Kn ⊂ K∞
H(Kn) = H(K0)

also
E(Kn) = φ−n (k((π̃0))) = k((π̃p

−n

0 )) (2.4)

Für die Kreisteilungskörper ist dagegen Kn
0 .K∞ = K∞0 und somit

H(Kn
0 ) = Gal(K|Kn

0 .K∞) = HK0

Das bedeutet:

E(Kn
0 ) = φ−(n−1)

((
EsepK0

)HK0

)
= φ−(n−1) (k((ε− 1))) = k(((ε− 1)p

1−n
)) (2.5)

(Bemerkung 2.4.10 hielt dies für n = 1 fest.) Schlieÿlich läÿt sich auch die Wirkung von Γ auf
diesen Körpern wieder recht leicht beschreiben: Sie ist auf k trivial, und es gilt

γ(ε) = εχ(g)

bzw. wegen π̃0 = 1 + TrEK0
|E(K0)(ε):

γ(π̃0) = 1 + TrEK0
|E(K0)(ε

χ(g))

für einen Lift g ∈ GK0 von γ, wobei χ wieder der zyklotomische Charakter ist. Da Γ über
Körperautomorphismen wirkt, ist die Wirkung damit eindeutig festgelegt.

2.4.4 Abschlieÿende Bemerkung

Die Konstruktion nach Cherbonnier und Colmez wirkt etwas sympathischer. Auch Fontaine
nutzt sie in seiner Konstruktion, aber er betreibt zusätzlichen Aufwand, um als Gruppe Γ stets
(Zp,+) zu erhalten. Dies mag leichte Vorteile haben, funktioniert aber im Fall p = 2 ohne
weitere Abänderungen nicht. Im übrigen hat man Γ = (Zp,+) auch nach Cherbonnier und
Colmez, wenn wir uns auf Körper K beschränken, welche die p-ten Einheitswurzeln enthalten.
Übrigens nutzt [Her98] zwar wie Fontaine die Zp-Erweiterung K∞, verzichtet dann aber auf
die Angleichung der Erweiterungsgrade durch den Automorphismus φ. Andererseits erzwingt
er Γ = (Zp,+) auch für p = 2.

Die Normenkörperkonstruktion funktioniert für sehr viel mehr Erweiterungen als K∞ und
K∞; diese sind aber gewissermaÿen Standardbeispiele und liefern hier insbesondere eine recht
einfache Gruppe Γ.
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3 Konstruktion von E(K)

Im vorigen Kapitel haben wir zum lokalen Körper K der Charakteristik 0 einen lokalen Körper
E(K) in Charakteristik p konstruiert, dessen absolute Galoisgruppe sich zumindest mit einer
groÿen Untergruppe H der absoluten Galoisgruppe von K identi�ziert. Wir möchten nun zu
diesem Körper E(K) besondere Körper E(K) und Enr konstruieren, welche die Anforderungen
aus 1.4 erfüllen, dabei aber die zusätzliche Information über die Wirkung von ganz G (statt
nur H) erhalten.
Wir werden die Theorie zu Beginn recht allgemein halten. Wir setzen die Theorie der

Wittvektoren voraus, wie sie in [Schn07, Kapitel 5] oder [AC, chap. IX] dargestellt wird,
und übernehmen auch die dortigen Notationen, etwa Sn und Pn für die die Addition und
Multiplikation de�nierenden Polynome, Φn für das n-te Wittpolynom, und für m ∈ N ist
Vm(R) := {(x0, x1, ...) ∈W (R) | x0 = ... = xm−1 = 0}, Wm(R) = W (R)/Vm(R).

3.1 Schwache Topologie auf Wittvektoren

In diesem Abschnitt sei (K, | · |) ein bewerteter Körper der Charakteristik p, der vollständig1

und perfekt ist, A := {x ∈ K | |x| 6 1} sein Ganzheitsring, mA := {x ∈ A | |x| < 1} dessen
maximales Ideal. Mit K ist auch der topologisch abgeschlossene Unterring A Integritätsbereich
der Charakteristik p, vollständig und perfekt, d. h. der auf A eingeschränkte Frobenius A →
A, a 7→ ap ist bijektiv (denn a ∈ A ⇔ ap ∈ A für a ∈ K). In der späteren Anwendung wird
K = FrR, A = R sein.

Satz 3.1.1. W (K) ist ein vollständiger DBR der Charakteristik 0 mit Primelement p; sein
Quotientenkörper entsteht durch Adjunktion eines Inversen zu p. Es gilt pmW (K) = Vm(K)
für alle m > 1. Die Einheitengruppe ist W (K)× = {(x0, x1, ...) ∈W (K) | x0 6= 0}.
W (A), den wir mit dem Unterring {(x0, x1, ...) ∈ W (K) | alle xi ∈ A} identi�zieren, ist ein
Integritätsbereich der Charakteristik 0 mit genau einem maximalem Ideal mW (A) = τ(mA) +
V1(A), in dem das Primideal V1(A) = pW (A) echt enthalten ist. Die Einheitengruppe ist
W (A)× = W (A) \mW (A) = {(x0, x1, ...) | |x0| = 1}.

Beweis. Bis auf die Aussage über das maximale Ideal und die Einheitengruppe vonW (A) sind
dies alles bekannte oder o�ensichtliche Tatsachen aus der Theorie der DBR und Wittvektoren.
Jene Aussage zeigen wir im folgenden Lemma in noch einmal verallgemeinerter Form.

Lemma 3.1.2. Ist A ein Ring der Charakteristik p mit genau einem maximalen Ideal mA =
A \A×, so besitzt W (A) ebenfalls genau ein maximales Ideal

mW (A) = {(x0, x1, ...) ∈W (A) | x0 ∈ mA} = {x ∈W (A) | pr(x) ∈ mA}
= τ(mA) + V1(A)

und es ist W (A)× = W (A) \mW (A).

1Die Vollständigkeit brauchen wir erst ab Satz 3.1.11.
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3 Konstruktion von E(K)

Beweis. Die Beschreibungen der Menge mW (A) sind o�enbar äquivalent; daÿ sie ein Ideal ist,
folgt etwa in der ersten Beschreibung unter Benutzung von S0 = X0 + Y0 und P0 = X0Y0

daraus, daÿ mA ein Ideal ist. Es reicht nun zu zeigen, daÿ alle Elemente von W (A) \ mW (A)

Einheiten inW (A) sind, denn dann ist obiges Ideal o�enbar das einzige maximale. Ein solches
Element

(x0, x1, ...) mit x0 ∈ A×

bringen wir durch Multiplikation mit τ(x−1
0 ) und [Schn07, Satz 5.14] auf die Form

(1, 0, 0, ...) + (0, y1, y2, ...)

also 1W (A) + y mit y ∈ V1(A). Es genügt nun, ein Inverses hierzu zu �nden. Dies ist die
geometrische Reihe

∑∞
i=0(−1)iyi, der wir formal genau folgenden Sinn geben: In

lim←−W (A)/V1(A)n

liegt o�enbar das Element

(
n−1∑
i=0

(−1)iyi + V1(A)n)n

welches invers zu (1W (A) + y + V1(A)n)n ist. Wegen char(A) = p ist aber die Abbildung

W (A)→ lim←−W (A)/V1(A)n

x 7→ (x+ V1(A)n)n

ein Isomorphismus (vgl. [Schn07, Satz 5.22.ii.] nur unter Benutzung von [ibd., Satz 5.19.iii.
und iv.]), d. h. das Urbild des obigen Elements ist invers zu 1W (A) + y.

Ist übrigens im speziellen A ein Körper, mA = 0, so ist dieses Lemma ein Teil der Aussage
von [Schn07, Satz 5.22.i], an dessen Beweis wir uns angelehnt haben.

Wir halten noch einige allgemeine Tatsachen über die Additions- und Multiplikationspoly-
nome für Wittvektoren fest:

Lemma 3.1.3. Für alle n ∈ N0 gilt:

i. Die Pn sind Summen von Monomen, in denen jeweils mindestens ein Xk und minde-
stens ein Yl für gewisse k, l 6 n vorkommt. Anders gesagt, sind sie als Elemente von
Z[X0, ..., Y0, ...] kongruent zu 0 modulo (X0, X1, ...) und modulo (Y0, Y1, ...).

ii.
Pn(X0, 0, ..., 0, Y0, Y1, ..., Yn) = Xpn

0 Yn

(Links ist X1 = ... = Xn = 0 gesetzt worden.) Ist B ein beliebiger Ring und {b, ai | i ∈
N0} ⊆ B, so gilt folglich in W (B):

τ(b) · (a0, a1, a2, ...) = (ba0, b
pa1, b

p2
a2, ...)

iii. Sn ≡ Xn mod (Y0, Y1, ...).

iv. Sn und Pn haben als konstanten Term 0.
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3.1 Schwache Topologie auf Wittvektoren

Beweis. iv. folgt aus i. und iii. Die Aussagen i. bis iii. lassen sich jeweils induktiv beweisen.
Als Beispiel beweisen wir iii.:
Der Induktionsanfang ist wegen S0 = X0 + Y0 trivial. Sei also n > 1 und die Behauptung für
0, ..., n− 1 bewiesen. Aus dieser Induktionsannahme folgt insbesondere

Φn−1(Sp0 , ..., S
p
n−1) ≡ Φn−1(Xp

0 , ..., X
p
n−1) mod (Y0, Y1, ...)

da sowohl die Si als auch Φn−1 polynomiale Ausdrücke sind. Auÿerdem haben wir

Φn−1(Sp0 , ..., S
p
n−1) + pnSn = Φn(S0, ..., Sn)

= Φn(X0, ..., Xn) + Φn(Y0, ..., Yn)
≡ Φn(X0, ..., Xn) mod (Y0, Y1, ...)
= Φn−1(Xp

0 , ..., X
p
n−1) + pnXn

also wegen der ersten Gleichung

pnSn ≡ pnXn mod (Y0, Y1, ...)

woraus die Behauptung für n folgt.

Auf W (K) haben wir die zu seiner Struktur als DBR gehörende Topologie, die wir aus
naheliegenden Gründen die p-adische Topologie nennen. Ein Wittvektor

(x0, x1, ...) ∈W (K)

ist �nahe bei 0� in dieser Topologie, wenn am Anfang des Vektors möglichst viele Nullen stehen.
Eine Folge von Wittvektoren konvergiert in dieser Topologie, wenn jede Komponentenfolge
konstant wird.
Nun haben wir aber in der gegebenen Situation auch auf K, also in den Koe�zienten vonW (K),
eine Topologie und einen Konvergenzbegri�. Es liegt nahe, diesen zu benutzen, so daÿ etwa
eine Folge von Wittvektoren konvergiert, wenn ihre Komponentenfolgen in K konvergieren.

De�nition 3.1.4. Versehe die Menge W (K) = KN0 (abzählbares direktes Produkt) mit der
Produkttopologie. Wir nennen dies die N-Topologie oder schwache Topologie auf W (K). Wir
nutzen gelegentlich Bezeichnungen wie N -abgeschlossen, N -lim etc.2

Die universelle Eigenschaft der Produkttopologie läÿt sich in diesem Fall so formulieren:
Ist X ein topologischer Raum, so ist eine Abbildung

f :X →W (K)
x 7→ (f0(x), f1(x), f2(x), ...)

genau dann N -stetig, wenn für alle i ∈ N0 die Abbildung

fi : X → K

stetig ist. Bekanntlich läÿt sich auÿerdem die Produkttopologie de�nieren als die gröbste To-
pologie, die alle Mengen der Form

∏
Mi enthält, wo alle Mi ⊆ K o�en und nur endlich viele

Mi ( K sind. Genauer bilden diese sogar eine Basis der Topologie; vgl. dazu und zum folgenden
auch [TG, chap. I, �4]. Wir notieren:

2Übrigens ist die p-adische die Produkttopologie, wenn K mit der diskreten Topologie versehen wird.
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Satz 3.1.5. Sei W (K) mit der N -Topologie versehen.

i. W (K) ist hausdor�sch.

ii. Sei x = (x0, x1, ...) ∈W (K). Die Mengen der Form

Bk, δ0,...,δk(x) := {(y0, y1, ...) ∈W (K) : |xi − yi| < δi für 0 6 i 6 k}

mit k ∈ N0, δi > 0 bilden eine N -Umgebungsbasis von x.

iii. Anstelle dieser Umgebungsbasen können auch entsprechende Mengen genommen werden,
wo alle δi gleich einem einzigen δ sind, oder die δi aus den positiven rationalen Zahlen
gewählt werden; insbesondere haben wir abzählbare Umgebungsbasen.

Corollar 3.1.6. Grenzwerte von Folgen sind (falls existent) eindeutig.
Eine Teilmenge M ⊂ W (K) ist genau dann N -abgeschlossen, wenn für jede N -konvergente
Folge (xn)n∈N mit xn ∈M für alle n auch limn→∞ xn ∈M ist.
Die Teichmüllerabbildung τ : K→W (K) ist N -stetig.

Ist K trivial bewertet, so ist die N -Topologie gleich der �starken� p-adischen Topologie.
Andernfalls ist die N -Topologie aber gröber, d. h. jede N -o�ene (-abgeschlossene) Menge ist
auch p-adisch o�en (abgeschlossen), aber nicht umgekehrt. (So sind die Ideale pmW (A) bzw.
pmW (K) zwar N -abgeschlossen, aber nicht N -o�en, während sie p-adisch bekanntlich beides
sind.) Aus p-adischer Konvergenz folgt N -Konvergenz, aber nicht umgekehrt.
Auf W (A) lieÿe sich auch die vom maximalen Ideal mW (A) (vgl. Lemma 3.1.2) erzeugte m-
adische Topologie betrachten. Diese ist noch gröber als die N -Topologie3, aber i. a. zu grob:
Ist die Bewertung von K nicht diskret, so ist die m-adische Topologie nicht hausdor�sch.
Mit dem Repräsentantensystem τ(K) läÿt sich jedes Element von W (K) eindeutig als Reihe

darstellen, und zwar

(x0, x1, ...) =
∞∑
i=0

τ(xp
−i

i )pi

Da die Abbildung

KN0 → KN0 : (xi)i∈N0 7→ (xp
−i

i )i∈N0

bezüglich der Produkttopologie ein Homöomorphismus ist, können wir die störende Potenzie-
rung übersehen und als Umgebungsbasis der 0 alternativ z. B. die Mengen

B̃k,δ := {
∞∑
i=0

τ(xi)pi : max
06i6k

|xi| < δ}

nehmen.

De�nition und Bemerkung 3.1.7. Indem wir für alle n ∈ N0 p
−nW (K) homöomorph mit

W (K) identi�zieren, versehen wir den QuotientenkörperW (K)[1/p] =
⋃
n∈N0

p−nW (K) mit der
Topologie des induktiven Limes, d. i. die feinste Topologie, bezüglich welcher alle Inklusionen
p−nW (K) ⊂W (K)[1/p] stetig sind. Auch diese nennen wir N -Topologie. De�nitionsgemäÿ ist
eine Teilmenge von W (K)[1/p] genau dann o�en (abgeschlossen), wenn ihr Schnitt mit allen
p−nW (K) o�en (abgeschlossen) ist.

3Daher die Bezeichnung: M < N < P .
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3.1 Schwache Topologie auf Wittvektoren

Man beachte, daÿ damit die Umgebungen aus 3.1.5.ii in W (K)[1/p] nicht o�en sind und
ebensowenig W (K) selbst. Wir sind aber in der Situation von [TG, chap. I, � 2, no. 4, prop. 8]
mit Λ = N0, Xn = p−nW (K), wobei Xm ∩Xn = Xmin(m,n) abgeschlossen ist in Xm und Xn.
Insbesondere stimmt die Teilraumtopologie auf W (K) mit der zuvor de�nierten N -Topologie
überein, und eine Teilmenge von W (K) ist genau dann abgeschlossen in W (K), wenn sie in
W (K)[1/p] abgeschlossen ist.

Wie gut verträgt sich die N -Topologie mit der Witt-Ringstruktur?

Satz 3.1.8.

i. Für die Addition
s : W (K)×W (K)→W (K)

((x0, x1, ...), (y0, y1, ...)) 7→ (S0(x0, y0), S1(x0, x1, y0, y1), ...)

und die Multiplikation
m : W (K)×W (K)→W (K)

((x0, x1, ...), (y0, y1, ...)) 7→ (P0(x0, y0), P1(x0, x1, y0, y1), ...)

gilt mit den Bezeichnungen von Satz 3.1.5 für x, y ∈W (A) + pk+1W (K) und δ 6 1:

s(Bk, δ,...,δ(x)×Bk, δ,...,δ(y)) ⊆ Bk,δ,...,δ(s(x, y))

m(Bk, δ,...,δ(x)×Bk, δ,...,δ(y)) ⊆ Bk,δ,...,δ(m(x, y))

Für die Multiplikation gilt auÿerdem (für δ 6 1):

m
(

(W (A) + pk+1W (K))×Bk, δ,...,δ((0, 0, ...))
)
⊆ Bk,δ,...,δ((0, 0, ...))

Insbesondere sind für δ 6 1 die Bk, δ,...,δ((0, 0, ...)) additive Untergruppen und multipli-
kativ abgeschlossen in W (K); in W (A) sind sie sogar Ideale.

ii. W (K) ist mit der N -Topologie ein topologischer Ring.

iii. W (A) ist ein N -abgeschlossener Unterring. Die Teilmengentopologie stimmt mit der
analog de�nierten N - / Produkttopologie auf W (A) = AN0 überein und macht W (A)
ebenfalls zu einem topologischen Ring; als Umgebungsbasen können wir die oben de�-
nierten nehmen und dabei die δi 6 1 wählen.

Beweis.

i. Ist Q ∈ Z[X0, ..., Xk, Y0, ..., Yk] ein Polynom, und sind a0, ..., ak, b0, ..., bk ∈ A,
c0, ..., ck, d0, ..., dk ∈ Bδ(0) ⊆ A, dann folgt wegen δi 6 δ für i ∈ N und der strengen
Dreiecksungleichung:

|Q(a0 + c0, ..., ak + ck, b0 + d0, ..., bk + dk)−Q(a0, ..., ak, b0, ..., bk)| < δ

und daraus folgen die ersten Behauptungen für Addition und Multiplikation. Ebenfalls
wegen der strengen Dreiecksungleichung gilt nach der Aussage über die Pi in Lemma
3.1.3.i für a0, ..., ak, d0, ..., dk ∈ A, max06j6k |dj | < δ und 0 6 i 6 k:

|Pi(a0, ..., ai, d0, ..., di)| < δ

was eine Umformulierung der zweiten Aussage über die Multiplikation ist.
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3 Konstruktion von E(K)

ii. Wir können zur N -Stetigkeit der Ringoperationen nicht einfach auf i. verweisen, weil
dort Zusatzbedingungen an die Elemente x und y gestellt worden sind. Wir wissen aber,
daÿ Polynome stetig sind, d. h. zu gegebenen Q ∈ Z[X0, ..., Xk, Y0, ...Yk], δ > 0 und
a0, ...ak, b0, ..., bk ∈ K existieren ε0, ..., εk, η0, ..., ηk > 0 mit

Q(Bε0(a0)× ...×Bεk(ak)×Bη0(b0)× ...×Bηk(bk)) ∈ Bδ (Q(a0, ..., ar, b0, ..., bk))

und daraus folgt die Behauptung, denn ist insbesondere Q eines der Pi oder Si für i 6 k,
so ist

Q̃ : W (K)×W (K)→ K

((a0, ...), (b0, ...)) 7→ Q(a0, ..., ai, b0, ..., bi)

stetig, woraus wegen der universellen Eigenschaft der Produkttopologie die Stetigkeit
der Ringoperationen folgt.

iii. Für alle n ∈ N0 sind die Mengen

Cn := {(x0, x1, ...) ∈W (K) : xn ∈ A}

N -abgeschlossen, somit auch W (A) =
⋂
nCn. (Alternativ: [TG, chap. I, �4, no. 3, corol-

laire].) Die anderen Behauptungen sind dann klar.

Corollar 3.1.9. Eine Folge von Wittvektoren xn = (x(n)
0 , x

(n)
1 , ...) ist genau dann N -konvergent

gegen einen Wittvektor x = (x0, x1, ...), wenn in allen Komponenten Konvergenz

lim
n→∞

x
(n)
i = xi

vorliegt; aber auch genau dann, wenn die Folge der Di�erenzen x − xn (deren Komponenten
sich schwerlich explizit angeben lassen) in diesem Sinne gegen 0 konvergiert.
Es gelten die üblichen Grenzwertsätze bezüglich Addition und Multiplikation.

Später wichtige Nullfolgen sind die folgenden:

Satz 3.1.10. Für x = (x0, x1, ...) ∈W (K) gilt:

|x0| < 1⇔ N − lim
n→∞

xn = 0

Beweis. �⇐ � ist klar, denn die nullte Komponente von xn ist einfach (x0)n.
Umgekehrt gilt jedenfalls schon einmal: N − limn→∞ τ(x0)n = 0. Schreibe nun x = τ(x0) + py
mit y ∈W (K). Dann gilt

xn =
n∑
i=0

(
n

i

)
τ(x0)n−ipiyi

und für beliebiges k ∈ N0

xn ≡
k∑
i=0

(
n

i

)
τ(x0)n−ipiyi mod pk+1
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Da die Binomialkoe�zienten als natürliche Zahlen inW (A) liegen, folgt mit der letzten Formel
in Satz 3.1.8.i:

N − lim
n→∞

k∑
i=0

(
n

i

)
τ(x0)n−ipiyi = 0

d. h. die nullte bis k-te Komponente von xn konvergieren gegen 0. Da k beliebig war, folgt die
Behauptung.

Kommen wir nun zur Konvergenz von Reihen in der N -Topologie.

Satz 3.1.11. Eine N -Nullfolge (an)n∈N in W (K) ist N -summierbar.

Beweis. (Vergleiche zur Summierbarkeit [TG, chap. III, �5], insbesondere no. 6 und 7.)
Wir betrachten zunächst die Partialsummen sn :=

∑n
i=1 an und zeigen, daÿ (sn)n∈N gegen

einen Wittvektor s konvergiert. Danach werden wir die Summierbarkeit der Familie (an)n∈N
zu diesem Grenzwert s zeigen.

1. Schritt: Die Partialsummen sn konvergieren.

Schreibe an = (a(n)
0 , a

(n)
1 , ...) und sn = (s(n)

0 , s
(n)
1 , ...). Zwar ist speziell in der 0-ten Kom-

ponente s(n)
0 =

∑n
i=1 a

(i)
0 , im allgemeinen lassen sich die Komponenenten aber nur rekursiv

durch s1 = a1 und

s
(n+1)
i = Si

(
s

(n)
0 , ..., s

(n)
i , a

(n+1)
0 , ..., a

(n+1)
i

)
(n ∈ N) mit den Additionspolynomen Si angeben. Sei nun δ > 0 gegeben, oBdA δ 6 1. Wir

haben zu beliebigem, ab jetzt festem k ∈ N0 die Konvergenz der Komponentenfolge s(n)
k zu

zeigen. Da (an)n eine Nullfolge in W (K), also in allen Komponenten eine Nullfolge in K ist,
existiert zunächst ein N(k) ∈ N mit∣∣∣a(n)

0

∣∣∣ , ..., ∣∣∣a(n)
k

∣∣∣ 6 1 für alle n > N(k) (3.1)

Wir vergessen für einen Moment die vorherigen Folgeglieder und betrachten für n > N(k) die
abgeänderten Partialsummen

s̃n :=
n∑

i=N(k)

ai

mit Komponenten s̃n = (s̃(n)
0 , s̃

(n)
1 , ...). Es gilt s̃N(k) = aN(k) und für n > N(k) wiederum die

Rekursionsformel
s̃

(n+1)
i = Si

(
s̃

(n)
0 , ..., s̃

(n)
i , a

(n+1)
0 , ..., a

(n+1)
i

)
(3.2)

Aus den Gleichungen (3.1) und (3.2) erhalten wir durch Iteration, da die Si Polynome mit
ganzzahligen Koe�zienten sind:∣∣∣s̃(n)

i

∣∣∣ 6 1 für alle n > N(k), 0 6 i 6 k (3.3)

Nach diesen Vorbereitungen gehen wir auf das gegebene δ ein und erhalten, weil (an)n∈N eine
Nullfolge ist, ein N(k, δ) (oBdA > N(k) (= N(k, 1))), so daÿ∣∣∣a(n)

0

∣∣∣ , ..., ∣∣∣a(n)
k

∣∣∣ < δ für alle n > N(k, δ) (3.4)
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Nun gilt für 0 6 i 6 k:

s̃
(N(k,δ)+1)
i ∈ s̃(N(k,δ))

i +Bδ(0)

Denn: Man betrachte die Di�erenz

s̃
(N(k,δ))
i − s̃(N(k,δ)+1)

i

(3.2)
= s̃

(N(k,δ))
i − Si

(
s̃

(N(k,δ))
0 , ..., s̃

(N(k,δ))
i , a

(N(k,δ)+1)
0 , ..., a

(N(k,δ)+1)
i

)
Lemma 3.1.3.iii sagt: Dies ist eine Summe von Produkten aus den Faktoren

s̃
(N(k,δ))
0 , ..., s̃

(N(k,δ))
i , a

(N(k,δ)+1)
0 , ..., a

(N(k,δ)+1)
i

bei welcher in jedem Produkt mindestens eine positive Potenz eines der a(N(k,δ)+1)
0 , ..., a

(N(k,δ)+1)
i

auftaucht. Diese Produkte haben wegen der Ungleichungen (3.3) und (3.4) Betrag < δ. Wegen
der strengen Dreiecksungleichung hat dies dann der gesamte Term.
Indem wir dieses Argument iterieren und noch einmal die strenge Dreiecksungleichung beach-
ten, erhalten wir (für 0 6 i 6 k)

s̃
(n)
i ∈ s̃(N(k,δ))

i +Bδ(0) für alle n > N(k, δ)

Insbesondere ist (s̃(n)
i )n>N(k) eine Cauchyfolge in K. Bezeichne ihren Grenzwert mit s̃i.

Nun gehen wir zur ursprünglichen Komponentenfolge (s(n)
k )n∈N zurück. Für n > N(k) ist

de�nitionsgemäÿ sn = sN(k)−1 + s̃n, was sich in der k-ten Komponente durch

s
(n)
k = Sk(s

(N(k)−1)
0 , ..., s

(N(k)−1)
k , s̃

(n)
0︸︷︷︸
→s̃0

, ..., s̃
(n)
k︸︷︷︸
→s̃k

)

ausdrückt. Da aber Sk ein Polynom ist, folgt auch die Konvergenz von s(n)
k gegen ein sk.

Da k beliebig war, haben wir in allen Komponenten Konvergenz und

s := (s0, s1, ...) = lim
n→∞

sn

2. Schritt: Summierbarkeit zur Summe s
Wir behalten die Notationen aus dem ersten Schritt bei. Für die Summierbarkeit reicht es

zu zeigen, daÿ für beliebige k ∈ N0, 0 < δ 6 1 gilt:
Für jede endliche Menge J ⊂ N mit {1, ..., N(k, δ)} ⊆ J ists−∑

j∈J
aj

 ∈ Bk,δ,...,δ((0, 0, ...))
Dazu ist zunächst zu beachten: Ist E eine endliche Teilmenge von {N(k, δ), N(k, δ)+1, ...}, so
folgt schon aus (3.4), daÿ die 0-te bis k-te Komponente von

∑
e∈E ae allesamt Betrag kleiner als

δ haben; denn sie setzen sich durch iteratives Einsetzen solcher Komponenten in die Polynome
S0, ..., Sk zusammen, welche nach Lemma 3.1.3.iv keinen konstanten Term haben.
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Nun ist nach dem ersten Schritt und den Grenzwertsätzen

s−
∑
j∈J

aj =( lim
n→∞

sn)−
∑
j∈J

aj

=

(
lim
n→∞

n∑
i=1

ai

)
−
∑
j∈J

aj

= lim
n→∞

 n∑
i=1

ai −
∑
j∈J

aj


= lim
n→∞

 n∑
i=N(k,δ)

ai −
∑
j∈J,

j>N(k,δ)

aj


= lim
n→∞

 ∑
i∈E(n)

ai


mit E(n) := {N(k, δ), ..., n}\J . Nach dem oben bemerkten haben die 0-te bis k-te Komponente
von allen

∑
i∈E(n) ai Betrag kleiner als δ; da deren Grenzwerte de�nitionsgemäÿ die 0-te bis

k-te Komponente des obigen Limes, also von s−
∑

j∈J aj sind, haben auch diese Betrag kleiner
als δ (echt kleiner: Bδ(x) ⊂ K ist abgeschlossen wegen strenger Dreiecksungleichung), und dies
war zu zeigen.

Corollar 3.1.12. W (K) ist N -vollständig.

Beweis. Für eine N -Cauchyfolge (xn)n∈N ist insbesondere N − limn→∞(xn+1−xn) = 0. Nach
dem letzten Satz existiert daher ein s ∈W (K) mit s = N−limn→∞ (x1 +

∑n
i=2(xn − xn−1)) =

N − limn→∞ xn. Also: Jede Cauchyfolge konvergiert.
Dies reicht für den allgemeineren Begri� der Vollständigkeit (im Sinne der Konvergenz jedes
Cauchy�lters), da W (K) (als topologische additive Gruppe) aufgrund von Satz 3.1.5.i und
iii. metrisierbar ist ([TG, chap. IX, � 3, no. 1, prop. 1]) und diese Implikation in metrischen
Räumen gilt ([TG, chap. IX, � 2, no. 6, prop. 9]).

Satz 3.1.13. Seien (am)m∈Z und (bn)n∈Z Familien in W (K), die bezüglich einer und damit
jeder Abzählung von Z N -Nullfolgen sind. Setze

ci :=
∑
k,l∈Z:
k+l=i

akbl

Dies ist wohlde�niert, auch (ci)i∈Z ist N -summierbar und es gilt (
∑

m am) · (
∑

n bn) =
∑

i ci.

Beweis. Die Familie (ambn)(m,n)∈Z×Z ist wegen Satz 3.1.8.i in jeder beliebigen Abzählung eine
N -Nullfolge � was ja nichts anderes heiÿt, als daÿ für alle r ∈ N0, 0 < δ (wähle oBdA δ 6 1)
nur endlich viele der Elemente nicht in Br,δ,...,δ((0, 0, ...)) liegen. Insbesondere ist sie nach dem
letzten Satz summierbar. Dann folgt aus [TG, chap. III, exercice 4 zu � 6]:(∑

m

am

)
·

(∑
n

bn

)
=

∑
(m,n)∈Z×Z

ambn
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Da alle Teilfamilien einer Nullfolge wieder Nullfolgen, also summierbar sind, überträgt sich
der Beweis von [TG, chap. III, � 5, no. 3, théorème 2], d. h. die Partitionierung von Z× Z in
die Mengen {(k, l) ∈ Z× Z : k + l = i}i∈Z und die zugehörige �Klammerung� der Summe wie
in der Behauptung ist nach der �Assoziativität� von Summen erlaubt.
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3.2 Die Körper EK und E(K)

3.2 Die Körper EK und E(K)

3.2.1 Der Körper EK0

Wir kehren jetzt zurück zur konkreten Situation der Körper k, K0 = QuotW (k) und FrR wie
in Kapitel 2, und werden die im vorigen Abschnitt bereit gestellten Ergebnisse auf K = FrR,
A = R anwenden. Die p-adische Bewertung auf W (FrR) bezeichnen wir mit vW (FrR). Wir
konstruieren zunächst Lifts EK zu den nach Cherbonnier und Colmez konstruierten Körpern
EK und werden zum Schluÿ auf die analoge Konstruktion von Lifts E(K) zu den Fontaineschen
Körpern E(K) eingehen.

De�nition und Lemma 3.2.1. Sei ε ∈ R gewählt wie in 2.2.8. Für das Element
πε := τ(ε)− 1 ∈W (R) gilt:

i. πε ∈ mW (R)

ii. vW (FrR)(πkε ) = 0 für alle k ∈ Z

iii. πε ist nicht ganz über W (k) ⊂W (R).

Beweis. Zu i. und ii.: Die kanonische Projektion pr : W (R) → R ist linear, so daÿ pr(πε) =
ε − 1 ∈ mR, also die Behauptungen mit Satz 3.1.1 und Lemma 3.1.2 (sowie 0 6= ε − 1 ∈ mR

nach Lemma 2.2.8) folgt. (Insbesondere ist πε eine Einheit in W (FrR), und die negativen
Potenzen ergeben überhaupt Sinn.)
iii. folgt daraus, daÿ ε − 1 nicht algebraisch ist über k (Lemma 2.2.8.ii). Gäbe es nämlich in
W (R) eine Gleichung

πnε + an−1π
n−1
ε + ...+ a0 = 0

mit ai ∈W (k), so hätte man durch die Projektion auf R auch eine Gleichung

(ε− 1)n + ān−1(ε− 1)n−1 + ...+ ā0 = 0

mit Koe�zienten āi := pr(ai) ∈ k.

πε ist ein Lift von ε−1, das uns im zweiten Kapitel als uniformisierendes Element gedient hat.
Aus Teil i obigen Lemmas folgt mit Satz 3.1.10, daÿ (πnε )n∈N bezüglich der N -Topologie eine
Nullfolge ist � während Teil ii zeigt, daÿ sie p-adisch alles andere als eine Nullfolge ist. Wollen
wir nun unsere Körper EK aus Kapitel 2 liften, so sollten Reihen der Form

∑
n∈N anπ

n
ε einen

Sinn haben. Wir müssen daher mit der N -Topologie arbeiten, auch wenn es uns schlieÿlich
vor allem auf die p-adische Struktur der gelifteten Körper ankommen wird.

De�nition 3.2.2. Setze zur Abkürzung W := W (k) ⊂W (R) ⊂W (FrR)[1/p]. De�niere
SK0 := N -Abschluÿ des von W und πε erzeugten Teilrings von W (R)
OEK0

:= N -Abschluÿ des von W , πε und π−1
ε erzeugten Teilrings von W (FrR)

EK0 := N -Abschluÿ des von W und πε erzeugten Teilkörpers von W (FrR)[1/p]
Es wird sich herausstellen, daÿ auch diese De�nitionen unabhängig von der Wahl von ε sind.

A priori ist nicht klar, daÿ EK0 additiv und multiplikativ abgeschlossen ist, denn über die
Verträglichkeit der über den induktiven Limes de�nierten N -Topologie mit der Körperstruktur
von W (FrR)[1/p] haben wir keine Aussagen gemacht. Es wird sich aber herausstellen, daÿ
EK0 tatsächlich ein Körper ist. Genauer gilt:
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3 Konstruktion von E(K)

Satz 3.2.3 (�Lift� von Satz 2.3.3). Wir haben ein kommutatives Diagramm

EK0(TdA) ' // EK0

E intK0
(TdA) ' //

∪

OO

OEK0

∪

OO

W [[T ]] ' //

∪
OO

SK0

∪

OO

worin die waagerechten Pfeile Isomorphismen (oben: von Körpern, dann: von Ringen) sind,
welche jeweils die Variable T auf πε abbilden (also πε in die formalen Reihen einsetzen).
Dabei ist EK0(TdA) der in [Schn07, Lemma 10.4] beschriebene Körper der formalen beidseitig
unendlichen Laurentreihen über K0 ∑

n∈Z
anT

n

deren Koe�zienten an eine beschränkte Menge bezüglich des Betrags |an|K0
= p−vK0 bilden:

max
n∈Z
|an|K0

<∞⇔ min
n∈Z

vK0(an) > −∞ (3.5)

und
lim

n→−∞
|an|K0

= 0 (3.6)

erfüllen.
Versehen wir die Objekte links jeweils mit der Bewertung

ω

(∑
n∈Z

anT
n

)
:= min

n∈Z
vK0(an)

und die Objekte rechts mit der eingeschränkten Bewertung von W (FrR)[1/p] (d. h. der p-
adischen Metrik), so sind die Isomorphismen isometrisch.

Beweis. Wir betrachten die Abbildungen zunächst in folgender Form:

EK0(TdA) // W (FrR)[1/p]

E intK0
(TdA) //

∪

OO

W (FrR)

∪

OO

(W (k)) [[T ]] //

∪
OO

W (R)

∪

OO

Wie schon gesagt, ist (πnε )n>0 eine Nullfolge bezüglich der N -Topologie. Nun ist k ⊂ R, also
W ⊂W (R), und wegen der Beschränktheit der Koe�zienten gibt es ein r ∈ N, so daÿ

pran ∈W (R)

für alle n > 0. Aus Satz 3.1.8.i folgt daher, daÿ (pranπnε )n>0 eine N -Nullfolge ist, also auch
(anπnε )n>0.
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Schauen wir für den oberen und mittleren Pfeil noch auf die negativen Koe�zienten, so si-
chert Bedingung (3.6) zusammen mit Lemma 3.2.1.ii, daÿ (anπnε )n<0 p-adisch, also erst recht
bezüglich der N -Topologie eine Nullfolge ist.
Die Summen ergeben also nach Satz 3.1.11 in den betrachteten Ringen / Körpern Sinn, d. h.
die Abbildungen sind wohlde�niert. Die Homomorphie folgt sofort aus bekannter Summier-
barkeit von Summen und Satz 3.1.13. Es ist auch klar, daÿ das Diagramm kommutativ ist.
Zur Verträglichkeit der Abbildung mit den Bewertungen:
Zunächst einmal haben wir vW (FrR) |W= vK0 |W . Da zudem 0 auf 0 und (für alle k ∈ Z) pk

auf pk abgebildet wird, reicht es,

ω

(∑
n∈Z

anT
n

)
= 0⇒ vW (FrR)

(∑
n∈Z

anπ
n
ε

)
= 0

zu zeigen. Aber die Bedingung auf der linken Seite ist äquivalent dazu, daÿ das Element eine
Einheit in E intK0

(TdA) ist; da wir die Homomorphie schon gezeigt haben, ist sein Bild eine Ein-
heit (sogar im noch zu bestimmenden Bild der Abbildung, aber damit erst recht) in W (FrR)
und muÿ, da dieser ein DBR ist, dort ebenfalls Bewertung 0 haben. (Alternativ: Stellen wir
die durch Einsetzen entstehende Reihe als Wittvektor dar, so ist die erste Komponente die
durch Projektion der Koe�zienten in k und von πε auf ε− 1 in k((ε− 1)) gebildete Reihe; hat
nun mindestens einer der Koe�zienten an Bewertung 0, so ist die projizierte Reihe ungleich
0, d. h. der Wittvektor hat nichttriviale 0-te Komponente, also p-adische Bewertung 0).
Als Isometrien sind die Abbildungen injektiv (und stetig), wobei die Injektivität übrigens wie-
der äquivalent zu Lemma 3.2.1.iii ist.
Es bleibt zu prüfen, daÿ die Bilder der Abbildungen genau die im Satz behaupteten Mengen
SK0 ,OEK0

, EK0 sind. Betrachten wir an Stelle der Reihen (Laurent-)Polynome∑
06n�∞

anT
n bzw.

∑
−∞�n�∞

anT
n

so liegen sie nach Einsetzen von πε o�enbar in den behaupteten Mengen; und da jede Reihe
(nach Einsetzen) Grenzwert solcher Polynome (nach Einsetzen) in der N -Topologie ist, die
Mengen aber de�nitionsgemäÿ abgeschlossen sind, haben wir eine Inklusion gezeigt. Die andere
folgt aus dem folgenden Lemma.

Lemma 3.2.4. Die Bilder der im letzten Satz betrachteten Abbildungen sind N -abgeschlossen.

Beweis. Man beachte, daÿ für die unteren beiden Abbildungen Abgeschlossenheit des Bildes
inW (FrR)[1/p] nach 3.1.7 gleichbedeutend ist mit dessen Abgeschlossenheit inW (FrR). Wir
zeigen die Behauptung zunächst für diese beiden und nutzen dafür die Bedingung in Corollar
3.1.6. Sei

(xr)r∈N =

(∑
n∈Z

arnπ
n
ε

)
r∈N

eine Folge von Reihen, deren Koe�zienten in W liegen und für jedes r die Bedingung (3.6)
erfüllen; und die Folge (xr)r∈N konvergiere bezüglich der N -Topologie. Wir zeigen folgende
mit (∗) bezeichnete Aussage:

Sei n0 ∈ Z beliebig. Für alle k ∈ N gibt es ein r(k, n0) ∈ N, so daÿ
asn − atn ∈ pkW für alle s, t > r(k, n0) und alle n 6 n0.
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Daraus folgt die Behauptung für die Bilder von E intK0
(TdA) und W [[T ]], denn:

� Insbesondere ist die Folge der n-ten Koe�zienten (arn)r∈N eine p-adische Cauchyfolge in W ,
konvergiert also gegen ein an ∈ W . Es liegt daher nahe, x :=

∑
n∈Z anπ

n
ε als Kandidaten für

den Grenzwert zu betrachten.
� Aus der �gleichmäÿigen� Konvergenz der Koe�zienten folgt weiter, daÿ mit den Koe�zienten
der xr auch diejenigen von x der Bedingung (3.6) genügen, d. h. alle xr ∈ im(E intK0

(TdA)) ⇒
x ∈ im(E intK0

(TdA)). Die entsprechende Implikation für W [[T ]] ist ohnehin klar.
� Schlieÿlich ist dann auch x der N -Grenzwert der Folge. Ist nämlich ein Ball B := Bk,δ,...,δ(0)
gegeben, oBdA δ 6 1, so wähle n0 ∈ N mit πnε ∈ B für alle n > n0. Dann implizieren (∗) und
3.1.8.i:

x− xr =
∑
n∈Z

(an − arn)πnε ∈ B

für alle r > r(k, n0).

Sei also ein n0 ∈ Z vorgegeben. Wir zeigen (∗) per Induktion nach k. Setze hierfür
δ0 := min(1, exp(− n0p

p−1)) � der zweite Ausdruck ist |(ε− 1)n0 |FrR, s. Lemma 2.2.8.i.

Induktionsanfang : k = 1
Da die Folge (xr)r eineN -Cauchyfolge ist, gibt es ein r(1, n0) ∈ N, so daÿ für alle s, t > r(1, n0)
gilt:

xs − xt =
∑
n∈Z

(asn − atn)πnε ∈ B0,δ0((0, 0, ...))

Die erste Komponente dieser Di�erenz ist die in FrR (genauer: in k((ε−1))) projizierte Reihe∑
−∞�n

(āsn − ātn)(ε− 1)n

� daÿ für jedes Paar s, t die Koe�zienten für hinreichend kleine Indizes verschwinden, wird
durch (3.6) gesichert � und muÿ in FrR einen Betrag echt kleiner als exp(− n0p

p−1) haben. Dies
ist nur möglich, wenn für alle n 6 n0 die Restklassendi�erenz āsn − ātn verschwindet, anders
gesagt: wenn asn − atn ∈ pW .

Induktionsschritt : k > 1, die Behauptung sei für 1 6 l < k gezeigt.
Zunächst gibt es, weil xr Cauchyfolge ist, ein r′(k) ∈ N, so daÿ für alle s, t > r′(k) gilt:∑

n∈Z
(asn − atn)πnε ∈ Bk−1,1,...,1,δp

k−1

0

((0, 0, ...)) (3.7)

Da πnε gegen 0 konvergiert, gibt es auÿerdem ein n′ ∈ N, oBdA n′ > max(n0, 0), so daÿ für
alle n > n′

πnε ∈ Bk−1,1,...,1,δp
k−1

0

((0, 0, ...))

gilt. Damit folgt insbesondere für s, t > r′(k) wegen 3.1.8.i (Ideal in W (R)) auch

(asn − atn)πnε ∈ Bk−1,1,...,1,δp
k−1

0

((0, 0, ...))

und weiter (der �Ball� ist o�ene, also abgeschlossene additive Untergruppe)∑
n>n′

(asn − atn)πnε ∈ Bk−1,1,...,1,δp
k−1

0

((0, 0, ...))
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3.2 Die Körper EK und E(K)

sowie schlieÿlich mit (3.7) und noch einmal 3.1.8.i (Untergruppe in W (FrR)):∑
n6n′

(asn − atn)πnε ∈ Bk−1,1,...,1,δp
k−1

0

((0, 0, ...)) (3.8)

Andererseits liefert die Induktionsvoraussetzung ein r(k − 1, n′) ∈ N, so daÿ für alle s, t >
r(k − 1, n′) und n 6 n′ gilt:

asn − atn ∈ pk−1W (3.9)

Wir zeigen, daÿ r(k, n′) := max(r(k− 1, n′), r′(k)) die Behauptung für n′ und damit auch für
n0 6 n′ erfüllt. Durch Kombination von (3.8) und (3.9) erhält man nämlich unter Ausnutzung

der Formel pi · (x0, x1, ...) = (0, ..., 0, xp
i

0 , x
pi

1 , ...) (wobei x
pi

0 an der i-ten Stelle steht):

1
pk−1

∑
n6n′

(asn − atn)πnε ∈ B0,δ0((0, 0, ...))

und damit mit demselben Argument wie im Induktionsanfang

1
pk−1

(asn − atn) ∈ pW ⇒ asn − atn ∈ pkW

für alle s, t > r(k, n′) und n 6 n′. � Damit ist (∗) gezeigt, also die Behauptung für die mittlere
und untere Abbildung.

Für die obere Abbildung schlieÿen wir folgendermaÿen: Das Bild von EK0(TdA) ist jedenfalls
der Quotientenkörper des Bildes von E intK0

(TdA). Wir haben eben gezeigt, daÿ dieses Bild OEK0

ist. Folglich ist
im (EK0(TdA)) = OEK0

[1/p] =
⋃
n∈N0

p−nOEK0

Für alle m ∈ N0 ist zudem ⋃
n∈N0

p−nOEK0

 ∩ p−mW (FrR) = p−mOEK0

denn die Bewertung von OEK0
stimmt mit der eingeschränkten vonW (FrR) überein und p ist

Primelement beider Ringe, so daÿ W (FrR)∩OEK0
[1/p] = OEK0

ist. OEK0
ist abgeschlossen in

W (FrR) und damit (de�nitionsgemäÿ unter Homöomorphie) auch p−mOEK0
in p−mW (FrR).

Wir haben also nachgerechnet, daÿ der Schnitt des Bildes mit allen p−mW (FrR) abgeschlossen
ist. Daraus folgt mit 3.1.7 die Behauptung.

Übrigens ist gemäÿ der Bemerkung nach 3.1.6 und Satz 2.2.2.iv die von der N -Topologie
induzierte Topologie auf W = W (k) ⊂ W (FrR) gleich der p-adischen, weswegen es nicht zu
sehr überraschen sollte, im obigen Beweis aus der �schwachen� Konvergenz der ganzen Folge
eine �starke� Konvergenz in den Koe�zienten zu erhalten.

Corollar 3.2.5. EK0 ist ein vollständiger diskret bewerteter Körper. Ein Primelement seines
Ganzheitsrings OEK0

ist p; es gilt EK0 = OEK0
[1/p] ∼= Quot(OEK0

); der Restklassenkörper ist
EK0 (aus 2.3.1 und 2.3.3).
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Zur letzten Aussage ist zu notieren:

Bemerkung 3.2.6. Mit Bezeichnungen aus Satz 2.3.3 und pr = Φ0 kommutiert auch das
Diagramm

W (FrR)
Φ0 // FrR

OEK0

Φ0 //

∪

OO�
�
�
�
�
�

k((ε− 1)) = EK0

∪

OO�
�
�
�
�
�

SK0

Φ0 //

∪

OO

k[[ε− 1]] = SK0

∪

OO

Dies folgt aus dem Argument, welches wir bei Satz 3.2.3 im Alternativbeweis der Isometrie
benutzt haben. Man könnte, indem man noch die o�ensichtlichen ProjektionenW [[T ]]→ k[[T ]]
etc. verwendet, den unteren Teil dieses kommutativen Diagramms mit dem unteren Teil des
in 3.2.3 behandelten und dem aus 2.3.3 in einen kommutativen Würfel bringen.

Satz 3.2.7. Die Strukturen SK0 ,OEK0
, EK0 sind unabhängig von der Wahl von ε.

Beweis. Für SK0 und EK0 läÿt sich in De�nition 3.2.2 πε = τ(ε)− 1 durch τ(ε) ersetzen. Nun
ist jede andere Wahl ε̃ von der Form εa für ein a ∈ Z×p (Satz 2.2.10.ii). Sei (an)n∈N eine Folge
natürlicher Zahlen, die p-adisch gegen a konvergiert; gemäÿ Satz 2.1.1.ii konvergiert dann εan

in FrR gegen εa, also ist auch

N − lim
n→∞

τ(εan) = τ(εa)

Andererseits ist wegen der Multiplikativität von τ auch τ(εan) = (τ(ε))an für alle n, und
diese Elemente liegen de�nitionsgemäÿ in den betrachteten Strukturen � also, da diese als
N -abgeschlossen de�niert sind, auch der N -Grenzwert. Damit ist die ganze über ε̃ de�nierte
Struktur in der über ε de�nierten enthalten. Mit vertauschten Rollen folgt die umgekehrte
Inklusion.
OEK0

ist der Ganzheitsring von EK0 und folglich ebenfalls uabhängig von der Wahl von ε.

De�nition und Bemerkung 3.2.8. Wir haben Satz 2.1.1 zwar auch für Charakteristik 0
formuliert, können ihn aber hier nicht anwenden, denn τ(ε) /∈ 1 + mW (FrR) = 1 + V1(FrR).
Analoge Aussagen zu denen des Satzes gelten allerdings bezüglich der N -Topologie auf W (R),
das heiÿt die N -abgeschlossene Untergruppe 1 + mW (R) ⊂W (R)× ist bezüglich der Potenzie-
rung ein Zp-Modul; auch 2.1.1.ii und iii gelten, wenn der N -Grenzwert genommen wird. Wir
de�nieren daher

(τ(ε))a := τ(εa) = N − lim τ(ε)an

für beliebige Folgen natürlicher oder ganzer Zahlen an
p−adisch−−−−−→ a. Die N -Topologie erlaubt

uns also auch, Zp-Potenzen von mehr Elementen als nur denen in 1+pW (FrR) zu betrachten.
Insbesondere gilt dann wegen der N -Abgeschlossenheit: τ(ε)a ∈ SK0 für alle a ∈ Zp.
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Dazu sei noch einmal betont, daÿ für a ∈ Zp der Ausdruck (τ(ε))a nicht wie in 2.1.1, also
als P - statt N -Limes de�niert werden kann: Etwa für an = pn, a = 0 haben wir∣∣τ(ε)p

n − 1
∣∣
W (FrR)

= 1 für alle n.

Bemerkung 3.2.9. Es mag auf den ersten Blick angenehmer erscheinen, statt πε = τ(ε)− 1
direkt den Teichmüllerlift τ(ε−1) zu nehmen und damit die Strukturen SK0 etc. zu de�nieren.
Das lieferte in der Tat Ergebnisse analog zu 3.2.3, aber der Beweis von Satz 3.2.7 würde
nicht mehr funktionieren; und es scheint auch keinen anderen Grund zu geben, warum derart
de�nierte Strukturen unabhängig von der Wahl von ε sein sollten.

3.2.2 Die Körper Ênr und EK. Die Operationen von GK0 und σ.

Wir haben also zum Körper EK0 in Charakteristik p aus Kapitel 2 einen total unverzweigten
Körper EK0 (der Charakteristik 0) konstruiert, der diesen als Restkörper hat. Wir werden im
folgenden
� zu allgemeinerem EK (konstruiert nach Cherbonnier und Colmez) analoge EK konstruieren;
� dazu (und um die Ergebnisse des ersten Kapitels anzuwenden), eine Kopie der Vervollstän-

digung der maximalen unverzweigten Erweiterung Ênr = ̂(EK0)nr in W (FrR)[1/p] �nden, auf
der schlieÿlich
� die Gruppe GK0 und damit auch die GK , HK und ΓK sowie ein Frobenius-Lift σ geeignet
operieren.

Der letzte Punkt ist der Grund, warum wir die Konstruktion nicht abstrakt � was leichter
wäre � sondern stets imWittringW (FrR) bzw. dessen Quotientenkörper durchführen. Hierauf
haben wir nämlich vernünftige Operationen:

Satz 3.2.10. De�niere auf den WittvektorenW (FrR) eintragsweise eine GK0-Wirkung, wobei
GK0 auf FrR per Satz 2.2.5 wirkt. De�niere auÿerdem σ := F als den Witt-Frobenius auf
W (FrR).

i. Für jedes g ∈ GK0 ist die Abbildung x 7→ gx ein Ringendomorphismus von W (FrR), der
bezüglich der N -Topologie stetig und bezüglich der p-adischen Metrik isometrisch ist. Für
die in 3.1.5.ii betrachteten �Bälle� gilt gBk,δ0,...,δk(x) = Bk,δ0,...,δk(gx) für alle g ∈ GK0,
insbesondere sind solche Bälle um 0 GK0-invariant.

ii. Die Projektion Φ0 : W (FrR) → FrR ist äquivariant bezüglich der hier und in 2.2.5
de�nierten GK0-Wirkungen.

iii. σ ist ein bezüglich der N -Topologie stetiger und p-adisch isometrischer Ringautomor-
phismus. Es gilt (pr ◦ σ)(x0, x1...) = xp0 = (φ ◦ pr)(x0, x1, ...), d. h. σ ist auf W (FrR)
ein Frobenius-Lift im Sinne von Kapitel 1.

iv. Die Wirkungen von GK0 und σ vertauschen miteinander.

v. Der Unterring W (R) ist unter beiden Wirkungen stabil; umgekehrt setzen sie sich auf
den Quotientenkörper W (FrR)[1/p] fort.

vi. Die Abbildung
GK0 ×W (FrR)→W (FrR) (g, x) 7→ gx

ist stetig bezüglich der Krull-Topologie auf GK0 und der N -Topologie auf W (FrR).
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Beweis.

i. Die Abbildungen sind Ringendomorphismen, weil GK0 auf den Einträgen als Körperau-
tomorphismus operiert und Addition und Multiplikation im Wittring über polynomiale
Ausdrücke de�niert sind. Die Stetigkeit bezüglich der N -Topologie folgt mit der uni-
versellen Eigenschaft der Produkttopologie und den Umgebungsbasen in Satz 3.1.5.ii
daraus, daÿ GK0 auf FrR stetig (sogar isometrisch nach 2.2.5) wirkt. Die p-adische Iso-
metrie folgt schlicht daraus, daÿ die Abbildungen als Endomorphismen das Primelement
p = (0, 1, 0, 0, ...) �xieren und Einheiten auf Einheiten schicken. � Zur letzten Behaup-
tung: Wegen Satz 2.2.5 (GK0 wirkt isometrisch auf FrR) folgt schon die Inklusion ⊆,
und nach Anwendung von g−1 die umgekehrte Inklusion.

ii. Klar.

iii. Die erste Aussage sieht man wie in i. � natürlich ist der absolute Frobenius φ : x 7→ xp

auf FrR stetig. Die zweite Aussage ist klar.

iv. Klar, weil sie in jeder Komponente vertauschen.

v. Die erste Behauptung folgt daraus, daÿ R unter den Wirkungen stabil ist; wenn die fort-
gesetzten Wirkungen wieder Ring-(Körper-)Endomorphismen de�nieren sollen, müssen
wir g(p−1) = σ(p−1) = p−1 setzen, und damit sind die Fortsetzungen eindeutig be-
stimmt.

vi. Auch dies folgt mit der universellen Eigenschaft und den Umgebungsbasen der N -
Topologie daraus, daÿ die entsprechende Abbildung GK0 × FrR → FrR gemäÿ Satz
2.2.7 stetig ist.

Bemerkung 3.2.11. Die in Teil vi des letzten Satzes betrachtete Abbildung ist nicht stetig,
wenn wir W (FrR) mit der p-adischen Metrik/Topologie versehen. Betrachte nämlich etwa
den Punkt (id, τ(ε)) ∈ GK0 ×W (FrR). Wäre die Abbildung hierin stetig, so müÿte es eine
o�ene Untergruppe H ≤ GK0 und ein m ∈ N geben mit hx ∈ τ(ε) + V1(FrR) für alle h ∈
H,x ∈ τ(ε) +Vm(FrR). Solche x haben aber als erste Komponente ε, d. h. alle h ∈ H müÿten
(bezüglich der Wirkung in 2.2.5) ε ∈ R �xieren, also (als Elemente von GK0) alle pn-ten
Einheitswurzeln. Das ist unmöglich, denn als o�ene Untergruppe muÿ H endlichen Index in
GK0 haben.

Satz 3.2.12. EK0 und OEK0
sind stabil unter GK0 und σ.

Beweis. Wegen der Isometrie der Operationen reicht es zu zeigen, daÿ EK0 unter ihnen stabil
ist. Aber K0 = Quot(W (k)) ist o�enbar stabil (GK0 wirkt trivial und σ über den Witt-
Frobenius = Erheben der Einträge zur p-ten Potenz), und es gilt

g(πε) = g(τ(ε))− 1 = τ(ε)χ(g) − 1 = (1 + πε)χ(g) − 1 =
∞∑
i=1

(
χ(g)
i

)
πiε

σ(πε) = σ(τ(ε))− 1 = τ(ε)p − 1 = (1 + πε)p − 1 =
p∑
i=1

(
p

i

)
πiε
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wobei g ∈ GK0 beliebig und χ der zyklotomische Charakter ist. O�enbar liegen beide Aus-
drücke in OEK0

. Man kann abstrakt argumentieren, daÿ sie als Reihen keinen konstanten Term
haben, also wieder selbst in eine Reihe eingesetzt werden können. Für die GK0-Wirkung kön-
nen wir aber auch folgenden Trick benutzen: Wegen χ(g) ∈ Z×p ist εg := εχ(g) einfach eine
andere Wahl von ε (Satz 2.2.10.ii), und wir haben

g

(∑
n∈Z

anπ
n
ε

)
=
∑
n∈Z

anπ
n
εg

für
∑

n∈Z anπ
n
ε ∈ OEK0

; dies ist o�enbar ein Element des Rings, denn dieser besteht genauso
aus den (3.6) erfüllenden Reihen in πεg mit Koe�zienten in W . � Für σ kann man sich auch
leicht überlegen, daÿ Reihen in τ(ε)p−1 wegen vFrR(εp−1) = 1

p−1p
2 �erst recht� konvergieren

und die Grenzwerte wegen dessen Abgeschlossenheit in OEK0
liegen.

De�nition 3.2.13. Setze
(EK0)nr := maximale unverzweigte Erweiterung von EK0 in W (FrR)[1/p];
̂(EK0)nr := Abschluÿ davon in der p-adischen (!) Topologie.

DaW (FrR) p-adisch vollständig, ist der zweite Körper kanonisch isomorph zur Vervollstän-
digung des ersten. Bezeichne die entsprechenden Ganzheitsringe mit O(EK0

)nr bzw. O ̂(EK0
)nr

;

auch letzterer �ist� die Vervollständigung des ersten. Beide sind DBR mit Primelement p; es

ist (EK0)nr = O(EK0
)nr [1/p] und ̂(EK0)nr = O ̂(EK0

)nr
[1/p].

Satz 3.2.14.

i. Der Restklassenkörper von O(EK0
)nr , also auch von O ̂(EK0

)nr
, ist EsepK0

(aus 2.3.14).

ii. (EK0)nr, also nach Satz 3.2.10.i und iii auch ̂(EK0)nr, sowie die entsprechenden Ganz-
heitsringe sind stabil unter GK0 und σ. Die Wirkung von GK0 ist stetig bezüglich der
von der N -Topologie induzierten Teilraumtopologie auf O(EK0

)nr bzw. O ̂(EK0
)nr

.

Beweis. Man beachte für den ganzen Beweis, daÿ p ein Primelement von W (FrR) ist. Alge-
braische Erweiterungen von EK0 in W (FrR)[1/p] sind daher genau dann unverzweigt, wenn
die zugehörige Restklassenkörpererweiterung separabel ist.

i. Die Aussage ist wörtlich zu verstehen: Φ0(O(EK0
)nr) = EsepK0

, so wie wir in Bemerkung
3.2.6 Φ0(OEK0

) = EK0 notiert hatten.
De�nitionsgemäÿ ist Φ0(O(EK0

)nr) eine separable Erweiterung von EK0 in FrR, also in

EsepK0
enthalten. Sei nun x0 ∈ EsepK0

beliebig, f̄ = Min(x0, EK0 , X) und f ∈ OEK0
[X] ein

normierter Lift von f̄ mit gleichem Grad. Da f̄ separabel ist und in FrR in Linearfakto-
ren zerfällt, tut dies nach dem Henselschen Lemma auch f in W (FrR). Jede von dessen
Nullstellen erzeugt eine endliche unverzweigte Erweiterung von EK0 (vgl. Vorbemerkung
und Lemma 1.1.11), liegt also in O(EK0

)nr , und eine davon erfüllt Φ0(x) = x0. Dies zeigt
EsepK0

⊆ Φ0(O(EK0
)nr).

ii. Es reicht zu zeigen, daÿ O(EK0
)nr stabil unter den Operationen ist. Sei g ∈ GK0 und

x ∈ O(EK0
)nr beliebig. f := Min(x,OEK0

, X) habe Grad n; da EK0(x) | EK0 unverzweigt
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3 Konstruktion von E(K)

ist, hat die Projektion f̄ ∈ EK0 [X] ebenfalls Grad n und ist separabel. Nach dem Hen-
selschen Lemma ist sie folglich irreduzibel.
Wir haben nun auf dem Polynomring OEK0

[X] per Wirkung auf den Koe�zienten (OEK0

ist GK0-stabil, Satz 3.2.12) eine Operation von GK0 über Ringautomorphismen, die nach
Reduktion eine ebensolche auf EK0 [X] induziert, die überdies auf den Koe�zienten ge-
nau die im zweiten Kapitel betrachtete ist. Folglich ist g(f̄) ebenfalls separabel (die
Wirkung setzt sich fort zu Automorphismen von EsepK0

[X]) und irreduzibel. Jeder nor-
mierte Lift von g(f̄), insbesondere g(f), ist folglich irreduzibel. Jede seiner Nullstellen
erzeugt demnach erstens eine unverzweigte Erweiterung und ist zweitens ganz überOEK0

,
liegt also in O(EK0

)nr . Eine dieser Nullstellen ist aber gx. � Für σ können wir nicht ge-
nauso schlieÿen, da σ auf EK0 und damit auch auf EK0 [X] nicht als Automorphismus
wirkt. Trotzdem muÿ für x ∈ O(EK0

)nr mit f := Min(x,OEK0
, X) wie oben auch σ(x)

eine Nullstelle von σ(f) sein; überdies ist nach Satz 3.2.10.iii Φ0(σ(x)) = (Φ0(x))p. Nun
zerfällt f̄ über EsepK0

in unterschiedliche Linearfaktoren, und damit tut dies auch die Re-

duktion σ(f) ∈ EK0 [X] von σ(f) � deren Nullstellen in EsepK0
sind gerade die paarweise

unterschiedlichen p-ten Potenzen derer von f̄ . Das Henselsche Lemma liefert also genau
eine Nullstelle y von σ(f) in W (FrR), die gleich σ(x) ist (vgl. soweit den Beweis von
Satz 1.1.12). Zu zeigen bleibt, daÿ y in O(EK0

)nr liegt. Nun ist das Minimalpolynom von

dessen Reduktion Φ0(y) über EK0 ein Teiler von σ(f), also separabel; und als Nullstelle
von σ(f) ist y über EK0 algebraisch; nach der Vorbemerkung ist also auch EK0(y) un-
verzweigt, d. h. y ∈ (EK0)nr. � Die Stetigkeit folgt aus Satz 3.2.10.vi.
Alternative Beweisskizze für die erste Aussage: Wegen Satz 3.2.10 und 3.2.12 ist EK0(x) '
g(EK0(x)) = EK0(gx) für alle x ∈ (EK0)nr und somit auch dieser Körper eine unverzweig-
te Erweiterung von EK0 , d. h. gx ∈ (EK0)nr.

Satz 3.2.15. Die Wirkung von HK0 ≤ GK0 identi�ziert diese mit Gal((EK0)nr | EK0), und
zwar derart, daÿ die über die Projektion Φ0 induzierte Wirkung genau die im zweiten Kapitel
(Theorem 2.3.14) mit Gal(EsepK0

| EK0) identi�zierte ist.

Beweis. Da HK0 der Kern des zyklotomischen Charakters ist, ist aus der Beschreibung der
GK0-Wirkung in Satz 3.2.12 klar, daÿ HK0 EK0 �xiert; also jedenfalls in der Galoisgruppe
enthalten ist. Aber unter der Restklassenprojektion Φ0 induziert HK0 nach Satz 3.2.10.ii mit
obigem Theorem bereits ganz Gal(EsepK0

| EK0), muÿ also nach Bemerkung 1.1.10 der ganzen
Galoisgruppe entsprechen.

Bemerkung 3.2.16. Wenn man, wie zu Anfang des zweiten Kapitels diskutiert, auf den
Körper FrR verzichten will, bekommt man hier Probleme. Für das bisherige läÿt sich EK0

durch den abstrakten Normenkörper XK0(K∞0 ) = XK∞0 |K0
(K∞0 ) ersetzen und EsepK0

durch
XK∞0 |K0

(K̄), auf dem nach Wintenberger GK0 so wirkt, daÿ HK0 sich mit der Galoisgrup-
pe identi�ziert. Als Ersatz für OEK0

kann man den Cohen-Ring in W (XK0(K∞0 )) zum Lift
τ(ε)− 1 von ε− 1 nehmen (vgl. [Schn07, Kapitel 7]), wobei ε jetzt als das entsprechende Ele-
ment im Normenkörper zu verstehen ist; {ε−1} ist o�enbar eine p-Basis. Aber es scheint nicht
möglich, einen vernünftigen Lift von EsepK0

, also einen Ersatz für unser hier de�niertes (EK0)nr
zu erhalten. Wir wissen zwar, daÿ sich die Galoisgruppe auf �der� nach 1.1.10 de�nierten
abstrakten maximalen unverzweigten Erweiterung mit derjenigen der Restklassenkörperweite-
rung identi�ziert und könnten sie so umgekehrt mit HK0 identi�zieren. Aber wie soll die ganze
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3.2 Die Körper EK und E(K)

Galoisgruppe GK0 auf der maximalen unverzweigten Erweiterung operieren und zwar so, daÿ
die Untergruppe HK0 gerade der Galoisgruppe entspricht? Versucht man es konkreter mit ei-
nem Cohen-Ring in W (XK∞0 |K0

(K̄))), so wirken immerhin per Funktorialität von W ( · ) die
g ∈ GK0 auf die Elemente des Wittrings, und die induzierte Wirkung von HK0 leistet obiges,
aber es ist nicht klar, ob solch ein Cohen-Ring unter GK0 stabil ist � nur der ganze Wittring
ist es. Dazu müÿte also ein unter der Wirkung von GK0 auf W (XK∞0 |K0

(K̄))) invarianter Lift
einer p-Basis von XK∞0 |K0

(K̄) gefunden werden, was aus mehreren Gründen nicht konstruktiv
möglich erscheint.

Da wir aber nun eine Erweiterung (EK0)nr | EK0 mit passender GK0- und HK0-Wirkung
haben, können wir auch die Körper EK vernünftig liften und dabei die Operation von ΓK
behalten. Sei wieder K ein vollständiger diskret bewerteter Körper der Charakteristik 0 mit
perfektem Restklassenkörper k der Charakteristik p; fasse K0 := Quot(W (k)) als Teilkörper
von K auf, und setze wieder HK := GK ∩HK0 � dies ist ein abgeschlossener Normalteiler von
endlichem Index in GK .

De�nition 3.2.17. Setze EK := ̂(EK0)nr
HK

.

Nach Satz 3.2.15 und Lemma 1.4.2.iii ist dies insbesondere für K = K0 mit der vorherigen
Notation verträglich.

Satz 3.2.18. Es gilt Φ0(OEK ) = EK . Die Galoisgruppe Gal((EK0)nr | EK) identi�ziert sich
mit HK . EK ist stabil unter σ und GK ; GK wirkt über den Quotienten ΓK = GK/HK . Die
Wirkung ist stetig bezüglich der von der N -Topologie induzierten Teilraumtopologie auf OEK .

Beweis. Die erste Behauptung folgt aus der GK0-Äquivarianz der Projektion Φ0 (3.2.10.ii)
und der eindeutigen Zuordnung zwischen unverzweigten Erweiterungen und Restklassenkör-
pererweiterung. Die weiteren Aussagen folgen nacheinander aus 3.2.15 mit üblicher Galois-
theorie, Vertauschen von σ und GK (3.2.10.iv) und Normalität von HK in GK (vgl. Beweis
von Satz 2.3.31). Die letzte Aussage folgt aus der N -Stetigkeit der GK0-Wirkung aufW (FrR)
(3.2.10.vi).

Übrigens ist (EK0)nr o�enbar auch die maximale unverzweigte Erweiterung von jedem EK
in W (FrR)[1/p], weswegen wir im folgenden einfach Enr schreiben.
Wir haben damit eine Erweiterung diskret bewerteter Körper Enr | EK mit Restklassenkör-

pererweiterung EsepK | EK konstruiert, die alle Bedingungen aus Kapitel 1, Abschnitt 4 erfüllt
(mit GEK = HK), und zusätzlich eine Operation von ΓK auf EK und EK beschrieben. Wir
wollen schlieÿlich noch die Körper EK etwas genauer bestimmen.

Satz 3.2.19 (�Lift� von Satz 2.3.27). Sei EK = k∞((π̄K)) gemäÿ Satz 2.3.27 mit einem
π̄K ∈ EsepK0

. Sei F := QuotW (k∞), d. h. die maximale unverzweigte Teilerweiterung von
K∞|K0, und schreibe OF := W (k∞). Dann gibt es in OEK einen Lift πK von π̄K derart, daÿ
EK der Körper ist, der durch Einsetzen von πK in beidseitig unendliche Laurentreihen über F
entsteht, deren Koe�zienten die Bedingungen (3.5) und (3.6) erfüllen (also EF (TdA) in der
Notation von [Schn07]).

Beweis. Zunächst ist klar, daÿ F sich mit einem Teilkörper von EK identi�ziert, und folglich
auch das Kompositum F.EK0 . Dieses besteht aus den Laurentreihen in πε mit Koe�zienten in
F , welche den üblichen Bedingungen genügen (und ist gleich EK , wenn k∞ = k ⇔ F = K0).
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3 Konstruktion von E(K)

Ein geeignetes πK �nden wir wie folgt: Die Reduktion π̄K erfüllt nach Satz 2.3.27 eine Eisen-
steingleichung

π̄eK + ae−1π̄
e−1
K + ...+ a1π̄K + a0 = 0

wobei a0 ∈ (ε − 1) · (k∞[[ε − 1]])×, a1, ..., ae−1 ∈ (ε − 1) · (k∞[[ε − 1]]) gilt. Wir liften diese
Koe�zienten, aber nicht beliebig, sondern wählen als Lift zu einer Potenzreihe

ā =
∑
i>0

αi(ε− 1)i ∈ k∞[[ε− 1]]

die Potenzreihe
a =

∑
i>0

τ(αi)πiε ∈ OF [[πε]] ⊂ OEF

Liften wir die Koe�zienten auf diese Weise, so erhalten wir insbesondere a0 ∈ πε · (OF [[πε]])×

und a1, ..., ae−1 ∈ πε · (OF [[πε]]). Nach dem Henselschen Lemma gibt es nun in OEK einen Lift
πK von π̄K , der die Gleichung

P (πK) = πeK + ae−1π
e−1
K + ...+ a1πK + a0 = 0

erfüllt. Das Polynom P ist zudem irreduzibel über OEF und über OF [[πε]].
Wir können nun analog zu 3.2.3 jedenfalls den beschriebenen �Reihen in πK� einen Sinn
geben � dazu ist letztlich nur nötig, daÿ 0 < vFrR(π̄K) < ∞ � und erhalten wieder einen
zu EF (TdA) isometrisch isomorphen, also p-adisch vollständigen Körper in W (FrR)[1/p]. Der
Restklassenkörper von dessen Ganzheitsring ist k∞((π̄K)) ⊂ EsepK0

, d. h. EK , also schon einmal
gleich dem Restklassenkörper von OEK . Zeigen wir die behauptete Identität der Körper!
1. Reduktionsschritt: Es genügt o�enbar, Identität der Ganzheitsringe

OEK
!= p-adischer Abschluÿ von OF ((πK))

zu zeigen.
2. Reduktionsschritt: Ist A ⊆ B eine Inklusion von vollständigen DBR mit maximalem Ideal
(p), und haben beide modulo p denselben Restklassenkörper, so gilt A + pB = B, iterativ
A+ pnB = B und wegen der Vollständigkeit A = B. Für obige Gleichheit reicht also eine der
beiden Inklusionen. Wir zeigen ⊇.
3. Reduktionsschritt: Es reicht, OEK

!
⊃ OF ((πK)) zu zeigen, denn die linke Seite ist p-adisch

vollständig.
4. Reduktionsschritt: Das Element πK ist jedenfalls in EK invertierbar; da es aber als Element
von W (FrR) p-adischen Betrag 1 hat (die nullte Komponente ist π̄K 6= 0), gilt π−1

K ∈ OEK .
Daher genügt zu zeigen:

OEK
!
⊃ OF [[πK ]]

5. Schritt: Sei B := OF [[πε]][πK ] ⊂ OEK , d. h. der Teilring von OEK , der durch Adjunktion
des Elements πK an OF [[πε]] erzeugt wird. Aus der De�nition von πK folgert man, daÿ

B = OF [[πε]] +OF [[πε]]πK + ...+OF [[πε]]πe−1
K

(sogar als direkte Summe), sowie

πeK ∈ πε · OF [[πε]]︸ ︷︷ ︸
=:m

·B

Damit ist für j ∈ N0:
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3.2 Die Körper EK und E(K)

πejK ∈ mjB, ..., πe(j+1)−1
K ∈ mjB;

π
e(j+1)
K ∈ mj+1B, ..., πe(j+2)−1

K ∈ mj+1B
etc.
Für alle i ∈ N0 gibt es daher eindeutige Darstellungen

πiK =
e−1∑
k=0

ri,kπ
k
K

mit
ri,k ∈ mbi/ec ⊂ OF [[πε]] (3.10)

mj ist die Menge aller Reihen in OF [[πε]], deren Koe�zienten bis zur j-ten Potenz von πε

verschwinden. Es folgt ri,k
i→∞−−−→ 0 in der N -Topologie. Wir zeigen nun, daÿ OF [[πK ]] schon in

B, also auch in OEK enthalten ist. Sei nämlich eine Reihe f =
∑

i>0 ciπ
i
K ∈ OF [[X]] gegeben,

so ist also wegen (3.10) (und Satz 3.1.8.i) die Reihe

fk :=
∑
i>0

ci ri,k

N -konvergent mit Grenzwert in OF [[πε]] (dieser Ring ist N -abgeschlossen, wie sich analog
zum Beweis von Lemma 3.2.4 zeigen läÿt), und in der N -Topologie läÿt sich umordnen:

f =
∑
i>0

(
e−1∑
k=0

ri,kπ
k
K)ci =

e−1∑
k=0

fkπ
k
K ∈ B

Natürlich ist es unschön, daÿ wir im allgemeinen zwar abstrakt um die Existenz eines Lifts
πK von π̄K in EK wissen, der diesen Körper dann beschreibt, ihn aber i. a. nicht konkret
angeben können. Es sei aber festgehalten, daÿ es nicht nur der im letzten Beweis mit dem
Henselschen Lemma erhaltene Lift täte:

Bemerkung 3.2.20.

i. OEK ist N -abgeschlossen in W (FrR).

ii. Ist πK ∈ OEK ein beliebiger (!) Lift des uniformisierenden Elements π̄K ∈ EK , so ist
OEK gleich der p-adischen Vervollständigung von OF ((πK)).

Beweis.

i. folgt aus dem letzten Satz analog zum Beweis von Lemma 3.2.4.

ii. Wegen i. ist mit OF (πK) auch OF ((πK)) und schlieÿlich dessen p-adischer Abschluÿ
in OEK enthalten. Aber beide sind vollständige DBR mit Primelement p und gleichem
Restklassenkörper, also � vgl. Schritt 2 im vorigen Beweis � identisch.
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Unser EK ist folglich als bewerteter Körper isomorph zu EF (TdA). Wir haben also bei an-
fänglich gegebenem KörperK Laurentreihen zu betrachten, deren Koe�zienten zwar i. a. nicht
aus K selbst, aber aus dem davon nicht allzu verschiedenen Körper F , der maximalen unver-
zweigten Teilerweiterung von K∞|K, stammen. Für absolut unverzweigtes K, insbesondere
Qp selbst, ist ohnehin F = K = K0.
Nachdem wir nun gewissermaÿen die algebraische Struktur der EK beschrieben haben, wollen

wir noch die Topologie etwas anschaulicher darstellen. Die folgende Proposition liefert den
Schlüssel dazu und wird auch im nächsten Kapitel noch einmal von entscheidender Bedeutung
sein.
Aus Bemerkung 3.2.20.ii erhält man für beliebiges n ∈ N einen Isomorphismus

κ : (OF /pn)((T ))
∼=−→ OEK/p

n

welcher die abstrakte Variable T auf die Restklasse πK schickt. Links steht also ein übli-
cher Laurentreihenring mit Koe�zienten in OF /pn: Denn Bedingung (3.6) sichert, daÿ links
nur endlich viele negative Koe�zienten stehen bleiben. Diesen Ring versehen wir mit der
T -adischen Topologie, das heiÿt: Die Mengen

T r · (OF /pn)[[T ]]

für r ∈ Z bilden eine Umgebungsbasis der Null.

Proposition 3.2.21. Sei n ∈ N.

i. Die Inklusion OEK ↪→W (FrR) und die davon induzierte Injektion

ι : OEK/p
n ↪→W (FrR)/pn = Wn(FrR)

sind topologische Einbettungen, wobei OEK mit der N -Teilraumtopologie, W (FrR) mit
der N -Topologie und die Quotienten mit der jeweiligen Quotiententopologie versehen
sind.

ii. Der oben de�nierte Isomorphismus

κ : (OF /pn)((T ))
∼=−→ OEK/p

n

ist ein topologischer Isomorphismus für die T -adische Topologie links und die Quotien-
tentopologie der N -Teilraumtopologie rechts.

Beweis. Für die Inklusion ist die Aussage i. trivial nach De�nition der Teilraumtopologie.
Für die Quotienten zeigen wir i. und ii. gleichzeitig. Dazu betrachten wir die komponierte
Abbildung

j : (OF /pn)((T )) κ−→ OE(K)/p
n ι−→Wn(FrR)

top.∼= (FrR)n

mit der T -adischen Topologie links, der Quotiententopologie der N -Teilraumtopologie in der
Mitte und der Quotiententopologie der N -Topologie rechts, welche wie angedeutet mit der
Produkttopologie auf (FrR)n übereinstimmt.
Zwischenbehauptung: Die Abbildung j ist o�en auf ihr Bild.
Beweis: Es reicht zu zeigen, daÿ die Bilder der Mengen T r · (OF /pn)[[T ]], r ∈ Z, relativ o�en
sind.
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Betrachte in Wn(FrR) den von Wn(R) ⊂ Wn(FrR) und πK erzeugten Teilring. Wegen Satz
3.1.10 gibt es ein N ∈ N mit πKs ∈Wn(R) für alle s > N , so daÿ dieser Ring die Gestalt

U := Wn(R) + πK ·Wn(R) + ...+ πK
N−1 ·Wn(R)

hat. Man beachte weiter: Wn(R) ist o�ene Untergruppe von Wn(FrR), so daÿ auch die Un-
tergruppe U , die ja Wn(R) enthält, o�en (und damit abgeschlossen) ist. Wir zeigen nun, daÿ
U ∩ im(j) enthalten ist in j(T−M · (OF /pn)[[T ]]) = (πK)−M · (OF /pn)[[πK ]] für ein genügend
groÿes M ∈ N.
Wäre dem nicht so, dann gäbe es mindestens ein 0 ≤ k < n sowie eine unendliche Folge
natürlicher Zahlen m1 < m2 < ..., so daÿ

pk · (πK)−mi ∈ U

für alle i ∈ N. (Die abgeschlossene Menge U enthält alle Potenzreihen in πK ; und solche, deren
konstanter Term nicht durch p teilbar ist, sind sogar in U invertierbar.) Da insbesondere alle
nichtnegativen Potenzen von πK in U liegen, gilt also sogar für alle i ∈ N

pk · (πK)−iN ∈ U

und wir �nden für alle i Darstellungen

pk · (πK)−iN = ci,0 + ci,1πK + ...+ ci,N−1πK
N−1

mit ci,j ∈Wn(R). Schreibe abkürzend a := πK
N ∈Wn(R), dann haben wir

pk = aici,0 + aici,1πK + ...+ aici,N−1πK
N−1

für alle i ∈ N. Das ist unmöglich, denn in Wittvektoren-Schreibweise konvergieren für i→∞
auf der rechten Seite die 0-te bis (N-1)-te Komponente gegen 0, während links konstant der
Wittvektor (0, ..., 0, 1, 0, ...) (mit der 1 an der k-ten Stelle) steht.
Mit U ist also die Untergruppe j(T−M · (OF /pn)[[T ]]) relativ o�en in im(j), und folglich auch
alle Bilder der Mengen T r · (OF /pn)[[T ]], r ∈ Z, denn die Multiplikation mit (πK)i (i ∈ Z) ist
ein Homöomorphismus. Die Zwischenbehauptung ist gezeigt.
Betrachten wir nun die Bestandteile von j. Die Abbildung ι ist jedenfalls injektiv. Sie ist auch
stetig, was ganz abstrakt folgt: Betrachte

OEK
⊂ //

����

W (FrR)

����
OEK/pn

ι // Wn(FrR)

und benutze, daÿ alle anderen Pfeile stetig sind, sowie die universelle Eigenschaft der Quoti-
ententopologie links unten.
Die bijektive Abbildung κ ist ebenfalls stetig: Dies folgt daraus, daÿ in der N -Topologie

(πK)i i→∞−−−→ 0 gilt.
Starte nun mit einer o�enen Menge O in OEK/pn, dann ist κ−1(O) o�en. Wegen der Zwischen-
behauptung ist also j(κ−1(O) o�en in im(j). Da κ bijektiv ist, ist aber j(κ−1(O) = ι(O) und
im(j) = im(ι), folglich ist die Abbildung ι o�en auf ihr Bild und Teil i. gezeigt. Ist andererseits
O′ eine o�ene Menge in (OF /pn)((T )), so ist wegen der Zwischenbehauptung j(O′) o�en in
im(j). Da ι stetig ist, ist ι−1(j(O′)) o�en in OEK/pn, aber wegen der Injektivität von ι ist
ι−1(j(O′)) = κ(O′). Mithin ist die Abbildung κ o�en, und auch Teil ii. ist gezeigt.
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3 Konstruktion von E(K)

Satz 3.2.22. Sei πK wie in Bemerkung 3.2.20. Die N -Teilraumtopologie auf OEK ist die
Topologie, welche durch die Mengen

(πrK · OF [[πK ]] + pnOEK )r∈Z, n∈N

als Umgebungsbasis der Null de�niert wird.

Beweis. Ein �Ball� Bk, δ0,...,δk(0) wie in Satz 3.1.5.ii (bzw. dessen Schnitt mit OEK ) enthält
wegen Satz 3.1.10 für genügend groÿes r die Menge πrK · OF [[πK ]] + pk+1OEK . O�ene Mengen
in der N -Teilraumtopologie sind folglich auch bezüglich der neu de�nierten Topologie o�en.
Umgekehrt ist für r ∈ Z, n ∈ N die Menge

πrK · OF [[πK ]] + pnOEK ⊂ OEK

genau das Urbild (bezüglich der kanonischen Projektion) der gleich geschriebenen Menge

πrK · OF [[πK ]] + pnOEK ⊂ OEK/p
n

welche gemäÿ Proposition 3.2.21.ii o�en in OEK/pn bezüglich der Quotiententopologie der N -
Teilraumtopologie ist. Da die kanonische Projektion bezüglich der N -Teilraumtopologie und
deren Quotiententopologie de�nitionsgemäÿ stetig ist, sind also auch die Nullumgebungen der
neu de�nierten Toplogie o�en in der N -Teilraumtopologie, und folglich sind beide Topologien
gleich.

3.2.3 Die Körper E(K)

Will man stattdessen die nach Fontaine konstruierten Körper E(K) liften, so kann man (für
p 6= 2) analog zum Vorgehen im zweiten Kapitel von EK0 (OEK0

, SK0) zu den Fixobjekten
unter der zyklischen Gruppe F×p ≤ Z×p ∼= ΓK0

E(K0) := EF×p
K0

OE(K0) := OF×p
EK0

(S(K0) := SF×p
K0

)

übergehen. Die maximale unverzweigte Erweiterung in W (FrR) bleibt Enr, man setzt wieder
H(K0) := Gal(K̄|K∞) mit der zyklotomischen Zp-Erweiterung K∞ von K0, H(K) := GK ∩
H(K0), r(K) = r(K|K0) wie in 2.4.8 und (vgl. 2.4.9):

E(K) := σ−r(K)
(
EH(K)
nr

)
⊂W (FrR)

Dann gelten analoge Aussagen zu den obigen für die Erweiterungen Enr|E(K) und EsepK0
|E(K)

sowie Operation von Γ(K) := GK/H(K) ' (Zp, +).
Mit EK0 ist auch E(K0) =

⋂
a∈F×p ker(idEK0

− (ga)|EK0
) N -abgeschlossen. Setzen wir

π0 := −p+
∑
a∈Fp

τ(ε)[a]
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3.2 Die Körper EK und E(K)

so ist o�enbar π0 = TrEK0
|E(K0)(πε) ein Lift von π̃0 ∈ E(K0) (aus 2.4.5). Wegen der N -

Abgeschlossenheit liegen analog zu Satz 3.2.3 alle die Bedingungen (3.5) und (3.6) erfüllenden
Laurentreihen nach Einsetzen von π0 in E(K0). Da aber EK0 über diesem Laurentreihenkörper
ebenfalls Grad p−1 hat � Adjunktion von πε liefert EK0 �, muÿ er schon ganz E(K0) sein. Wir
könnten daher E(K0) und die entsprechenden Unterstrukturen auch analog zu 3.2.2 mit π0

statt πε de�nieren. E(K) besteht aus den Laurentreihen in einer Variable π′K := σ−r(K)(πK),
deren Koe�zienten in F := Quot(W (k∞)) liegen und (3.5) und (3.6) erfüllen, wobei πK ein
geeigneter Lift des π̃K aus Satz 2.4.12 ist. Auf diese Weise und mit diesem F ist also E(K) als
bewerteter Körper isomorph zu EF (TdA). Auch bezüglich der �schwachen� Topologien gelten
dann analoge Ergebnisse zu 3.2.21 und 3.2.22.
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4 Die Kategorienäquivalenz

RepZp(GK) ∼ Γ(K)ΦM et
(OE(K), σ)

Wie gegen Ende des vorigen Kapitels notiert, haben wir zu unserem vollständigen, diskret be-
werteten Körper K in Charakteristik 0 (mit perfektem Restklassenkörper k der Charakteristik
p) Körper E(K) und E(K) konstruiert, die die Voraussetzungen für Kapitel 1, Abschnitt 4
erfüllen, wobei GE(K) = H(K) ist. Um die Notation nicht völlig zu überfrachten, betrachten
wir jetzt in dortiger Notation nur noch den Spezialfall r = 1, also Zp-/Qp-Darstellungen. Wir
haben also Äquivalenzen

RepZp(H(K)) ∼ ΦM et
(OE(K), σ)

bzw.
RepQp(H(K)) ∼ ΦM0

(E(K), σ)

Wir möchten aber Darstellungen der ganzen Gruppe GK klassi�zieren und haben in der
Operation von Γ(K) auf E(K) und E(K) zusätzliche Information behalten. Diese sollte nicht
verloren gehen, wenn wir ins Gebiet der ϕ-Moduln übersetzen. Dafür de�nieren wir eine weitere
Kategorie.

4.1 Die abelsche Kategorie ΓΦM et
(A, σ)

Als technisches Hilfsmittel müssen wir für diesen Abschnitt zunächst eine �kanonische Topolo-
gie� auf endlich erzeugten Moduln M über einem gegebenen topologischen Ring A erklären.
(Man beachte, daÿ die topologischen Konstruktionen am Anfang von Abschnitt 1.2 ein Spe-
zialfall des folgenden sind.)
Zu einem endlich erzeugten A-Modul M existiert stets eine �Au�ösung�: ein r ∈ N und

ein Epimorphismus von A-Moduln Ar �M . Wir versehen nun Ar mit der Produkttopologie
und M mit der Quotiententopologie. Dies ist unabhängig von der Wahl der Au�ösung, wie
folgende Überlegung zeigt:
Seien für M zwei solcher Epimorphismen Ar � M und As � M gegeben. Dann existiert

ein A-Modulhomomorphismus Ar → As, so daÿ das folgende Diagramm kommutiert:

Ar

���
�
�
�
�
�
�

!!CCCCCCCC

M

As

=={{{{{{{{

Dies kann man direkt nachrechnen, wenn man nicht weiÿ, daÿ freie Moduln projektiv sind.
Nun behaupten wir (∗): Der senkrechte Pfeil ist stetig bezüglich der beiden Produkttopologien.
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4 Die Kategorienäquivalenz RepZp(GK) ∼ Γ(K)ΦM et
(OE(K), σ)

Dies angenommen, und da der untere Pfeil nach De�nition stetig ist bezüglich der Produkt-
topologie und der über die untere Au�ösung de�nierten Topologie, ist auch der obere Pfeil
stetig bezüglich der Topologie der unteren Au�ösung. Da die Topologie der oberen Au�ösung
de�nitionsgemäÿ die feinste ist, die den oberen Pfeil stetig macht, ist sie also gröber als die der
unteren Au�ösung. Nach Vertauschung von r und s folgt, daÿ die Topologien übereinstimmen.
Wir zeigen noch (∗): Sei

f : Ar → As

(aj)16j6r 7→ (f1((aj)16j6r), ..., fs((aj)16j6r))

ein Modulhomomorphismus. Nach universeller Eigenschaft der Produkttopologie genügt es,
die Stetigkeit jeder Komponentenabbildung fi zu zeigen. De�nieren wir nun für 1 6 i 6 s,
1 6 j 6 r wie in der linearen Algebra den Skalar aij := fi(ej) (mit ej := (δij)16j6r ∈ Ar), so
gilt fi((aj)16j6r) =

∑r
j=1 a

′
jaij . Aus der De�nition eines topologischen Rings folgt, daÿ die

Abbildungen maij : A → A, a 7→ aaij stetig sind; aus der De�nition der Produkttopologie
folgt weiter, daÿ auch

mj,aij : Ar → As

(aj)16j6r 7→ a′jaij

stetig ist; und damit schlieÿlich auch fj =
∑r

j=1mj,aij .
Man kann weiter nachrechnen oder sehr abstrakt mit ähnlichen Diagrammen wie oben

folgern, daÿ diese Topologie mit der Modulstruktur verträglich ist und Modulhomomorphismen
immer stetig, Epimorphismen auch o�en sind. In der Theorie der normierten Vektorräume zeigt
man übrigens mit einiger Mühe den Satz: Ist speziell A ein vollständiger bewerteter Körper,
so induziert jede Norm auf einem endlichdimensionalen Vektorraum obige Topologie, die in
diesem Fall natürlich die Produkttopologie auf M ' Ad ist � d. h. man zeigt die Äquivalenz
der Norm zur Maximumsnorm zu einer beliebigen Basis.
Folgende Beschreibung der Topologie im Spezialfall eines DBR, die ebenfalls leicht einzusehen
ist, wird sich als praktisch erweisen:

Bemerkung 4.1.1. Sei A ein DBR mit Primelement π. Wählen wir zu einem endlich er-
zeugten A-Modul M Erzeuger m1, ...,mr, und ist {Ui | i ∈ I} eine Umgebungsbasis der 0 im
Ring A, so ist zu einem beliebigen Element a1m1 + ...+armr ∈M eine Umgebungsbasis durch
die Mengen

r∑
j=1

(aj + Uij )mj

mit i1, ..., ir ∈ I gegeben. (Eine andere Darstellung des Elements liefert natürlich i. a. eine
andere Umgebungsbasis.)

Kommen wir nun zu den ϕ-Γ-Moduln. Wir behalten die Notationen und Bezeichnungen aus
Abschnitt 1.3. bei. Gegeben sei ein Tripel (A, σ,Γ), wobei (A, σ) ein Paar wie dort sei und Γ
eine Gruppe, die auf A über Ringendomorphismen wirkt, welche allesamt mit σ kommutieren.

De�nition 4.1.2. Ein ϕ-Γ-Modul (über (A, σ,Γ)) ist ein ϕ-Modul M über (A, σ) versehen
mit einer Operation von Γ auf M , die semilinear ist (bezüglich derjenigen auf A), das heiÿt

g(am+ n) = ga · gm+ gn für alle a ∈ A, m, n ∈M, g ∈ Γ

und so, daÿ ϕ und Γ kommutieren, das heiÿt ϕ(gm) = g(ϕ(m)) für alle g ∈ Γ,m ∈M .
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4.1 Die abelsche Kategorie ΓΦM et
(A, σ)

Wenn man als Morphismen zwischen diesen Objekten, wie billig, Modulhomomorphismen
nimmt, welche mit σ und Γ vertauschen, sowie z.B. Unterobjekte, direkte Summen und Ten-
sorprodukte in nächstliegender Weise de�niert, glaubt man ohne Beweis:

Satz 4.1.3. Die ϕ-Γ-Moduln über gegebenem (A, σ,Γ) bilden eine abelsche Kategorie, die
abgeschlossen ist unter Bildung des Tensorprodukts. Wir bezeichnen sie mit ΓΦM(A, σ).

Bemerkung 4.1.4. Zu einem Gruppenhomomorphismus α : Γ′ → Γ erhalten wir einen ko-
varianten Funktor

∗α : ΓΦM(A, σ) → Γ′ΦM(A, σ)

indem wir auf einem ϕ-Γ-Modul M die Gruppe Γ′ per g′(m) := α(g′)m operieren lassen.
Dieser Funktor ist treu, exakt und vertauscht mit dem Tensorprodukt.
Ist speziell ι : {1} ↪→ Γ die Inklusion der trivialen Gruppe, identi�ziert sich ∗ι o�enbar mit
dem Vergiÿfunktor ΓΦM(A, σ) → ΦM(A, σ).

Diejenigen ϕ-Moduln, die wir durch den Funktor DE aus Darstellungen erhalten, sind je-
denfalls etal. Auÿerdem haben wir nicht irgendeine Operation irgendeiner Gruppe, sondern
die einer topologischen Gruppe, welche stetig bezüglich einer Topologie auf den Moduln ist.

Seien dafür ab jetzt zusätzlich
� A ein topologischer Ring, Γ eine topologische Gruppe, und beide seien vollständig und
hausdor�sch;
� die Wirkung Γ×A→ A ((g, a) 7→ ga) stetig;
� A noethersch und σ : A→ A �ach.
Dann fassen wir alle Zusatzbedingungen groÿzügig unter den Begri� etal :

De�nition 4.1.5. Ein ϕ-Γ-Modul M heiÿt etal, falls
� der unterliegende (durch den Vergiÿfunktor erhaltene) ϕ-Modul etal ist im Sinne von 1.3.5
und
� die Wirkung Γ×M →M ((g,m) 7→ gm) stetig ist.
Dabei ist M mit der kanonischen Topologie als endlich erzeugter A-Modul versehen.

Indem wir als Morphismen die zwischen den unterliegenden ϕ-Γ-Moduln behalten � die
wie erwähnt automatisch stetig sind �, erhalten wir die Kategorie der etalen ϕ-Γ-Moduln
ΓΦM et

(A, σ).

Satz 4.1.6. ΓΦM et
(A, σ) ist eine abelsche Kategorie und abgeschlossen unter Tensorprodukten.

Wir verzichten auf einen Beweis, wobei das meiste ohnehin aus den Sätzen 1.3.6 und 1.3.7
folgt.

Bemerkung 4.1.7. Ist α : Γ′ → Γ ein Morphismus topologischer Gruppen, welche die obi-
gen Eigenschaften erfüllen, so schränkt sich der Funktor ∗α ein zu einem gleich bezeichneten
Funktor

∗α : ΓΦM et
(A, σ) → Γ′ΦM et

(A, σ)
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4 Die Kategorienäquivalenz RepZp(GK) ∼ Γ(K)ΦM et
(OE(K), σ)

4.2 Beweis der Kategorienäquivalenz

Wir haben die Kategorienäquivalenz

RepZp(H(K)) ∼ ΦM et
(OE(K), σ)

Die Kategorie Γ(K)ΦM et
(OE(K), σ) erweist sich nun als die richtige, um Darstellungen der ganzen

Galoisgruppe GK � die o�enbar �besondere� Darstellungen von H(K) sind � zu übersetzen.
Dabei trägt OE(K) gemäÿ Satz 3.2.18 eine bezüglich der N -(Teilraum-)Topologie stetige Wir-
kung von Γ(K). Zusätzlich ist für eine GK-Darstellung V bzw. einen etalen ϕ-Γ(K)-Modul
M
� DE(V ) = (O ̂Enr(K)

⊗
Zp
V )H(K) mit einer stetigen Operation von Γ(K) zu versehen;

� VE(M) mit einer stetigen Operation von GK (also einer Struktur als GK-Darstellung) zu
versehen;
� zu zeigen, daÿ diese Zusatzinformationen sich miteinander vertragen, d. h. die natürlichen
Isomorphismen VE(DE(V )) ∼= V und DE(VE(M)) ∼= M aus Theorem 1.4.11 sind GK- bzw.
Γ(K)-äquivariant.

All dies ist möglich, was letztlich darauf basiert, daÿ GK gemäÿ den Sätzen 3.2.10.vi und
3.2.14.ii stetig auf OÊnr operiert. Zur Erinnerung: �Stetige Wirkung� (von G auf X) heiÿt,
daÿ die Abbildung

G×X → X , (g, x) 7→ gx

stetig ist. Wir setzen zur Abkürzung G = GK und zeigen zunächst die allgemeine

Proposition 4.2.1. Sei B ⊂ OÊnr der Unterring OE(K) oder Zp, versehen mit der von der
N -Topologie induzierten Teilraumtopologie von W (FrR) (für B = Zp = W (Fp) ist dies die
übliche p-adische). Sei M ein endlich erzeugter B-Modul, auf dem G semilinear (d. h. g(bm+
m′) = gb · gm + gm′) sowie stetig bezüglich der zu Anfang des Kapitels de�nierten Topologie
wirkt (für B = Zp ist auch dies die p-adische). Dann ist die durch [a ⊗ m 7→ ga ⊗ gm]
auf OÊnr ⊗B

M de�nierte G-Wirkung stetig bezüglich der Topologie von OÊnr ⊗B
M als endlich

erzeugtem OÊnr -Modul.

Beweis. Fixiere wie in Bemerkung 4.1.1 Erzeuger m1, ...,mr von M als B-Modul und die
zugehörigen Erzeuger 1 ⊗m1, ..., 1 ⊗mr von OÊnr ⊗B

M als OÊnr -Modul. Damit die Wirkung

im Punkt (g, x) ∈ G×OÊnr ⊗B
M stetig ist, ist gemäÿ Bemerkung 4.1.1 folgendes zu zeigen:

Für beliebige Nullumgebungen U1, ..., Ur in OÊnr existieren eine o�ene Untergruppe H ≤ G

sowie Nullumgebungen Ũ1, ..., Ũr in OÊnr , so daÿ

hg(x+
r∑
i=1

ũi ⊗mi) ⊆ gx+
r∑
i=1

Ui ⊗mi (4.1)

für alle h ∈ H, ũi ∈ Ũi, ai ∈ OÊnr gilt. Wir können dabei nach Satz 3.1.5.ii und iii ohne
Einschränkung annehmen, daÿ alle hier und im folgenden betrachteten Nullumgebungen U in
OÊnr (oder B) von der Form Bk,δ,...,δ ∩ OÊnr (oder Bk,δ,...,δ ∩ B) mit einem �Ball� Bk,δ,...,δ ⊂
W (FrR) sind, wobei auÿerdem δ < 1 angenommen werden kann (sonst verkleinere). Dies
sichert nach Satz 3.1.8.i, daÿ die Nullumgebungen additiv und multiplikativ abgeschlossen
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4.2 Beweis der Kategorienäquivalenz

sind: U + U ⊆ U und U · U ⊆ U . Nach Satz 3.2.10.i gilt zudem gU = U für alle g ∈ G.
Die additive Abgeschlossenheit der Nullumgebungen erlaubt uns, uns in Gleichung (4.1) auf
Elementartensoren x = a ⊗ m zu beschränken. Wir konstruieren nun zunächst eine o�ene
Untergruppe H1 ≤ G, so daÿ

hga⊗ hgm− ga⊗ gm ∈
r∑
i=1

Ui ⊗mi (4.2)

für alle h ∈ H1 gilt; sodann eine o�ene Untergruppe H2 ≤ G und Nullumgebungen Ũ1, ..., Ũr
in OÊnr , so daÿ

hg

(
r∑
i=1

ũi ⊗mi

)
⊆

r∑
i=1

Ui ⊗mi (4.3)

für alle h ∈ H2 und ũi ∈ Ũi gilt. Wegen der additiven Abgeschlossenheit der Nullumgebungen
liefern diese Gleichungen zusammen (4.1), wobei natürlich H := H1 ∩H2 zu setzen ist.
Zu (4.2): Schreibe

gm =
r∑
i=1

bmi (g)mi

mit (nicht eindeutigen, aber ab jetzt �xierten) bmi (g) ∈ B. Wähle zu den Ui Nullumgebungen
U ′i in OÊnr , die folgende (endlich viele!) Bedingungen erfüllen:

ga · U ′i ⊆ Ui

bmi (g) · U ′i ⊆ Ui , insb.

(
r⋂
i=1

U ′i

)
⊗ gm ⊆

r∑
i=1

Ui ⊗mi

U ′i ⊆ Ui
Da die G-Wirkung auf OÊnr stetig ist, gibt es eine o�ene Untergruppe H1,1 ≤ G, so daÿ

u(h) := hga− ga ∈
r⋂
i=1

U ′i

für alle h ∈ H1,1. Da die G-Wirkung auf M stetig ist, existiert eine o�ene Untergruppe
H1,2 ≤ G, so daÿ für alle h ∈ H1,2

hgm− gm ∈
r∑
i=1

(U ′i ∩B)mi

gilt. Mithin ist für alle h ∈ H1 := H1,1 ∩H1,2:

hga⊗ hgm− ga⊗ gm = (hga⊗ (hgm− gm)) + ((hga− ga)⊗ gm)

∈ (hga⊗ (hgm− gm)) +
r∑
i=1

Ui ⊗mi

Der erste Summand ist enthalten in(
ga+

r⋂
i=1

U ′i

)
⊗

(
r∑
i=1

(U ′i ∩B)⊗mi

)
⊆

r∑
i=1

(ga · U ′i + U ′i)⊗mi ⊆
r∑
i=1

Ui ⊗mi
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Wegen der additiven Abgeschlossenheit der Ui folgt (4.2).
Zu (4.3): Schreibe für k = 1, ..., r

gmk =
r∑
i=1

bmki (g)mi (4.4)

wiederum mit ab jetzt �xierten bmki (g) ∈ B. Wähle Nullumgebungen Ũi in OÊnr , die die
Bedingungen

Ũk ⊆ Ui

bmki (g)Ũk ⊆ Ui

für alle i, k ∈ {1, ..., r} erfüllen. Da G stetig auf M wirkt, gibt es für jedes 1 6 k 6 r eine
o�ene Untergruppe H(k) ≤ G, so daÿ für alle h ∈ H(k)

hgmk − gmk =
r∑
i=1

(Ũi ∩B)mi (4.5)

gilt. Aus (4.4) und (4.5) erhalten wir für h ∈ H2 :=
⋂r
k=1H(k)

hgmk ∈
r∑
i=1

(bmki (g) + Ũi ∩B)mi

und damit für beliebige ũi ∈ Ũi

hg

(
r∑

k=1

ũk ⊗mk

)
=

r∑
k=1

hg(ũk)⊗ hgmk

∈
r∑

k=1

hg(ũk)⊗

(
r∑
i=1

(bmki (g) + Ũi ∩B)mi

)

=
r∑
i=1

(
r∑

k=1

hg(ũk) · (bmki (g) + Ũi ∩B)

)
⊗mi

=
r∑
i=1

(
r∑

k=1

hg(ũk)b
mk
i (g) + hg(ũk)(Ũi ∩B)

)
⊗mi

Die ersten Summanden liegen in hg(Ũk) · bmki (g) = Ũk · bmki (g) ⊆ Ui und die zweiten in
hg(Ũk) · Ũi = Ũk · Ũi ⊆ Ui · Ui ⊆ Ui, womit (4.3) gezeigt ist.
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4.2 Beweis der Kategorienäquivalenz

De�nition und Lemma 4.2.2.

i. Sei V ∈ ob(RepZp(GK)). Die Vorschrift∑
i

ai ⊗ vi 7→
∑
i

gai ⊗ gvi

de�niert eine stetige GK-Wirkung auf OÊnr ⊗Zp
V , die eine stetige Wirkung von Γ(K) =

GK/H(K) auf dem OE(K)-Modul DE(V ) := (OÊnr ⊗Zp
V )H(K) induziert.

ii. Sei M ∈ ob(Γ(K)ΦM et
(OE(K), σ)). Die Vorschrift∑

i

ai ⊗mi 7→
∑
i

gai ⊗ γmi

wobei γ ∈ Γ(K) die Restklasse von g ist, de�niert eine stetige GK-Wirkung auf
OÊnr ⊗

OE(K)

M , die sich zu einer stetigen Wirkung auf VE(M) := (OÊnr ⊗
OE(K)

M)ϕ=id

einschränkt.

Beweis. Bis auf die Stetigkeitsaussagen ist dies klar. Indem wir die vorige Proposition in i.
auf B = Zp mit der durch die Darstellung de�nierten GK-Wirkung auf V (und der trivialen
auf Zp) anwenden, in ii. auf B = OE(K) und M mit der Wirkung von GK über den Faktor
Γ(K), erhalten wir jeweils die Stetigkeit der Wirkung auf dem ganzen Tensorprodukt
OÊnr ⊗Zp

V bzw. OÊnr ⊗OE(K)

M als OÊnr -Modul.

Wir brauchen aber die Stetigkeit auf den jeweiligen Fixmengen, wobei diese als endlich er-
zeugte OE(K)- bzw. Zp-Moduln aufgefaÿt werden.

1. Zwischenbehauptung: Die kanonischen Abbildungen

B ↪→ OÊnr ⊗OE(K)

B

für B = OE(K),OE(K)/p
n (n ∈ N) sowie

B ↪→ OÊnr ⊗Zp
B

für B = Zp,Zp/pn (n ∈ N) sind topologische Einbettungen.
Beweis: Im ersten und dritten Fall können wir die Menge rechts als OÊnr -Modul mit OÊnr
identi�zieren, im zweiten und vierten mitOÊnr/p

n, und zwar jeweils algebraisch und topologisch
(weil lineare Abbildungen automatisch stetig sind). Betrachten wir für die ersten beiden Fälle
die Ketten von Injektionen

OE(K)
α
↪→ OÊnr

β
↪→W (FrR)

OE(K)/p
n α
↪→ OÊnr/p

n β
↪→Wn(FrR)

Das Kompositum β ◦ α ist nach Proposition 3.2.21.i. jeweils eine topologische Einbettung. α
und β sind jeweils injektiv und stetig (im Fall der Quotienten vergleiche zur Stetigkeit das
abstrakte Argument mit dem Diagramm im Beweis von 3.2.21). Dann folgt ebenfalls ganz
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abstrakt, daÿ auch α o�en auf sein Bild ist: Starten wir nämlich mit einer o�enen Menge U
links, so existiert rechts eine o�ene Menge U ′′ mit (β ◦ α)(U) = U ′′ ∩ im(β ◦ α). Da β stetig
ist, ist U ′ := β−1(U ′′) o�en, und wegen der Injektivität von β gilt

α(U) = U ′ ∩ im(α)

d. h. α ist o�en auf sein Bild.
Die beiden Zp-Fälle funktionieren genauso; als Ersatz für die oben zitierte Proposition muÿ
nur gezeigt werden, daÿ die Inklusion Zp ⊂ W (FrR) und die induzierte Injektion Zp/pn ↪→
Wn(FrR) topologische Einbettungen sind. Ersteres ist trivial, Injektivität und Stetigkeit bei
zweiterem sieht man wie vorher, und zur O�enheit aufs Bild ist zu bemerken, daÿ Zp/pn kom-
pakt (sogar endlich) und OÊnr/p

n hausdor�sch ist (die Ideale (pn) sind abgeschlossen), so daÿ
eine stetige Abbildung automatisch o�en ist.

2. Zwischenbehauptung: Die Inklusionen

DE(V ) ⊂ OÊnr ⊗Zp
V

VE(M) ⊂ OÊnr ⊗OE(K)

M

sind topologische Einbettungen.
Beweis: Nach Satz 1.1.1 und den im letzten Abschnitt erwähnten Eigenschaften der �kano-
nischen� Topologien auf endlich erzeugten Moduln läÿt sich die Aussage der 1. Zwischenbe-
hauptung auf beliebige endlich erzeugte OE(K)- bzw. Zp-Moduln B verallgemeinern. Dann
betrachte aber zum Beispiel für B = DE(V ):

DE(V ) //

⊂ &&MMMMMMMMMMMM
OÊnr ⊗OE(K)

DE(V )

∼=
��

OÊnr ⊗Zp
V

wobei der senkrechte Pfeil aus Proposition 1.4.9 stammt. Dieser ist wiederum automatisch ein
topologischer Isomorphismus, der waagerechte Pfeil ist nach der 1. Zwischenbehauptung eine
topologische Einbettung, also auch der diagonale.

Damit können wir nun das Gewünschte zeigen. Betrachte das kommutative Diagramm

G× (OÊnr ⊗Zp
V ) // OÊnr ⊗Zp

V

G×DE(V )

id×ι
OO

α // DE(V )

ι

OO

α soll stetig sein. Die senkrechten Pfeile (ι ist einfach die Inklusion) konnten wir als topologi-
sche Einbettungen bestimmen. Der obere waagerechte Pfeil ist nach Proposition 4.2.1 stetig.
Wir können nun wiederum ganz abstrakt folgern: Sei U eine o�ene Menge unten rechts. Dann
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existiert oben rechts eine o�ene Menge U ′ mit ι(U) = U ′ ∩ im(ι). O�enbar gilt ι−1(U ′) = U
und somit

α−1(U) = α−1(ι−1(U ′)) = (ι ◦ α)−1(U ′)

und ι ◦ α ist wegen der Kommutativität des Diagramms stetig, also α−1(U) o�en und somit
α stetig.

Wir können damit die ersten beiden Punkte abhaken: DE(V ) ist ein etaler ϕ-Γ-Modul,
VE(M) eine G-Darstellung. Es bleibt zu zeigen:

Lemma 4.2.3. Die natürlichen Isomorphismen VE(DE(V )) ∼= V und DE(VE(M)) ∼= M aus
Theorem 1.4.11 sind GK- bzw. Γ(K)-äquivariant.

Beweis. Dies folgt sofort daraus, daÿ die Abbildungen ξ∗ und T∗ (bzw. ζ∗ und U∗) äquivariant
sind, wie sich aus deren De�nition in Lemma 1.4.7.ii und Satz 1.4.8 und den obigen De�nitionen
der GK-Wirkungen ergibt.

Es folgt:

Theorem 4.2.4. Die Funktoren DE und VE liefern eine Kategorienäquivalenz

RepZp(GK) ∼ Γ(K)ΦM et
(OE(K), σ)

und vertauschen mit dem Tensorprodukt.

Schlieÿlich kann man analoge Überlegungen zu denen am Schluÿ von Kapitel 1 anstellen
und die Kategorie Γ(K)ΦM0

(E(K), σ) de�nieren als die Kategorie endlichdimensionaler E(K)-
Vektorräume mit semilinearen und miteinander kommutierenden Operationen von Γ(K) und
ϕ, welche ein unter Γ(K) und ϕ stabiles OE(K)-Gitter enthalten derart, daÿ dieses Gitter ein
etaler ϕ,Γ(K)-Modul (über OE(K)) ist. Man hat dann:

Theorem 4.2.5. Die Kategorien RepQp(GK) und Γ(K)ΦM0
(E(K), σ) sind ⊗-äquivalent.
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Anhang: Konkordanz der Bezeichnungen

Gelegentlich wird der Fall p = 2 gesondert behandelt.
Für diese Tabelle sei im Zweifelsfall p 6= 2.

diese Arbeit [Fon90] [CC98] / [CC99] [Her98]

K0 K0 F (meistens) K0

Kn
0 Kn � �

Kn � Kn �
K∞ � K∞
K∞ K∞ � K∞
GK GK GK GK
HK � HK �
H(K) HK � �

ΓK � ΓK �
Γ(K) ΓK � ΓK
R R Ẽ

+
R

FrR FrR Ẽ FrR
EK0 E(K ′0) EF �
E(K0) E0 � E0

EK � EK
E(K) E(K) � EK
Esep Esep0 E Esep

W (FrR) W (FrR) Ã W (FrR)
W (FrR)[1/p] W (FrR)[1/p] B̃ W (FrR)[1/p]

OEK � AK �
EK � BK �
OE(K) OE(K) � OE(K)

E(K) E(K) � E(K)
OEnr OEnr � OEnr
OÊnr OÊnr A �
Enr Enr � Enr
Ênr Ênr B �

Zur zweiten Zeile ist anzumerken, daÿ im ganzen Abschnitt [Fon90, A.3.1.7.] K durch K0

ersetzt werden sollte.
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