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We all believe that mathematics is an art.

Emil Artinll

You have a quarrel on hand, I see,
with some of the algebraists of Paris; but proceed.

Poe, The Purloined Letter

'Rezension von Bourbakis Algebra. In: The Collected Papers of Emil Artin. Addison-Wesley, Reading (Mass.),
1965, S. 534-538.






Einleitung

Was sind ,,p-adische Galoisdarstellungen* und , (¢, I')-Moduln“? Zun#chst einmal sind beide
Bezeichnungen ungenau. Erstere sind, genauer gesagt, Darstellungen der absoluten Galois-
gruppe eines vollstdndigen diskret bewerteten Korpers von Charakteristik 0 mit perfektem
Restklassenkorper der Charakteristik p auf endlichdimensionalen Q,-Vektorrdumen (oder end-
lich erzeugten Z,-Moduln). Andererseits wére zu den (¢, I')-Moduln etwa zu ergénzen, iiber
welchen Ringen sie definiert sind. Nimmt man nun all diese Spezifizierungen korrekt vor, so
ist die Aussage der Arbeit: Im wesentlichen ist beides dasselbe.

Beginnen wir von vorn und fixieren wir gleich ein fiir allemal die Primzahl p. Gegeben sei
also ein Korper K, char(K) = 0, der beziiglich einer diskreten Bewertung vollstandig ist und
perfekten Restklassenkérper & mit char(k) = p hat. Das umfaft alle endlichen Erweiterungen
von Q,, mit dem Standardbeispiel K = Qp,k = F,. Fixieren wir einen algebraischen Ab-
schluf K, so ist die absolute Galoisgruppe G = Gal(K | K) ein ebenso kompliziertes wie —
namentlich fiir die Zahlentheorie — interessantes Objekt.

Eine Methode, diese (oder irgendeine) Gruppe zu untersuchen, ist die Klassifikation ihrer
Darstellungen; also die Analyse, auf welche Weise die Gruppe auf bestimmten Moduln iiber
lineare Automorphismen wirkt, wobei noch gewisse Stetigkeitsbedingungen zu erfiillen sind.
Die klassische Darstellungstheorie betrachtet Darstellungen auf endlichdimensionalen C- oder
R-Vektorrdumen; auch zu den f-adischen Darstellungen, also solchen auf endlichdimensionalen
Qg-Vektorrdumen fiir die Primzahlen ¢ # p, gibt es eine Theorie. In den letzten Jahrzehnten
ist schlieflich der verbleibende Fall, ndmlich Darstellungen von Gg auf endlichdimensiona-
len Q,-Vektorrdumen (oder eben p-adische Galoisdarstellungen), genauer erforscht worden. In
dieses Gebiet gehort die vorliegende Arbeit.

Ihr Gegenstand ist eine von Jean-Marc Fontaine bewiesene Kategoriendquivalenz, welche
die p-adischen Galoisdarstellungen in enge Beziehung setzt zu scheinbar ganz anderen Ob-
jekten, eben jenen (¢, I')-Moduln. Das sind endlich erzeugte Moduln iiber Ringen Og (g, auf
denen ein Operator ¢ und eine (im Vergleich zu Gk einfache) Gruppe 'k in geeigneter Weise
operieren. Die Og (k) werden sich als gewisse Laurentreihenringe mit Koeffizienten (fast) in K
herausstellen. Thre Konstruktion wird einen grofen Teil der Arbeit in Anspruch nehmen.

Grob gesagt ist der Nutzen folgender: Statt die ziemlich unbekannte Gruppe Gk auf recht
elementaren Objekten (Z,-Moduln bzw. Q,-Vektorrdumen) operieren zu lassen, betrachten
wir mit ¢ und 'y zwei vergleichsweise einfache Operationen auf komplizierteren, aber eben
noch beschreibbaren Moduln. Tatséchlich zeigt die Aquivalenz natiirlich, daf beim Uberset-
zen zwischen diesen Bereichen keine Information verloren geht; das heifit, in gewisser Hinsicht
kann keine der beiden Beschreibungen  einfacher” sein als die andere. In diesem Sinne diirften
etwa die genannten Laurentreihenringe (noch) komplizierter sein, als sie auf den ersten Blick
aussehen. Aber gerade daf sie in gewisser Weise ,,anschaulich“ sind, kann durchaus ein Vorteil
sein. Ahnliche Aquivalenzen in anderen Bereichen der Mathematik zeigen, daf sich auf man-



che Frage, wenn man sie in eine andere Sprache iibersetzt, dort auch eine Antwort geben 1dfst,
welche man nur noch zuriickiibersetzen muf.

Ziel der Arbeit ist es, Fontaines teilweise skizzenhaften Beweis ([Fon90, Abschnitte A1 und
A3]) genau auszufiihren, dabei einige Schritte zu motivieren und mégliche Verallgemeinerun-
gen anzudeuten. Die Arbeit baut dabei auf einigen in der Vorlesung , Theorie des Anstiegs®
([Schn07]) bereitgestellten Grundlagen auf.

Fiir das erste Kapitel werden nur einfache Grundlagen aus der kommutativen Algebra
bendtigt, die in Abschnitt 1.1 rekapituliert werden. Eine Ausnahme bilden die gelegentlich vor-
kommenden Ringe von Wittvektoren, die man sich hier aber noch wegdenken kann (man tiber-
lese 1.1.13 und setze im ganzen Abschnitt 14r=1oq¢=per=0c W =2, L=0Q,).
Ziel des Kapitels ist es, fiir einen Kérper E der Charakteristik p die Aquivalenz von Kategorien
Repz,(Gg) und @Mfég’g) zu zeigen. Diese Kategorien werden in den Abschnitten 1.2 und 1.3

allgemeiner eingefiihrt. Im Abschnitt 1.4 wird dann die Aquivalenz gezeigt. Sie basiert letzt-
lich darauf, daly man eine verallgemeinerte Version des als Hilbert 90 bekannten Satzes aus
der Gruppenkohomologie sowie das klassische Ergebnis [Schn07, Satz 2.1| geeignet liften kann.

Um dies auf die absolute Galoisgruppe unseres Kérpers K anzuwenden, wird diesem im
zweiten Kapitel ein Kérper E(K) der Charakteristik p zugeordnet, und zwar so, dafs sich
zumindest eine ,groke‘ Untergruppe H < Gj mit der absoluten Galoisgruppe von E(K)
identifiziert. Dies geschieht mittels der von Fontaine und Wintenberger entwickelten Theo-
rie der Normenkirper; dabei ist es unvermeidbar, oft auf die grundlegende Arbeit [Win83|
und einmal auf die Theorie hoherer Verzweigungsgruppen zu verweisen. Im tibrigen setzt die-
ses Kapitel nur etwas Vertrautheit mit nicht-archimedischen Bewertungen / ultrametrischer
Analysis und unendlicher Galoistheorie, etwa dem zyklotomischen Charakter, voraus. — Wenn
man glaubt, daf ein (vollsténdiger, absolut unverzweigter) diskreter Bewertungsring Og¢ mit
Restklassenkorper E(K) (und einem Frobenius-Lift o) existiert, erhédlt man mit dem ersten
Kapitel jedenfalls eine Aquivalenz der p-adischen G r(k)(= H)-Darstellungen zu den etalen
w-Moduln iiber Og:

Repy, (H) ~ @M(eé&o)

Wir mochten aber nicht nur die Darstellungen von H, sondern die von ganz Gk beschreiben.
Nun erlaubt es die Normenkdrperkonstruktion, zusétzliche Information durch eine Wirkung
des Quotienten I' := G /H auf E(K) zu codieren. Im wesentlichen gibt es hier zwei Varian-
ten: Wir kdnnen H so wihlen, dak T' eine offene Untergruppe von Z) ist (wie in [CC98| und
[CC99)]), oder spezieller so, daf I' gleich der additiven Gruppe (Zy,+) ist (wie in [Fon90]).
Wir stellen die erste Methode in Abschnitt 2.2 ausfiihrlich und die zweite in Abschnitt 2.3
etwas knapper dar. Nebenbei werden die Kérper F(K) genauer bestimmt: sie sind isomorph
zu Laurentreihenkérpern kp((7")), wobel kp eine endliche Erweiterung des Restklassenkorpers
k von K (in Spezialfdllen gleich k) ist. Insbesondere sind auch sie lokale Korper.

Haben wir nun zusitzliche Information in einer Operation von I' auf F(K') behalten, so soll-
ten wir diese nicht durch die Wahl eines beliebigen Lifts Og wie oben wieder verlieren, sondern
speziellere vollstéindige diskrete Bewertungsringe Og () mit Restklassenkorper E(K) konstru-
ieren, ndmlich so, daf sich die ['-Operation zu einer Operation hierauf liftet. Auferdem sollte
ein Frobenius-Lift auf Og(x operieren. Die Konstruktion dieser Og(fy (mit Quotientenkérper

il



E(K)) geschieht im dritten Kapitel. Die Idee ist, die gesuchten diskreten Bewertungsringe
als Teilringe eines sehr grofen Rings von Wittvektoren zu realisieren. Dafiir mufs auf diesen
eine etwas schwichere als die p-adische Topologie definiert werden, was in allgemeiner Form
in Abschnitt 3.1 geschieht. In 3.2 und 3.3 wird die eigentliche Konstruktion durchgefiihrt. —
Fiir dieses Kapitel ist Ubung im Umgang mit Wittvektoren unerliflich. Die topologischen
Resultate sind so elementar wie mdoglich gehalten.

Das vierte Kapitel stellt schlieflich die angestrebte Kategoriendquivalenz dar. Nachdem
wir die Zusatzinformation durch Operation von I' auf F(K) und £(K) behalten haben, defi-
nieren wir in Abschnitt 4.1 als Spezifizierung der (etalen) p-Moduln aus dem ersten Kapitel
(etale) p-I'-Moduln. In Abschnitt 4.2 wird schlieRlich gezeigt, daf diese genau die richtige
Kategorie liefern, d. h. wir erhalten die Aquivalenz

Repyz,(Gg) ~ F(K)(I)M(%&K)’J)
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1 Die Kategorienaquivalenz
Repwr,)(Ge) ~ PMp.

1.1 Vorbereitungen

Wir halten uns in dieser Arbeit an die Konventionen der kommutativen Algebra: Alle be-
trachteten Ringe sind kommutativ und haben ein Einselement; alle Ringhomomorphismen
respektieren die Eins. Fiir einen Ring R ist R* die Einheitengruppe, (GL,(R) C) Myxn(R)
die Menge der (invertierbaren) n x n-Matrizen. Definitionen und grundlegende Eigenschaf-
ten von Integritétsbereichen, Hauptidealringen, (maximalen, Prim-)Idealen, endlich erzeugten
Moduln etc. werden als bekannt vorausgesetzt; ebenso elementare Begriffe abstrakter Algebra
wie direkte Summe und Produkt, direkter und projektiver Limes, exakte Sequenzen, kom-
mutative Diagramme etc. ,FEndlich frei“ bedeutet frei von endlichem Rang. Die natiirlichen
Zahlen N beginnen mit der 1; Ny := N U {0}. Die Primzahl p identifizieren wir in einem Ring
R mit dem Element 15 + ... + 1g. I}, Fpr, Z, und Q, haben die iibliche Bedeutung.

pmal

Wir notieren den Hauptsatz {iber endlich erzeugte Moduln {iber Hauptidealringen:

Satz 1.1.1. Set R ein Hauptidealring und P C R ein Vertretersystem der Primelemente von
R. Sei M ein endlich erzeugter R-Modul mit Torsionsuntermodul Tor(M) C M. Dann gibt
es einen endlich freien Untermodul F© C M mat eindeutig bestimmtem Rang d und zu jedem
7w € P natirliche Zahlen n(mw, 1) < ... < n(mw,ry) mit rr = 0 fiir fast alle 7 (n(w,0) :=0) und

M ~ F @ Tor(M)

Tor(M):@ @ R/x"(min) R

TEP jr=1,...,rx

Insbesondere wird Tor(M) vom Element [[.cp 7mrn) annulliert.

Beweis. Siehe etwa [Bos03l Satz 6.4.2 und 6.4.3]. O

Auch Definition und grundlegende Eigenschaften des Tensorprodukts inklusive Funktoriali-
tét, Vertauschen mit direkten Summen und Rechtsexaktheit setzen wir voraus. Ein Ringho-
momorphismus o : A — B macht B per a-b := o(a)b (a € A,b € B) zu einem A-Modul,
den wir mit B, bezeichnen; o nennen wir eine Skalarerweiterung. Fiir einen A-Modul M trigt
dann bekanntlich B, % M eine B-(Links-)Modulstruktur per by - (bg ® m) := b1ba @ m.

Gelegentlich benutzen wir die folgenden Identifikationen:
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Definition und Bemerkung 1.1.2. Seien A ein Ring, L und M A-Moduln. Fiir ein Ideal
a C A setze

aM := von den Elementen am (a € a,m € M) erzeugter Untermodul von M
Speziell ist fiir ein Hauptideal a = (a) offenbar

aM := (a)M = {m € M | es ex. m' € M mit m = am’}
Wir haben kanonische Isomorphismen

L®M/aM = L/alL ® M/aM = L/aL @ M
A Ala A

die durch
l@(m+aM)— (I+al)® (m+aM)— (I +al) @m

beschrieben werden.

Beweis. Folgt aus |Al chap. II, §3, no. 6, corollaire 3|, denn das Ideal a annulliert M /aM. Der
zweite Isomorphismus ist wegen L @ M = M ® L nur eine Umformulierung des ersten. O
A A

Lemma 1.1.3. Sei 0 : A — B eine Skalarerweiterung und a € A ein beliebiges Element.

i. Fir jeden A-Modul M haben wir einen Isomorphismus (von B-(Links-)Moduln)

Ba%(M/aM) - (B(,%M)/[a(a)-(BO—%M)]
Zi:bi(@(mi—i—aM) — (;biéémi)—l—a(a)-(BU%M)

ii. Ist V ein endlich freier A-Modul mit Basis v1, ...,vq, so ist {1 ®v;}1<i<a eine Basis von
B, % V' als B-Linksmodul.

. In der Situation von ii. ist auflerdem {1 ® (v; + aV)}i<icd ein Erzeugendensystem von
B, ® (V/aV') als B-(Links-)Modul, und es gilt
A

d
Zbi®(v¢+aV):0 & bh=...=by=0 mod o(a)B
i=1

Beweis.

i. [Al chap. II, §3, no. 6, cor. 1 zu prop. 6] mit £ = B,,E' = 0,F = M,F' = aM
liefert den angegebenen Isomorphismus (zunéchst additiver Gruppen), denn bezeichne
t:aM — M die Inklusion, dann besteht das Bild von B, ® aM unter id ® ¢ aus den

A

endlichen Summen von Elementen der Form b ® am = (o(a)b) ® m = o(a) - (b ® m)
mit b € B,m € M; dies ist aber genau der B-(Links-)Untermodul o(a)(By ® M). Der
A

Isomorphismus ist offenbar mit den B-(Links-)Modulstrukturen vertréglich.

ii. gilt, weil das Tensorprodukt mit endlichen direkten Summen vertauscht, sowie
B, (1549 A~ B (b®1~ b) als B-(Links-)Modul.
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iii. Sei 0BdA a ¢ A*, dann ist V/aV endlich freier A/(a)-Modul, und nach ist

By @ (V/aV) ~ (By/o(a)Bs) ® (V/aV)
A A/(a)
Die Aussage folgt aus ii. fiir die von o induzierte Skalarerweiterung A/(a) — B, /o (a) B,
und mit der Identifikation aus i.

O

Definition 1.1.4. Sei A ein Ring. Fin A-Modul M heift flach, wenn fiir jede exakte Sequenz
von A-Moduln
0—Ni S No BNy =0

auch die Sequenz
id®a id®B

0 MRIN — M QNy —— M ® N3 — 0
A A A
exakt ist. KEr heift treu-flach, wenn auch umgekehrt stets die Exaktheit der ersten Sequenz
aus der Exaktheit der zweiten folgt.
Eine Skalarerweiterung o : A — B heift (treu-)flach, wenn der A-Modul B, (treu-)flach ist.

Lemma 1.1.5. Sei B D A eine treu-flache Ringerweiterung und M ein A-Modul. Lifit sich
ein Element von B ® M in der Form 1 ® m darstellen, so ist m € M eindeutig bestimmt.
A

Beweis. Spezialfall von [AC| chap. I, §3, no. 5, prop. 9]. O

Wir benutzen elementare Objekte und Ergebnisse der Theorie diskreter Bewertungsringe,
im folgenden als DBR abgekiirzt — vgl. dazu [Schn07, Kapitel 3 und 4]. Falls nicht anders
erwihnt, sei stets A ein DBR mit Primelement 7 und Restklassenkérper k.

Lemma 1.1.6. Sei B DO A eine Ringerweiterung, so dafi m ¢ B> und B Integritatsbereich ist
(2. B. wenn auch B DBR mit Primelement 7 ist). Dann ist B tiber A treu-flach.

Beweis. Nach [AC| chap. I, §3, no. 1, prop. 1] ist B iiber A treu-flach genau dann, wenn B
flach ist und fiir jedes maximale Ideal m von A gilt: B # Bm. Da A Hauptidealring ist, ist
Jlach dquivalent zu ,torsionsfrei” [AC| chap. I, §2, no. 4, prop. 3(ii)]; dies erfiillt B als A
enthaltender Integritdtsbereich. — Das einzige maximale Ideal von A wird von 7 erzeugt, und
wegen der Voraussetzung ist B # B. O

Lemma 1.1.7. Sei M ein A-Modul.

i. Aquivalent sind:
a) M ist von endlicher Linge.
b) M ist endlich erzeugter Torsionsmodul.

c) .
M ~ @A/(W”’)
i=1

mit r,n; € N, wobei wir oBdA nq1 < no < ... < n,. annehmen konnen. Fir r = 0 setzen
wir konventionell M = 0.

Insbesondere wird M dann von ©" annulliert, und I(M) = Y., n,. Ist umgekehrt 7™
die niedrigste w-Potenz, welche M annulliert, so ist M von obiger Gestalt mit einem
r € Ng und m = n,.
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1.
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Im Spezialfall ny = ... =n, =1 (oder r =0) ist M ein r-dimensionaler k- Vektorraum.

Hat A endlichen Restklassenkérper k, so sind die Aussagen aus i. dquivalent dazu, dafs
M als Menge endlich ist.

Beweis.

1.

il.

1il.

a) = b): Induktion nach der Lange. (M) = 0 ist trivial, (M) =1 M ~ A/(7) =k
wird von 1y, erzeugt und von 7 annulliert (k ist der einzige einfache A-Modul).

Sei nun (M) =1 > 2 und die Behauptung bereits fiir alle Moduln mit Linge < 1 —1
gezeigt. Nach Definition gibt es einen maximalen Untermodul N C M mit {((N) =1—1
sowie einen A-Modulisomorphismus «a : M/N ~ k = A/(w), weswegen 7M C N gilt.
Nach Induktionsannahme ist N Torsionsmodul; zu m € M existiert mithin » € A\ {0}
mit 0 = r(mm) = (rm)m, so dak auch M Torsionsmodul ist. Nach Induktionsannahme
ist N endlich erzeugt, etwa von my, ..., ms; dann bilden a~!(1z),my,...,ms ein Erzeu-
gendensystem von M.

b) = c): Satz

c) = a) und die Zusatzbehauptungen sind klar.
Klar.

Ist M endlich, insbesondere endlich erzeugt, so kann er keinen freien Anteil enthalten,
da die Elemente " € A paarweise verschieden sind. Ist umgekehrt |k| = ¢ € N, so sieht
man mit Induktion leicht, dak ein A-Modul der Linge [ aus ¢' Elementen besteht.

O

Satz 1.1.8. Sei M stets ein A-Modul derart, daff M/mM ein d-dimensionaler (d € N) k-
Vektorraum mit Basis mq1 + M, ...,mq+ mM 1st. Fiziere die Reprisentanten mq, ..., mq.

.

1.

914

0.

Ist M ein Torsionsmodul, der von ™ (n € N) annulliert wird, so erzeugen myq,...,mg
schon ganz M als A-Modul.

- Sei nun A zusdtzlich vollstindig. —

Gilt (,,en ™" M = {0}, so erzeugen my,...,mq den A-Modul M.

Ist M ein freier A-Modul, so bilden mq, ..., mq sogar eine A-Basis von M, insbesondere
gilt rang 4 (M) = d = dimg (M /7 M).

Ist M ein endlich erzeugter A-Modul, so ist in diesem Sinne jeder Lift einer jeden k-
Basis von M /mM ein Erzeugendensystem von M.

Beweis.

i.

Sei m € M beliebig. Dann gibt es nach Annahme ago), e a&o) in A mit

m Z az(»o)mi mod 7M <& m — Z az(»o)mi enM

=1 =1
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0

Aber auch fiir m® gibt es nach Annahme agl), - a((il) in A mit

Also existiert ein m™ € M mit m — ZZ La; m; = rm),

d d
1) = Z al(l)mi mod 7M < mY) — Zal(-l)mi enmM
i=1 =1

und folglich

d d d
m — Z (0) + 7ra m; = m® — Zwagl)mi =7- (m(l) — Zagl)mi) c M
i=1 i=1 i=1

Wir erhalten ein m(® € M mit
m — Z 0 —I—ﬂa(l) m; = 72 m(Q)
=1

Iterativ so fortschreitend, haben wir schliefslich Elemente az(»j) (1<i<d,0<j<n—-1)
gefunden mit

d n—1
i () _
m—z Zﬂjai m; €M =0
i=1 \j=0

also m als Linearkombination der m; geschrieben.

ii. Genau wie im Beweis von i. konstruieren wir induktiv Elemente a( 7) € A, so dak fiir alle
n € N gilt:

d n—1
m—z Zﬂja?) m; € M (1.1)
i=1 \j=0

(4)

Nun bilden fiir jedes i € {1 ., d} die Partialsummen > "~ L i a;” eine Cauchyfolge in

A, so dak wir a; := Z?io sl E 7 € A definieren kénnen. Damit gilt

n—1
a; = ijal(.j) mod 7" fiir allen € N
§=0
d
m — Za,—m,— e "M fir allen € N
i=1

=m — Za,m, € m "M = {0}

neN

also m = 3% aim.

iii. A selbst erfiillt die Bedingung fiir ii. (jedes Element aufer 0 hat eine endliche Bewertung),
damit tun dies offenbar auch direkte Produkte [[; A und direkte Summen @; A fiir
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beliebige Indexmengen I. Wir haben also mit ii. ein Erzeugendensystem my, ..., mq.
Dieses System ist linear unabhingig: Sonst gélte Z‘ijzl bym; = 0 mit by,...,bg aus A,
nicht alle b; = 0. Nach Dividieren durch die gréfste gemeinsame 7-Potenz konnten wir
annehmen, dafk mindestens ein b;, in A\ 7A liegt. Dann wére aber Zle(bi +7A)(m; +
M) =0in M/7mM mit b;, + TA € k*, Widerspruch!

Also sind die my, ..., mg eine Basis von M, und da der Rang wohldefiniert ist, folgt die
zweite Aussage.

iv. Als DBR ist A ein Hauptidealring, so dafs die Aussage mit Satz aus i. und iii. folgt.
O

Mit Hilfe von kénnen wir allerdings ein noch besseres Erzeugendensystem unseres
endlich erzeugten Moduls wéhlen:

Lemma 1.1.9. Sei M ein endlich erzeugter A-Modul.

t. Gt mat (L1
M=A°® @jzl,---m A/w”(j)A
so sind die Elemente
mq := (1,0,...,0),

ms := (0,0,...,0,1,0,...,0) (s-te Stelle)
ms+1 := (0,0,...,0,1+ (7™),0,...,0)

Mgty 1= (07 07 (a3} 07 1+ (ﬂ-nr))
ein FErzeugendensystem von M mit der Figenschaft:

if 0w, JE0SIri<s
ams — 0 <> a
— “le (@) firi=s+j1<j<r

ii. Ist in der Situation von i. T : A — B eine Skalarerweiterung, so ist {1 @ m;hi<i<s+r €in
Erzeugendensystem von B, @ M, und es gilt
A

st =0 fiiri < s
025 bi@m; € B&M & b; I ) )
pot A er(m)"B firi=s+j1<j<r

Beweis. i. ist klar, und ii. folgt leicht nach Vertauschen des Tensorprodukts mit der direkten
Summe und den Identifikationen in und [LT.3l O

Im Laufe der Arbeit werden oft unwverzweigte Erweiterungen von DBR behandelt. Hierzu
notieren wir folgende Tatsachen, die sich entweder leicht auf endliche Erweiterungen zuriick-
fithren lassen oder aus [Ser68), chap. I1I, §5, théoréeme 2, 3 und corollaire 1] ergeben.

Definition und Bemerkung 1.1.10. Sei A ein vollstidndiger DBR mit Quotientenkérper K.
Eine algebraische Erweiterung L | K heift unverzweigt, wenn alle ihre endlichen Teilerwei-
terungen unverzweigt sind. Es gibt dann genau eine Fortsetzung der Bewertung vi zu einer
Bewertung vy, mit vy |k= vk. Insbesondere ist jedes Primelement m € A auch Primelement
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von Op := {z € L : vp(x) > 0} (= ganzer Abschluf von A in L). Der Restklassenkor-
per | := Or /7Oy, ist eine separable Erweiterung von k := A/mA. Da vy, o7 = vy, fiir alle
7 € Aut(L | K) gilt, hat man einen kanonischen Gruppenhomomorphismus

Aut(L | K) — Aut(l | k)

TH—T

mit 7(b+7O0r) := 7(b) + 7Or. L | K ist normal genau dann, wenn [ | k normal ist. Ist L | K
galoissch, so ist obiger Homomorphismus ein Isomorphismus

Gal(L | K) = Gal(l | k)

Ist k%P ein fixierter separabler Abschlufs von k, so existiert bis auf Isomorphie genau eine
unverzweigte Erweiterung K™ | K, die k*P als Restklassenkorper hat; sie ist galoissch, und
wie vorher identifiziert man Gal(K™" | K) = Gal(k*? | k).

Lemma 1.1.11. Mit Bezeichnungen wie oben (insbesondere sei A weiterhin vollstindig) gilt:
Wird fiir eine endliche unverzweigte Erweiterung L | K die (endlich separable) Restklassen-
kérpererweiterung | | k vom primitiven Element a erzeugt, so ist L = K(a) und O, = A(a)
fiir jeden Lift a € O, von a, und die Reduktion modulo ™ von

f=Min(a, K, X) € A[X] ([Schn07, Bemerkung 4.12])
st das Minimalpolynom von a iiber k.

Beweis. Sein = [L: K| = [l : k]. a ist eine Nullstelle der Reduktion f von f in k[X], die also
von Min(a, k, X) geteilt wird. Daher ist

n > deg(f) = deg(f) > deg(Min(a, k, X)) =n

also iiberall Gleichheit und [K(a) : K] = n = L = K(a). A(a) ~ A[X]/(f) ist nach [Ser68|
chap. I1, §6, prop. 15 und corollaire 1] der ganze Abschluft von Ain L = K(a) ~ K[X]/(f). O

Spéter wird folgende Situation auftreten: Gegeben ein vollstindiger DBR A mit Primele-
ment 7, Restklassenkorper k, char(k) = p, K := Quot(A), char(K) = 0. Gibt es einen
Ringendomorphismus ¢ : A — A mit o(z) = 2P mod =, d. h. einen Frobenius-Lift? Im
allgemeinen ist weder klar, ob ein solches o existiert, noch ist es im Falle der Existenz ein-
deutigE] Haben wir jedoch ein solches o bereits gegeben, dann kénnen wir es auf unverzwesgte
Erweiterungen sogar eindeutig fortsetzen:

Satz 1.1.12. Sei mit den obigen Bezeichnungen M | K eine unverzweigte Erweiterung mit
Ganzheitsring Opr. Dann existiert genau ein Ringendomorphismus & : Oy — Opp mit oa=0
und &(x) = 2P mod 7.

Beweis. Sei zundchst L | K eine endliche Teilerweiterung, [L : K] = n. Der Ganzheitsring Op,
ist ein vollsténdiger DBR mit Restklassenkorper I, wobei nach Annahme [[ : k] = n. Nach dem
vorigen Lemma gibt es ein & € [ mit Lift z € B derart, dak | = k(z), L = K(x), O = A(x),
und fiir f := Min(z, K, X) € A[X] ist die Reduktion f = Min(Z, k, X).

!Beispielsweise auf dem in [Schn07, Kapitel 10] betrachteten Ring Sir;t, der auch in dieser Arbeit eine Rolle
spielen wird, definieren sowohl T'— T7? als auch T+ (1 + T)? — 1 solche Abbildungen.
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Wir wollen unsere Fortsetzung auf dem Element x definieren. Da [ iiber k separabel ist, ist in
1[X]

F(X) = (X — 1) g(X) mit g(z) #0 (1.2)
Sei etwa f(X) = X" +a,_1 X" 1 +...+a1 X +ag € A[X]. 5(x) muf, wenn unsere Fortsetzung
ein Ringhomomorphismus sein soll, eine Nullstelle von
o(f)(X)=X"+o(an_1)X" '+ ...+ 0(a1)X +o(ag) € A[X]

sein. Das modulo 7 reduzierte Polynom o(f) hat die Gestalt

X"+ @GP X"+ 4+ @PX +af € k[X] CI[X]

Das legt folgendes Vorgehen nahe: Setzen wir auf [[X] den absoluten Frobenius (auf [) per
X — X zu einem Ringendomorphismus & fort, so gilt

(D) =5(7(x) B 5(x - 5)-a(4(x)) € UX]

Der erste Faktor ist 5(X —z) = X — zP. Da & ein Endomorphismus des Hauptidealrings {[X]
ist, sind die beiden Faktoren teilerfremd?] insbesondere ist P keine Nullstelle von &(g(X)).
Das Henselsche Lemma liefert uns daher ein Element £ € O mit £ = 2P mod 7 und eine
Faktorisierung

o(f)(X) = (X = &) - h(X) in Or[X]

wobei h(X) ein Lift von 7(g(X)) ist. Wir haben also eine Nullstelle & von o(f)(X) in O mit
Z = 2P mod m. Durch diese Bedingungen ist & eindeutig bestimmt, denn jede weitere Nullstelle
y € Op von o(f)(X) ist auch eine von h, ihre Reduktion also eine von 6(g(X)), und diese
sind nicht kongruent zu zP modulo 7.

Die Bedingungen an ¢ zwingen uns also, 6(z) := & zu setzen. Dies definiert einen eindeutigen
Ringhomomorphismus

60, 1 Alz) =0 — On

mit den gewiinschten Eigenschaften, der wegen der Eindeutigkeit auch nicht von der Wahl von
x abhéngt (und dessen Bild sogar in O, liegt).

Nun ist M | K das Kompositum seiner endlichen Teilerweiterungen, auf denen wir obige
Fortsetzungen haben. Wegen der Eindeutigkeitsaussage sind sie alle miteinander vertraglich
(denn sind L' | L | K endliche Erweiterungen, so erfiillt die Einschrankung von o, auf Of
die obigen Bedingung, ist also gleich o, ). Das heift, wir kénnen alle diese Konstruktionen
zu einem eindeutigen Endomorphismus

G:0m= |J Alx) > Ou

zeO

mit den gewiinschten Eigenschaften zusammensetzen. O

?Existieren zu Elementen eines Rings a, b weitere Elemente c,d mit ac + bd = 1, so ist fiir einen Ringendo-
morphismus 7 auch 7(a)7(c) + 7(b)7(d) = 1.
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Bemerkung 1.1.13. Ist in der obigen Situation k perfekt und m = (p), so gibt es genau einen
Frobenius-Lift auf A.

Beweis. Geméaf [Schn07, Corollar 6.4.] identifizieren wir A mit W (k). Da k perfekt ist, ist das
Ziehen der p-ten Wurzel auf k ein Isomorphismus, und wir kénnen

a:Wk) >k Sk
x = Qo(z) = (Po(x))"

1

bilden. Ist nun o ein Frobenius-Lift, so gilt offenbar a@ o ¢ = ®¢, und umgekehrt ist jeder
Ringhomomorphismus, der dies erfiillt, ein Frobenius-Lift. Wir wenden [Schn07, Satz 6.3] an
und erhalten Existenz und Eindeutigkeit von o. Dies ist auf W (k) gerade der Witt-Frobenius
F', welcher nach |[Schn07, Satz 5.11.i. und Satz 5.19.i.] die geforderten Eigenschaften erfiillt. [J

Es folgt noch ein Lemma zu DBR, das spéter niitzlich sein wird.

Lemma 1.1.14. Sei B ein DBR mit Bewertung v, mazimalem Ideal mp, Restklassenkdrper
I und Quotientenkorper L. Sei G = {o1,...,0n} eine endliche Gruppe von z’sometm’scherﬂ
Korperautomorphismen auf L. Offenbar ist die Fizpunktmenge A := BC ein Ring und K = LC
ein Korper. In der Galoistheorie zeigt man: L|K ist eine galoissche Erweiterung vom Grad n
und mit Galoisgruppe G. Zusdtzlich gilt:

i. Mit der auf A eingeschrinkten (ggf. noch zu normierenden) Bewertung ist A ein DBR
mit Quotientenkdorper K.

1. Ist B vollstandig, so auch A.

115. Sei B wollstindig und S C B ein Reprisentantensystem von |l in B, auf dem G trivial
operiert. Dann ist die Erweiterung LI K rein verzweigt.

Beweis.

i. Die Einschrénkung von v auf K hat die Eigenschaften einer (nicht unbedingt normierten)
Bewertungsfunktion; man sieht leicht, daf v(K ™) ein Ideal in Z ist. Ist 75 ein Erzeuger
von mp, so ist etwa Npx(mp) € A und hat positive, endliche Bewertung. Daher ist
die Bewertung nicht trivial und hat als Bild dZ fiir ein d € N. K ist also ein diskret
bewerteter Korper. Da fir x € L gilt z € B < v(z) 2 0,ist A ={z € K : v(z) > 0}
und dieser ist bekanntlich ein DBR.

ii. A=, ker(o; | —idp) ist abgeschlossen in B.

iii. Sei k der Restklassenkorper von A, den wir uns als Teilkérper von [ vorstellen. Nach
Voraussetzung ist aber S C A, woraus k = {s+ mp | s € S} = folgt.

O

®Diese Bedingung lieRe sich a priori ein wenig abschwiichen; dann wiirde sich aber a posteriori herausstellen,
daft die Automorphismen schon isometrisch waren.
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Im Laufe der Arbeit werden wir in gewisser Hinsicht klassische Aussagen iiber k-Vektorrdume
auf A-Moduln und schliefslich sogar K-Vektorrdume ,hochziehen®. Technisches Hilfsmittel da-
fiir ist das folgende Lemma:

Lemma 1.1.15. Sei A C B eine Erweiterung diskreter Bewertungsringe derart, daff ein (und
damit jedes) Primelement m € A auch Primelement von B ist. Sei zudem B wvollstandig und
V' ein endlich erzeugter A-Modul. Dann definiert

a:B (EA? V — lim(B % (V/="V))

b@v— (b® (v+7"V))nen

einen Isomorphismus von B-Moduln. Die rechte Seite wird dabei beziiglich der (offenbar sur-
jektiven) Ubergangsabbildungen

id®pry,, : B % (V/a"V) — B % (V/7™V)
definiert, wobei fiir n > m
pry, 2 V7"V — V/x™V
die kanonische Projektion bezeichnet.
Wir werden sofort die folgende, ebenfalls niitzliche Verallgemeinerung beweisen:

Lemma 1.1.16. Sei 0 : A — B eine Skalarerweiterung von DBR, B wollstindig und V ein
endlich erzeugter A-Modul. Sei auflerdem fiir ein und damit jedes Primelement m € A das Bild
o(m) im mazimalen Ideal von B enthalten (d. h. o ist ein ,lokaler Homomorphismus®). Dann
definiert
a: B, (% V — liLH(Ba % (V/7"V))
b@vi— (b® (v+7"V))hen

einen Isomorphismus von B-(Links-)Moduln. Die rechte Seite wird dabei beziiglich der (offen-
bar surjektiven) Ubergangsabbildungen

id @ pry, . By (%) (V/n"V) — B, % (V/7n™V)
definiert, wobei fir n > m
pry, 2 V/o"V — V/a"V
wiederum die kanonische Projektion bezeichnet.

Beweis. Existenz und (A-)Linearitdt der Abbildung folgen mit der universellen Eigenschaft
des Tensorprodukts daraus, daf die Abbildung

B, xV — lim(B, % (V/x"V))

(bv U) = (b ® (U + ﬂ—nv))neN

A-bilinear ist. Nach Konstruktion ist o dann auch B-linear (,von links").
Da Tensorprodukt und projektiver Limes mit endlichen direkten Summen vertauschen, reicht

10
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es nach die Behauptung fiir die Félle V = A und V = A/(7") zu zeigen.
Im ersten Fall reduziert sie sich auf die Aussage

B ~lim B/o(m)" B

welche nicht viel mehr als eine Umformulierung der Tatsache ist, daft B vollstédndig ist. Ge-
nauer gesagt ist die Injektivitat klar (z € (), cyo(7)"B < vp(r) = 00 < z = 0), und zur
Surjektivitét ist zu beachten, daf fiir ein Element des projektiven Limes

(b, + ()" B)nen
und beliebige m < n € N die Représentanten die Eigenschaft b, = b, mod o(m)™ erfiil-
len. Dabei gilt fiir eine andere Wahl der Reprisentanten b, = b, mod o(m)" fiir alle n € N.
Da o als lokaler Homomorphismus vorausgesetzt wurde, erhalten wir also bei Fixierung von
Reprisentanten (by,),en eine Cauchyfolge, deren Limes b € B nicht von der Wahl der Repré-
sentanten abhéngt. Da fiir diesen Limes wegen der strengen Dreiecksungleichung wiederum
fiir alle n € N gilt

b = b, mod o(m)"

ist b ein Urbild des obigen Elements.

Im Fall V = A/(7") ist V = V/7'V fiir alle i > n, der projektive Limes also ab n ,konstant*

gleich B, ® V und damit die angegebene Abbildung offenbar bijektiv. O
A

Schlieklich setzen wir Definitionen und elementare Eigenschaften von (abelschen) Katego-
rien und Funktoren als bekannt voraus und notieren folgende Definition zur Aquivalenz von
Kategorien:

Definition 1.1.17. Seien C und D zwei Kategorien, und F' : C — Dund G : D — C Funktoren.
Dann heifsen F'und G quasi-invers zueinander und definieren eine Kategorienidquivalenz C ~ D,
falls es natiirliche Isomorphismen ¢, (und w,) der Hintereinanderschaltung G o F' zu id¢ (und
F oG zuidp) gibt. Das bedeutet: Zu jedem Objekt X € ob(C) haben wir einen Isomorphismus
tx : G(F(X)) — X, so dab fiir jeden Morphismus f: X — Y in C das Diagramm

G(F(X)) —= X
G(F(f)) f
G(F(Y)) j e

kommutativ ist (und analog fiir wu.).

11
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1.2 Die abelsche Kategorie Rep 4(G)

Die erste betrachtete Kategorie ist die der Z,-Darstellungen einer absoluten Galoisgruppe Gg.
Tatsdchlich kann aber Z, zundchst durch einen beliebigen (spiter zumindest durch einen voll-
stindigen) DBR und Gg durch irgendeine (spater zumindest kompakte) topologische Gruppe
ersetzt werden. Sei daher im folgenden A stets ein DBR und 7 € A ein fixiertes Primelement,
v die Bewertung, |z| := e~*(*) der m-adische Betrag (der z. B. fiir endliche Erweiterungen von
Zy, bekanntlich zum tiblichen Betrag p~*®) dquivalent ist).

Unser erstes Ziel ist, eine verniinftige Topologie auf Aut4(V) C End (V) fiir einen geeig-
neten A-Modul V' zu definieren. Die vom 7-adischen Betrag induzierte Topologie macht den
Ring A zu einem topologischen Ring. Wir kénnen sie auch dadurch beschreiben, daf wir die
Menge der Ideale {(7") | n € N} als Umgebungsbasis der 0 setzen (vgl. [T'G, chap. III, §6,
no. 3, exemple 3|. Diese Menge ist auch eine Filterbasis im Sinne von [T'Gl chap. I, §6, no. 3|
(man beachte (7™) N (77) = (wmax{mnt)),

Wir versehen einen A-Modul M mit der entsprechenden Struktur als topologischer Modul,
d. h. {#"M | n € N} bilden eine Umgebungsbasis der 0 € M (vgl. [TGl chap. III, §6, no. 6,
exemple 2]). Wegen 7™ M N7 M = 7™} M ist auch dies eine Filterbasis. Wir stellen uns
M stets mit der so definierten Topologie vor, die wir die w-adische nennen.

Lemma 1.2.1.

i. Fir endlich viele A-Moduln My, ..., M, stimmt die w-adische Topologie auf @;"_; M; mit
der Produkttopologie der w-adischen auf allen M; iberein.

it. Die m-adische Topologie auf einem Faktormodul M /M’ stimmt mit der Quotiententopo-
logie der m-adischen von M iberein.

iii. Ist N ein weiterer A-Modul, so ist jede lineare Abbildung f € Homy (M, N) stetig. Ist f
surjektiv, so ist sie auch offen.

w. Wird M von einer geeigneten m-Potenz annulliert — wie etwa ein endlich erzeugter Tor-
stonsmodul — so ist die w-adische die diskrete Topologie.

Beweis. Da auch die Produkt- und Quotiententopologie vertriglich mit der Modulstruktur
sind (vgl. [TGl chap. III, §6, no. 6]), geniigt es zu zeigen, dal jeweils ein Element einer Null-
umgebungsbasis in der einen Topologie in einem aus derjenigen der anderen enthalten ist.

i. Eine Umgebungsbasis der 0 in der Produkttopologie ist in diesem Fall durch die Mengen
der Form
™M & ...& "M,

mit {i1,..i,} C N gegeben. Offensichtlich ist darin 7™ {i-in} . (@  M;) enthalten.
Umgekehrt ist fiir jedes m € N 7™ (@D;"_; M;) von der obigen Form mit i1 = ... = 4,, = m.

ii. Sei U = {u+ M’ | u € U} eine beliebige Umgebung von 0 € M/M’ beziiglich der
Quotiententopologie, wobei U eine geeignete Teilmenge von M ist. Dann folgt aus den
Definitionen, daf U + M’ C M eine Menge der Form 7" M enthilt, a fortiori enthiilt U
also 7" (M /M"). Umgekehrt ist jede Menge der Form 7™ (M /M’) offene Umgebung von 0
in der Quotiententopologie, denn ihr Urbild unter der kanonischen Projektion 7™M + M’
enthélt mit einem Punkt x stets auch x + 7" M, ist also offen.

12
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ili. Dies folgt unmittelbar aus den Definitionen (und hétte auch bei i. und ii. benutzt werden
kénnen).

iv. Klar.
O

Fiir A als Modul iiber sich selbst ist die Topologie die vom 7m-adischen Betrag induzierte.

Die ersten beiden Aussagen des Lemmas zeigen, dafs sie gewissermafen natiirlich fiir endlich
erzeugte M ist: Denn fiir einen endlich freien Modul ist sie gleich der Produkttopologie, und
ist eine Surjektion f: A" — M mit r € N gegeben, so entspricht sie der Quotiententopologie
auf M ~ A" /ker(f) — die, wie hieraus folgt, unabhéngig von der Wahl von f und r ist.
Fiir nicht endlich erzeugte Moduln ist diese Topologie dagegen nicht immer sinnvoll: etwa auf
Qy als Z,-Modul wiirde sich mit der obigen Definition wegen p"Q, = Q, fiir alle n die triviale
Topologie ergeben.

Sei also M von nun an endlich erzeugt. Es ergeben sich weitere gute Eigenschaften:

Lemma 1.2.2.
1. M ist hausdorffsch.
1. Jeder Untermodul N C M st abgeschlossen.

1. Fiir jeden Untermodul N C M stimmen die w-adische Topologie und die Teilraumtopo-
logie auf N als Teilmenge von M iberein.

Beweis.
i. ist nach [TG| chap. III, §1, no. 3, corollaire und exemple| dquivalent zu
() ="M = {0}
neN

Dies ist fiir freie A-Moduln (nicht nur, aber insbesondere endlichen Rangs) erfiillt und
ebenso fiir endlich erzeugte Torsionsmoduln, denn diese werden von einer geeigneten
m-Potenz annulliert. Die Behauptung folgt mit Satz

ii. N =ker(pr) = pr—1{0}, wobei die Einpunktmenge {0} C M/M’ nach i. abgeschlossen
und die kanonische Projektion pr : M — M /N nach Lemma iii stetig ist.

iii. Fiir jedes n € N gilt 7" N C #"M N N, also ist die Teilraumtopologie grober als die
m-adische (dies gilt allgemein und kann auch aus Lemma [1.2.1}iii gefolgert werden).
Umgekehrt ist zu zeigen, dafs es zu jedem n € N ein m € N gibt mit 7" N D 7™M N N.
Schreibe dazu mit Satz und dem Elementarteilersatz

N~ =A@ Tor(N) C A @ Tor(M) ~ M
i=1,...k

mit £ < d und 0 < 1 < ... < sq. Werde Tor(M) und damit auch Tor(N) von 7"
annulliert, dann erfiillt m := n 4+ max{r, s;} die geforderte Bedingung.

O

13
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Satz 1.2.3. Sei V ein endlich erzeugter A-Modul.

1.

.

Die Menge der A-linearen Endomorphismen Endy (V') ist selbst ein endlich erzeugter
A-Modul.

Die Menge Aut (V) C Enda(V) der bijektiven A-linearen Abbildungen von V in sich
selbst ist beziiglich der Komposition von Abbildungen eine Gruppe mit der Identitit idy
als Einselement. Versehen mit der Teilraumtopologie der m-adischen auf Enda (V') ist
sie eine topologische Gruppe.

Beweis.

14

i.

il.

Allgemeiner gilt fiir einen noetherschen Ring R und endlich erzeugte R-Moduln M, N,
daf Homp(M, N) endlich erzeugt ist. Sei ndmlich p : R” — M eine Surjektion, so ist

Homp(M,N) — Hompg(R", N)

fr=fop
injektiv, also Hompg(M, N') isomorph zu einem Untermodul der rechten Seite. Diese ist
endlich erzeugt, denn (vgl. [Al chap. II, §1, no. 6, cor 1])

Hompg(R", N) = (Homg(R, N))"

und bekanntlich gilt Homgp(R,N) ~ N (f — f(1)). Da R noethersch ist, ist auch
Homp (M, N) endlich erzeugt.

Nur die letzte Aussage ist nicht trivial. Bekanntlich ist End4 (V) mit der Verkniipfung
von Abbildungen als Multiplikation und der punktweise definierten Addition ein Ring.
Beziiglich dieser Ringstruktur besteht aber unsere als Umgebungsbasis der 0 gewéhlte
Filterbasis {7 End A (V') }nen aus beidseitigen Idealen, denn:

— Abgeschlossenheit unter Addition ist klar;

—sel f € Enda(V) und g € 7" Enda(V), etwa g = 7"h mit h € End4(V), dann ist

fog=form"h=n"(fog) € n"Ends(V)

und analog go f =n"(ho f) € " Enda (V).
Nach [TG, chap. III, §6, no. 3, exemple 3| ist damit End4(V) ein topologischer Ring,
insbesondere ist die Multiplikation

Enda(V) x Enda (V) — Enda(V)

(z,y) — zy
stetig, also nach Einschréinkung auf die jeweiligen Teilraumtopologien auch
AutA(V) X AutA(V) — AutA(V)
(z,y) — xy
Es bleibt zu zeigen, daf auch die Inversenbildung

t:Autya(V) — Auty(V)
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Tz

stetig ist. Nun gilt aber wegen der genannten Idealeigenschaft fiir z,y € Aut, (V) und
alle n e N:

z—yen"Endy(V) =y -z =2z —y)y ' € a”Enda(V)
also
z € (x+7"Enda(V))NAuta(V) C o (™ + 7" Enda(V)) N Aut 4 (V)]

(Analog gilt fiir jeden topologischen Ring R in der Situation von [T'Gl chap. III, §6, no.
3, exemple 3|, dak R* eine topologische Gruppe beziiglich der Teilraumtopologie ist.)

O

Nachdem wir nun Aut (V') mit einer Topologie versehen haben, kénnen wir ,stetige“ Dar-
stellungen topologischer Gruppen betrachten. Sei G eine beliebige topologische Gruppe.

Definition 1.2.4. Eine A-Darstellung von G (oder kurz G-Darstellung) ist ein Paar (V p)
bestehend aus einem endlich erzeugten A-Modul V und einem stetigen Gruppenhomomor-
phismus

p:G— Auta(V)

Wenn im folgenden eine feste G-Darstellung betrachtet wird, lassen wir p meist weg und
schreiben gv := p(g)(v) fir g € G,v € V.
Ein Morphismus von zwei G-Darstellungen (V, p), (W, o) ist eine A-lineare Abbildung

f:Vv-w
die G-aquivariant ist, das heifst
foplg)=0(g)o ffirallege G
oder, formal unsauber aber anschaulich,
flgv) =gf(v) fir alleg € G,v eV

Die Morphismen zwischen zwei G-Darstellungen V und W bilden beziiglich der punktwei-
se definierten Addition eine abelsche Gruppe Homg(V, W), welche wir uns als Untergruppe
der A-linearen Abbildungen Hom 4 (V, W) vorstellen kénnen. Mit diesen Objekten und Mor-
phismen erhalten wir die Kategorie Rep 4(G). (Dabei wird ,der* Nullmodul mit der einzig
moglichen, automatisch stetigen G-Wirkung versehen.)

Ein Gruppenhomomorphismus p : G — Aut4 (V) definiert per
GxV -V
(9,v) = gv = p(g)(v)
offenbar eine G-Wirkung auf V', die auferdem A-linear ist, d.h. g(av+w) = agv + gw. V wird

so zu einem G-Modul im Sinne der Gruppenkohomologie. Umgekehrt definiert, wie man leicht
nachrechnet, jede A-lineare G-Wirkung auf V einen Gruppenhomomorphismus

G — AutA(V)

15
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g = [v—gv]

Da wir auf G und V Topologien haben, kann man auch fiir eine G-Wirkung Stetigkeit defi-
nieren.

Satz 1.2.5. Sei V ein endlich erzeugter A-Modul.

.

.

114,

.

Ein Gruppenhomomorphismus p : G — Aut (V) ist genau dann stetig, wenn es fir alle
g € G,n € N eine offene Umgebung g € Hy,, C G gibt, so dafs

p(h)(v) € p(g)(v) + 7"V fir allev € V,h € Hyp,

Ist V' ein Torsionsmodul, so ist dies dquivalent zu der (sonst stirkeren) Bedingung, dafl
ker(p) ={g € G : gv = fiir allev € V'} offen ist.

Eine A-lineare G-Wirkung G xV — V ist genau dann stetig, wenn es fir allev € V,g €
G und n € N eine offene Menge g € Hy 4, € G gibt, so daff

hv € gv + 7"V fir alleh € Hy 4,

Ist V' ein Torsionsmodul, so ist dies dquivalent zu der (sonst stirkeren) Bedingung, dafl
fiir alle v € V' die Fizgruppe G, :={g € G : gv = v} offen ist.

Ein Homomorphismus p : G — Aut4 (V) ist genau dann stetig, wenn die dadurch defi-
nierte G-Wirkung stetig ist.

Ist G proendlich, so wird ein Torsionsmodul V' durch die iber eine Darstellung definierte
G-Wirkung zu einem G-Modul im Sinne der Kohomologie proendlicher Gruppen (etwa
nach [NSWO00O, chap. I, §2]).

Beweis.

i.

16

Ist p stetig in g, so enthélt das Urbild von
(p(g) + 7" Enda(V)) N Auta(V)

eine offene Umgebung H von g. Diese erfiillt die genannte Bedingung, denn fir h € H
ist p(h) = p(g) + 7" f mit geeignetem f € End4(V) und damit fiir alle v € V

p(h)(v) = pg)(v) =" f(v) € 7"V

Seien nun g € G,n € N beliebig. Schreibe V' = F @ Tor(V') geméf Satz Um zu
zeigen, dafs p in g stetig ist, reicht es, eine Umgebung von g zu finden, deren Bild in
(p(g)+ 7" End4(V)) liegt; dabei sei 0BAA n so grok, dak 7™ Tor(V') annulliert. Nun gilt
fir h € Hyp:

(p(g) — p(h))(v) € 7"V fiir allev € V

Nach Wahl von n ist 7™V = 7" F. Setze
fi=m"(p(g9) — p(h)) € Hom4(V, F) C Enda(V)

Dann ist p(h) = p(g) + 7" f, d. h. Hg,, ist eine Umgebung von g wie gesucht.

Ist der Kern von p offen, so erfiillt g - ker(p) fiir alle n € N die Bedingung an Hy,,, auch
wenn V kein Torsionsmodul ist. Werde nun V' etwa von 7™ annulliert, dann ist fiir alle
n>mund ¢’ € ker(p) ¢’ € gg~' - H,n C ker(p), also ker(p) offen.
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ii. Sei die genannte Bedingung erfiillt, dann gilt
h(v+7"V)=hv+7"h(V) C gv + 7"V

fiir alle h € Hy g, d. h. das Urbild von gv + 7"V enthélt die offene Umgebung H, 4, x
(v+7"V) von (g,v). Dies zeigt die Stetigkeit im beliebig vorgegebenen Punkt (g,v).
Seien umgekehrt g, v, n vorgegeben und die Wirkung stetig, insbesondere im Punkt (g, v).
Dann existiert jedenfalls eine Umgebung (g,v) € O C G x V, so dak hw € gv + 7"V fiir
alle (h,w) € O; nach Definition der Produkttopologie existiert dann eine offene Menge
g€ Hygpn CGund m € N mit

Hygnx((v+7"V)CO

d. h. insbesondere (h,v) € O und damit hv — gv € 7"V fiir alle h € Hy g p.

Sind alle Fixgruppen offen, so erfiillt g - G, fiir alle n € N die Bedingung an H, g4, auch
wenn V kein Torsionsmodul ist. Werde nun V etwa von 7™ annulliert und sei v € V, so
ist fiir allen > mund ¢’ € Gy ¢’ € g9 - Hygn C Gy, also Gy, offen.

iii. Ein Vergleich von i. und ii. zeigt sofort die Implikation ,p stetig = G-Wirkung stetig”.
Zur Umkehrung: Werde V von vy, ..., v, erzeugt, so setze fir g € G, n € N

T
Hgvn = ﬂ Hvivgvn
=1

Diese Menge ist als endlicher Schnitt offener Mengen wieder offen und erfiillt, wie man
leicht sieht, auch die iibrigen Anforderungen aus i.

iv. Nach iii. ist die G-Wirkung stetig, und nach Lemma iv tragt V dabei die diskrete
Topologie.

O

Definition und Bemerkung 1.2.6. Sind V und W zwei G-Darstellungen und ist f : V — W
ein G-dquivarianter Isomorphismus der unterliegenden Moduln, so ist auch die Umkehrab-
bildung f~! : W — V G-i#quivariant. Wir nennen f dann einen Isomorphismus von G-
Darstellungen und sagen, V und W seien isomorph als G-Darstellung.

Beweis. Seien w € W und g € G beliebig. Dann ist

£ gw) = F (G w)) TOE (T w))) = g(f T (w))
O

Ist (V,p) eine G-Darstellung, so heift ein Untermodul U C V' G-invariant, wenn fiir alle
g € G gilt: gU C U. Mit mehr oder weniger Miihe 148t sich etwa unter Benutzung von [1.2.5]
zeigen, daf in diesem Fall U mit der eingeschrinkten und V/U mit der induzierten G-Wirkung
ebenfalls Darstellungen sind. Fiir zwei Darstellungen (V1, p1), (Va, p2) ist mit

pl@pQ:GHAut(Vl@Vz)

g = [(v1,v2) = (p1(g)(v1), p2(g)(v2))]

17
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auch die direkte Summe eine Darstellung. Da schlieklich fiir einen Morphismus von Darstel-
lungen f:V — W der Kern U := ker(f) wegen

ueU= f(gu) =gf(u) =g(0)=0=guecU
G-invariant ist, haben wir:
Satz 1.2.7. Die Kategorie Rep Ao(G) ist abelsch.

Dariiber hinaus gilt:

Satz 1.2.8. Sind V und W zwei G-Darstellungen, so ist auch das Tensorprodukt V@ W ver-
A
sehen mit der durch g3, vi @w;) ==Y, gv; @ gw; definierten G-Wirkung eine G-Darstellung.

Beweis. Bekanntlich ist mit V und W auch V@ W endlich erzeugt. Die angegebene Abbildung
A
ist wohldefiniert (sie wird von der A-bilinearen Abbildung VxW — VW, (v,w) — gv® gw
A

induziert) und, wie man leicht nachrechnet, eine A-lineare G-Wirkung. Um die Stetigkeit zu
zeigen, nutzen wir Satz[1.2.5i. Seien dazu g € G und n € N gegeben; es existieren g enthaltende
offene Mengen H)', und H)V in G mit H}, (v) C gv+7"V fiir alle v € V bzw. analog fiir W.
Sei H der Schnitt dieser Mengen: er enthélt g und ist offen. Ist nun > ;_, v, @ w; € V (§> W

ein beliebiges Element, so gilt fiir jedes h € H und alle ¢:

hv; @ hw; = (gv; + 7)) @ (qw; + 7"w}) € gv; @ gw; + 7" (V <§> W)

mit geeigneten v, € V,w) € W und damit auch

h (ivz ®wi> —g (ivz ®wi>
i=1 i=1

= Z(hvi ® hw; — gv; @ gw;) € 7TV Gj) w)
i=1

Mit H =: H,, folgt also die Behauptung. U

Gliicklicherweise lassen sich die meistgenutzten exakten Sequenzen innerhalb der Kategorie
bilden:

Satz 1.2.9. Sei V eine G-Darstellung. Dann sind
0—7V -V ->V/mV -0
und mit Ve :={veV :mv =0}
0—-V,—=V->V/V, -0

exakte Sequenzen in Rep A(G), wobei die Pfeile links die Inklusion und rechts die kanonische
Projektion bezeichnen.

Beweis. Einzig zu zeigen ist, daf 7V und V; iiberhaupt Unterdarstellungen von V sind. Aber
auch dies ist klar, denn fiir alle g € G ist g(7 - v) = 7 - gv, woraus schon die Invarianz beider
Untermoduln folgt. O

18
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1.2.1 Vergleich mit Rep i (G)

In der klassischen Darstellungstheorie hat man einen Korper K gegeben und betrachtet (ste-
tige) Darstellungen einer (topologischen) Gruppe G auf einem K-Vektorraum V', der selbst
bzw. dessen Automorphismengruppe Autg (V') (im endlichdimensionalen Fall nach Basiswahl
GL,,(K)) gegebenenfalls mit einer Topologie versehen ist. Hier bieten sich endlichdimensionale
Vektorrdume iiber dem bewerteten Kérper K := Quot(A) an. Diese tragen bekanntlich auch
eine recht kanonische Topologie, falls A und damit K wvollstindig sind, ndmlich die von einer
beliebigen Norm induzierte. Das typische Beispiel ist A = Z,,, K = Q,,.

Analog zukénnen wir fiir eine topologische Gruppe G die Kategorie der K-Darstellungen

Rep x(G)

definieren. Unterdarstellungen sind dann G-invariante Untervektorrdume etc. Wir halten nur
fest:

Satz 1.2.10. Die Kategorie Rep i (G) ist abelsch und abgeschlossen unter Tensorprodukten.

Ein endlichdimensionaler K-Vektorraum mag auf den ersten Blick als ein ,schoneres“ Ob-
jekt als die zuvor betrachteten endlich erzeugten A-Moduln erscheinen. Das Studium der
A-Darstellungen wird sich aber bezahlt machen: Denn einerseits erhalten wir damit, wie der
folgende Satz zeigt, im uns interessierenden Fall bereits alle Information {iber K-Darstellungen;
andererseits wird sich zeigen, dal Erkenntnisse aus dem Torsionsfall, sogar aus dem einfach-
sten Fall von A/(m)-Vektorrdumen, sich auf alle A- und damit dann alle K-Darstellungen
yJhochziehen“ lassen.

Dafs sich aus einer A-Darstellung V' durch Tensorieren eine K-Darstellung K % V' ergeben

wird, ist nicht liberraschend. Erstaunlicherweise lassen sich so aber bis auf Isomorphie alle
K-Darstellungen gewinnen, falls G zusétzlich kompakt ist. Diese Voraussetzung wird in dieser
Arbeit keine Einschrinkung sein, da G stets eine mit der Krull-Topologie versehene absolute
Galoisgruppe (oder eine abgeschlossene Untergruppe davon) sein wird. Diese Gruppen sind
proendlich, insbesondere kompakt.

Satz 1.2.11.

i. SeiV eine A-Darstellung von G. Dann ist KQV ein endlichdimensionaler K-Vektorraum.
A

Versehen mit der durch g(a ® v) := a ® gv definierten linearen G-Wirkung ist er eine
K-Darstellung von G.

1. Sei G kompakt und W eine K-Darstellung von G, dimg W = n. Dann existiert ein
Gitter V.C W (d. i. ein freier A-Untermodul vom Rang n), welches G-invariant ist. Mit
der eingeschrinkten G-Wirkung ist V' eine A-Darstellung derart, daff K @V eine zu W

A

isomorphe G-Darstellung ist.
Beweis.

i. Ist vq,...,v, eine A-Basis des freien Anteils von V, so ist 1 ® vq,...,1 ® v, eine K-Basis
von K ® V. Die G-Wirkung ist nach Definition K-linear und liefert einen Gruppenho-
A

momorphismus, den wir gleich als Kompositum

G — Auty(V) — Autg (K % V)
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20

ii.

schreiben, wobei der rechte Pfeil von der Abbildung

EndA(V) — EndK(K % V)

f—id®f

induziert wird. Es reicht zu zeigen, daf diese stetig ist beziiglich der w-adischen To-
pologie links und der von einer beliebigen Norm induzierten rechts. Da die Abbildung
A-linear ist, reicht es, Urbilder von Umgebungen des Nullpunktes zu betrachten. Mittels
der obigen Basis identifizieren wir die rechte Seite hom6éomorph mit dem mit der Ma-
ximumsnorm versehenen Vektorraum M,,x,(K). Dann ist aber im Urbild von B.-.(0)
offenbar 7" - End 4 (V') enthalten.

Wihlen wir zunichst eine K-Basis wq, ...,w, von W und definieren das Gitter V' =
Awq + ... + Aw,. Wir betrachten die Menge der V' stabilisierenden Elemente

H:={geG|gV' =V}
Man sieht sofort, dak H eine Untergruppe von G ist.
Zwischenbehauptung: H ist offen.
Hierfiir reicht es unter Benutzung der Stetigkeit der Darstellung und der homdomorphen
Identifikation (nach der obigen Basiswahl)
Autg (W) =~ (GLn(K), || - [lmaz)
zu zeigen: Die Untergruppe

H :={C eGL,(K)|C-V'=V"}

ist offen (denn H = p~1(H')). Hierfiir wiederum reicht es zu zeigen, da® eine offene Um-
gebung der Einheitsmatrix F, in H' enthalten ist. Wir betrachten die definitionsgemaf
offene Menge

U :={C € Muxn(K) | |C = Ep|lmaz < e}

= ETL + T - Man(A>

Fir C € U ist |det(C)|x =1 (= U C GL,(K)) und offenbar C' - V' C V'. Mit U ist
auch U~ = {C~! | C € U} und somit U N U~! offen. Dies ist die gesuchte Umgebung,
denn es gilt

CeUnU'sV =cct-vVcc.v'cV
also iiberall Gleichheit und E, € UNU~! C H'. Die Zwischenbehauptung ist bewiesen.

Als offene Untergruppe der kompakten Gruppe G hat H endlichen Index. Es existieren
also 1¢g = g1, 92, ..., gr € G mit

Wir definieren
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V ist endlich erzeugter A-Modul (Erzeuger {giw; | 1 < i < r,1 < j < n}) und als
Teilmenge von W torsionsfrei, also frei, und wegen V/ C V vom Rang n, also ein Gitter.
Dieses ist G-invariant, denn sei ein beliebiges g € G gegeben, dann existiert wegen (x)
fiir jedes 1 <4 <7 ein j(i) € {1,...r} und ein h; € H mit gg; = g;(;)hi, also

gV = ZggiV’ = Zgj(i)hivl = Zgj(i)vl cv
i=1 i=1 i=1

Fiir die verbleibenden Aussagen sei v1, ..., v, eine A-Basis von V (und damit K-Basis
von W). Wir erhalten mit dieser Basis h6moéomorphe Identifikationen und eine Inklusion

EndA(V) =~ Mpun(A) € Myxn(K) ~ Endg (W)

bei der sich unsere iibliche Topologie links als identisch mit der Teilraumtopologie von
derjenigen rechts erweist. Deswegen ist der (wegen der G-Invarianz von V wohldefinierte)
Homomorphismus

G — AutA(V)
g [v—gv]

stetig.
Schlieflich ist der Isomorphismus von K-Vektorrdumen

KoV —-W
A

n

n
E ai®vi'_’g a;v;

=1 i=1

G-dquivariant.
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1.3 Die abelsche Kategorie (I)M{':f1 o)

In diesem Abschnitt werden wir die Kategorie der etalen ¢-Moduln iiber einem geeigneten Ring
kennenlernen. Sei zunéchst A ein Ring und ¢ : A — A ein fixierter Ringendomorphismus. Wir
werden im Verlauf des Abschnitt immer weiter gehende Bedingungen an A und o stellen, die
aber in der Anwendung im nichsten Abschnitt alle problemlos erfiillt werden.

Definition 1.3.1. Ein p-Modul iiber (A, o) ist ein Paar (M, ¢) bestehend aus einem A-Modul
M und einer Abbildung ¢ : M — M, die g-linear (oder semilinear) ist, d. h. ¢ ist additiv und
es gilt fir allea € A ,me M

plam) = a(a) - p(m)

Ein Morphismus von zwei ¢-Moduln (M, ¢ar) und (N, ¢n) ist ein Homomorphismus von
A-Moduln f: M — N, so dafs f oy = pno f gilt.

Gegeben sei ein p-Modul (M, ¢). Betrachte o : A — A als Skalarerweiterung und setze
M, =A@ M
A
Dies ist ein A-Linksmodul beziiglich a - (b ®m) := ab® m. Diese Konstruktion liefert uns eine
alternative Beschreibung von ¢-Moduln.
Lemma 1.3.2.

i. Mit den obigen Notationen definiert

®,: M, — M

Z a; @ mg — Z a;p(m;)
i i

einen Homomorphismus von A-Linksmoduln.

1. Ist umgekehrt ein A-Linksmodulhomomorphismus
d: M, - M

gegeben, so ist
o : M — M

m— ®(1 ®m)
eine o-lineare Abbildung.

16. Diese Konstruktionen sind invers zuetnander. Es ist also einerlet, ob wir uns zu einem
A-Modul M eine Abbildung ¢ wie in oder ® wie hier vorgeben.

Beweis.

i. Die Abbildung
S,: Ay x M — M

(a,m) — ap(m)
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ist balanciert, denn

2y((a  b,m)) = p((ac(b),m)) = ao(b)p(m) = ap(bm) = &, ((a,0m))

liefert also obige additive Abbildung, die offenbar A-linear ist.

ii. Es gilt
pa(am+n) =2(1® (am+n)) =2((1®am)+ (1®n)) = P(1®am)+ P(1 @n)
= ®(o(a) ©@m) + ¢a(n) = o(a)®(1 @ m) + pa(n) = o(a)pa(m) + va(n)

fir alle a € A und m,n € M.

iii. pg, = ¢ ist offensichtlich. Umgekehrt gilt
Pig (Z a; ® mz) =Y aipa(mi) =Y ad(l@m) =" o (Z a; ® mz>
fir alle a; € A,m; € M.
O

Satz 1.3.3. Die p-Moduln zu einem gegebenen Paar (A,o) bilden eine abelsche Kategorie
M4, o)

Beweis. Siehe [Fon90) 1.1.2]. Der Trick ist, einen (ausnahmsweise nicht kommutativen) Ring
Ay[p] zu definieren, so daf sich die p-Moduln iiber A funktoriell mit den Linksmoduln tiber
Alp] und Morphismen von ¢-Moduln mit den Linksmodulhomomorphismen iiber A,[¢] identi-
fizieren. Damit identifizieren wir unsere Kategorie mit derjenigen der Linksmoduln iiber jenem
Ring, wofiir die Aussage bekannt ist. O

Satz 1.3.4. ®PM, , ist abgeschlossen unter Bildung des Tensorprodukts.
Beweis. Zu zwei o-Moduln (M, var), (N, pn) ist die Abbildung

90M®90N2M§N—>M§A§N

Y om@n— Y oum)©en(n)
i i
offenbar o-linear, d. h. (M ® N, ppr ® @) ist ein p-Modul. O
A

Im folgenden sollen die betrachteten -Moduln endlich erzeugt sein. Um die Chance zu
wahren, hier eine sinnvolle Kategorie zu erhalten, sei der Ring A von nun an stets noethersch.

Definition 1.3.5. Ein etaler p-Modul ist ein ¢o-Modul (M, ¢) derart, dafs
i. M endlich erzeugt iiber A ist

ii. die zu ¢ gehorige Abbildung ® : M, — M (vgl. [1.3.2)) bijektiv, also ein Isomorphismus
ist.

23



1 Die Kategoriendquivalenz Rep W(Fpr)(GE) ~ @Mfég o)

Satz 1.3.6. Ist o flach, so bilden die etalen p-Moduln tiber einem Paar (A, o) eine abelsche
Kategorie <I>M(efl o)

Beweis. Siehe [Fon90), 1.1.5]. O

Satz 1.3.7. @D]W(i’jl o) 1st abgeschlossen unter Bildung des Tensorprodukts.

Beweis. Seien M, N etale ¢o-Moduln; wir priifen nach, daf das gemafs Satz definierte
Tensorprodukt etal ist. Mit M und N ist bekanntlich auch M ® N endlich erzeugt. Zu zeigen
A

bleibt, daf die durch folgende Vorschrift wohldefinierte, A-lineare Abbildung
DN (M@N)U:AU@;(M%N) —»M§>N
a® (m®mn) — ap(m) @ ¢(n) (= ¢(m) @ap(n))

bijektiv ist. Betrachte nun den A-Modul M, ® N,, den wir suggestiver in der Form
A

M A A N
( A(?cr )(1%( a(,gA )

schreiben. Wie man leicht nachrechnet, haben wir dann durch die unten gegebenen Abbil-
dungsvorschriften eindeutig definierte Isomorphismen von A-Moduln

A(,@(M(%N)L(MA@ A)@(A ®AN)
a®@(men)— (Mma)®(1en)=MmMe1)x (axn)
ad' @ (m@n) — (m®a)®@(a @n)

Ebenso leicht rechnet man nach, daf mit diesem Isomorphismus in der oberen Zeile das Dia-
gramm

Ay @ (M ® N) ~ (M ® A)® (A ® N)
A Ao A o, A
M&®N
A

kommutiert. Dabei sind &7 : M, — M und &5 : N, — N nach Voraussetzung Isomorphis-
men, mithin auch der rechte Pfeil im Diagramm, also auch, wie zu zeigen war, der linke. [

Wir wollen den Begriff etal* fiir einige Sonderfille genauer charakterisieren.
Lemma 1.3.8. Sei (M, ) ein p-Modul.

i. ® ist surjektiv genau dann, wenn M als A-Modul von im(p) erzeugt wird.

1. Ist o ein Automorphismus, so ist ® genau dann bijektiv, wenn ¢ es ist.

1i. Ist A =: K ein Korper und M endlich erzeugt, also endlichdimensionaler Vektorraum,
so ist (M, ) etal genau dann, wenn ¢ etal ist im Sinne von [Schn07, Definition 1.7.].
Insbesondere sind dann auch die Bedingungen aus i. dquivalent dazu, dafi (M, p) etal
15t.

24



1.3 Die abelsche Kategorie @M(efl o)

Beweis.

I

il.

il.

® surjektiv < fiir alle m € M ex. ay,...,a, € A und mq,...,m, € M mit (31" a; ®
m;) =y iy aip(m;) = m < M wird von im(p) erzeugt.

Mit der Umkehrabbildung ¢! zu ¢ haben wir offenbar Isomorphismen additiver Grup-
pen

M, ~ M
Ysai®mg o — Y oY (a;))m;
1®m i m

Insbesondere ist also fiir 0 #m € M auch 0 #1®m € M,.

Sei nun ® bijektiv. ¢ ist injektiv, denn gidbe es 0 # m € M mit p(m) = 0, so wire
1®m € ker(®) = {0} im Widerspruch zum eben gezeigten. ¢ ist surjektiv, denn nach
i. und der Voraussetzung gibt es zu beliebigem m € M Elemente aq,...,a, € A und

M1,y My € M mit m =311 a;p(my) = (30 o (a;)m;).
Sei umgekehrt ¢ bijektiv und ¢! die Umkehrabbildung, welche o~ !-linear isﬁ; setze

P lime—1®e (m)

Dann gilt offensichtlich ® o &1 = idy und fiir Y0 ®@m; € My:

ZCLZ@mZ —1®Z<,0 (a;jp(m;) —1®Za (a;)m; = Zaz®ml

In diesem Fall ist ® ein Homomorphismus von K-(Links-)Vektorrdumen gleicher endli-
cher Dimension. @ ist also genau dann surjektiv, wenn es bijektiv ist. Die Behauptung
folgt mit i. und [Schn07, Lemma 1.6.i.].

O

Lemma zeigt, daf unter gewissen Voraussetzungen an das Paar (A, o) die etalen ¢-
Moduln leichter zu handhaben sind. Der folgende Satz gibt hierzu ein weiteres niitzliches
Beispiel.

Satz 1.3.9. Im Paar (A,o0) sei A ein noetherscher Integrititsbereich von Dimension < 1, o
flach, und fir jedes mazimale Ideal m C A sei auch das von seinem Bild o(m) erzeugte Ideal
mazimal. Dann gilt:

i. Ein endlich erzeugter o-Modul N dber (A, o) ist genau dann etal, wenn die zugehirige

Abbildung © surjektiv ist.

ii. Sei 0 — M' — M — M" — 0 eine exakte Sequenz von @-Moduln iber (A, o). Dann ist

M genau dann etal, wenn M’ und M" etal sind.

Beweis. Siehe [Fon90, 1.1.6.]. O

“Wende ¢! an auf ¢(c7'(a)e "' (m)) = am = p(¢ ' (am)) mit beliebigen a € A,m € M.
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1 Die Kategoriendquivalenz Rep W(Fpr)(GE) ~ @Mfég o)

Damit konnen wir auch hier die wichtigsten exakten Sequenzen in der Kategorie bilden:

Bemerkung 1.3.10. Unter den Voraussetzungen von Satz[1.3.9 sei M ein etaler p-Modul
iber (A,0), und sei a € A mit o(a) = a.

0—aM —- M — M/aM — 0
und (mit M, :={m € M :am =0})
0— M, —M— M/M,— 0

sind exakte Sequenzen in <I>M(ejf1 o) wobei die Pfeile links die Inklusion und rechts die kanoni-
sche Projektion bezeichnen.

Beweis. o(a) = a garantiert, daf aM und M, mit der Einschrinkung von ¢; ¢-Moduln sind;
damit sind dies auch die Quotienten (mit der von @), induzierten Abbildung), die Pfeile sind
dann Morphismen von ¢-Moduln und mit Satz ii sind auch die Objekte links und rechts
etal. O

Wir werden im folgenden Abschnitt fiir einen o-Modul M die Fixmenge
M?= .= fm e M : p(m) =m}
betrachten. Hierzu wird folgender Satz niitzlich sein.

Satz 1.3.11. Se: , _
0—>M1L)MQL>M3HO

eine exakte Sequenz von w-Moduln. Dann erhalten wir eine ezakte Sequenz additiver Gruppen
0 — MY M= M My — id) My

Beweis. Die Abbildungen ¢ und j entstehen durch Einschrinkung. Wir miissen die Abbildung
0 definieren. Zur Abkiirzung identifizieren wir M; mit seinem Bild in Mj.

Zu z € Mé":m C M3 wiihle ein Urbild y unter j. Es gilt 0 = 2z — ¢(2) = j(y — ¢(y)), also
z:=y—(y) € ker(j) = M. Setze §(z) :=x + (¢ — id) M.

Dies ist wohldefiniert, denn ein anderes Urbild ¢ von z ist von der Gestalt y+m mit m € M,
also y' — p(y') =z + (p — id)(—m).

Man sieht leicht, daf ¢ additiv ist, und ebenso leicht die Exaktheit an allen Stellen aufer der
letzten. Dort ist jedenfalls fiir y € Mf:Zd

6(i(y) =y —w(y) + (p —id) My = 0+ (p — id) M

d. h. im(j) C ker(d). Ist umgekehrt §(z) = 0 fiir ein z € M;f:id und y ein Urbild von z unter
j, dann ist y — (y) = m — p(m) fiir ein m € M;. Also gilt fiir y' := y —m sowohl y' € Mép:Zd
als auch j(y') = j(y) = 2, also z € im(j). O

26



1.4 Beweis der Kategoriendquivalenz

1.4 Beweis der Kategorienaquivalenz

Wir zeigen nun die Aquivalenz der Kategorien Rep W(Fpr)(G g) und @M (% o) Dabei ist

—r € N; setze zur Abkiirzung ¢ :=p", W := W(F,)

— I ein Korper der Charakteristik p, welcher F, enthilt; E°°P ein fixierter separabler Abschluf
- G :=Gg := Gal(E*P|E) dessen absolute Galoisgruppe

— & ein vollstindiger diskret bewerteter Korper der Charakteristik 0 mit Ganzheitsring Og, der
also ein wvollstdndiger DBR ist; dabei ist p Primelement und E Restklassenkérper von Og
—0: Og — Og¢ ein Frobenius-Lift, d. h. ein Ringendomorphismus mit

o(x) = xP modp (x)

— &nr eine unverzweigte, algebraische Erweiterung von &, deren Restklassenkorper separabel
abgeschlossen und damit (iiber einen im folgenden fixierten und in der Notation unterschlage-
nen Isomorphismus, der auf F die Identitét ist) isomorph zu E*P ist; Og,  dessen Ganzheits-
ring; die Galoisgruppe Gal(&,,|€) identifizieren wir geméf [1.1.10] mit G

Sm die Komplettierung von &, und (’)A deren Ganzheitsring; bekanntlich ist damit p auch
Primelement und E*¢ Restklassenkmper von (’)/y\r

1.4.1 Riickfiihrung auf zwei Propositionen

Weil die Bewertung ve von £ sich eindeutig zu derjenigen vg, . von &, fortsetzt, gilt ve, . og =
vg,, fiir alle g € Gal(&,,|€), d. h. alle g sind isometrisch, insbesondere stetig. Sie lassen sich
daher mit den iiblichen Grenzwertsitzen eindeutig zu Kérperautomorphismen von 6/’,; fort-
setzen.

Nach Satz gibt es eine eindeutige (x) erfiillende Fortsetzung von o zu einem Ringen-
domorphismus auf O, , welche wir ebenfalls mit o bezeichnen. Die Abbildung o fixiert als
Ringendomorphismus die 0 und alle p™ und bildet Einheiten auf Einheiten ab. Da sich jedes
0 # x € Og¢ bzw. Og,, eindeutig in der Form p™u mit n € Ny und einer Einheit u schreibt, ist
also auch o (auf jedem der betrachteten Ringe) isometrisch, insbesondere stetig und injektiv.
Weil sie stetig ist, setzt sie sich eindeutig zu einem Ringendomorphismus auf Og— fort; die
wiederum mit o bezelchnete Fortsetzung ist aus demselben Grund wie vorher 1sl(r)metrlsch
Setze zur Abkiirzung 7 := ¢"; auch 7 erfiillt die genannten Eigenschaften.

Wegen F, C E enthilt O¢ dle (¢ — 1)-ten Einheitswurzeln p,—1. Wir identifizieren W =
Zp(pg—1) C Og, g = pr-.

Lemma 1.4.1. o schrinkt sich zu einem Endomorphismus von W ein, ndmlich dem Witt-
Frobenius F. Insbesondere fiziert T jedes Element von W.

Beweis. Sei ¢ € pg—1. Auch o(¢) muk, da o Ringhomomorphismus ist, eine (¢ — 1)-te Ein-
heitswurzel sein. Als stetiger Ringhomomorphismus fixiert o alle Elemente von Z,. Folglich
gilt 0(Zyp(tg—1)) C Zp(prg—1). Wegen Bemerkung ist o = F. Da die Elemente von
[F, gleich ihrer g-ten Potenz sind, ist F" = idy . (Alternativ: Es gilt (¢) = ¢ mod (p). Die
einzige (¢ — 1)-te Einheitswurzel, die modulo p kongruent zu (P ist, ist (P selbst. Also ist o
auf p1,—1 einfach das Potenzieren mit p, folglich 7(£) = {9 = ¢ fiir alle £ € p14—1 und ohnehin
lep = ’Ldzp) O
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1 Die Kategoriendquivalenz Rep W(Fpr)(GE) ~ ®ME

(Og,07)

Lemma 1.4.2.

.

914

. In der Kette von Ringerweiterungen W C Og C Og,, C Og~ st jeder der Ringe tber

allen jeweils kleineren treu-flach.

Ist A einer der Ringe Og, Og , Oz, soist T: A — A flach.

nr’

g'n,'r

Fiir alle n € N,z € Og~ gilt:

T(x) =x mod (p*) < z €W +p"Of-
gz =z mod (p") fir alleg € G < x € Og +p"Og~

sowie (,,Fall n = 0o

T(r)=2 & xzeW;
gr==x firalege G & z¢€O¢

Beweis.

28

I

il.

1il.

Lemma [[LT.6]

Alle betrachteten Ringe sind Hauptidealringe, so daf ,flach® gleichbedeutend ist mit
wtorsionsfrei (JACL chap. I, §2, no. 4, prop. 3(ii)]). Dies ist A, denn A ist Integritits-
bereich und 7 injektiv.

Die Riickrichtung im Fall n = oo folgt aus Lemma bzw. ist klar. Da alle g und 7
isometrisch wirken, folgen auch die Riickrichtungen im ersten Fall. Fiir die umgekehrte
Richtung fithren wir zunéchst eine Induktion nach n:

Induktionsanfang: n =1

Bezeichnet z die Nebenklasse von @ in E*% = Og~ /(p), so folgt

T=2P also Z € F; = W/(p), d. h. T enthilt ein Element von W; bzw.

gz = Z fiir alle g € G, also £ € E = Og/(p), d. h. T enthélt ein Element von Og.
Induktionsschritt: n > 2, die Behauptung sei fiir n — 1 bewiesen.

Nach Induktionsannahme gilt = a 4 p" 'y mit a € W (bzw. Og) und y € Ogz~. Da
die Elemente von W bzw. Og wie gesehen ohnehin fixiert werden, gilt also auch

n—1 n

y) =7(r—a)=x—a=p" 'ymod (p") bzw.
y) =g(r —a) =z —a=p" 'y mod (p") fiir alle g € G

p"ir(y) = T(p
n—1 n—1

" g(y) = 9(p
Nach Division durch p sind wir in der Situation des Induktionsanfangs und erhalten
y=>b+pzmitbe W (bzw. Og) und z € OEH\T, insgesamt also x = a + p"~'b + p"z €
W+ pnOEL\T (bzw. Og + pn(’)gn\r).

Damit sind die ersten Aquivalenzen gezeigt. Fiir die noch fehlende Richtung ,=“ im
Fall n = oo geniigt es daher (fir B € {WW, O¢}) die Gleichheit

n—1

(\(B+p"0g-)=B
neN



1.4 Beweis der Kategoriendquivalenz

bzw. die nicht-triviale Inklusion C zu zeigen. Sei also = € [),,cn(B +p"Og~). Fiir jedes
n € N schreibe z = b, + p"y,, mit b, € B,y, € Og~. Dann gilt

bn+1 — b, = pn(yn - pyn-H) € pno/;

fiir alle n € N, d. h. (by)nen ist eine Cauchyfolge im vollsténdigen Ring B, zu der also
ein Grenzwert b € B existiert. Dieser ist gleich x, denn

r—b= lim (v —b,) = lim p"y, =0

O

Definition 1.4.3. Wir betrachten zu einer G-Darstellung V' das Tensorprodukt Oz~ ® V
nr W

und definieren hierauf eine G-Wirkung durch

9 (Zaz ®Ui> = Zgai ® gv;
) )

Setze

De(V) := (Og;; ‘(/‘8; V)G

Zu einem Morphismus f : V — V'’ von G-Darstellungen setze

De(f) = (idog, ® Nips(v) : De(V) = Og @V

Zu einem (etalen) ¢-Modul M iiber (Og, ) betrachten wir das Tensorprodukt Oz~ @ M
nr Os

mit der 7-linearen Abbildung
P Zai ® my; — ZT(CLi) ® p(m;)
% 7

Setze

Ve(M) i= (O @ M)#=
£

Zu einem Morphismus f : M — N von (etalen) p-Moduln setze

Ve(f) = (idog;;r ® fvear) : Ve(M) — Og/r;‘ g@ N
B

Bemerkung 1.4.4. Ist V bzw. M ein Modul endlicher Linge iiber W bzw. Og, so ist

O~ V=0, @V bw O~ @ M =0, @ M.
nr w nr O¢ O¢

Diese Identifikation vertrdgt sich mit analog zu definierten Operationen von G bzw. ¢
auf den Tensorprodukten mit Og, . In diesem Fall kann also in E iiberall Og— durch Og,,
ersetzt werden.

nr
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1 Die Kategoriendquivalenz Rep W(Fpr)(GE) ~ @Mfég o)

Beweis. Werde V' geméfs etwa von p”* annulliert. Da Og,, dicht in Og;; liegt, gibt es
zu jedem a € Oz ein a' € Og,, mit a —a’ € pOg~. Damit erhalten wir z. B. zueinander
inverse Abbildungen

O~V = 0O,V
7L7"W W

/
E a; U; g a; ® v;
i i
/ /
E a; ®v; E a; v,
i i

(Die erste Abbildung héngt wegen der strengen Dreiecksungleichung natiirlich nicht von der
Wahl der a] ab.) Die zweite Aussage ergibt sich daraus, dak alle ¢ € G bzw. 7 Isometrien
sind. O

Lemma 1.4.5.

i. Dg ist ein additiver Funktor von der Kategorie Repw (G) in die Kategorie der Og-
Moduln Mod(O¢).

1. Ve ist ein additiver Funktor von der Kategorie @M(eég - i die Kategorie der W-Moduln
Mod(W).

Beweis.

1. D¢ ist ein Funktor:

— Fiir V aus Repw (G) ist das Objekt

De(V) = (Og~ © V)¢

ein Og-Modul, da die Wirkung von G auf dem Tensorprodukt Og-linear ist.

— Fiir einen Morphismus von G-Darstellungen f : V — V' ist klar, daf

Dg(f) : Dg(V) — ngn\r S{% 174

Og¢-linear ist. Zu priifen bleibt:

(ido. @ f)(De(V)) = De(f)(De(V)) € De(V') (1.3)
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1.4 Beweis der Kategoriendquivalenz

il.

Aber fiir beliebige ) . a; ® v; € Dg(V) und g € G gilt

g ((Ds(f)) (Z ai ®Uz‘>> = g (Z a; ® f(w))

= > gai @ gf (vi)

—
FER N gar @ f(gvi)
%

= ’Ld(g/\ ® f (Z ga; @ gvz)

= (ido ® f) (g (Z a; ® v))

Zia@vag(V) zdoA ® f) (Z az®w>

= De(f) (Z a; ®vi>

also (De(f)) (X, ai ® v;) € De(V') wie behauptet.

— Fiir jede G-Darstellung V' ist offenbar D¢ (idv) = (ido~ ® idv)py(v) = idp,(v).

—SeiU LN vV L V7 eine Sequenz in Repw (G). Es gilt die Gleichheit

De(fof) = (ido_ @ (fof)psw) = llido, @ f)o(ido_ & f)lpsw)
= (ido. @ f)o(ido ®f)psw)

= (ido ® f)ipe(v) © (ido ® f)ipsw) = De(f) o De(f’)

Mit Ausnahme der hervorgehobenen sind die Gleichheiten trivial; diese gilt wegen ([1.3)).

De¢ ist additiv:

Seien V, V' zwei G-Darstellungen und f, f' € Homg(V, V). Dann haben wir

De(f+[f) = (idoo @ (f+f)pe(v)
= |(ido. ® f)+ (ido_ ® f)lips(v) = De(f) + De(f')

Der Beweis verlduft analog zu demjenigen fiir den Funktor D¢, insbesondere ist wieder

(ido @ f)(Ve(M)) = Ve(f)(Ve(M)) € Ve(N)
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1 Die Kategoriendquivalenz Rep W(Fpr)(GE) CIDM(OS o)

denn fiir beliebige Y, a; ® m; € V(M) gilt

@ ((Vs(f)) <Z a; ®mi>> = © (Z ai ® f(mi)>

= Z p(ai) ® o(f(mi))

f und ¢ vertauschen Z p(ai) @ f(p(m;))

= ZdOﬂ ®f (Z@az z)

Zim@m:iEVg(]‘/f) (ldOA ® f) (Z a; ®mz>

7”"
7

= Ve(f) (Z i ®mi>

Lemma 1.4.6.

i. Die Wirkungen von G und o (und damit auch T) auf Og— vertauschen miteinander, das
heift: Fiir alle a € Og— und g € G gilt

o(ga) = g(o(a))

i. Fir eine G-Darstellung V' definiere auf Og—~ ® V' die T-lineare Abbildung
nr W

® (Z a; ® Ui) = ZT(GZ') ® v;

i
Dann ist Dg(V') mit der Einschrinkung davon ein o-Modul iber (Og,T).

iii. Fiir einen Morphismus von G-Darstellungen [ :V — V' ist De(f) ein Morphismus von
p-Moduln.

w. Fiir einen o-Modul M definiert Zl a; @ m; — ZZ ga; @ m; eine W-lineare G- Wirkung

auf O~ @ M, die sich zu einer ebensolchen auf Ve(M) einschrankt.
nr Os

v. Fiir einen Morphismus von @-Moduln f : M — N ist Ve(f) ein Morphismus von G-
Moduln.

Beweis.
i. Sei g € G beliebig. Definiere

Ug::goaog_lz(? -0

Enr Enr
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1.4 Beweis der Kategoriendquivalenz

Dies ist ein Ringendomorphismus, der auf O¢ mit dem urspriinglichen ¢ iibereinstimmt.
Wegen
(¢7x)P = o(g tx) mod p

ist
g linear

a? = g9~ (a?) = gl(g™"2)"] glo(g™"2)] = o4(x) mod p

Aufgrund der Eindeutigkeit in Satz|1.1.12|ist also 0, = o (zunéchst auf Og,, aber damit
auch auf Oz~), und fiir alle a € O~

o(ga) = ag(ga) = glo((g~"g)a)] = g(o(a))

ii. Fir alle ), a; @ v; € Dg(V) ist

g (SO (ZCM@W)) :gZT(ai) R v; = Zg(’r(ai)) ® gv;
= > r(gai) ® gvi = ¢ <g <Zai®vi>> = (Zam@m)

also p(De(V)) C De(V).

iii. Nach ist nur noch zu zeigen, dak Dg(f) = (id @ f)pg(v) mit ¢ vertauscht. Aber
nach der Definition von ¢ in ii. ist offenkundig schon ¢y o (id® f) = (id ® f) o py.

iv. Die Axiome einer G-Wirkung und die W-Linearitét sind sofort nachzurechnen. Zudem
gilt fiir Y. a; ® m; € Ve(M)

o) o (men) e

i

L Zg(T(ai)) @m; =g <g0 (Zai ®ml>> =g <Zai ®mi>
also gv € Vg(M) fiir alle v € Ve(M).
v. Analog zu iii. gilt bereits (kurz geschrieben) go (id ® f) = (id ® f) o g fiir alle g € G.
O
Lemma 1.4.7.

1. Mit den itm vorigen Lemma, Teil 4. bzw. iv., definierten Operationen von ¢ bzw. G gilt

(O, @ V) ={r €O @V [z =18 fir cinv eV}

O~ @M ={zcO0—~ @M|z=10m fireinme M
(O § M) = {z € O @ M | f )

Dabei sind v und m in obigen Darstellungen zudem eindeutig.
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1 Die Kategoriendquivalenz Rep W(Fpr)(GE) ~ @M{%S o)

1. Die nach i. wohldefinierten Abbildungen

113

34

&v (0= V)P~ - v
nr W

l®uvi—wv

und

. G

lome—m

sind Isomorphismen von W- bzw. Og-Moduln. Fir alle Morphismen von Darstellungen
f:V = V' kommutiert das Diagramm

O~V p=id 1d® f O~V p=id
( gnr W ) ( 57“" W )

'EV fv/

14 Vv’
bzw. fiir alle Morphismen (etaler) o-Moduln h : M — N das Diagramm

((95\ ® M)G Weh (OgA ® N)G

nr OE nr OS
gV} (N
h
M N

(Dabei mifite jeweils in der oberen Zeile formal korrekt die Einschrankung der Abbildung
auf das Objekt oben links stehen; das Bild liegt, wie man leicht nachrechnet, tatsdchlich
im Objekt rechts.)

Versehen wir Oz~ ® V' mit der G-Wirkung wie in der Definition von Dg(V) bzw.
nr W
Oz~ ® M mit einem T-linearen ¢ wie in der Definition von Ve(M), so schrinken
nr OE
sich diese Operationen auf die in i. betrachteten Mengen ein. &y ist G-dquivariant

und (p vertauscht mit ; die Abbildungen sind also natiirliche Isomorphismen von G-
Darstellungen bzw. etalen p-Moduln.



1.4 Beweis der Kategoriendquivalenz

Beweis.

i. Zur Emistenz der Darstellungen wahlen wir ein Erzeugendensystem vq,...,vsy, von V
(bzw. my, ...,mMssy von M) wie in [1.1.9] Es gilt:

s+r s+r
Zaz ®v; € (Og- % |78 = ;(ai —7(a;) ®@v; =0

L3 {: 7(a;) fiiri < s
a;

=7(a;) mod pi firi=s+j,1<j<r

D@jii W firi < s
a; €

W-i—pnjof firi=s4+7,1<j<r
bzw. analog

s+r

Or fiir i <
Zb@ml (0g & M)° ble{gum ’

O+ 7m0~ firi=s+71<j<r
Indem wir die Koeflizienten der Torsionsteile durch solche in W ersetzen — die Differenz
wird annulliert —, schreibt sich z. B. ein Element Y 7, a; ® v; € (O~ ® V)#=% auch

nr W
als 1® (37, a;v;). Die Eindeutigkeit folgt aus Lemma [1.1.5]

ii. Die Isomorphie folgt sofort aus i., insbesondere die Injektivitdt aus der Eindeutigkeitsaus-

sage. Fiir die Kommutativitit der Diagramme sei etwa ein Element aus (Oz— ® V)e=id
nr W

gegeben; nach i. kénnen wir es in der Form 1 ® v mit eindeutigem v € V schreiben.
Dann ist (id ® f)(1 ® v) = 1 ® f(v), wiederum wegen der Eindeutigkeit mufs also
f(w) = & [(id ® f)(1 ® v)] sein. Andererseits ist f(&y (1 ® v)) = f(v). Fiir das zweite
Diagramm schliefst man analog.

iii. Mit i. und p(1) = 1 = ¢(1) fiir alle ¢ € G sieht man sofort, dak sich die Operationen
auf die hier betrachteten Mengen einschrianken. Dann ist z. B. ¢(¢(1 ® m)) = p(m) =

(1@ @(m)).

Satz 1.4.8. Fir eine G-Darstellung V betrachte die Abbildung

v:07 @De(V) = O~V
nr Og VLV W

Zai@) (Zb] ®Uj) — Zzaibj ®’Uj
=1 =1

i=1 j=1
Fiir einen o-Modul M iiber O¢ betrachte die Abbildung

U - OA@Vg( ) — OA@M

Enr Os
n m n m
Zai@) (ij ®mj) — ZZaibj & my;
i=1 j=1 i=1 j=1

35



1 Die Kategoriendquivalenz Rep W(Fpr)(GE) CIDM(OS o)

Dann sind T und U natirliche Abbildungen in dem Sinne, daf fiir jeden Morphismus von
G-Darstellungen f : V — V' das folgende Diagramm kommutiert:

O & De(V) D) O~ & De(V)
£ &

Ty Ty
O~ ®V id®f O~ @V
ILV W n?" W

bzw. fiir jeden Morphismus f : M — N von p-Moduln kommutiert

Og. @ Ve(M) MsVelf) | Op @ Ve(N)

Unm Un
Og\ ® M def Og\ QK N
nr Og nr Oe

Beweis. Etwa fiir Y311 a; ® 3271, bj @ v;) =2 € Og~ @ De(V) ist
nr 08

n

(T o ([deDe(f)) @) = Ty [ S ao (3 b o ()
i= j=1

= D) aibj® f(v)
i=1 j=1
= (ld® f) ZZalb ® vj

=1 j=1

— (id®f) TvZal (Db ® f(vg)
j=1
= ((zd®f)oTv)(x)

Ahnlich simpel ist die Kommutativitit des zweiten Diagramms nachzurechnen. 0

Wir ndhern uns damit der Kategoriendquivalenz. Uns fehlt etwa noch, dafs Dg(V) als -
Modul etal ist und die G-Wirkung auf Vg(M) tatsichlich eine Darstellung definiert, d. h.
stetig ist. Von entscheidender Bedeutung sind die beiden folgenden Propositionen:

Proposition 1.4.9. Sei V' ein Objekt aus Repw (Gg).
i. Die in definierte Abbildung

TV:OE;(?D(;(V)HO%%V
e

ist ein Isomorphismus von Og—-Moduln.
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1.4 Beweis der Kategoriendquivalenz

it. Der Funktor Dg ist treu und exakt. Dg(V') ist endlich erzeugter Og-Modul.
ii. Als o-Modul gemaf[1.4.6l4i ist Dg(V) etal.
Proposition 1.4.10. Sei M ein Objekt aus @M(eégj).
i. Die in definierte Abbildung

UM:OQ%V({(M)HOQ(%@M
e

ist ein Isomorphismus von Oz~ -Moduln.
i. Mit der in[1.4.6l1v definierten G-Wirkung ist Ve(M) eine W-Darstellung von G.

Wir zeigen nun zunéchst, wie aus diesen beiden Propositionen unser gewiinschtes Theorem
folgt. Der Rest des Abschnitts wird dann dem Beweis der Propositionen gewidmet sein.

Theorem 1.4.11. Die Funktoren
Dg : Repw (Gg) — @M(eff)&ﬂ

Ve : @M, ) — Repw(Gp)

sind quasi-invers zueinander, liefern also eine Aquivalenz der betrachteten Kategorien.

Beweis. Nach [1.4.6( und [1.4.9}iii ist Dg(V) € ob(®Mg,) fiir V € ob(Repw(GE)); nach
[1.4.10}ii. ist Ve (M) € ob(Repw (Gp)) fiir M € ob(®Mg,).

Sei nun V € ob(Repw (GE)). Wir suchen eine natiirliche Transformation ¢, so daf fir jeden
Morphismus von Darstellungen f : V — V' das folgende Diagramm kommutiert:

Ve(De(V)) —2 %
Ve (De(f)) f
Ve(De(V') — v

Nach Proposition haben wir

TvtOQ(?Dg(V);OQ%V
e

Zai@) (Zb] ®Uj) — Zzaibj X v
i—1 =1

i=1j=1
Auf der linken Seite lassen wir mit Lemma [1.4.6lii und iv die 7-lineare Abbildung
n m n m
Q. Zai ® (Z bj ®v;) — ZT(GZ') ® (Z 7(b;) ® vy)
i=1 j=1 j

1=1 7j=1
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operieren, auf der rechten Seite wie in Lemma [I.4.7}iii

Q: OA@VHOQ@V

Zai ® v; — ZT(ai) ® v;
=1 =1

Dann ist Ty o ¢ = ¢ o Ty, folglich haben wir fiir unseren Morphismus f : V' — V’ schon ein
kommutatives Diagramm von W-Moduln

T
Ve(De(V)) — 220 (Og, @ V)#=H

a2 TLT W
Ve(Ds (£)) ide
Ve (D (V' (Og @ V)P~
e(De(V')) vag(%(v/)) Er 3y

Priifen wir noch die Struktur als G-Darstellung auf beiden Seiten nach, so haben wir fiir jedes
g€ Gund 37 a; ® (371, b ®v;) € Ve(De(V)):

Tv g ZCL@@(ij@Uj) = Ty Zg(ai)@)(zbj@Uj)
i=1 j=1 1=1 Jj=1

ST, bj@v;€De(V)

n m
= g|Tv | D e bjouvy)
i—1 j=1

Also sind die waagerechten Pfeile im obigen Diagramm G-dquivariant; die senkrechten sind
dies ohnehin. Mit Lemma [1.4.7}ii. und iii. h&ngen wir rechts noch ein Diagramm an und
erhalten in Repyw (G) ein kommutatives Diagramm

i 5=i
Ve(De(V)) v WS;DE(V))(Ogn\T I(?; V)e= d 5;/ e
Ve(De(f)) idef f
Ve(De (V' (O~ @ V9= _= ;
e(De(V")) 7 AR éw v
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1.4 Beweis der Kategoriendquivalenz

Also ist
ty ==&y o Ty jye(pg(vy) - Ve(De(V)) = V

der gesuchte natiirliche Isomorphismus von G-Darstellungen.
Der Beweis fiir die umgekehrte natiirliche Isomorphie Dg(Ve(M)) = M verlauft ganz analog
unter Ausnutzung der vorherigen Analogien. O

Mit Hilfe des Theorems konnen wir schlieflich auch zeigen, daf die Funktoren mit dem
Tensorprodukt vertauschen. Alle im folgenden betrachteten Tensorprodukte von Darstellungen
bzw. etalen Moduln seien geméf den Sétzen [I.2.8 und [I.3.7] wieder mit der jeweiligen Struktur
in den Kategorien versehen. — Man beachte, dafs zwar das folgende Lemma unabhéngig vom
bisher Bewiesenen ist, der Beweis des Satzes danach aber sehr stark auf der schon etablierten
Aquivalenz beruht. Ohne diese zu benutzen, scheint ein Beweis nicht méglich.

Lemma 1.4.12. Fiir je zwei G-Darstellungen V, V' bzw. etale o-Moduln M, M' haben wir
natirliche Abbildungen

S(V,V') :De(V) @ De(V') — De(V 33 V"

O¢

v(M,M") : Ve(M) %VE(M,) —Ve(M @ M)

O¢

Beweis. (Nur fiir Dg.) Die Abbildung
0:De(V)xDe(V') = O~ @ (Ve V'
5( ) 5( ) Enr ( )

(Zai ®vi,ij @ vj) Zaibj ® (v; ® )
i J

1]

ist offenbar Og-bilinear. Indem man nutzt, daf die g € G auf (’)A als Ringendomorphismen
wirken, sieht man auch, dafs sie G-dquivariant ist. Da aber GG auf die linke Seite schon trivial
wirkt, liegt ihr Bild in Dg(V ® V). Dies liefert die Abbildung §(V,V’).

w

Diese Abbildungen sind natiirlich in dem Sinne, daf fiir weitere Darstellungen U, U’ und
Morphismen f: U — V, f': U’ — V' das Diagramm

De(U) @ De(U') OUY) DU @ U)
Og %74

De(f)®De(f") De(f@f)

De(V) @ De(V') WV De(V © V)
E

kommutiert, was nicht schwierig zu sehen ist. O

Satz 1.4.13. Die im vorigen Lemma betrachteten natirlichen Abbildungen 6 und v sind fir
alle Paare von Objekten Isomorphismen.
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Beweis. Fiir beliebige G-Darstellungen V', V' haben wir mit den natiirlichen Isomorphismen
t, aus Theorem [1.4.11]ein kommutatives Diagramm

O¢

Ve(D(V)) & Ve(De (V")) APIDD) ), (Dg<v>®pg<w>)

ty Qtyr | Ve (6(V,IV))

VeV = Ve(De(V ® V")

w lygv!

Folglich ist der obere Pfeil injektiv, der rechte surjektiv. Daher ist v(x, x) stets injektiv (setze
fiir beliebige Objekte M, N € ob(q)M(eég’T)): V =Ve(M),V' =Ve(N)); und da Vg exakt ist,
haben wir auch stets die Surjektivitdt von d(x, ). Mit vertauschten Rollen erhalten wir die
Surjektivitiat von v(x,*) und die Injektivitdt von d(x, ). O

Ubrigens sieht man auch leicht, daf die Funktoren die ,Einsobjekte” ineinander iiberfiihren;
d. h. ist beispielsweise V' = W, oder gleich allgemeiner W™ mit trivialer G-Wirkung, so ist
De(V) = (Og)" mit ¢ = Py 7.

1.4.2 Beweis der Propositionen

Kommen wir nun zum Beweis der Propositionen [1.4.9|und [L.4.10] die wir in mehreren Schritten
durchfiihren.

Satz 1.4.14. Proposition [1.4.9 gilt, falls die betrachteten Darstellungen von p-Torsion, also
endlichdimensionale Fq- Vektorrdume sind.

Beweis. In diesem Fall ist
De(V) = (E*? @ V)%
Fq

und wir kénnen Ty folgendermafen schreiben:

EP @ De(V) — ESP @ V
E F

q

i. OBdA sei V' # 0. Sei d := dimp, V' € N und vy,...,vq eine Basis von V. Dann ist

1®wvy,...,1®vg eine Basis des E*P-Vektorraums E°P ® V. Beziiglich dieser Basen iden-
Fq

tifizieren wir Auty (V) = Autp, (V) mit GLg(FF,) und Aut gser (Esep](FX) V) mit GLg4(E*P).
q

Wir werden nun eine weitere Basis wq, ..., wg dieses Vektorraums konstruieren, die aus
von G fizierten Vektoren besteht, wozu wir eine Verallgemeinerung des als Hilbert 90
bekannten Satzes in nicht-abelscher Kohomologie bendtigen. Wir folgen Definition und
Darstellung in [Ser68, Annexe de chap. VII| und [NSW00, chap. I, §2, S. 16£.].

Auf der Menge GL4(E*P) wird komponentenweise eine G-Wirkung definiert, d. h. fiir
C = (Cij)lgi,jgd S GLd(Esep) setze

9(C) = (gcij)i<ij<d
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1.4 Beweis der Kategoriendquivalenz

Auf die Komponenten wirkt GG dabei als Galoisgruppe, die Axiome einer Wirkung sind
einfach nachzurechnen; die Wirkung ist iiberhaupt wohldefiniert, da die Determinante ein
polynomialer Ausdruck in den Eintrigen der Matrix und g ein Kérperautomorphismus
ist, so dak det(g(C)) = g det(C) # 0. Die Wirkung ist stetig (im Sinne der Kohomologie
proendlicher Gruppen), denn die Fixgruppe einer Matrix ist gleich dem endlichen Schnitt
aller Fixgruppen ihrer Fintrige, und diese sind offen nach Galoistheorie.

Andererseits liefert uns die G-Darstellung einen Gruppenhomomorphismus

G — Auty (V) ~ GLy(F,) C GLy(E*?)

g'_’Ag

wobei Ay = (aki(9))1<k,i<a durch die Beziehungen

d
gui = Zaki(g) " Uk (1.4)
k=1

gegeben ist.

Diese Abbildung g — A, ist ein stetiger Kozykel (vgl. etwa [NSWOQO, chap. I, §2, S.
161.]), denn:

— Die oben definierte G-Wirkung ist auf allen Matrizen mit Eintrigen in E O [F, trivial.
Da die Matrizen A, definitionsgemé&f von dieser Form sind, kénnen wir die Homomorphie
durch kiinstliches Einfiigen der Wirkung als Ay, = Ag4-g(Ap) schreiben, haben also einen
Kozykel.

— Da die G-Darstellung stetig ist und GL4(F,) definitionsgemif (als Teilmenge eines
Torsionsmoduls, vgl.[1.2.1}iv) die diskrete Topologie triigt, ist die Abbildung auch stetig.
Nach [Ser68| chap. X, §1, prop. 3| oder [NSWO00L chap. VI, §2, theorem 6.2.3] ist

HY(Gal(E*? | E), GLg(E*?)) = {1}

Die Abbildung [g — A,] ist also kohomolog zum ausgezeichneten Kozykel [g — Id],
d. h. es gibt eine Matrix B € GL4(E*?) mit

Ay =B"'. g(B)fiiralleg € G
Sei etwa B = (bjj)1<ij<a und B™' = (¢;j)1<ij<a- Wir haben also unter anderem die

Gleichungen
d

ari(9) = Z ckl - gbui (1.5)
=1
d
Z bii - ¢ij = 015 (Kronecker-Delta) (1.6)
i=1

Setze nun w; = Z?Zl cij @ v;. Wir behaupten: wy, ..., wq ist die gesuchte Basis aus von
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G fixierten Vektoren. Sei ndmlich g € G beliebig, dann ist

d
Z gcij & gui
i=1

gwj =

d d
Lo Z gcij @ Y api(g)v
i= k=1
ari(g)€F, 4 ¢
e Z Z(gcij) - agi(g) @ v
i=1 k=1
o d d d
= Y YD (geiy) - ew - (gbu) @ vk
i=1 k=1 1=1
) -
= Z 5lj - Crl @ Vg

=1

M= M= I

Crj @ Vg = Wj

e
Il

1

fiir alle 1 < j < d. Als Bilder der Basis 1 ® vy, ...,

auch eine Ba51s von E%P @ V.
]Fq

1® vy unter B~ € GLg(E*P) sind sie

Nun ist

'DS(V)Z >ECEsep®V

Fq

also d-dimensional als E-Vektorraum, mithin E*® ® Dg(V) d-dimensional als E*P-
E

d .
D iy Cij ® v ist

Zl Cij ® v; = W;

T ist also surjektiv und damit ein Isomorphismus der d-dimensionalen E*P-Vektorrdume
E5P @ Dg(V) und E5P @ V.
E

q

(wl,...,wd

Vektorraum, und fiir w; =

T(1®w;)

ii. Dies sind formale Folgerungen aus i.

— D¢ ist treu: Sei f : V — V' ein Morphismus von G-Darstellungen; fiir V, V' gelte i. Da
D¢ additiv ist, reicht zu zeigen: Dg(f) = 0 = f = 0. Dies folgt aus dem kommutativen

Diagramm
O~ @ De(V) _Tv O~ @V
nr OS ~ 7L7” W
id®Dg(f)l \Lid@f
O @ De(V') __~ O~V
" Og Tor Enr 7
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1.4 Beweis der Kategoriendquivalenz

mit der Treu-Flachheit von (95\ iiber W.

— D¢ ist exakt: Sei

eine exakte Sequenz von G-Darstellungen, fiir die i. gilt. Dann ist wegen der Flachheit
von Og— iiber W auch

0=07~0Vi 200V > 07~ QV3 -0
nr W nr W nr W
exakt, mithin wegen i. und auch

0— (’)g\ ® Deg(Vh) — Og\ ® De(Va) — Og\ ® Dg(V3) — 0
nr OS nr Og nr Og

also, da Og\m iiber O¢ treu-flach ist, auch
0 — Dg(V1) = De(Va) — De(Va) — 0
— Dg(V) ist endlich erzeugtﬂ Mit [AC| chap. I, §3, no. 6, proposition 11| und .i gilt:
Dg(V) endl. erz. Og-Modul = < Oz~ ((% Dg(V) endl. erz. Og—-Modul

i.
<~ Og;;

< Vendl. erz. W-Modul

® V endl. erz. (’)E\—Modul

iii. Sei V' von p-Torsion und wieder 0BdA der triviale Fall V' = 0 ausgeschlossen, also V ein
d-dimensionaler F,-Vektorraum mit d € N. ¢ ist per

© (Z a; @ vi> = ZT(CLZ')  v;
i i
auf ganz E°P @ V' als 7-lineare Abbildung definiert. Sei vy, ...,v4 eine F,-Basis von V/,
F

q

dann ist 1®wvy, ..., 1®v, eine Basis von E*P ®V als E*P-Vektorraum, beziiglich welcher
Fq

o von der Einheitsmatrix dargestellt wird.

Sei nun wi,...,wg die im Beweis von i. konstruierte, von G fixierte E*°P-Basis von

E*P @ V (die gleichzeitig E-Basis von Dg(V) ist); dann erzeugen auch die Bilder
]Fq

o(wy), ..., p(wg) den E*P-Vektorraum E*°P ]1(? V, sind insbesondere linear unabhéngig
q

iiber E*°P, erst recht iiber E. Wegen Lemma [1.4.6]ii liegen sie in Dg(V), miissen al-

so auch diesen d-dimensionalen E-Vektorraum erzeugen. Anders gesagt, erzeugt im(yp)

Dg(V) als Og-Modul. Mit Lemma [1.3.8]i ist also die zugehérige Abbildung @ in der

gegebenen Situation surjektiv, was nach Satz bereits die Behauptung zeigt. Die

Voraussetzungen fiir Satz sind hier fiir A = Og¢ offensichtlich erfiillt; man beachte

7(p) = p.

®Dies wurde hier schon im Beweis von i. gezeigt. Das folgende Argument benutzt aber nur die Giiltigkeit von
i., worauf wir uns in spiteren Beweisen beziehen werden.
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O

Satz 1.4.15. Proposition[1.4.9 gilt, falls die betrachteten Darstellungen von endlicher Linge
sind.

Zum Beweis benotigen wir das folgende Lemma.

Lemma 1.4.16. Sei V eine G-Darstellung endlicher Linge, und sei V, :={v € V : pv = 0}.
Dann st die Sequenz von Og-Moduln

0 — De(V,) 229 pe(v) 22 pevyv,) — 0

exakt, wobei v : V, — V und pr : V. — V/V, die kanonische Inklusion bzw. Projektion
bezeichnen (welche gemaf Satz tatsachlich Morphismen von Darstellungen sind).

Beweis. Da (’)A iber W (treu-)flach ist, erhalten wir zunéchst die exakte Sequenz von (’)A—
Moduln (msbesondere von deren additiven Gruppen)

1d®t 1d®pr

0—>O§\®V — 0~V —
nTW

e @ (’)A@V/V —0

Nach Definition der G-Wirkung auf diesen Objekten (g(3°; a; ® v;) := >, ga; ® gv;) sind die
Pfeile G-dquivariant. Man beachte, dak die G-Wirkungen auf den mit der diskreten Topologie
versehenen Objekten stetig im Sinne der Kohomologie proendlicher Gruppen sind: Betrachte
ein Element >) ; a; ® v; und wihle gemaf Bemerkung die a; € Og,,. Die Fixgruppe
dieses Elements ist offen, denn sie enthélt den endlichen Schnitt der Fixgruppen

als offene Untergruppe. Dabei sind die G, = Gal(&,, | £(a;)) nach Galoistheorie offen, die
Gy, nach Satz wegen der Stetigkeit der G-Wirkung auf dem Torsionsmodul V' (bzw.
Vp oder V/V,). Kohomologie proendlicher Gruppen liefert die exakte Sequenz (von additiven
Gruppen)
0 — De(V) = De(V) = De(V/¥,) — H'(G, O, & V)
2

wobei die ersten drei Pfeile offenbar auch Og-linear sind. Wir miissen also nur noch zeigen,
dak das letzte Objekt trivial ist.
Man beachte hierzu, dafs V), ein endlichdimensionaler [F-Vektorraum und somit

O~ @V, = E*? 2V,
TLTW ]Fq

ist. Wie wir aus dem Beweis von [1.4.14] wissen, ist dies ein endlichdimensionaler E°P-Vektorraum
mit einer Basis wy, ..., wq aus von G firierten Vektoren. Das bedeutet

E5ep ® ‘/p ~ (Esep,jL)d

q

als G-Modul, und die erste Kohomologiegruppe dieses Objekts ist bekanntlich trivial. Damit
ist das Lemma bewiesen. O
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1.4 Beweis der Kategoriendquivalenz

Beweis von

i. Sei p™ die kleinste p-Potenz, die V annulliert. Wir fiihren eine Induktion nach n.
Induktionsanfang: n =1
Dies war Satz [L4.14]
Induktionsschritt: Sei n > 2 und die Behauptung bereits fiir alle 1 < k < n—1 bewiesen.

Betrachte wieder die exakte Sequenz von G-Darstellungen
0—-V,—-V-=V/V,—-0

wobei V), := {v € V : pv = 0} offenbar von p, V/V, von p"~!

(treu-)flach iiber W ist, haben wir die Exaktheit der Sequenz von Og~-Moduln

annulliert wird. Da (’)gf\

OHO%%%—)O%%V—)OQ%(V/%)—)O

Mit den natiirlichen Abbildungen als senkrechten Pfeilen erhalten wir so ein kommuta-
tives Diagramm mit exakten Zeilen

0——-9: (?;DE(V;?) — . Og (%DS(V)HOQT giDe(V/Vp) S
0 OEL\T%V}) Og;%v Oa%(V/V},) 0

Dabei ist die obere Zeile exakt wegen Lemma und der Flachheit von Oz~ iiber Og.
Der linke und der rechte senkrechte Pfeil sind nach Induktionsannahme Isomorphismen,
also auch der mittlere.

ii. Die formale Folgerung aus i. funktioniert genauso wie in [[.4.14

iii. Wir schliefen induktiv nach der kleinsten p-Potenz, die V' annulliert. Der Induktionsan-
fang ist dann mit [1.4.14]iii erledigt, und im Induktionsschritt betrachten wir noch einmal
die exakte Sequenz (und zwar nach ii und iii. von ¢-Moduln)

0 — Dg(Vp) = De(V) — De(V/V,) — 0

Die Objekte links und rechts sind nach Induktionsannahme etal. Die Behauptung folgt
mit Satz [[.3.9]ii.

O
Kommen wir zum allgemeinen Fall eines endlich erzeugten Moduls. Der Beweis wird die
Situation mit Hilfe des folgenden Lemmas auf den schon bewiesenen Torsionsfall zuriickfiihren.

Lemma 1.4.17.
1. Sei V eine G-Darstellung.
Q' Oa\m I(?;V — @(Og/;r %V/an)
bov — (b W+p"V)),
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definiert emnen G-dquivarianten Isomorphismus von Og—-Moduln. Die rechte Seite wird

dabei beziiglich der (offenbar surjektiven) Ubergangsabbildungen
id @ pry, : O~ QV/p"V — O~ @ V/p"V
id @ pr, : O @ V/p"V — O @ V/p

definiert und trigt die komponentenweise definierte G-Wirkung. Insbesondere schrinkt
sich a zu einem Isomorphismus

QIDg (V) * Dg(V) — m’pg(v/pnv)
ein, wobei die Ubergangsabbildungen rechts durch die De(prl) gegeben und ebenfalls
surjektiv sind.

1. Fiir jedes feste m € N haben wir Isomorphismen von Og-Moduln

~

Ym : De(V)/(P"De(V)) — De(V/p™"V)
> (@i @) +p"De(V) — Z a; ® (v; +p™V)

i
Bezeichnen wir fir n > m mit
Pro : De(V)/(p"De(V)) — De(V)/ (0" De(V))
die Projektion, so gilt auflerdem
Ym © Pry, = De(pr) 0 m (1.7)
Anders gesagt: Wir haben kommutative Diagramme

DTy,

De(V)/(p"De(V)) —=De(V)/(p"De(V))

| Jom

De(V/p"V) —p > De(V/p"V)

914

B:07— @ De(V) — lim(Oz~ @ De(V/p"V))
nr Og nr Q¢

a®(zbi®vi) = <a® (Zbi®(w+PnV)>>

definiert einen Isomorphismus von Og—-Moduln, wobei die Ubergangsabbildungen im
projektiven Limes durch id ® Dg(pr),) gegeben sind.

neN

Beweis.

i. Satz [[.1.15| mit B = (9/\ A =W und M = V; definitionsgeméf ist die Abbildung
G-dquivariant. Die von G ﬁx1erten Elemente im projektiven Limes sind offenbar genau
diejenigen, die komponentenweise fixiert werden.
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1.4 Beweis der Kategoriendquivalenz

ii. Sei m € N fest. Betrachte fiir alle n > m die Sequenz

De(tn n Dg(pry, m
0 — De(p™ - V/p"V) = p™ - De(V/p"V) P24 De(v/pv) P2 De(v/pmyv) — 0

wobei ¢, und pr’ die kanonische Inklusion bzw. Projektion bezeichnen. Wegen der Ex-

aktheit von Dg im Torsionsfall ist sie exakt.

Wir wollen zum projektiven Limes iibergehen. Die Pfeile sind offenbar mit den Uber-

gangsabbildungen D¢ (pr}*) vertraglich. Da fiir das projektive System (p-Dg(V/p"V))nen
das Mittag-Leffler-Kriterium erfiillt ist (vgl. etwa [Lan02, Theorem 10.3|; hierzu reicht,

daf alle Ubergangsabbildungen surjektiv sind, aber dies ist wiederum wegen der Exakt-

heit im Torsionsfall gegeben), erhalten wir auch im Limes eine exakte Sequenz, die wir

mit der Abbildung « aus i. in das folgende kommutative Diagramm bringen:

limp™ - De(V/p"V) 1 HmDe(V/p"V) _6 _ limDe(V/p™V)

0 n>=m EI’L M 0
XpMDe(V) |~ XD (V) |~
-
0 p" - De(V) - De(V) De(V/p™V)

Dabei ist n := limDg(ip), 0 := lUmDg(pry,), der rechte senkrechte Pfeil ist in allen
Komponenten die Identitat. Wie man nachrechnet, 14kt unten rechts der Pfeil Dg(pryy,)
(mit pry, : V — V/p™V) das Diagramm weiter kommutieren, so daf auch die untere Zeile
exakt ist.ﬁ Ym ist also gerade der nach dem Homomorphiesatz von Dg(pry,) induzierte
Isomorphismus. ist sofort nachzurechnen.
iii. 1. Schritt: lim De(V/p"V') o De(V) ist endlich erzeugt.

Wir wollen Satz .ii auf A = Og, k = F und M = Dg(V) anwenden. Og¢ ist voll-
stdndig. Nach Teil ii. gilt insbesondere Dg(V)/(pDe(V)) ~ De(V/pV). Da V/pV ein
endlichdimensionaler F,-Vektorraum ist, wissen wir aus dem p-Torsionsfall bereits, dafs
Dg(V/pV) ein endlichdimensionaler E-Vektorraum ist. Schlieklich gilt auch

(1 P"Pe(V) € () P"(Og, V) = {0}
neN neN

2. Schritt:
Nach dem ersten Schritt kénnen wir Lemma [I.I.15| auf A = Og, B = Oz~ und M =
Dg(V) anwenden und erhalten den Isomorphismus

§:0g. & De(V) — lim(Og— 2 (De(V)/p"De(V)))

a®(Zbi®vi) — <a®<<zbi®vi> +an5(V)>>
i A neN

5Damit haben wir die Surjektivitit von Dg (pry, ) explizit nachgerechnet, wihrend wir die allgemeine Exaktheit
von Dg noch beweisen wollen.
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1 Die Kategoriendquivalenz Rep W(Fpr)(GE) CIDM(OS o)

mit Ubergangsabbildungen id ® pr?, wie in Teil ii.
In der n-ten Komponenten haben wir vermoge ii. den Isomorphismus

id® Yn : Og/n\r (;8) ('Dg(V)/ang(V)) = Oa\w g@ 'Dg(V/an)
& &

® <<Z bi ®Ui> +p”95(V)> —a® (Z bi @ (vi +p”V)>

) %

der wegen (1.7)) einen Isomorphismus

lim (id ©7,) : Im(Og. © (De(V)/p"De(V) — lim(Og. ® De(V/p"V)
£ £

<a® ((Z b; ®Uz‘> +p”Dg(V)>> - (a@ (Z bi @ (v; +p”V)>>
7 neN 7 neN

liefert, wobei die Ube{gangsabbildungen rechts id ® Dg(pr),) sind. Nun ist
B = (lim (id ® v,)) o B und die Behauptung bewiesen.

Satz 1.4.18. Proposition[1.4.9 gilt allgemein.
Beweis.

i. Aus Satz [1.4.15] wissen wir, daf
T : Og~ ® De(V/p"V) — Oz g[% V/p"V
a®<2bi®wi+p”‘/> — a'zbi®<wi+pnv)

fiir alle n € N Isomorphismen von (’)A Moduln sind. Damit ist aber — da die 7T, natiir-
liche Abbildungen sind und wegen der Funktorialitdt des projektiven Limes — auch

lim 7T, : lim (Og~ 2 De(V/p"V)) — Im(Og- @ V/p"V)
ein Og—-Modulisomorphismus. Wir schreiben nun 7" als Kompositum

O © De(V) 2 lim(O @ De(V/p'V))
7’L7‘ OE nr OE

im0 @ VV) S 0 oV
—~ ® —~ ®

lm( 57”" /p ) gTLT' W

Dabei sind a und 3 die Isomorphismen aus Lemma [1.4.17

ii. Formale Folgerung aus i. wie zuvor.
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1.4 Beweis der Kategoriendquivalenz

iii. Nach dem bereits bewiesenen Torsionsfall wissen wir, daf fiir jedes n € N die Abbildung

P, = (I)Dg(V/p"V) : (05)7- ((9@ Dg(V/an) — Dg(V/an)
&

a® <Z bi ® (vi + an)> =Y aT(by) @ (v; +p"V)
ein Isomorphismus von Og-(Links-)Moduln ist. Mit den Ubergangsabbildungen
id @ De(pryy,) = (O¢)r 2 De(V/p"V) — (O¢)- 2 De(V/p™V)
haben wir ein projektives System von Og-Moduln, und fiir n > m sind die Diagramme

(OdTgDDg@ﬁﬂ%ﬁ;@%k@ﬁi(@dTgbDgUUpWV)
E E

@ni i%

D T
De(V/p"V) <) De(V/p™V)

kommutativ, so daf wir einen Isomorphismus von Og-Moduln

lim @, : lim [(Og), @ De(V/p"V)] — lim Dg(V/p"V)
id@Deg (pr™) Os Dg(prlt)

erhalten. Bezeichne pr7t, : Dg(V)/p"De(V) — De(V)/p"De (V') die Projektion, v, die

Isomorphismen aus [1.4.17ii und op,(y) den Isomorphismus aus [1.4.17}i, dann konnen
wir folgende Kette von Isomorphismen von Og-Moduln aufstellen:

. n
(O¢g)r @ De(V) ~ lim [(O¢g)r @ (De(V)/p"De(V))]
O¢ id®prn, O¢
lim (id®7n ) ) .
=7 lim  [(Og): ® De(V/p"V)]
1d®Deg (prlY,) O¢
lim &, .
o~ lim Dg(V/p"V)
De(pryy,)
0471
0 D)

wobei wir rechts zur Verdeutlichung die Ubergangsabbildungen der projektiven Limiten
notiert haben. Nun rechnet man sofort nach, dak die obige Hintereinanderschaltung ein
Element a ® (32,0 ® v;) auf a (3, 7(bi) ® vi) = a - vp,v)(>_; bi ® v;) abbildet, also
nichts anderes als ®p, (1) ist, dessen Bijektivitét zu zeigen war.

O

Satz 1.4.19. Proposition [1.4.10 gilt, falls M wvon p-Torsion, also ein endlichdimensionaler
E-Vektorraum ist.
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Beweis.

In diesem Fall ist
Ve(M) = (B*P  M)»="
E

und wir kénnen Uys folgendermafsen schreiben:

E5P @ Ve(M) — E*P @ M
Fy E

Elementarer als der in [Fon90, 1.2.6] skizzierte Beweis ist derjenige von [Schn07, Satz
2.1.], den wir auf die vorliegende Situation mit K = E*P )V = E*?P %) M (also d :=
dimgV = dimgM < oo) und f = 7 ® ¢ (also Vi = Veg(M)) anwenden. Zu iber-
priifen bleibt, ob f etal ist im Sinne von [Schn07]. Nach Lemma ist dies dquiva-
lent dazu, daB im(f) V als K-Vektorraum erzeugt. Da ¢ etal ist, erzeugt nach [1.3.8]i
jedenfalls das Bild von ¢ ganz M als E-Vektorraum, d. h. es gibt mq,...,mq € M
derart, dak ¢(mq), ..., o(my) eine E-Basis von M sind. Dann sind aber f(1 ® my) =
1® @(mi), ..., f(1 ®mg) =1 ® @(mg) eine K-Basis von V und die Behauptung folgt.
Auch hierfiir verwenden wir nur i. Analog zum Beweis von [1.4.14]ii sieht man mit [AC,
chap. I, §3, no. 6, proposition 11|, daf Ve(M) als W-Modul endlich erzeugt ist. Die in
[[.4.6]iv definierte G-Wirkung ergibt einen Homomorphismus

p: G — Autyy (Ve(M))
g — plg) = [Zai ®m; Zgaz' ® m;]

Da nun Ve (M) endlich erzeugt ist, konnen wir fiir die noch zu zeigende Stetigkeit von p
Satz (Teil ii. und iii.) nutzen.

Seien beliebigen €e N, g€ Gund v:= Y, , a; ®m; € Vg(M) gegeben. Gemik Bemer-
kung ist sind oBdA alle a; € Og,,. Nach Galoistheorie ist

H = Gal(gnr | 6(&1, "'7a7°))

eine offene Untergruppe von G; nach Konstruktion fixiert sie v, ist also in der Fixgruppe
G, enthalten, die folglich offen ist. Mit Satz ii und iii folgt die Behauptung.

O
Satz 1.4.20. Proposition gilt, falls M von endlicher Linge ist.
Zum Beweis ben6tigen wir erneut ein Lemma:

Lemma 1.4.21. Sei M ein etaler p-Modul iber Og von endlicher Linge und M, := {m €
M :pm = 0}. Dann ist die Sequenz von W -Moduln

0 — Ve(M,) 22 ve(ar) Z2¥, e (a1/01,) — 0

exakt, wobei v : M, — M und pr : M — M/M, die kanonische Inklusion bzw. Projektion
bezeichnen (welche gemdf |1.5.10) tatsachlich Morphismen etaler o-Moduln sind).
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1.4 Beweis der Kategoriendquivalenz

ii. Beweis. Da Og— flach iiber Og ist, haben wir zunéchst die exakte Sequenz

0— 0 @ M, 25 0~ @ M L,

O~ ® M/M, — 0
nr(/) 7747‘08 gn’rog / p

von Oz—-Moduln, auf denen die 7-lineare Abbildung

P Zai ®@m; — 7(a;) @ p(my)
i
operiert; offenbar vertauscht ¢ mit den Abbildungen, dies ist also eine exakte Sequenz von
p-Moduln iiber (’)A.
Wir wenden Satz 1] an, erhalten die exakte Sequenz additiver Gruppen

Vel Ve (pr ~ .
0 — Ve(My) Y ve(ar) EP, ve (/M) — (05 © My)/($ — id) (O © M)
£ g

und bemerken, daf die ersten beiden Pfeile offenbar W-linear (statt nur additiv) sind. Zu

Zelgen ISt ( - /Ld)(og,;» (5@ Mp) = O Enr ((Qg M
&

Uber M, wissen wir aus dem Beweis von |1.4.19 (’)g\ ® M, = E*°P ® M, ist ein endlichdi-
nr O

mensionaler E*P-Vektorraum, der eine Basis wy, ..., wy besitzt, Welche von ¢ fixiert wird. Es
reicht nun zu zeigen, dafs fiir 1 <7 < d und beliebiges a € E°°P der Vektor aw; in

(¢ —id)(E*P © Mp)
E
liegt. Sei dazu ¢ € E°°P eine Nullstelle des Polynoms
X?1—X —a € E*PIX]

welches als formale Ableitung —1 hat, folglich separabel ist und eine solche Nullstelle in F*P
besitzt. Dann ist
(¢ —id)(cw;) = tw; — cw; = aw;

wie gewiinscht. 0

Beweis von

i. Sei oBdA der triviale Fall M = 0 ausgeschlossen und p"™ die kleinste p-Potenz, die M
annulliert. Wir fiihren den Beweis mit Induktion nach n.

Induktionsanfang: n =1
Dies war Satz [1.4.19]
Induktionsschritt: Sei n > 2 und die Behauptung bereits fiir alle 1 < k < n—1 bewiesen.

Betrachte wie im vorigen Lemma die exakte Sequenz von etalen p-Moduln
0— M, —-M— M/M,—0

Da Og~ (treu-)flach iiber O¢ ist, haben wir damit auch eine exakte Sequenz von Og-
Moduln

0—>(9§;(ng —>(9§;(<§§)M—>Oa\w®(M/Mp)—>

o1



1 Die Kategoriendquivalenz Rep W(Fpr)(GE) ~ CIDM(%S o)

il.

Wir erhalten ein kommutatives Diagramm

O—~ @ Ve (M, O—~ @ Ve(M O~ ® Ve(M/M,
0—— gnr‘(% 5( p)4> 5nr$§ 5( )4> gnT‘(% S( / p)4>0

| | |

® M, O—~ @ M Oz~ @ (M/M,
O p Enr O Enr Og( / p) —(

O

0 Enr
Dabei ist die obere Zeile exakt wegen Lemmal.4.21lund der Flachheit von Og— iiber W.
Der linke und der rechte senkrechte Pfeil sind nach Induktionsannahme Isomorphismen,
denn M, ist von p-Torsion und M /M, von p"~1-Torsion. Also ist auch der mittlere ein
Isomorphismus.

Formale Folgerung aus i. wie zuvor.

a

Der Beweis fiir den allgemeinen Fall verlduft nun ganz analog zu dem von [I.4.17und [1.4.18]

Lemma 1.4.22.

.

1.

52

Sei M ein etaler o-Modul iber (Og,T).

a:(’)g\mg@ M — m((’)ag@ M/p"M)
£ £

beom — (b®(m+p"M)),

definiert einen Isomorphismus von Og—-Moduln. Die rechte Seite wird dabei beziiglich

der (offenbar surjektiven) Ubergangsabbildungen

id @ prip : Og— @ M/p"M — Og— 2 M/p*M
£ £

definiert. Es gilt a o (17 @ ) = lim(id ® ¢y,), wobei natiirlich ¢, : M/p"M — M/p"M
durch p(m + p"M) = p(m) + p"M gegeben ist und sich mit den Ubergangsabbildungen
vertragt. (Man mag dazu neigen, die Abbildungen T7®p und @(id@wn) formal unsauber
einfach auch ¢ zu nennen.) Insbesondere schrankt sich o zu einem Isomorphismus

Qe (M) * Ve(M) — liLan(M/pnM)
ein, wobei die Ubergangsabbildungen rechts durch die Ve(pry,) gegeben und ebenfalls sur-
jektiv sind.
Fiir jedes k € N haben wir Isomorphismen von W -Moduln
W Ve(M)/(p"Ve(M)) = Ve(M/p™M)
Y (ai@mi) +p"Ve(M) — > a; @ (m;+p"M)

i i
Bezeichnen wir fir k < n mit

priy s Ve(M)/(p"Ve(M)) — Ve(M)/(p"Ve (M)



1.4 Beweis der Kategoriendquivalenz

und der bereits benutzen
pry c M/p"M — M/pkM

die kanonischen Projektionen, so gilt auflerdem
Tk o pri. = Ve(pry) © n
1.
B:0g, @ Ve(M) — 1m(Og ® Ve(M/p"M))
a® (sz ®mi> — (a@ (sz ® (m; +pnM)>>
p i neN

definiert einen Isomorphismus von Og—-Moduln, wobei die Ubergangsabbildungen im
projektiven Limes durch id @ Ve(pry) gegeben sind.

Bewers. Vollig analog zu [1.4.17 O
Satz 1.4.23. Proposition gilt allgemein.

Beweis.

i. Gemif [LZ20] sind

Un:OQ%Vg(M/pnM) — Og;giM/pnM

a® (Y _bi@mi+p"M) — ay bi®(mi+p"M)

7 2

fiir alle n € N Isomorphismen von Oz~-Moduln. Da die U, natiirliche Abbildungen sind,
188t sich
lim U, : i (Og ® Ve (M/p"M)) — lim(Og 2 M/p" M)

bilden und ist ein C’)g\—Modulisomorphismus. U ist nichts anderes als das Kompositum

B . n
Og %Vg(M) — lim(Og~ %VE(M/P M))

lim U, 1
— im0~ @ M/p"M) *— O~ @ M
&1( . on /p ) En on

wobei a und 3 die Isomorphismen aus [1.4.22] sind.

ii. Formale Folgerung aus i. wie zuvor.
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Zum Abschluf bemerken wir, daf sich aus Theorem leicht ein analoges Theorem fiir
L-Darstellungen von G ergibt, wobei L := Quot(W) die unverzweigte Erweiterung von Q,
vom Grad 7 ist. Sei némlich V € ob(Rep(G)) gegeben, d = dimy, V. Nach Satz [1.2.11]ii gibt
es ein G-invariantes Gitter U C V,so dalk V = L I(?; U als Darstellung. U ist freier W-Modul

vom Rang d. Setzen wir analog zu [1.4.3]

De(V) 1= (Epr ® V)

so schlielen wir

o~ o~

(Emr® (LS U) = (€ ®L) @ U)° = (& @ U)Y

12

De(V)

Nun gibt es zu jedem ) . e; ® v; € gn\r ® U ein minimales n € Ny , so daf
w
Zei X v; prnZai & v;
i i

mit ), a; ®v; € (957; ‘% U, und da p™ von allen g € G fixiert wird, gilt

Zei K v; € Dg(V) 54 ZCLZ’@)UZ‘ S Dg(U)

i i

Dg(V) ist also nichts anderes als |, e, " DPe(U) C Epr @V, was wir auch durch die Isomor-
w

phie

De(V) = 5298;1)5((])

p_"zai®vi = op ' ® (Zw@w)
- ,

)

ausdriicken konnen. Eine analog zu ii auf Dg(V') definierte 7-lineare Abbildung ¢p, (v
operiert auf dem letzten Objekt per

Z e ® di — Z 7(e:) ® op. ) (di)

3 (2

Dg(V) ist also ein d-dimensionaler £-Vektorraum und enthélt mit Dg(U) ein Gitter, welches
unter ¢p, (v stabil und, wie wir gezeigt haben, ein etaler Og-Modul ist. Wie man sich mittels
Lemma [1.3.8]i und Satz[1.3.9]i iberlegt, ist damit auch Dg (V') als £-Modul etal.

Diese Objekte — etale (€, 7)-Moduln mit unter ¢ stabilem und als Og-Modul etalem Gitter
— bilden eine abelsche Kategorie <I>M(Og -

Umgekehrt kénnen wir jedem etalen £-Modul N, der ein unter ¢ stabiles und als Og-Modul

etales Gitter M enthélt — woraus N = & @ M folgt — das Objekt
O¢

Ve(N) := (& @ N)P= 2 (£, 0 (€ © M))#~"
£ & O¢
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1.4 Beweis der Kategoriendquivalenz

zuordnen. Wie oben erhilt man Ve(N) = L ® Ve(M). Ve(N) ist mit der schon tiblichen G-
w

Wirkung tatséchlich eine Darstellung von GG auf einem endlichdimensionalen L-Vektorraum.
Man kann nun weiterrechnen, dafs die Zuordnungen funktoriell und quasi-invers zueinander
sind, und erhilt eine Aquivalenz

Repr(Gg) ~ ‘I’M(O,s,T)

bzw. im Spezialfall r = 1
Repg, (Gg) ~ @M,
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2 Konstruktion von F(K)

Wir haben einen lokalen Kérper K der Charakteristik 0 gegeben und mochten die Ergebnisse
des ersten Kapitels benutzen, um Darstellungen von dessen absoluter Galoisgruppe G zu klas-
sifizieren. Mittels der von Fontaine und Wintenberger entwickelten Theorie der Normenkdrper
konstruieren wir hierzu einen lokalen Koérper F der Charakteristik p mit separablem Abschluf
E5°P | auf dem G operiert. Diese Operation ist so gemacht, dak sich Gal(E**P|E) wenigstens
mit einer sehr grofen Untergruppe H von G identifiziert. Zusédtzliche Information wird ge-
wissermafken in der Wirkung von G/H auf E aufbewahrt. Dabei ist H ein abgeschlossener
Normalteiler, entspricht also einer Galoiserweiterung von K, und die Faktorgruppe I' = G/H
identifiziert sich algebraisch und topologisch mit einer Untergruppe von Z; (Konstruktion
nach Cherbonnier und Colmez, siehe [CC98| und [CC99]) oder sogar (fiir p # 2) mit (Z, +)
(Konstruktion nach Fontaine, siehe [Fon90]). Schlieflich 14kt sich zumindest in Spezialfallen
die Wirkung von I' auf F sehr explizit beschreiben.

Es sei gleich bemerkt, dak die Konstruktion so weit allein iiber die Normenkdérper méglich
wire. Tatsdchlich laft sich alles eben Gesagte mit einem Verweis auf die wenigen Zeilen von
[Win83l 3.2.3 und 3.2.4] ,beweisen”. Es ist aber zweckméfig, nicht die abstrakten Normenkor-
per zu betrachten, sondern sich alles in einen groken Koérper FrR eingebettet vorzustellen.
Dieser tragt eine sehr einfach definierte G-Wirkung, welche auf den kleineren Koérpern die
yrichtige” induziert. Allerdings lassen sich diese nicht leicht explizit als Teilkdrper beschrei-
ben; klarer ,sieht“ man dagegen die Vervollstindigungen von deren perfekten Hiillen in F'rR.
Fontaine hatte zunéchst (siehe etwa [Fon83|) mit den groferen Korpern gearbeitet. Alle we-
sentliche Information ist aber, wie gesagt, bereits in den kleineren Normenkorpern enthalten.
Diese sind zwar nicht mehr perfekt, dafiir aber lokale Korper, welche sich nach Bestimmung
eines uniformisierenden Elements mit einem Laurentreihenkdrper k((7)) identifizieren und
gewissermafsen analytische Methoden erlauben. (Ein schwerwiegendes Problem beim Verzicht
auf FrR tritt allerdings erst spater auf, vgl. Bemerkung )

2.1 Vorbereitungen

Sei (K, |- |k) ein vollstédndiger, nichtarchimedisch bewerteter Kérper,
A ={x € K :|z|; <1} sein Ganzheitsring,
m={z € K : |z|; <1} dessen maximales Ideal.

Die Menge 1 4+ m ist eine topologisch abgeschlossene Untergruppe von A*.
Sei nun das Element p € A im maximalen Ideal. Es treten zwei Félle auf:
char(K) = p. Dann ist F, C K, und auf F), ist der Betrag trivial; oder
char(K) = 0. Dann ist Z, C K und ohne Einschrinkung der Betrag so normiert, daf er den
p-adischen fortsetzt. Wir definieren fiir « € Z,, i € Ny den Binomialkoeffizienten

<x> 2(z—1).(z—i+1)

1 il
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2 Konstruktion von E(K)

Dies ist ein Element von Z, und somit in Charakteristik 0 auch von K. Hat K Charakteristik
p, so identifizieren wir es mit seiner Restklasse in Z,/pZ, = F, C K. In beiden Féllen haben
wir:

Satz 2.1.1. Sei in obiger Situation y € 1 +m gegeben, y =1 +m mit m € m, und a € Z,.

i. Die Reihe Y 2, (‘;)m’ konvergiert; ihr Grenzwert liegt wieder in 1 + m und werde mit
y® bezeichnet.

it. Sei (an)nen eine beliebige Folge in Z, die p-adisch gegen a konvergiert. (Die Folge kann
stets in N gewdhlt werden.) Dann konvergiert die Folge y** in K gegen den oben defi-
nierten Ausdruck y°.

iii. Es gelten die diblichen Potenzgesetze (xy)® = x%?, x0T0 = 2%t 2% = (2%)b. Ist
char(K)=pundl1#z€l4+m, so gilt x* =14 a=0.

Beweis.

i. ist ein Standardergebnis ultrametrischer Analysis, da in beiden Fillen die Binomialko-
effizienten Betrag < 1 haben und m® — 0 gilt.

ii. Man beachte zunéchst, dak in Z, fiir jedes i € Ny

() ()

gilt, denn die Binomialkoeffizienten sind polynomiale Ausdriicke. Sei € > 0 gegeben;
wihle ig € N so grof, dak ’miO‘K <e (= ’m"K < € fiir alle ¢ > ip), und weiter ein
ng € N so, dak fiir alle ¢ < ip beziiglich des p-adischen Betrags gilt:

. a an e falls char(K) =0
firallen>ng: |l . ] — | . <
( ( p~ ! falls char(K) = p
(Im zweiten Fall ist also bereits | (") — ()|, =0 <€)
Dann ist fiir n > ng

a a ,
1<10 2 1
<1
<e
und
a a A
sup <>—(n> |m”K < €
i>ig 2 1
<e€
<1

Auch der zweite Ausdruck ist wegen der strengen Dreiecksungleichung und m! — 0 ein
Maximum, und eine weitere Anwendung der strengen Dreiecksungleichung liefert

ly* —y™ | <e

o8



2.1 Vorbereitungen

iii. Die Potenzgesetze folgen aus deren Giiltigkeit fiir natiirliche Potenzen und den Grenz-
wertsétzen. Fiir a € Z,, \ {0} gibt es n € Ng, b € Z,, mit ab = p", also

'=1=z%=1"=1=2"" =1

In Charakteristik p ist aber 1 die einzige p”-te FKinheitswurzel.

In den nédchsten Abschnitten betrachten wir zudem Spezialfille folgender Situation:
Sei E ein Kérper der Charakteristik 0, E ein algebraischer Abschluf und

E=ECFECEC..CE,C..

eine Folge von jeweils endlichen Kérpererweiterungen in E. E,, 1= Unen En ist der kleinste
Korper, der alle E,, enthélt. Sei F'|E eine weitere endliche Korpererweiterung in . Wir setzen
F, := F.E, fiir n € Ng U {oo}. Klar ist:

Foy1 = F,.Ep4 fiir alle n € Ny;
Foo = UnEN Fn.

Dariiber hinaus haben wir:
Satz 2.1.2.
i. Es gibt ein N1 € Ny, so daff [F,, : Ey] = [Fn, : Eny] fiir alle Ny < n < oo gilt.

it. Ist Foo|Eoo galoissch, dann gibt es ein No € Ny, so daff F,,|E, fiir alle n > No galoissch
1st.

iii. Es ezistiere ein m € Ng mit F N Eog = Eny; zudem sei Ey|E,, galoissch fir ein n > N;
(aus Teil i). Dann gilt [Fso : Exo] = [F : F N Eo).

Beweis.

i. Nach dem Satz vom primitiven Element existiert ein @ € E mit F = E(a). Es folgt
F,, = E,(a) fiir alle n € NgU{oo}. Sei f = Min(a, B, X) = X% +aq_ 1 X9 1+ ... +ag €
Eo[X] mit d > 1. Wegen Eo = ey En ist N1 := min{n € Ny : {ag,...,aq_1} C En}
in Ng. Fiir Ny < n < oo ist dann f € E,[X], hat a als Nullstelle und ist irreduzibel, denn
jede echte Zerlegung in E, [X] wére erst recht eine in Eo[X]. Fiir diese n ist folglich
[F, : E,] = d wie behauptet.

ii. Sei also Fi|Fo zusitzlich normal. Dann hat obiges f in Fy genau d unterschiedliche
Nullstellen @ = 1, ..., z4. Wegen Fuoo = ey Fn ist

Ny :=min{n € Ny : {z1,...,2q} C F,}

in Np; offenbar gilt No > Ny, und fiir Ny < n < oo ist F), der Zerfdllungskdrper von f
iiber E,, also galoissch.
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2 Konstruktion von E(K)

ili. Nach i. reicht zu zeigen: [F, : E,] = [F : F N Ex).
Nach Galoistheorie ist [F}, : Fy,] = [Ey : E, N Fy], und nach den Voraussetzungen ist
erstens F,, C I' = F,, = F und zweitens

E,CENFCENF=E,=E,NF,=F,
Es folgt

.  [FaiEn]  [Fa:Enl . o
Fo: Bl = (5 5 = (s ) = P Bwl = [F: F 0 B

Das Diagramm veranschaulicht die Situation:

Fn
/ m
En Fm:

E,NFy,

En=FNEy

F
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2.2 Der Kérper FrR und das Element ¢

2.2 Der Korper FrR und das Element ¢

Fiir die Konstruktion gehen wir zunéchst von einem absolut unverzweigten Koérper aus. Sei
also k ein perfekter Korper der Charakteristik p, W := W (k) der zugehorige Ring der Witt-
vektoren, Ky dessen Quotientenkdrper. Durch geeignete Normierung der Bewertung stellen
wir uns (Qp, | - |,,) mit dem iiblichen p-adischen Betrag (d. h. vw (p) = 1 bzw. |p|, = p 1) stets
als Teilkérper von (Ko, |-[,) vor. Sei (K,||%) ein fixierter algebraischer Abschluf von Kj
versehen mit der eindeutigen Betragsfortsetzung (vgl. [Schi84, Theorem 16.2]), und (C,|-|~)
dessen Vervollstdndigung, ebenfalls mit eindeutiger Betragsfortsetzung. Gelegentlich benutzen
wir an Stelle des Betrags | - | die zugehérige (nicht diskrete) Bewertung ve := —logp o || ..
Die zugehorigen Ganzheitsringe bezeichnen wir mit

Oz ={z € K | vg(z) >0} und O¢ := {z € C | ve(z) > 0}.

Die entsprechenden maximalen Ideale sind

mz = {z € K | vg(z) > 0} und me := {z € C' | ve(z) > 0}

Bezeichne auferdem k den Restklassenkdrper von C. Dieser ist ein algebraischer Abschluf
von k, und wir kénnen W (k) mit einem Teilring von O¢ identifizieren. Fiir a € k ist also der
Teichmiillerreprisentant 7(a) € O¢. Alle algebraischen Erweiterungen K von K seien im fol-
genden in K enthalten, und es sei G := Gal(K|K) C Gal(K|Kj) = Gk,. Die Elemente von
G, operieren wegen der Eindeutigkeit der Betragsforsetzung isometrisch auf K und lassen
sich somit eindeutig zu isometrischen Koérperautomorphismen von C' fortsetzen.

Definition 2.2.1. Sei a ein Ideal in Oz mit (p) C a C my.
Oy /aist ein Ring der Charakteristik p, so dal das Potenzieren mit p ein Ringendomorphismus
ist. Wir indizieren Oz /a abzéhlbar oft und erhalten ein projektives System

()P ()P ()P
.= OF/CL — O?/Cl — Of/a

Setze
R := l mO?/a

i
pits

()P
Diese Definition ist in der Tat unabhéngig von a. Genauer haben wir den weitreichenden

Satz 2.2.2.

i. Betrachte die Menge R derjenigen Folgen x = (ZL'(O),:L‘(l),...) mit Eintrigen aus O¢,
welche (2D = 2 erfillen. Die Vorschriften (zy)™ = ™y und (z + y)™ =
lim (x("+m)+y("+m))pm definieren eine Multiplikation und Addition, welche eine Ringstruk-

tur mit 0 = (0,0,...) und 1 = (1,1,...) sowie —z = (—z\™),, fiirp # 2, —x = x fiirp =2
ergeben. Die Abbildung

Ga (:U(O),x(l), ) (:B(O) +a0¢, 2V + aOp, )

ist ein Isomorphismus dieses Rings zu imOc¢/aO¢ = limOg/a = R. Eine Umkehrab-
()P ()P
bildung rq laft sich wie in [Win83, 4.1.4.2] definieren.

1. R ist ein Integritdtsbereich der Charakteristik p und perfekt; das Erheben zur p-ten Potenz
bzw. Ziehen der p-ten Wurzel ist nichts anderes als das ,Verschieben® der Folgeglieder
um eine Stelle (z. B. (x(™)} = (1), ). Sein Quotientenkérper ist isomorph zu dem
analog zu i. definierten Ring FrR, in dem die Folgeglieder aus C' stammen.

61



2 Konstruktion von E(K)

iti. Die Abbildung
E— R
ar (T(a”"))n

ist ein Ringhomomorphismus, vermdge dessen wir k als Teilkorper von R und FrR
auffassen.

w. Fir x = (x(”))n € FrR definiere vpyr(z) = vc(a:(o)), Dann ist vp,r eine nicht-
archimedische, nicht diskrete Bewertung auf FrR. Beziglich dieser ist F'r R vollstindig,
R sein Ganzheitsring und mp = {x € R : vp,g(z) > 0} dessen mazimales Ideal. k iden-
tifiziert sich mit seinem Restklassenkorper (natirlich ist vermdge iii. vpyg | trivial). Es
gilt
vren(z) = p" - vo (@)

fiir alle n € N. Aquivalent kénnen wir einen Betrag || prp = e~ vrrr() definieren. Be-
schreiben wir R als projektiven Limes, so gilt: Ist fir ein Element x € R die n-te Kompo-
nente T, € Ox/a ungleich 0, so haben alle Reprisentanten x,, € O dieselbe Bewertung,
und es ist vprr(x) = p" - vig(ay).

Beweis. Alle Aussagen sind entweder solche von [Win83, 4.1.2], werden im Verlauf von dessen
Beweis gezeigt oder folgen sofort daraus. 0

Wir unterscheiden im folgenden R und R nur dort explizit, wo dies notig ist.
Es sei noch bemerkt, da durch ein Folgeglied (™ natiirlich die (™ fiir alle m < n festgelegt
sind. Wir konnen daher Folgen an einer beliebigen Stelle ,abschneiden oder umgekehrt nach
links verlangern.

Bemerkung 2.2.3. Das hier betrachtete FrR ist in Wintenbergers Notation R(C). Ist E ein
abgeschlossener Teilkorper von C, so kénnen wir Wintenbergers analog konstruiertes R(E)
mit dem Teilkérper {(x™), € FrR: allez™ € EY} identifizieren.

Bemerkung 2.2.4. FrR ist algebraisch abgeschlossen.

Beweis. Dies 1dft sich direkt daraus folgern, dafs C' algebraisch abgeschlossen ist, aber wir
lassen diesen recht technischen Beweis weg. Wir kénnen die Aussage spiter aus einem anderen

Satz herleiten (siehe [2.3.15]). O

Satz 2.2.5. Durch g(:r(”))n = (gw(”))n wird eine G- Wirkung auf FrR definiert. Fir alle
g € Gk, ist die Abbildung [x — gx] ein isometrischer Korperautomorphismus. Auf k ist die
Wirkung trivial. Die Wirkung vertauscht mit dem absoluten Frobenius ¢ : x — P auf FrR.

Beweis. Nachrechnen unter Ausnutzung der eingangs erwihnten Tatsache, daft die Elemente
von G, auf C isometrische Kérperautomorphismen sind. O

Um zu zeigen, dak diese Gk,-Wirkung auch als Wirkung stetig ist, brauchen wir folgendes
Lemma:

Lemma 2.2.6. Seien = = (), und y = (y™), in FrR. Es existiere ein N € Ny mit
ve(zN) —yN)) > 1. Dann ist vp.p(x —y) = pV.
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2.2 Der Kérper FrR und das Element ¢

Beweis. Bedeute im folgenden = fiir p = 2 +, sonst —
Nach Annahme ist fiir alle m € N

Fy!

d. h. ve ((ac(N+m y(NHm) ™

(x(Ner) N+m))pm = (x(Ner))pm T (y(Ner))p"‘ =) x y(N) = 0 mod (p)

> 1, also auch

m*)OO

( hm (N+m :Fy(Ner))pm) >1
Der Limes ist definitionsgeméfs (in beiden Fillen) die N-te Komponente von x — y. Es folgt

B22iv
vprr(z —y) == pN e ((a? — y)(N)) > p

Satz 2.2.7. Versehe Gk, mit der Krull-Topologie. Die Abbildung
Gr, X FrR — FrR, (g,x) — gz
15t stetig.

Beweis. Sei (g,x) € G, X FrR gegeben. Es geniigt zu zeigen: Zu beliebigem ¢ > 0 existiert
eine offene Umgebung U von (g, z), so dak das Bild von U in {y € FrR : vp,r(y — gz) > c}
enthalten ist.
Wihle nun N € N mit p"V > ¢. Betrachte gzV) € C, die N-te Komponente von gz. Sicherlich
gibt es ein @ € K mit

ve(gz™) —a) > 1 (2.1)
H := Gal(K|K(a)) ist eine offene Untergruppe von G,. Wir behaupten:
U:=Hgx{z€ FrR:vpp(x — 2z) > p"} erfiillt obige Bedingung.
Klar ist, dak U eine offene Umgebung von (g, z) ist. Sei (hg,x + w) € U gegeben mit h €
H,vp,r(w) > p". Wir wihlen ein a = (a(™),, € FrR, dessen N-te Komponente a¥) = G ist
(dies ist natiirlich moglich, indem wir fiir die weiteren Folgeglieder iterativ eine p-te Wurzel

ziehen). Dann ist wegen Lemma und (2.1):
vprr(gr —a) = p
also auch, da h isometrisch ist,
verr(hgr — ha) = veer(h(gr — a)) = verr(ge — a) > p~

Nach Wahl von H stimmen die N-ten Komponenten von ha und a sogar iiberein, also gilt
noch einmal nach Lemma
vprr(ha —a) = pV

Schliefslich ist nach Wahl von w und Isometrie von hg auch
vrrr(hgw) > pV
Zusammen erhalten wir mit der strengen Dreiecksungleichung

vprr(hg(x +w) — gz) = verr((hge — ha) + (ha — a) + (a — gz) + hgw) > p~ > ¢
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2 Konstruktion von E(K)

Wir wihlen nun ein Element e = (¢, e, ...) € R mit € = 1 und () # 1. Anders gesagt:
Fiir alle n € Ny ist €™ eine primitive p"~te Einheitswurzel in O¢, und es gilt (e(”“))p =€),
(So lafst sich ein € induktiv konstruieren, wobei natiirlich in jedem Schritt eine Wahl getroffen
wird.)

Lemma 2.2.8.

i. Fir alle n € Ny ist vpop(e?” —1) = gﬁpnﬂ'

1. € ist nicht algebraisch tber k.

Beweis.

i. ™) ist eine primitive p-te Einheitswurzel, fiir m > n folglich (€™)P" = ™= cine

primitive p™~"-te. Wegen ve(p) = 1 ist bekanntlich mit der Eulerschen ¢-Funktion

1+n—m
ve (e — 1) = (p(pm )t =2

p—1
also unter Ausnutzung der Stetigkeit der Bewertung

n

vprr(€" —1) = vo( lim (((€™)P

n

— 1) = lim g™ v (e — 1)

m— o0 m—00
1 _
zlimpm.p+nm: 1 ptt
m—00 p—l p—l

ii. Andernfalls wiire € € k C R, also in R von der Gestalt (7(a? "))nez mit a € k. Es folgte
€ =1p, =7(a) >a=1 = a " =1firalen € Z = ™ =1 fiir alle n € N,
Widerspruch. Alternativ: Sonst wire auch € — 1 # 0 algebraisch, also in £, also nach
Satz [2.2.2]iii und .iv vp,g(e — 1) = 0 im Widerspruch zu i.

O

Insbesondere gilt € € 1 + mpg, so dafs € nach Satz mit Elementen aus Z, potenziert
werden kann.

Bemerkung 2.2.9. Wegen (¢™)P" = 1 kann das Potenzieren von € mit einem FElement
x € Ly gemdf Satz|2.1.111. auch folgendermafen verstanden werden: Gilt x = T, mod p™ mit
Tn € 7, so ist

€ = (™)™ )nen,
Satz 2.2.10.

i. Gi, wirkt auf € dber den zyklotomischen Charakter:

ge = X9 fiir alle g € Gk,-

1. Ist € = (E(n))neNo eine andere Wahl, so gibt es ein a € Z,; mit € = €. Umgekehrt erfiillt
fiir jedes a € Z, auch € die Bedingungen an e.
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2.2 Der Kérper FrR und das Element ¢

Beweis. Mit der vorigen Bemerkung ist die Aussage i. nichts wesentlich anderes als die Defi-
nition des zyklotomischen Charakters.

Zu ii.: Da €™ und €™ jeweils primitive p™-te Einheitswurzeln sind, gibt es fiir alle n € Ny ein
an € Np mit (e(”))“” = &™) Wegen der jeweiligen Vertriglichkeit der Komponenten gilt sogar
(etm)yan = &0m) fiir alle 0 < m < n, woraus wiederum a,, = a,, mod p™ folgt, denn die Kom-
ponenten sind primitive Einheitswurzeln. (a,)nen konvergiert also p-adisch gegen ein a € Z,,
fiir das wegen a = a,, mod p” und (e(™)9n = &™) auch * = € gilt. — Nach Vertauschung der
Rollen von € und € gibt es ein b € Z, mit € = . Mit Satz .iii folgt €?®~! =1 und ab = 1,
also a € Z,; .

Die letzte Aussage folgt umgekehrt daraus, daf fiir alle n € N die Restklasse a € Z,/p"Z, =
Z./p"7Z eine Einheit und folglich (¢™)@ ebenfalls eine primitive p"-te Einheitswurzel ist. [

Corollar 2.2.11. Fir alle a € Z) ist vprp(e® — 1) = p%l.

Beweis. Folgt als Spezialfall aus Lemma [2.2.8i und Satz [2.2.10}ii. O
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2 Konstruktion von E(K)

2.3 Konstruktion nach Cherbonnier und Colmez (I' < Z))

Wir stellen zunéchst die Konstruktion dar, wie sie in [CC98] und [CC99| skizziert wird. Die
konstruierten Korper bezeichnen wir wie dort durch Indizierung: Ex. Zwei Unterschiede zu
[CCY99| sind besonders zu beachten:

— Der Kérper K (bzw. Kj) ist hier, wie auch spéiter bei Fontaine, nicht unbedingt eine endli-
che (unverzweigte) Erweiterung von Q,, sondern ein beliebiger (absolut unverzweigter) lokaler
Korper von Charakteristik 0 im franzosischen Gebrauch des Wortes: d. h. Quotientenkérper
eines vollsténdigen DBR mit perfektem Restklassenkérper der Charakteristik p (und maxima-
lem Ideal (p)).

— Die hier mit K} (oder allgemeiner K", L", ...), n € NgU{oo} bezeichneten Kreisteilungskor-
per heifen in der Notation von [CC9| (K), (K, Ly, -..). Wir behalten die untere Indizierung
der spéter benutzten zyklotomischen Z,-Erweiterung bzw. deren Teilkérpern vor.

2.3.1 Der Korper Eg,

Definition 2.3.1. Setze
Sk, = Sk, (€) := Abschluf des von k und e erzeugten Teilrings von R;
Ek, = Ek,(€) := Abschluf des von k und € erzeugten Teilkérpers von FrR.

Das e 145t sich sofort entfernen:

Satz 2.3.2. Sk, und Fg, sind stabil unter der Wirkung von G, und unabhdngig von der
Wahl von €.

Beweis. Die erste Aussage folgt aus Satz[2.2.5 und Satz denn alle natiirlichen Potenzen
von € liegen im entsprechenden Teilring, also liegen Z,-Potenzen als Grenzwerte davon (geméf
Satz .ii) in dessen Abschlufs. Sei fiir die zweite Aussage eine andere Wahl € gegeben,
dann folgt mit demselben Argument z. B. € € Sk, (¢€), a fortiori Sk,(€) C Sk,(¢) und mit
vertauschten Rollen die umgekehrte Inklusion. 0

In der Definition liefse sich natiirlich auch e durch € — 1 ersetzen. Dieses Element ist weitaus
interessanter:

Satz 2.3.3. Versehe den Ring der formalen Potenzreihen k[[T]] bzw. den Kérper der formalen
Laurentreihen k((T)) mit der Bewertung

v( Z anT"> ::L-min{neZ:an;&O}

—ookn p= 1
mit v(0) := oo.
(Die uniibliche Normierung der Bewertung erklart sich sogleich.) k((T)) ist bekanntlich ein

lokaler Korper mit Ganzheitsring k[[T]] und Restklassenkorper k.
Wir haben dann durch T +— € — 1 definierte isometrische Isomorphismen

~

E,

o Tu

Sk,

und konnen in suggestiver Weise Ex, = k((e¢ — 1)) schreiben.
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2.3 Konstruktion nach Cherbonnier und Colmez (I' < Z,)

Beweis. Wir betrachten die Abbildungen zunéchst als solche nach R bzw. FrR.

Dafs die formalen Reihen nach Einsetzen von € — 1 in R bzw. FrR konvergieren, folgt aus
vprr(e — 1) = ;25 > 0 (Lemma [2.2.8i.) und Satz mit tiblicher nicht-archimedischer
Analysis. Dann werden auch die formale Multiplikation und Addition in diejenige in FrR
tiberfithrt (man kann etwa per Satz [2.2.2]iii. und iv. die Reihen als formale Reihen iiber FrR
mit Konvergenzradius 1 auffassen). Die Abbildungen sind also wohldefinierte Ringhomomor-
phismen.

Fiir a,, € k\ {0} gilt vprr(an, - (e—=1)") =n- }%. Daher ist, ebenfalls ein Standardergebnis
ultrametrischer Rechnung, die Bewertung einer konvergenten Reihe aus dem Bild der Abbil-
dungen gleich 25 -min{n € Z : a, # 0}. Die obige Bewertung auf k((T')) ist fiir die Isometrie
der Abbildungen also gerade richtig normiert. Als Isometrien sind sie automatisch injektiv und
stetig (die Injektivitit ist iibrigens auch dquivalent zu Lemma [2.2.8]ii.). Es bleibt zu zeigen,
dak ihre Bilder genau Sk, und E¥, sind.

Bekanntlich sind £[[T]] und k((T')) beziiglich der durch die genannte Bewertung induzierten
Metrik vollstandig, also wegen der Isometrie auch ihre Bilder. Diese sind mithin ein abgeschlos-
sener Teilring von R bzw. abgeschlossener Teilkérper von FrR, welche k und € — 1 enthalten,
also auch Sk, bzw. Ef,.

Zur umgekehrten Inklusion: Die Bilder aller Polynome Zogn <o @nT"™ bilden gerade den von
k und e — 1 erzeugten Teilring von R. Da eine Potenzreihe Eogn anT™ beziiglich der ange-
gebenen Bewertung etwa Grenzwert der Folge (3 o<, <m @nT™)men ist, liegen aufgrund der
Isometrie auch alle Bilder von Potenzreihen im Abschluff des genannten Teilrings, also in Sk, .
Der von k und e — 1 erzeugte Teilkorper von F'rR enthilt zumindest die Bilder der Laurentpo-
lynome Y <o @nT™; mit einem analogen Argument enthélt also auch dessen Abschluf
das Bild von k((7)). O

Corollar 2.3.4. Eg, identifiziert sich mit dem Quotientenkiorper von Sk, .

Sk, tst eindeutig charakterisiert als derjenige Teilring von R, der ein vollstindiger DBR ist
derart, dafl e—1 ein uniformisierendes Element ist und k C R ein Reprdsentantensystem seines
Restklassenkdrpers bildet. Bis auf Umnormierung ist dessen Bewertung die Einschrinkung
derjenigen von FrR.

sep

2.3.2 Normenkérper und ihre Einbettung in F'rR. Der Kérper Ep
Definition 2.3.5. Wir setzen fiir alle n € N

Ky = Ko(ppr) = Ko(e(n)) CK
haben also eine Folge von Koérperweiterungen

KoyCKjcC..c | Ky = Kg°
neN

Setze aukerdem Hp, := Gal(K|K§°).

Bemerkung 2.3.6. Hy, ist genau der Kern des zyklotomischen Charakters und wirkt folglich
auch trivial euf Fr,.

Ik, = Gal(K§°|Ko) = Gk,/Hk, ist als topologische Gruppe isomorph zu Z, .

Firn > 1 st KSHIK{} 2yklisch von Ordnung p, und ein FErzeuger der Galoisgruppe wird
durch go : €TV i ) . D) gefinjert.
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2 Konstruktion von E(K)

Lemma 2.3.7.

lim Okp /(€M) —1)Okyp
n>1

1st mit den von den Relativnormen NK3+1|K6‘ induzierten Ubergangsabbildungen der in
[Win83, 2.2.8.3] definierte Ring Ag,(Kg°).

1. Andererseits identifiziert sich dieser Ring mit

lim Ogn /(M) — 1)Okp
n>=1

wobei die Ubergangsabbildungen vom Erheben zur p-ten Potenz induziert werden.

Beweis.

68

i. Der Beweis benétigt die Theorie héherer Verzweigungsgruppen.

Die Beweise von [Ser68, chap. IV, § 4| iibertragen sich von Q, auf unseren absolut
unverzweigten Korper Ky. Wir haben folglich (vgl. ibd., proposition 18) als Verzwei-
gungsgruppen von Gal(KJ™|Kp) in der unteren Numerierung

Gal(K{J | Ko); = Gal(K§ T E™) fir p™ ' <i < p™ — 1

falls 1 < i < p"*tt — 1, fiir i > p"*' ist Gal(K§'|Kp); trivial. Insbesondere ist
Gal(KJ™|K7) genau in den Gal(K§ ! Kp); mit 4 < p” — 1 enthalten.
Als néchstes bestimmen wir die in [Win83), 1.2.1] definierte Zahl i(K§°|Kjp). Diese ist

sup(i € R : GZ‘KSGKSO = Gkp)
=sup(i € R: Gal(K{°|KJ)" = Gal(K°|KY))
=min(i € R : Gal(K{°|K§)™ # Gal(K°|K}) fiir alle n > 0)
Gal(KJ T K™ # Gal(K§ K fiir alle > 0)
i € R: Gal(K MK ity # Gal(K) T KY) fiir alle n > 0)
Gal(KJ™ | Ko)in # Gal(K§ ™| Ko) fiir alle n > 0)

(
=min(i € R :
= min(

=min(i € R:

Dabei gilt

— die erste Gleichheit, weil K§°|K{ galoissch ist, nach der der letzten Aussage in [Win83|
1L.11]mit L=K,K = K}, K' = K§°, also G = Gy, H = Ggge (die obere Numerierung
ist an Quotienten adaptiert);

— die zweite Gleichheit definitionsgemafs (dies ist der kleinste Verzweigungsbruch in der
oberen Numerierung);

— die dritte Gleichheit nach dem gleichen Argument wie die erste, diesmal mit L = K§°
und K' = Kjth

—die vierte Gleichheit, weil der kleinste Verzweigungsbruch in der oberen und der unteren
Numerierung iibereinstimmen, wie sofort aus deren Definition folgt;

— die fiinfte und sechste Gleichheit gemafs [Ser68) chap. IV, § 1, prop. 2| mit H =



2.3 Konstruktion nach Cherbonnier und Colmez (I' < Z,)

il.

Gal(KJ | K7, G = Gal(Kj 1| Ko) und der obigen Bestimmung von Gal(Kj|Kj);.
Also haben wir in [Win83|, 2.2.3| fiir n > 1:

r(Ko) = P;l( " 1% = [(p— Dp"~t — p;ﬂ =(p—1)p""

Danach kénnen wir in [Win83} 2.2.3.3] s(KJ) := p"~! setzen.
Fiir n > 1 ist das maximale Ideal von Ofp bekanntlich (e(”) — 1). Wir haben in Okp

Gleichheit von Idealen
(e —1)5Ke) = (¢(M) — 1)

denn p"~1 v (e — 1) = 1% =vo(e® —1) und €M € Okp.

Folglich ist Wintenbergers AE/PE(E) bei uns fiir £ = K{',n > 1, genau (’)K(r)z/(e(l) —1).
Sei n > 1 fest. Die Relativnorm induziert eine Abbildung
O /(e — 1)Ogns1 — Ok /(e = 1) O
Die p-Potenzierung induziert zunfchst nur eine Abbildung
OK61+1/(€(1) — 1)0K61+1 — OKSLH/(E(U — 1)0K61+1

Wir zeigen, daf auch fiir Elemente aus dem Bild dieser Abbildung stets ein Reprasentant
aus Okp gewidhlt werden kann. Indem wir dessen Nebenklasse modulo () -1 K+
in Opn+1 mit derjenigen modulo (e — 1)Okp in Oy identifizieren, stimmen die indu-

zierten Abbildungen dann {iberein.
Fiir alle g € Gal(K;™|K}) und alle x € OK61+1 gilt

gz =z mod (e — 1)(9K6L+1. (2.2)

Sei ndmlich zundchst g = go der in Bemerkung definierte Erzeuger. Dann gilt
fiir 2 € Oy (trivialerweise) sowie nach Definition fiir z = e also (mit go(z') =
(go(x))?) auch fiir alle Potenzen von e+ und weiter fiir alle Linearkombinationen
davon, schlieflich also fiir alle z € (’)K(;LH. Wegen go(e) —1) = M) — 1 ist a fortiori

(gopo...ogo)x=(gopo...0g0) x=...=xmod (6(1) — 1)(’)K6L+1

m mal m—1 mal

und damit (2.2)) gezeigt.
Hieraus folgt nun

NK3+1|K51 (x) = H gz = 2P mod (e — 1)0K(7)L+1
geGal(Kg k)

und daraus die Behauptung. Insbesondere gibt es zu jedem x € O K+ stets ein y € Ogp

mit y = 2P mod (V) — 1)OKS+1, namlich y = NKserl‘Kéz (x).

O
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2 Konstruktion von E(K)

Es liegt nahe, den im zweiten Teil dieses Lemmas betrachteten Ring als einen Unterring
von R aufzufassen, wenn wir diesen mit Definition beziiglich des Tdeals a = () — 1)
definieren. Formal genauer haben wir fiir alle n > 1 von der Inklusion induzierte und in
offenkundiger Weise miteinander vertrigliche Injektionen

Oxp /(€D = 1)Ory — O /(e = 1)Of
und damit wegen der Linksexaktheit des projektiven Limes eine Injektion

LK, (th OKg/(e(l) — 1)0[{3 — R

n=>1

(an + (€Y = 1)Oxg))nz1 = (an + (€Y = 1)Ox) )z

wobei die noch zu ergénzende 0-te Komponente in R notwendigerweise a} + (M) — 1)O0%
gesetzt werden muf.

Um die Ergebnisse Wintenbergers benutzen zu kénnen, identifizieren wir diese Inklusion mit
einer von ihm untersuchten Abbildung. Ganz knapp wiederholen wir die dortigen Notationen
und Definitionen:

— Xk, (K§°) bezeichnet den Normenkéorper zur Erweiterung K§°|Ky. Dessen Einheitengruppe
ist definiert als der projektive Limes der Einheitengruppen aller endlichen Teilerweiterungen,
geordnet beziiglich Inklusionen, wobei die Ubergangsabbildungen durch die Normen gegeben
sind. Diese Struktur, vereinigt mit einem Nullelement und mit einer geeigneten Addition ver-
sehen, ist tatséchlich ein (lokaler) Korper (vgl. [Win83, 2.1|). Wir kénnen uns dabei offenbar
auf die Teilerweiterungen der Form K} beschrénken.

— Dessen Ganzheitsring A Xy (K&°) 18Rt sich iiber einen isometrischen Isomorphismus & mit
dem in Lemma [2.3.7]i bestimmten Ring

Agy(K§°) = lim Ogn /(€M) —1)Ogn
n>1

identifizieren. £ ist in jeder Komponente einfach die Restklassenprojektion (vgl. [Win83| 2.3.1]E].)
— In [Win83| 4.2] wird eine Einbettung des Normenkérpers

Ageelk, Xk, (Kg) = R(KF®)

definiert, wobei I/(go den Abschluff von K§° in C' bezeichne und wir Wintenbergers R(I/(go)
mit der Menge {(z(™), € FrR : alle (™ ¢ 1?8\0} identifizieren konnen. Die Abbildung A
wird (in unserem Fall) folgendermafen definiert: Zunéchst ist die maximale zahm verzweigte
Teilerweiterung von K$°| Ko genau unser K} = K (u,). Nun wird fiir jedes n € N die Menge
&, derjenigen endlichen Teilerweiterungen E von KS$°|K{, welche durch p” teilbaren Grad q”
iiber K} haben, bestimmt. Dann ist fiir jedes Element o = (« Ky )kp die Familie

—n, E
(a];(énq )Eggn

konvergent (beziiglich der durch die Inklusionen gegebenen Filtrierung von &,) gegen ein
Element (™ e Kg°, und die Folge (z(™),, erfiillt z(®+tDP = £(®) definiert also ein Element
von FrR.

'Hier findet sich am Ende ein Druckfehler: Offenbar muf der Limes iiber alle E' € £ r|E genommen werden.

70



2.3 Konstruktion nach Cherbonnier und Colmez (I' < Z,)

Satz 2.3.8. Zusdtzlich zu obigen Bezeichnungen seien v, und R wie zuvor beziiglich des
Ideals (e(l) — 1) definiert und T —1) wie in Mz , und bezeichne ¢ : x — xP den absoluten

Frobenius auf R. Dann kommutiert das folgende Diagramm.:

LK,
AKO (K(C;O) - R
I = | T(1)
¢oNKkge Ky ~
Ay (Kg) : R

Die waagerechten Pfeile sind injektiv, und das Bild der Abbildungen liegt in {(z™), € R :
alle 2 € K§°Y.

Beweis. Die Menge &, besteht gerade aus den K{* mit m > n+1; fiir diese ist der weiter unten
im Limes erscheinende Ausdruck wohldefiniert. Wintenbergers ¢%0" ist [K7* : K] = p™ 1. Ist
also a = (axp)m € AXKO(K80)7 so ist die n-te Komponente von AKgO\KO(Oé):

. pmfnfl
o ey
Gehen wir im Diagramm stattdessen von unten links im Uhrzeigersinn herum, erhalten wir
geméh [Win83| 4.1.4.2] als n-te Komponente von (r(.a)_y © tk, © §)((axg)m) den Limes
. pmf'n,

A O
(wobei wir als Lift (7@ von afg einfach agp gewéhlt haben). Um die fehlende p-Potenz
zu ergdnzen und so das Diagramm kommutieren zu lassen, ist also in der unteren Zeile des
Diagramms noch der Automorphismus ¢ eingeschaltet. Dieser tritt auch im folgenden stets
auf und basiert im Grunde nur auf einer hier ungiinstigen Normierung.
Die Injektivitéit der waagerechten Pfeile ist in mehrerlei Hinsicht klar. Die letzte Aussage folgt
aus der letzten Vorabbemerkung, wobei alle Elemente im Bild zudem nichtnegative Bewertung
haben — auch links im Diagramm wird ja nur der Ganzheitsring betrachtet —, so dafs der Kérper
FrR durch den Ganzheitsring R ersetzt werden kann. O

Im letzten Teil dieses Beweise haben wir implizit schon genutzt:

Bemerkung 2.3.9. Die waagerechten Pfeile im obigen Diagramm sind bis auf Umnormierung
isometrisch.

Beweis. Da die senkrechten Pfeile nach Definition isometrisch sind, reicht es, dies fiir ¢x, zu
zeigen. Sei 0 # = = (Txp)nzo € Ak (KG®). Ist n € N grok genug, so ist Trp # 0, und
definitionsgeméf ([Win83, 2.2.3.3]) ist die Bewertung

w(z) = vk (en)

fiir alle diese n und beliebige Représentanten x,,. Nach Satz [2.2.2]iv ist andererseits fiir die-

selben n:
7

vErR(tK, () = p" - vo(zn)
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2 Konstruktion von E(K)

Da bekanntlich

1
ve IKy= oyt s
gilt, ist daher unabhéngig von jenen n
_p
vrrR(LKy (7)) = Ew(%’)

Bis auf den Umnormierungsfaktor p/(p — 1) bleibt also die Bewertung erhalten.

Ubrigens ergibt sich dies auch bei Betrachtung des unteren waagerechten Pfeils mit [Win83)
S. 84, Ende des ersten Absatzes| unter Beachtung von K; (Wint) = K&, Vg1 = ]ﬁvc und
nvo(b:p'v“' 0

Satz 2.3.10. Das Bild von ¢ o Ao, XKo(K°) — FrR ist Eg,. Die Abbildung definiert
also einen Isomorphismus des Normenkérpers der Erweiterung K§°|Ko zu Ex,.

Beweis. Wir zeigen, dafs das Bild des Ganzheitsrings AXKO(K5’°) genau Sk, ist, woraus durch

Ubergang zum Quotientenkdrper die Behauptung folgt.

Dazu benutzen wir die Charakterisierung von Sk, in Corollar @ Da ¢poA e i, Wie gesehen
bis auf Umnormierung die Bewertung erhélt, ist das Bild beziiglich vp,r ein vollsténdiger,
diskret bewerteter Teilring von R. Der in Lemma[2.3.7 und Satz[2.3.§ benutzte Ring Ag, (K§°)
hat geméft [Win83, 2.2.3.3]

o= (€™ = 1)+ (D = 1)Oxy )

n>1

als uniformisierendes Element, denn fiir n > 1 ist ’UKg(e(”) — 1) = 1. Dieses Element wird
im kommutativen Diagramm in Satz auf € — 1 € R abgebildet. Anders gesagt: Das Bild
enthélt € — 1 als uniformisierendes Element. (Man beachte: Auch die Ergebnisse von Lemma
und Bemerkung passen genau.)

Betrachten wir schlieflich die Restkérper der Ringe. Geméf [Win83l 2.1.2 und 2.1.3] ange-
wandt auf die vorliegende Situation bilden die Elemente

—n—+1

(T(2” )k )n>1

wobei z den Restkorper kxge = kk, =k durchlduft und 7 : k — Ky die Teichmiillerabbildung
ist, ein Représentantensystem des Restkorpers von X g, (K§°). Nach haben wir also auch
als Reprisentantensystem des Restkdrpers von (¢ o Aggo|re, ) (X, (KG°)) die Elemente

(7@ " )uz1 € R

wobei x den Kérper k durchlauft. Dies sind gerade die p-ten Potenzen des mit k identifizierten
Teilkorpers von R (vgl. [2.2.2]iii), also, da k perfekt ist, eben dieser Teilkdrper. O

Wir haben also den Grund-Normenkérper X, (K3°) in FrR eingebettet. Im folgenden
werden wir diese Einbettung gewissermafen hochziehen, und zwar, wie sich dann herausstellen
wird, sogar unter Beachtung zumindest der H g, -Wirkung.
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2.3 Konstruktion nach Cherbonnier und Colmez (I' < Z,)

Konstruktion 2.3.11. Betrachte nun fiir alle algebraischen Erweiterungen L|K{° geméf
[Win83, 4.3.1] die Einbettung

AL|K§°‘K0 : XKSO‘KO(L) — {(.’E(n))n € FrR : alle I‘(n) S f/}

wobei L den Abschluf von L in C bezeichne. Diese sind nach Konstruktion miteinander
vertriglich, d. h.

/ —
LC L= Apjrgeiro X ey () = ALiKg Ko

Sie alle setzen sich zusammen zu einer Einbettung
und kénnen umgekehrt als Einschrankung dieser Abbildung aufgefafit werden.

Bemerkung 2.3.12. Fir jede algebraische Erweiterung LI K3° ist
{(z™), € FrR: allex™ € L}

der Abschluf der perfekten Hiille von (¢ o Ap|kse|r,)(XKeo|r, (L)) in FrR. (In [Fon83] hatte
Fontaine noch eher mit diesen Korpern gearbeitet.)

Beweis. [Win83| 4.3.4] besagt in unserer Situation: {(z(™), € FrR : alle 2™ e L} ist in
FrR der Abschluf der perfekten Hiille des Bildes von Xpeo |, (L) unter Az xeo|s,-
Bezeichne immer noch ¢ : x — aP den (bijektiven!) absoluten Frobenius auf FrR, so ist fiir
jeden Teilkorper £ C FrR bekanntlich

o (E)

neN

die perfekte Hiille von F in FrR — aber auch, wie daraus folgt, von ¢*(E) fiir beliebiges i € Z.
Daraus folgt die Aussage. O

Die Normenkérperkonstruktion setzt (vgl. [Win83l 3.2]) die algebraischen Erweiterungen
von K§° (in K) in eine Aquivalenz zu den separablen Erweiterungen des Normenkérpers
X, (KG°): Sie alle sind in Xgeee| £, (K) enthalten, welchen wir in Konstruktion bereits
in FrR eingebettet hatten.

Noch genauer haben wir aber sogar eine iiber den Funktor Xp, bzaw. Xgeo|x, vermittelte

Isomorphie zwischen der absoluten Galoisgruppe von Xk, (K§°) und H, := Gal(K|Kg).
Wir stellen nun fest, dak unsere Einbettung gerade die in [Win83|, 3.1] konstruierte funktorielle
Wirkung von Hp, auf Xpeo|r, (K) in die nach Satz definierte Hg,-Wirkung auf FrR
iiberfiihrt.

Satz 2.3.13. Sei a € XKg°|K0(?) und h € Hg,. Dann gilt:

AR k01 (XK(‘)X’\K(h)(O‘)> =h (AF|K30|KO(O‘)>

Einfacher gesagt: A ist H-dquivariant.
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2 Konstruktion von E(K)

Beweis. Nach Definition ist o € X oo, (L) = Xk, (L) filr eine endliche Erweiterung L|Kg°,
welche 0BdA als galoissch angenommen werden kann (sonst gehe zur normalen Hiille {iber).
Nach dem Satz vom primitiven Element gibt es ein § € L mit L = K§°(). Setze fiir alle
n € Ny:
L™ := K{(9).
Wir sind dann in der Situation von Satz mit B, = K}, F=Fy=L°, F, = L", By, =
K§° und Fy, = Lg° = L. Nach .i und ii gibt es ein N € N, so daf L"|K{ galoissch mit
[L": K} = [L : K§°)ist fiir n > N. Fiir n > N gilt auferdem L"NK} = K. Da K™K}
zyklisch von Ordnung p ist, also keine Zwischenkorper aufier den beiden trivialen besitzt, wéire
sonst ndmlich KSLH C L™, folglich L™*! = L. Aus der oben gezeigten Gradgleichheit folgt
aber

[LnJrl . KSL-H] . [Kg—i-l . K(T)L] _ [Ln+1 . K(?)z] — [LnJrl . Ln] . [Ln . K(T)L]

N——
d p d

also genauer [L,; : L] = p. Anschaulich:

Ly
\
Ll
\
L2
N
? AN
N
N
? AN
N
N
2 N
b P P
LN LN-H LN+2 - L
d d d d
p—l g P 2 N __P N+41 P N+2 o0
Ko K} K2—————- KY I g+ I N+ S K§

Die (L"),>n bilden eine kofinale Teilmenge der von Wintenberger mit £k, bezeichneten
Menge der endlichen Erweiterungen von Ky in L.

Da h den Korper K§° punktweise fixiert und L {iber diesem galoissch ist, induziert h einen
Automorphismus von L, insbesondere gilt h(L) = h™!(L) = L; mit dem gleichen Argument
induziert h, das ja erst recht alle K fixiert, Automorphismen auf allen L™ fiir n > N.
Schlieflich sind alle L™ in der in [Win83), 3.1.1] betrachteten Menge &;, denn hier ist

h(L) ® L'=L®L"~L
Ln

Definitionsgeméf ist Xjeeo i, (h) () dadurch eindeutig festgelegt, dak an den Stellen zu den
Ko6rpern L™ mit n > N einfach h(agn) steht; anders gesagt, wirkt h an diesen Stellen direkt
auf den Eintrag.

Nun st jede Komponente von A rce| s, (XKSO‘ e (h)(a)) € FrR gemif, [Wing3, 4.2 und 4.2.1]
als Limes einer Familie von geeignet potenzierten Komponenten definiert. Da die (L"),>n
kofinal sind, reicht es, den Limes iiber diese zu nehmen, d. h. die k-te Komponente von
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2.3 Konstruktion nach Cherbonnier und Colmez (I' < Z,)

AL|K8°‘KO <XK8°|K0(h)(a)) ist von der Form

lim (h(O[Ln ) (geeign. p—Potenz)>

n—oo

Lregy

Da h stetiger Kérperautomorphismus ist, ist dies nichts anderes als

hl lim (a(selbe geeign. p—Potenz))
n—00 Lr LmeEy

und dies ist mit einem analogen Argument die k-te Komponente von h (A LIKS?| K(a)). O

Theorem 2.3.14. Ei(ef = (QSOAF\KgﬂK)(XKSO\K(F)) ist eine separabel abgeschlossene, sepa-
rable Erweiterung von Ex,. Sie lafit sich folglich auch charakterisieren als separabler Abschluf
von Eg, in FrR.

Die Hg,-Wirkung hierauf identifiziert Hy, mit der Galoisgruppe Gal(E}q(eﬂEKo).

Beweis. Der Satz [Win83| 3.2.3] sagt, dal Xgse |, (K) ein separabler Abschluf von X, (K§°)
ist und der Funktor Xk, die Galoisgruppe H g, mit Gal(X x|k, (K)| Xk, (Kg)) identifiziert.
Die Behau.ptung folgt dann durch Elnb.ettung in F'rR iiber ¢ o A?\Kgﬂl(o gemils Satz [2.3.10
Konstruktion [2.3.11f und Satz [2.3.13] Hierzu beachte man noch, daf der nur zur Normierung
gebrauchte Automorphismus ¢ von F'rR offenbar H g, -dquivariant ist. O

Bemerkung 2.3.15. Aus Bemerkung erhalten wir im Spezialfall L = K, daf FrR die
Vervollstindigung der perfekten Hiille von E;ff ist. Nach Theorem ist Efff separabel
abgeschlossen. Man folgert leicht, dofi dessen perfekte Hiille algebraisch abgeschlossen ist. Da
sie dicht in FrR liegt, ist auch FrR algebraisch abgeschlossen (vgl. etwa [Schi84l, Theorem

17.1]), wie wir in Bemerkung behauptet hatten.

Das Diagramm veranschaulicht die Situation:

XEK@O(‘) po AEK@O\K Vervollst. d. perf. Hille
K- - = Xgogo(K)-——-——-—-———— - Egl——————- > FrR
Hg, Xz koo (Hry) Hg, U
K§ = = = Xio(Bg%) = == === == = =~ > By~ = = {(z(M),, : alle 2 € Kg°}
Gry/Hrg
Ko

Dabei sind die ersten drei senkrechten Striche gewissermafsen identisch.

Bemerkung 2.3.16. In [CC99] wird vordergrindig nicht mit der hier benutzten Abbildung
¢ o A gearbeitet, sondern fir jede endliche Erweiterung K|Kq eine Abbildung i analog zu
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LK, (S. vor Satz definiert; das Ergebnis bleibt dasselbe. Dieses Vorgehen mag auf den
ersten Blick schoner erscheinen. Jedoch braucht man schon fir die Wohldefiniertheit von vy
mehr hohere Verzweigungstheorie, auf die wir hier verzichten wollen. Zudem wird auch dort an
entscheidender Stelle auf die Arbeit Wintenbergers verwiesen, und es ist anzunehmen, daf fir
einen genauen Beweis entweder die dortigen Beweise wiederholt oder aber diber kommutative

Diagramme wie in Satz[2.3.8 doch die A-Abbildungen genutzt werden missen.

Wir halten an dieser Stelle fiir spéteren Gebrauch schon fest, dals nicht nur Hp,, sondern
ganz Gy, auf Ep” operiert:

Satz 2.3.17. E;(ef ist stabil unter der in Satz definierten G- Wirkung auf FrR.

Beweis. Sei g € G und z1 € Esef, etwa mit Minimalpolynom
f(X) =X+ aq 1 X + ...+ ag € Ex,[X]. In E;P[X] geschieht eine Zerlegung

d

FX) =[x =)

i=1

mit paarweise verschiedenen xz;. Da nach Satz die Elemente von G als Korperautomor-
phismen, insbesondere injektiv, wirken, sind auch die g(z;) paarweise verschieden. g(x7) ist
also Nullstelle des separablen Polynoms H‘j:l(X —g(x:)) = X4+ glag_1) X 4 ...+ g(ag) €
FrR[X], welches wegen der Stabilitdt von Ex, unter G (Satz aber wieder in Fg,[X]
liegt. Folglich ist g(x1) separabel iiber Ef,. Die Behauptung folgt mit der Charakterisierung
von Ep als separabler Abschluf von Eg, in FrR. O

2.3.3 Die Korper Ex

Sei zunachst eine beliebige abgeschlossene Untergruppe H von Hg, gegeben oder, nach Ga-
loistheorie dquivalent, eine Erweiterung L|K§° in K mit H = Gal(K|L).

Satz 2.3.18.

i. (FrR)® = {(z™), € FrR : alle 2™ € L} ist der Abschluff der perfekten Hiille des

. Sei E;ff definiert wie in Theorem |2.8.14) Dann ist obiges Bild genau (E;ff)H, d. h. wir
erhalten durch FEinschrinkung den Isomorphismus

¢ o Apike|K,  Xkge|Ko(L) = (ExH

Beweis.

i. In der Gleichheit (FrR) = {(z™), € FrR: alle (™ e L} ist nur ,2% offensichtlich;
der Fixkorper CH kénnte groRer sein als der Abschluk von L = K" in C. Fiir die andere
Inklusion ist daher die Beschreibung von R als projektiver Limes nach zu nutzen,
wo die Repriisentanten in K gewihlt werden kénnen. Ist damit (nach Ubergang zum
Quotientenkorper) die Gleichheit etabliert, ist die Aussage bereits in Bemerkung
als Umformulierung von [Win83| 4.3.4] festgehalten worden.

Tatsichlich gilt aber auch C7 = I, vgl. [Ax70)].
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2.3 Konstruktion nach Cherbonnier und Colmez (I' < Z,)

ii. Geméf [Win83l 3.2.1 und 3.2.3] ist

CTS)

Die Behauptung folgt daher aus Satz [2.3.13| und Theorem [2.3.14

= Xkgo|rc (L)

O

Bemerkung 2.3.19. (E;ff)H = E;;f N (FrR)M 16t sich auch charakterisieren als der sepa-
rable Abschluf von Eg, in (FrR)" = {(z™), € FrR: alle ™ € L}.

Natiirlich ist Fg, = (E;;f)HKO. Wollen wir nun einer endlichen Erweiterung K|Ky (in K)
einen Teilkérper von E;ff zuordnen, so bietet sich an, die abgeschlossene Untergruppe

Hig =Gk ﬁHKO = Gal(F\KgoK)

von Hp, zu betrachten. Man beachte im iibrigen, daf mit K™ := K (ppn) und K := J, o5y K"
auch K'.K = K™ fiir alle n € Ny U {oo} ist; definitionsgemif ist Hx = Gal(K|K>).

Definition 2.3.20. Setze
EK\KO = (Eiff)HK

Beispiel 2.3.21. Ist K|Kj ein Teilkérper von K§°, so gilt Hx = H, und folglich Er x, =
FEk,.

Aus Satz [2.3.18]ii folgt sofort:

Satz 2.3.22. Ist K|Ky eine endliche Erweiterung, so ist E g, isomorph zu Xy ,(K*), dem
Normenkorper der Erweiterung K*°|Kj.

Weiter gilt:
Satz 2.3.23.

i. Seien K und L zwei endliche Erweiterungen von Ky, so daff K C L™ gilt (etwa wenn
schon K C L ist). Dann ist auch Exirky C ELk,; die Erweiterung ist separabel und hat
den Grad [Ep g, : Ex|k,) = [Hr : Hp] = [L*>°: K*] < [L: K].

it. Ist in obiger Situation L|K galoissch, so auch Er K, | Ex\k,, und die Galoisgruppe
hiervon identifiziert sich mit Hy /HJ, .

Beweis.

i. KCL>®= K*CL®= H,CHg = Egg, = (E‘;(ef)HK - (E‘;(ef)HL = Ep |k, Da
sich alles in (Ey”) abspielt, ist die Erweiterung separabel. Die (Un-)Gleichungen iiber
den Grad folgen aus der Galoistheorie (vgl. etwa [SuS88, Lemma 92.11]).

ii. L|K normal < G Normalteiler in Gk = Hp Normalteiler in Hx < Ep g, | Ex|x,
normal. Da nach i. diese Erweiterung zudem separabel ist, ist sie galoissch und die
Behauptung folgt nach Galoistheorie.

O
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2 Konstruktion von E(K)

Stérend mag noch die Abhéingigkeit von K erscheinen. Ublicherweise wird zu einem vorge-
gebenen lokalen Korper K mit Restkorper kg stets K als der Quotientenkdrper von W (kg ),
also als der maximale absolut unverzweigte Teilkdrper von K gewihlt. Der folgende Satz und
dessen Corollar zeigen, dals dies nicht allzu willkiirlich ist.

Satz 2.3.24. Ist Fy|K( eine unverzweigte endliche Erweiterunyg, kp, der Restklassenkorper
von Fy, so ist Bk, = kr,((e — 1)) C FrR.

Beweis. Hp, fixiert kg, C kEcC FrR (vgl. iii)7 d. h. kp, € ER|k,; also auch
kFO'EKO == kpok((e - 1)) Q EFO\KO (23)

Andererseits ist kg, .k((e — 1)) = kg, ((e — 1)), und dieser Koérper hat iiber Ex, den Grad

Zweigt 2323
kp, k] 2 By Ko > [Bry ik, ¢ Ex)
Es muf also in (2.3 schon Gleichheit gelten. O]

Corollar 2.3.25. Sei Iy ein Zwischenkéorper der endlichen Erweiterung K| Ko, welcher absolut
unverzweigt ist; d. h. Fy ist von der Gestalt Quot W (kg,) mit einer endlichen Erweiterung
kFo‘k Dann st EK‘KD = EK‘FO'

Beweis. Indem wir alle Konstruktionen analog fiir Fy, kg, und die Erweiterung F§°|Fy durch-
fithren, erhalten wir Ep, = kp,((e — 1)) C FrR. Dies ist nach Satz auch der Korper
Ery|k,, der eine separable Erweiterung von Ef, ist. Insbesondere sind geméf Theorem
die Korper Ep” und By identisch. Zudem gilt wegen Fy C K die Gleichheit K§°.K = F*>*.K,
also Gal(K|K§°.K) = Gal(K|F>.K) und damit

EK\KO _ (E}S(Ef)Gal(f|K8°.K) — (E;Zp)Gal(f\FOO,K) — EK|F0

Sei also ab jetzt K ein beliebiger lokaler Korper mit Restklassenkorper k und
Ko = Quot(W(k)) C K. Wir verzichten von nun an in der Bezeichnung auf Kj:

Definition und Bemerkung 2.3.26. Setze Ex := Eg g,
Ist K eine endliche Erweiterung von Qj, so ist gemif Corollar [2.3.25| auch Ex = Eg|q,. (So
wird der Korper in [CC99] eingefiihrt.)

Wir moéchten Ek als lokalen Kérper noch expliziter beschreiben. Fiir absolut unverzweigtes
K ist Ex = k((e—1)). Satz liefert bereits ein wenig Struktur fiir den allgemeinen Fall:
Ej ist jedenfalls eine endliche separable Erweiterung von k((e — 1)), also von der Gestalt
[((T)) mit einer endlichen Erweiterung [/|k. Genauer:

Satz 2.3.27. Es ist Ex = k™ ((7k)), wobei

— k*° der Restklassenkirper von K*°, und
[Hr, : Hk]
(k> : k] 7

- 7 Nullstelle eines (separablen, irreduziblen) Eisensteinpolynoms vom Grad e :=

d. h.
Xt a1 X+ .+ a1 X +ag € (K[le —1]]) [X]

mit (e — 1)|a, (e — 1)%{ ag ist.
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2.3 Konstruktion nach Cherbonnier und Colmez (I' < Z,)

Beweis. Es reicht, die Behauptung iiber k£*° zu zeigen. Dann ist ndmlich [£*° : k] der Trég-
heitsgrad der Erweiterung Ex|Fk, (die nach Satz Grad [Hg, : Hi] hat), d. h. e ist der
Verzweigungsindex und k°°((e — 1)) die maximale unverzweigte Teilerweiterung von Ex|Ek,.,
und die Aussage iiber Tk folgt etwa aus [Ser68, chap. I, § 6, prop. 17 und 18].

Sei also I der Restklassenkorper von Ex und zeigen wir [ = k*°. Wie schon bemerkt, ist [
jedenfalls eine endliche Erweiterung von k und liegt insbesondere in k C FrR. Genauer ist

l=kn(Frr)"s = g

wobei Hy¢ auf k zuniichst wie in Satz[2.2.2liii und Satz[2.2.5| wirkt. Man iiberzeugt sich aber mit
diesen Sitzen leicht davon, dak die Wirkung auf k tatsichlich dieselbe ist wie diejenige, die von
der Hy,-Wirkung auf K auf k = Oy /m induziert wird. Folglich ist [ der Restklassenkorper
von K also k. (Alternativ kénnte man schlicht auf Satz sowie [Win83|, 2.1.3.(ii)]
verweisen, wonach der Restkorper des Normenkérpers X, (K°°) genau k*° ist.) O

Corollar 2.3.28. Definiere in obiger Situation F = Quot(W (k>)), die mazimale unver-
zweigte Teilerweiterung von K*°|Kqy. Dann ist e = [K*° : F>°].

Beweis. Esist ' C K eine endliche Erweiterung von Ky, also ist nach Satz[2.3.23| (Vorsicht:
umgekehrte Bezeichnungen) [Ex : Ep] = [K* : F*°]. Wegen Satz [2.3.24] ist andererseits
Er = k*((e — 1)), also nach dem letzten Satz e = [Ex : Er|. O

Beispiel 2.3.29. Daf der Restklassenkérper von Ey tatsdchlich grofker werden kann als der
von K, zeigt etwa das Beispiel K = Q3(v/3), k = F3, Ky = Q3. Da nimlich @ eine
primitive dritte Einheitswurzel ist, ist

K' = K(us) = Kg.K = Q3(V3,V=3) = Q3(v3,V-1)

Folglich enthélt K (u3) die vierten Einheitswurzeln und damit eine echte unverzweigte Erwei-
terung. Indem man etwas mit den Korpergraden, Trigheitsgraden und Verzweigungsindizes
hantiert, erhélt man: Zwar ist K|K( (wie stets) rein verzweigt, aber

—fiir 1 <n < oo ist K"K unverzweigt vom Grad 2 = [Hg, : Hg];

~ K®| Ky = Q3(u3)(v/3)|Q3 hat als maximale unverzweigte Teilerweiterung
F =Q3(v—1) = Quot(W(Fg)) C K(u3)

Es folgt Ex = Fg((e — 1)). Also ist auch Fx|Eg, unverzweigt, und Ex hat ebenso wie
K = F*° Restklassenkorper £ = Fg.

Bemerkung 2.3.30. In [CC99, Remarque 1.1.2.ii)] ist héchstwahrscheinlich (in unserer No-
tation) F'= K NQp" und damit unser obiges I' gemeint. Selbst mit dieser Anderung ist der
dortige Beweis unschén; ohne sie ist er falsch.

Die Gradgleichheit stimmt zwar in beiden Fillen: Fir F' = KN Qp" (d. h. F' = Ky) ist sie
wegen der Bemerkung in [2.3.26] mit Satz[2.5.23 allerdings beinahe trivial. Fir das abgeinderte
F=K>*nNQy" haben wir sie in Comllar gezeigt.

Aber der in [CC99] gegebene Beweis, genauer der Satz ,Ceci implique que vgp(ix(w)) =
mv,@(ﬂ)“ ist nur richtig, wenn die Erweiterung K°°|F> rein verzweigt ist. Dies stimmt
definitionsgemaf fiir unser gedndertes F', aber im allgemeinen nicht fir Ko, wie etwa obiges
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2 Konstruktion von E(K)

Beispiel zeigt. In [loc. cit., Proposition V.2.4.] scheint der Tippfehler beseitigt zu sein. — Im
ibrigen kommt unser Beweis ohne die im allgemeinen Fall nicht gegebene lokale Kompaktheit
von K aus und ist zumindest nicht weniger konstruktiv.

2.3.4 Die Operation von I

Kommen wir schlieflich zur Wirkung von G auf E.

Vorab: Nach Galoistheorie ist K*°|K = K§°.K|K galoissch, und die Galoisgruppe ist iso-
morph zu Gal(K§°|K§° N K), welche wiederum (algebraisch und topologisch) isomorph zu
einer offenen Untergruppe U C Z; ist. Anders gesagt, ist Hy Normalteiler in G, und
Gg/Hig =: Tk ,ist“ eine offene Untergruppe U C Z, . Das Diagramm faft die Situation
zusammen:

Satz 2.3.31. Ei ist stabil unter der in[2.2.9 definierten Wirkung von Gx < G, .

Beweis. Sei g € Gk, x € Ek. Definitionsgeméh ist Ex = (E;;S)HK; nach [2.3.17]ist jedenfalls
gr € E;ﬁf Sei nun h € Hg beliebig. Da Hy Normalteiler in G ist, existiert ein b’ € Hx mit
hg = gh'. Es folgt

xE(E;;é’)HK

h(gz) = (hg)x = (gh")z = g(W'z) = gz
Also ist gz € (ER?)< = Ek. O

Definitionsgemafs wirkt dabei Hy trivial. Mit Satz folgt:

Satz 2.3.32. Die Wirkung von Gx < Gk, definiert (nach Einschrinkung und Quotientenbil-
dung) eine stetige Wirkung von I'c auf Fi.

Beispiel 2.3.33. Ist mit den Bezeichnungen von K = K{ fiir ein n € Ny, so ist

Exp = k((e—1)) 2327 und2:33)
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2.3 Konstruktion nach Cherbonnier und Colmez (I' < Z,)

Zy ~17/(p—1) x (1 +pZp, -) fallsn =0

Ign = Gal(K°|KY) ~
Kp (K5~ Kg) {(1+pnzp7 ) fallsn > 1

Hier lat sich die Wirkung mit [2.2.10| sogar explizit angeben: Sei v € I'kp, dann ist y lk= idy
und (e) = X9 oder mit T := € — 1:

AT) = (14+ T -1

wobei g € Gkn C Gk, ein Lift von v und x der zyklotomische Charakter ist. Dieser ist
aber gerade so gemacht, dafl er zu den oben angegebenen Isomorphismen ,pakt‘. Das heifst:
Identifizieren wir ', = Z, und fiir n > 1 I'gp = (1 + p"Zy, -), so ist die Wirkung durch
Y(T) = (1+T)7 — 1 gegeben.

Wir sehen an diesem Beispiel, wie ein Teil der Information in der Gestalt von Exp codiert
wird, ein anderer in der Operation von I'kp.

Man beachte noch, dak zwar fast alle I'kn als topologische Gruppen isomorph sind: Vermd-
ge des p-adischen Logarithmus und Division durch eine geeignete p-Potenz ist I'kp ndmlich
fir n > 1 (fiir p # 2) bzw. n > 2 (p = 2) topologisch und algebraisch zu (Z,,+) isomorph.
Entscheidend ist aber, dak die Operation jeweils eine andere ist, wie man an der obigen mul-
tiplikativen Schreibweise sieht.
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2 Konstruktion von E(K)

2.4 Konstruktion nach Fontaine (I' = (Z,, +))

Die Konstruktion in [Fon90] unterscheidet sich in einigen Nuancen von der bisher dargestellten.
Sie laft sich aber mit den nun vorliegenden Ergebnissen leichter durchfiihren, weswegen sie
hier im Anschlufs dargestellt wird. Die konstruierten Korper werden wir wie Fontaine mit
E(K) bezeichnen.

Im wesentlichen wird (fiir p # Z)EI der Korper K§3°, der durch Adjunktion aller p-Potenz-
Einheitswurzeln zu Ky entsteht, durch die darin enthaltene zyklotomische Z,-Erweiterung
ersetzt, die wir wie Fontaine mit K, bezeichnen. Dies fiihrt insbesondere dazu, daf die Gruppe
I stets (Zp,+) statt eine erst zu bestimmende Untergruppe von Z}f ist. Die besondere Form
der Z,-Erweiterung macht einen Trick moglich, der in der zu Satz analogen Aussage
eine Gradgleichheit [E(L) : E(K)] = [L : K] erzwingt.

2.4.1 Die zyklotomische Z,-Erweiterung

Wir hatten oben Gal(K§°|Ko) als Z) ~Z/(p — 1) x (Zp, +) bestimmt. Die zyklische Unter-
gruppe 1kt sich folgendermaken beschreiben: Fiir a € F(~ Z/(p — 1)) sei [a] der Teichmiil-
lerreprasentant in Z,, d. h. fiir einen Lift @ € {1,...,p — 1} diejenige (p — 1)-te Einheitswurzel,
welche modulo p kongruent zu a ist. Fiir n € Ny wahle m als einen Reprasentanten in Z von
[a] modulo p™. Dann definiert

Gam + € 1 (eI

einen Ko-Automorphismus von K. Diese sind miteinander vertréglich, ergeben also eine Au-
tomorphismus

9o : K§° — K§°

Die g, fixieren (viel mehr als) Ko, liegen also in Gal(K§°|Ko); offenbar ist )\ — Gal(K§°|Ko)
(a — gq) ein injektiver Gruppenhomomorphismus. Die g, bilden daher genau die gesuchte
Untergruppe, denn (Z,, +) ist torsionsfrei. Sei

Koo 1= (Ko)oo 1= (K3°)F?

der zugehdrige Fixkorper. Nach Galoistheorie ist also Gal(K§°|K«) = ) und Gal(K|Ko) =
(Zyp, +). Aus naheliegenden Griinden heifit K, die zyklotomische Z,-Erweiterung (von Kj).

Bemerkung 2.4.1. Da die offenen Untergruppen von (Zy,+) genau die (p"Zy,+), n € Ny
sind, gibt es in K fir jedes n € Ny genau eine endliche Teilerweiterung K,,|Ko vom Grad p",
und umgekehrt ist jede endliche Teilerweiterung eines dieser K,,. Wir haben einen Korperturm
Ko C K1 C ..., und es gilt Koo = U,,cny K. Fiir alle n,m € No, n > m ist K,|Kp, zyklisch
vom Grad p"~™. Die gesamte Erweiterung Koo|Ky ist rein verzweigt.

Wegen [Win83|, 1.2.3.(ii)] 145t sich auch zur Erweiterung K| Ko der Normenkdrper X g, (Koo)
bilden. Wir werden ihn in Xg, (K§°) und dann in Fg, wiederfinden. Zur Orientierung moge
vorab das folgende Diagramm dienen:

3Piir p = 2 benutzt auch Fontaine K5°. Im folgenden sei der Fall p = 2 stillschweigend ausgeschlossen.
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2.4 Konstruktion nach Fontaine (I' = (Zp, +))

FrR
U
$oNgoo |k
X (KS°) ———  Ex,(= E(K}))
u [2-310) u
Xy (1) . ~
Xieo(Koo) —2 Xieo(i) (Xio(Koo))  — E(Ko)

~

2.4.2 Der Korper E(Kj)

Satz 2.4.2. Seii: Ko — K{§° die Inklusion. Dann ist Xg, (1) (Xk,(Koo)) der Fizkorper von
{XKo(ga)la € Fy} in Xieo (Kg°).

Beweis. Folgt aus [Win83| 3.1.2] mit K = Ko, 7 =i, L = Ko, L' = K§°. O

Die Wirkung der Xg,(gq) auf Xg,(K§°) lakt sich ebenfalls mit [Win83, 3.1.1|, diesmal mit
T =gq, L=L =1L = K{°, leicht beschreiben:
Fiir die dortigen E’ kénnen wir die K nehmen, denn sie erfiillen K§° @ K = K§°, und die
Kn

0
Familie (K§)nen ist kofinal in der Familie der Teilerweiterungen von K§°|Ky. Dann ist die

Operation auf € durch
(X (90) ((€™)ry ) = ()
Ky
gegeben, wihrend X, (gq,) auf dem Restklassenkérper k bzw. dessen multiplikativem Ver-
tretersystem in X g, (K§°) (vgl. [Win83, 2.1.2]) trivial wirkt, denn alle Komponenten dieser
Vertreter liegen in Kj.
Noch einfacher iibersetzt sich die Wirkung nach Einbettung in F'rR:

Lemma 2.4.3. Seia € IE‘;. Dann st

<¢ ° AK3°|K0) ((XKO (ga))(ﬁ(n))Kg) — lal

Beweis. Dies folgt aus dem vorher gesagten in Verbindung mit Satz[2.3.8|und der Bemerkung
2.2.9 O

Da die Xk,(gq) Kérperautomorphismen sind, haben wir mit diesem Lemma die zugehéorige
Operation von F) = Gal(K§°|K«) auf Fx, = k((e — 1)) C FrR vollstindig beschrieben:
e wird auf €l abgebildet, k wird fixiert. Die induzierten Kérperautomorphismen sind wegen

la] € Z,5 und Corollar [2.2.11f zudem isometrisch. Mit Lemma [1.1.14f folgt:

Theorem 2.4.4. Setze E(Kg) := (Ex,)¥ und S(Ko) := (Sk, ) .

Dann ist E(Ky) ein lokaler Korper, enthdlt k als Vertretersystem seines Restklassenkérpers,
und ist (iber ¢ o Afcee iy © Xk, (1)) isomorph zum Normenkdrper der Erweiterung K| Ko.
Die Erweiterung Er,|E(Ko) ist rein verzweigt und galoissch mit Galoisgruppe Fy.

Fiir Ek, hatten wir € — 1 als uniformisierendes Element mit vp,p(e — 1) = p%l. Nach dem
letzten Satz taugt daher jedes Element von E(Kj) mit Bewertung p als uniformisierendes
Element fiir F,. Ein solches lafit sich konkret angeben:
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2 Konstruktion von E(K)

Definition und Lemma 2.4.5. Setze

mo(€) := Z el

acky

Die Abhdingigkeit von € unterschlagen wir im folgenden.
7o ist ein uniformisierendes Element von E(Ky), d. h. S(Ko) = k[[70]] und E(Ky) = k((7)).

Beweis. Definitionsgemdh ist 7o = 14T, |5(k,) (€), liegt also in E(Kp). Weniger simpel ist
die Berechnung der Bewertung;:

Behauptung: vp,g(7To) = p.

Beweis: Setze ¢ := ¢ und ¢ := ¢?) | so daR also €” = ¢. Rechnen wir modulo (1—¢) D (p), so
vertauscht das Potenzieren mit p-Potenzen mit Summenbildung. Identifizieren wir {0, ...,p—1}
mit ), so erhalten wir fiir die zweite Komponente von 7y:

p—1
77 =3 el mod (1-¢)
i=0
Wegen [i] = i mod p sowie 1 — (¥ = 0 mod (1 — () fiir alle k € Z,, ist

g ¢l —¢i(1— ¢ )= 0mod (1-¢)
also

p—1
7?(()2) = Zfi mod (1 — ()
i=0

Nun ist aber in O¢

p—1
N (81 e L1 1

also wegen vo(1 —¢) = 1/(p — 1) > 1/p und der strengen Dreiecksungleichung (bzw. dem
daraus folgenden ,Maximumsprinzip*) auch

Mit Satz iv folgt vprg(7o) = p? - ]lo =p. 0

2.4.3 Die Korper E(K)

Wir konnen jetzt Konstruktionen analog zu [2.3.11|durchfiihren. Man beachte hierfiir noch, dafs
tatsachlich AK8°|K0 |XKO(K00): AKOC‘KO (Vgl [Wll’l83, 431] mit I/ = Kgo, L= K007 Ki = K&,
wegen K§. Ko = Kg° ist ¢%' = 1). Wir setzen also

gbOA?‘KOO‘KO :XKoo‘KO(F) — FrR

als Fortsetzung von
P oAk Kyt Xko(Koo) = E(Ko)

Statt Hy, = Gal(K|K§°) haben wir jetzt natiirlich H(Kj) := Gal(K|K) zu betrachten.
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2.4 Konstruktion nach Fontaine (I' = (Zp, +))

Satz 2.4.6 (vgl. Satz[2.3.13)). ¢OAfIKoo|Ko iiberfiihrt die Wirkung von H(Ko) auf X |k, (K)
mn die auf FrR gemdff]2.2.5 definierte.

Beweis. Analog zu wobei nun nicht mehr die Kreisteilungskérper Kj = Ko(upm),
sondern die jeweils eindeutigen Zwischenkorper K,, der Z,-Erweiterung K |Ko vom Grad
p" zu benutzen sind. Auch hier ist K, 11|K, zyklisch vom Grad p. Entsprechend ist L,, :=
K, (0) = Ly.K,, zu setzen. Fiir hinreichend grofse n ist wiederum L,|K, galoissch, der Rest
des Beweises funktioniert entsprechend. O

Theorem 2.4.7 (vgl. Theorem [2.3.14). Xy x,(K) ist (iiber ¢ o A?IKOOIKO) isomorph zu
E(K()*P, dem separablen Abschlufi von E(Kp) in FrR. Die Wirkung von H(Ky) hierauf
identifiziert H(Ko) mit Gal(E(Ky)*P|E(Ky)).

Man beachte: Da E(Kj)|FEk, separabel ist, ist E(K()*? identisch mit dem zuvor betrach-
teten B

Wir konnten so fortfahren und analog zu Definition zu jeder endlichen Erweiterung
K| Ky die Gruppe H(K) := H(Ky)NGg = Gal(K|Kw.K) und einen Kérper (E(Kq)*e?)H )
definieren, der Eigenschaften analog zu denen in Satz hat. Wir kénnen aber durch Ab-
dnderung der Konstruktion eine dortige Unschonheit beseitigen.

Wir sind in der Situation von Satz iii (mit F =K, E, = K, und Fyy = K«.K), denn
nach Bemerkung ist (Koo NK)|Kp als endliche Teilerweiterung von Ko |K von der Form
K, fiir ein r € Ny; ihr Grad iiber Ky ist p". Zudem ist K, |K, sogar fiir alle n > r galoissch.
Nach jenem Satz haben daher im Kd&rperdiagramm

K
N\
AN

|
|

H(K) : .

|

|

K. K \ Gk

Ky

die linke obere und rechte untere Erweiterung denselben Grad}

‘den [Her98], S. 570, dx nennt, worauf aber auch ein Druckfehler folgt; in seiner Notation miifte dort entweder
[Koo : (Ko0)oo] (hier die Erweiterung oben links) oder [K : K N (Koy)oo) (unten rechts) stehen.
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2 Konstruktion von E(K)

Es folgt:

Definition und Lemma 2.4.8. Definiere r(K|Kg) durch die Gleichung [Koo N K : Ko| =
p"EIK0) - Dann ist

p ) [(B (o)) 1) B(Ko)] = [K : Kol
Beweis. Wie gesagt ist wegen Satz [2.1.2]iii
(KooK : Kool = [K : Koo N K]

und damit
(B(Fo)*P)HU) . B(Ko)] - pr 1K) = [K K+ Koo] - pK1K0)

= [K: Koo NK] [Koo N K : K| = [K : Ko

Definition 2.4.9. Setze
H(K)
B(K]|Ko) = 7" 510 ((B(K0)* ) ) = (97 KIK0) (k) ) )" ¢ PrR

Bemerkung 2.4.10. Sei wieder K} = Ko(up) (in [Fon90] auch mit K|, bezeichnet). Wegen
K NKoo = Ko ist (K3 Ko) = 0. Zudem ist H(K}) = Gal(K| K. Koo) = Gal(K|K®) = Hp,.
Folglich ist E(K}) = Ex, = k((e — 1)).

(E(Kp)*P)H(K) ist jedenfalls eine endliche Erweiterung von k((7g)), also selbst von der
Form [((T)) fiir eine endliche Erweiterung [|k; mit k ist auch [ perfekt. Der Korper E(K|Kj)
ist dann von der Form I((¢)) mit T = o IE0)
I((T)) vom Grad pr(K1Ko),

Satz 2.4.11 (vgl. Satz[2.3.23)).

i. Sind K C L zwei endliche Erweiterungen von Ky, so gilt E(K|Ky) C E(L|Ky). Die

Erweiterung hat den Grad [E(L|Ky) : E(K|Ky)] = [L : K]; ihr Inseparabilitatsgrad ist
p(r(LIKo)—r(K|Ko))

, d. h. eine rein inseparable Erweiterung von

it. Ist in obiger Situation L|K galoissch, so ist E(L|Ky) | E(K|Ko) normal, und
Auwt(E(L|Ky) | E(K|Ky)) identifiziert sich mit H(K)/H(L).

Beweis.

i. Wegen H(L) C H(K) ist wieder (E(K)*P)1(K) C (E(K)*P)" ) und wegen r(L|Ko) >
r(K|Ky) folglich

E(K]|Ko) = ¢~ 150 (ko)) 109 € ¢ HE0) (ko)) 1)) = B(L|K)

Wir zerlegen die Erweiterung E(L|Ky) | E(K|Kp) nun wie folgt:
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2.4 Konstruktion nach Fontaine (I' = (Zp, +))

E(L|Ko)

¢_(T(L|K0)—T(K\Ko)) ((Zg—r‘(’KKo) ((E(Ko)sep)H(L)))
U
¢—T(K|K0) ((E(Ko)sep)H(L))
U
¢—7‘(K\K0) ((E(Ko)sep)H(K))
|
E(K|Ko)

Die untere Erweiterung ist separabel und hat denselben Grad wie (E(Kg)*®?)# (L) iiber
(E(Ko)*?)H ) Dieser ist

(B(Eo)*P)" ™) : E(Ko)) mzm [L: Ko] pr "5 L : K]

(B(Ko)P)AK) : B(Ko)] (K : Ko prKo) — prZlKo)=r(K[Kq)

Die obere Erweiterung ist rein inseparabel und hat genau den Grad p’(E1Ko)—r(K[Ko)
woraus die Behauptung folgt.

7

ii. Nach Annahme ist H(L) in H(K) normal. Aus dem Beweis von i. folgt
Aut (E(L|Ko) | E(K|Ko))
= Gal (7 (KIF0) (B (10 ) D) | B(K|Ko)) = H(K)/H(L)

O

Ist F'|Ky unverzweigt, so gilt (da alle K, iiber Ky rein verzweigt sind) F N Ko, = Ky und
folglich 7(F|Kp) = 0. Da die Aussagen von Satz [2.3.24] und Corollar [2.3.25| sich iibertragen,

kénnen wir auch hier ohne Bedenken fiir K dessen maximalen absolut unverzweigten Teilkorper
K als ,Basis* wihlen und E(K) := E(K|Kj) setzen. Unter Beriicksichtigung der Abéanderung
durch r(K|Ky) erhalten wir:

Satz 2.4.12 (vgl. Satz[2.3.27). Es ist E(K) = keo((z? ")), wobei
— koo der Restklassenkérper von K. K, und

[Hk, : Hk]
[koo : K]

- i Nullstelle eines separablen Eisensteinpolynoms vom Grad e :=

. d. h

X+ ae_lXe_l + ..+ a1 X + ag € (koo[[Fo]]) [X]
mit frg\ai, 7~T(2)J[GO ist.

Schliefslich haben wir auf F(K) wiederum eine stetige Wirkung von I'(K) := Gg/H(K).
Diese Gruppe ist nach Galoistheorie (vgl. das Diagramm vor [2.4.8)) isomorph zu (p"K1K0)7,, 1)
und damit zu (Z,, +) selbst.

Beispiel 2.4.13 (vgl. Beispiel [2.3.33)). Betrachte fiir n € Ny einerseits die Kreisteilungskorper

Kf = K = Ko(j)
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2 Konstruktion von E(K)

andererseits die in Bemerkung eingefiihrten
K,, = Zwischenkorper von K |Ky vom Grad p"

Zunéchst erhalten wir im Spezialfall n = 0 {iberall unseren Ausgangskorper Ky sowie natiirlich
r(Ko|Ko) = 0, also
E(Ko) = k((70))

Sei nun n > 1. Man kann zeigen: K N Koo = Kp,—1 und K = K,,_1.K}; die Erweiterung
K§|Ky—1 ist zyklisch vom Grad p — 1. Wir haben folglich

r(K§|Ko) = r(Kny—1]Ko) = p" !

Fiir die K, ist wegen K,, C K
H(Kyn) = H(Ko)

also _
E(Kn) = ¢ " (k((70))) = k(75 ) (2.4)
Fiir die Kreisteilungskorper ist dagegen K. K = K§° und somit
H(K}) = Gal(K|K}l.K,) = Hg,

Das bedeutet:
B(Kf) = ¢! <(E;§5)HKO> =~V (k((e — 1)) = k(((e= 1) (25)

(Bemerkung [2.4.10] hielt dies fiir n = 1 fest.) Schlieklich 146t sich auch die Wirkung von I" auf
diesen Korpern wieder recht leicht beschreiben: Sie ist auf k trivial, und es gilt

v(€) = X9

bzw. wegen 7o = 1 + TTEKO|E(KO)(6)I

(7o) =1+ TTEKO\E(KO)(GX(g))

fiir einen Lift g € Gk, von 7, wobei x wieder der zyklotomische Charakter ist. Da I' {iber
Korperautomorphismen wirkt, ist die Wirkung damit eindeutig festgelegt.

2.4.4 AbschlieBende Bemerkung

Die Konstruktion nach Cherbonnier und Colmez wirkt etwas sympathischer. Auch Fontaine
nutzt sie in seiner Konstruktion, aber er betreibt zusitzlichen Aufwand, um als Gruppe I stets
(Zyp,+) zu erhalten. Dies mag leichte Vorteile haben, funktioniert aber im Fall p = 2 ohne
weitere Abénderungen nicht. Im {ibrigen hat man I' = (Z,,+) auch nach Cherbonnier und
Colmez, wenn wir uns auf Kérper K beschrénken, welche die p-ten Einheitswurzeln enthalten.
Ubrigens nutzt [Her98| zwar wie Fontaine die Z,-Erweiterung Ko, verzichtet dann aber auf
die Angleichung der Erweiterungsgrade durch den Automorphismus ¢. Andererseits erzwingt
er I' = (Zp, +) auch fiir p = 2.

Die Normenkorperkonstruktion funktioniert fiir sehr viel mehr Erweiterungen als K°° und

K ; diese sind aber gewissermafen Standardbeispiele und liefern hier insbesondere eine recht
einfache Gruppe I'.
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3 Konstruktion von &£(K)

Im vorigen Kapitel haben wir zum lokalen Kérper K der Charakteristik 0 einen lokalen Kérper
E(K) in Charakteristik p konstruiert, dessen absolute Galoisgruppe sich zumindest mit einer
groken Untergruppe H der absoluten Galoisgruppe von K identifiziert. Wir méchten nun zu
diesem Korper E(K) besondere Korper £(K) und &,, konstruieren, welche die Anforderungen
aus erfiillen, dabei aber die zusétzliche Information iiber die Wirkung von ganz G (statt
nur H) erhalten.

Wir werden die Theorie zu Beginn recht allgemein halten. Wir setzen die Theorie der
Wittvektoren voraus, wie sie in [Schn07, Kapitel 5] oder [AC| chap. IX] dargestellt wird,
und iibernehmen auch die dortigen Notationen, etwa S, und P, fiir die die Addition und
Multiplikation definierenden Polynome, ®,, fiir das n-te Wittpolynom, und fiir m € N ist
Vin(R) := {(z0, 21,...) € W(R) | g = ... = Zp—1 = 0}, Wi(R) = W(R)/V,;n(R).

3.1 Schwache Topologie auf Wittvektoren

In diesemn Abschnitt sei (&, |-|) ein bewerteter Korper der Charakteristik p, der vollstandig]|
und perfekt ist, A := {z € R | |z| < 1} sein Ganzheitsring, mg := {z € A | |z| < 1} dessen
maximales Ideal. Mit R ist auch der topologisch abgeschlossene Unterring 2 Integrititsbereich
der Charakteristik p, vollstindig und perfekt, d. h. der auf 2 eingeschrinkte Frobenius 2 —
A, a — aP ist bijektiv (denn a € A & aP € A fiir a € K). In der spiteren Anwendung wird
RA=FrR, 2 = R sein.

Satz 3.1.1. W(R) ist ein vollstindiger DBR der Charakteristik 0 mit Primelement p; sein
Quotientenkorper entsteht durch Adjunktion eines Inversen zu p. Es gilt p"W(R) = V,(K)
fiir alle m > 1. Die Einheitengruppe ist W (R)* = {(xo,21,...) € W(R) | 2o # 0}.

W), den wir mit dem Unterring {(zo,x1,...) € W(R) | alle x; € A} identifizieren, ist ein
Integrititsbereich der Charakteristik 0 mit genau einem mazimalem Ideal myy gy = T(mg) +
Vi(20), in dem das Primideal Vi () = pW (1) echt enthalten ist. Die Einheitengruppe ist

W(@R)* = W)\ myy ) = {(zo,1,...) | |zo] = 1}.

Beweis. Bis auf die Aussage iiber das maximale Ideal und die Einheitengruppe von W (2() sind
dies alles bekannte oder offensichtliche Tatsachen aus der Theorie der DBR und Wittvektoren.
Jene Aussage zeigen wir im folgenden Lemma in noch einmal verallgemeinerter Form. O

Lemma 3.1.2. Ist A ein Ring der Charakteristik p mit genau einem maximalen Ideal my =
A\ A%, so besitzt W(A) ebenfalls genau ein mazimales Ideal

= {(zo,x1,...) EW(A) |zg eEmy} ={z € W(A) | pr(z) €my}
= 71(my)+ Vi(A)
und es ist W(A)* = W(A) \ my(a)-

'Die Vollstindigkeit brauchen wir erst ab Satz[3.1.11

My (4)
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3 Konstruktion von £(K)

Beweis. Die Beschreibungen der Menge myy(4) sind offenbar dquivalent; daf sie ein Ideal ist,
folgt etwa in der ersten Beschreibung unter Benutzung von Sy = Xg + Yy und Py = XoY)
daraus, daf my4 ein Ideal ist. Es reicht nun zu zeigen, dak alle Elemente von W (A) \ myy (4
Einheiten in W (A) sind, denn dann ist obiges Ideal offenbar das einzige maximale. Ein solches
Element

(zg,x1,...) it zg € A

bringen wir durch Multiplikation mit 7(z;') und [Schn07, Satz 5.14] auf die Form
(17 07 O’ ) =+ (Oa Y1,Y2, )

also lyy(a) +y mit y € V1(A). Es geniigt nun, ein Inverses hierzu zu finden. Dies ist die
geometrische Reihe Y20 (—1)"y’, der wir formal genau folgenden Sinn geben: In

HmW (A)/Vi(A)"

liegt offenbar das Element

n—1

O _(=1)'y + Vi(A)")n

=0
welches invers zu (1y(a) +y + V1(A)")n ist. Wegen char(A) = p ist aber die Abbildung

W(A) — LW (4)/ Vi (4)"

z = (z+Vi(A)")n

ein Isomorphismus (vgl. [Schn07, Satz 5.22.ii.] nur unter Benutzung von [ibd., Satz 5.19.iii.
und iv.]), d. h. das Urbild des obigen Elements ist invers zu 1y 4y + y. O

Ist ibrigens im speziellen A ein Kérper, myg = 0, so ist dieses Lemma ein Teil der Aussage
von [Schn07), Satz 5.22.i], an dessen Beweis wir uns angelehnt haben.

Wir halten noch einige allgemeine Tatsachen iiber die Additions- und Multiplikationspoly-
nome fiir Wittvektoren fest:

Lemma 3.1.3. Fir alle n € Ny gilt:

1. Die P, sind Summen von Monomen, in denen jeweils mindestens ein Xy und minde-
stens ein Y fiir gewisse k.l < n vorkommi. Anders gesagt, sind sie als Elemente von
Z[Xo, ..., Yy, ...] kongruent zu 0 modulo (Xg, X1, ...) und modulo (Yy, Y1, ...).

.
Pu(X0,0,...,0,Yp, Y1, ..., Y,) = X2y,

(Links ist X1 = ... = X,, = 0 gesetzt worden.) Ist B ein beliebiger Ring und {b,a; | i €
No} C B, so gilt folglich in W(B):

7(b) - (ao, a1, az,...) = (bao,bpal,bp2a2, )

iwi. Sp = X, mod (Yo, Y1,...).

w. Sy, und P, haben als konstanten Term 0.
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3.1 Schwache Topologie auf Wittvektoren

Beweis. iv. folgt aus i. und iii. Die Aussagen i. bis iii. lassen sich jeweils induktiv beweisen.
Als Beispiel beweisen wir iii.:

Der Induktionsanfang ist wegen Sy = Xo + Y trivial. Sei also n > 1 und die Behauptung fiir
0,...,n — 1 bewiesen. Aus dieser Induktionsannahme folgt insbesondere

<I>n,1(Sg, ...,Sﬁ_l) = (I)nfl(Xg, ...,Xp ) mod (Yvo,Yl, )

n—1

da sowohl die S; als auch ®,,_1 polynomiale Ausdriicke sind. Auferdem haben wir

CI)n_1(Sg,...,S£_1)+ann = @n(So,...,Sn)
= (X0, Xp) + P (Y, ..., Vi)
= 0,(Xo,..., Xn) mod (Yo, Y1, ...)
O, (XD . XP )+ "X,

also wegen der ersten Gleichung
p" S, = p" X, mod (Yo, Y1,...)
woraus die Behauptung fiir n folgt. O

Auf W(R) haben wir die zu seiner Struktur als DBR gehorende Topologie, die wir aus
naheliegenden Griinden die p-adische Topologie nennen. Ein Wittvektor

(zo,x1,...) € W(R)

ist ,nahe bei 0 in dieser Topologie, wenn am Anfang des Vektors moglichst viele Nullen stehen.
Eine Folge von Wittvektoren konvergiert in dieser Topologie, wenn jede Komponentenfolge
konstant wird.

Nun haben wir aber in der gegebenen Situation auch auf &, also in den Koeffizienten von W (R),
eine Topologie und einen Konvergenzbegriff. Es liegt nahe, diesen zu benutzen, so daf etwa
eine Folge von Wittvektoren konvergiert, wenn ihre Komponentenfolgen in & konvergieren.

Definition 3.1.4. Versehe die Menge W (R) = &0 (abzithlbares direktes Produkt) mit der
Produkttopologie. Wir nennen dies die N-Topologie oder schwache Topologie auf W (8). Wir
nutzen gelegentlich Bezeichnungen wie N-abgeschlossen, N-lim etcE]

Die universelle Eigenschaft der Produkttopologie 1idfst sich in diesem Fall so formulieren:
Ist X ein topologischer Raum, so ist eine Abbildung

f:X - W(R)
T = (fO(x)vfl(x)’fQ(x)v )

genau dann N-stetig, wenn fiir alle ¢ € Ny die Abbildung

stetig ist. Bekanntlich 1&ft sich aufserdem die Produkttopologie definieren als die grébste To-
pologie, die alle Mengen der Form [] M; enthilt, wo alle M; C 8 offen und nur endlich viele
M; C Rsind. Genauer bilden diese sogar eine Basis der Topologie; vgl. dazu und zum folgenden
auch [TGl chap. I, §4|. Wir notieren:

2Ubrigens ist die p-adische die Produkttopologie, wenn £ mit der diskreten Topologie versehen wird.
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3 Konstruktion von £(K)

Satz 3.1.5. Sei W(R) mit der N-Topologie versehen.
i. W(R) ist hausdorffsch.
it. Sei x = (xo,21,...) € W(R). Die Mengen der Form
B, s,...5. (%) == {(yo, y1, .) € W(R) : |wi — wi| < b fiir 0 <i <k}
mit k € Ng, d; > 0 bilden eine N-Umgebungsbasis von x.

1. Anstelle dieser Umgebungsbasen konnen auch entsprechende Mengen genommen werden,
wo alle §; gleich einem einzigen 0 sind, oder die §; aus den positiven rationalen Zahlen
gewdhlt werden; insbesondere haben wir abzdhlbare Umgebungsbasen.

Corollar 3.1.6. Grenzwerte von Folgen sind (falls existent) eindeutig.

Eine Teilmenge M C W(R) ist genau dann N -abgeschlossen, wenn fir jede N-konvergente
Folge (zp)nen mit x, € M fir alle n auch lim, . x, € M ist.

Die Teichmiillerabbildung T : 8 — W (R) ist N-stetig.

Ist R trivial bewertet, so ist die N-Topologie gleich der ,starken“ p-adischen Topologie.
Andernfalls ist die N-Topologie aber grober, d. h. jede N-offene (-abgeschlossene) Menge ist
auch p-adisch offen (abgeschlossen), aber nicht umgekehrt. (So sind die Ideale p™W () bzw.
p"W (R) zwar N-abgeschlossen, aber nicht N-offen, wihrend sie p-adisch bekanntlich beides
sind.) Aus p-adischer Konvergenz folgt N-Konvergenz, aber nicht umgekehrt.

Auf W(RA) lieke sich auch die vom maximalen Ideal myy gy (vgl. Lemma erzeugte m-
adische Topologie betrachten. Diese ist noch grober als die IV —Topologieﬂ aber i. a. zu grob:
Ist die Bewertung von R nicht diskret, so ist die m-adische Topologie nicht hausdorffsch.

Mit dem Reprisentantensystem 7(R) 1aft sich jedes Element von W (R) eindeutig als Reihe

darstellen, und zwar

oo .
(xo,1,...) = ZT(xf '
i=0
Da die Abbildung ’
ﬁNO - ﬁNO : (wi)iGNo = (‘Tf )iENO
beziiglich der Produkttopologie ein Homdomorphismus ist, kénnen wir die stérende Potenzie-
rung iibersehen und als Umgebungsbasis der 0 alternativ z. B. die Mengen

o0
Bps = {zg (zi)p - max [z:] < 6}
1=

nehmen.

Definition und Bemerkung 3.1.7. Indem wir fiir alle n € Ny p~"W (&) homéomorph mit
W (R) identifizieren, versehen wir den Quotientenkérper W(R)[1/p] = U, ey, ™" W (8) mit der
Topologie des induktiven Limes, d. i. die feinste Topologie, beziiglich welcher alle Inklusionen
p~ "W (R) C W(R)[1/p] stetig sind. Auch diese nennen wir N-Topologie. Definitionsgemaf ist
eine Teilmenge von W (R)[1/p] genau dann offen (abgeschlossen), wenn ihr Schnitt mit allen
p "W (R) offen (abgeschlossen) ist.

3Daher die Bezeichnung: M < N < P.
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3.1 Schwache Topologie auf Wittvektoren

Man beachte, daf damit die Umgebungen aus [B.1.5lii in W(&)[1/p] nicht offen sind und
ebensowenig W (R) selbst. Wir sind aber in der Situation von [T'Gl chap. I, § 2, no. 4, prop. §]
mit A = Np, X;, = p "W (R), wobei X, N Xy, = Xinin(m,n) @abgeschlossen ist in X, und X,,.
Insbesondere stimmt die Teilraumtopologie auf W (R) mit der zuvor definierten N-Topologie
iiberein, und eine Teilmenge von W (R) ist genau dann abgeschlossen in W(R), wenn sie in
W (R)[1/p] abgeschlossen ist.

Wie gut vertrigt sich die N-Topologie mit der Witt-Ringstruktur?

Satz 3.1.8.

.

1.

114

Fiir die Addition
s W(R) x W(R) — W(R)
((zo, 1, --.), (Yo, Y1, --.)) — (So(zo,¥y0), S1(x0, T1,Y0, Y1), ---)

und die Multiplikation
m: W(R) x W(R) — W(R)

((zo, 21, --), (Y0, Y1, ---)) = (Po(wo, yo), Pr(zo, 21, Y0, Y1), ---)
gilt mit den Bezeichnungen von Satz[3.1.5 fir x,y € W () + p" "W (&) und & < 1:

s(By,s,...5(r) X Bis..6(y

m (W) + 5 W () % Bis,..s((0,0,..))) € Brs,..s((0,0,..))

Insbesondere sind fiir 0 < 1 die By s, 5((0,0,...)) additive Untergruppen und multipli-
kativ abgeschlossen in W (R); in W () sind sie sogar Ideale.

W (R) ist mit der N-Topologie ein topologischer Ring.

W (L) ist ein N-abgeschlossener Unterring. Die Teilmengentopologie stimmt mit der
analog definierten N- / Produkttopologie auf W () = AN iiberein und macht W ()
ebenfalls zu einem topologischen Ring; als Umgebungsbasen konnen wir die oben defi-
nierten nehmen und dabei die 6; < 1 wahlen.

Beweis.

i.

Ist Q € Z[Xo, ..., Xk, Y0, ..., Y] ein Polynom, und sind ay, ..., ax, bo, ..., by, € 2,
€Oy vy Chy do, -, i € Bs(0) C A, dann folgt wegen 6° < § fiir i € N und der strengen
Dreiecksungleichung:

|Q(a0 + cg, ..., ap + cg, bg + do, ..., bp. + dk) - Q(ao, ey A, b,y ., bk)’ <6

und daraus folgen die ersten Behauptungen fiir Addition und Multiplikation. Ebenfalls
wegen der strengen Dreiecksungleichung gilt nach der Aussage iiber die P; in Lemma
3.1.3li fiir ag, ..., ag, do, ..., di, € A, maxogj<k |dj| <9 und 0 <@ < ke

\B(ao, .y @i, do, ,dl)‘ <4

was eine Umformulierung der zweiten Aussage iiber die Multiplikation ist.
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3 Konstruktion von £(K)

ii. Wir konnen zur N-Stetigkeit der Ringoperationen nicht einfach auf i. verweisen, weil
dort Zusatzbedingungen an die Elemente x und y gestellt worden sind. Wir wissen aber,
daf Polynome stetig sind, d. h. zu gegebenen @Q € Z|[Xoy, ..., Xk, Yo, ...Yx], 6 > 0 und
ag, -.-0, by, ..., b, € R existieren e, ..., €k, N0, -.., N > 0 mit

Q(Bey(ap) X ... X Be, (ar) x Byy(bg) x ... x By, (by)) € Bs (Q(ao, -.., ar, bo, ..., bi))

und daraus folgt die Behauptung, denn ist insbesondere () eines der P; oder S; fiir ¢ < k,
S0 ist )
Q:W(R) xW(R) — K

((ao, ), (bo, )) — Q(ao, ceey Qg bg, ceey bz)

stetig, woraus wegen der universellen Figenschaft der Produkttopologie die Stetigkeit
der Ringoperationen folgt.

iii. Fiir alle n € Ny sind die Mengen
Cp = {(x0,x1,...) E W(R) : z, € A}

N-abgeschlossen, somit auch W () =), Cy,. (Alternativ: [TGl chap. I, §4, no. 3, corol-
laire|.) Die anderen Behauptungen sind dann klar.

O

Corollar 3.1.9. Eine Folge von Wittvektoren x,, = (ac(()n), xgn), ...) ist genau dann N -konvergent
gegen einen Wittvektor x = (xg, x1, ...), wenn in allen Komponenten Konvergenz

. n
lim xE ) = T;
n—oo

vorliegt; aber auch genau dann, wenn die Folge der Differenzen x — x,, (deren Komponenten
sich schwerlich explizit angeben lassen) in diesem Sinne gegen 0 konvergiert.
Es gelten die tiblichen Grenzwertsitze beziiglich Addition und Multiplikation.

Spater wichtige Nullfolgen sind die folgenden:

Satz 3.1.10. Fir x = (zg,x1,...) € W(R) gilt:

|zg] <1< N — lim 2" =0

n—oo

Beweis. < “ ist klar, denn die nullte Komponente von z™ ist einfach (z)™.
Umgekehrt gilt jedenfalls schon einmal: N —lim,,_.o 7(x0)"™ = 0. Schreibe nun x = 7(z¢) + py
mit y € W(RK). Dann gilt

und fiir beliebiges k € Ny
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3.1 Schwache Topologie auf Wittvektoren

Da die Binomialkoeffizienten als natiirliche Zahlen in W () liegen, folgt mit der letzten Formel

in Satz B.1.8li:
k

. n . . .
N — nh_{gog <Z.>T(mo)” Py =0
d. h. die nullte bis k-te Komponente von x™ konvergieren gegen 0. Da k beliebig war, folgt die
Behauptung. O

Kommen wir nun zur Konvergenz von Reihen in der N-Topologie.
Satz 3.1.11. Eine N-Nullfolge (ap)nen in W(R) ist N-summierbar.

Beweis. (Vergleiche zur Summierbarkeit [TGl chap. III, §5], insbesondere no. 6 und 7.)

Wir betrachten zunéchst die Partialsummen s,, := > | a,, und zeigen, daf (s,)nen gegen
einen Wittvektor s konvergiert. Danach werden wir die Summierbarkeit der Familie (ay,)nen
zu diesem Grenzwert s zeigen.

1. Schritt: Die Partialsummen s, konvergieren.

Schreibe a, = (a[()n),agn), ) und s, = (s(()n), sgn), ...). Zwar ist speziell in der 0-ten Kom-

ponente s(()n) =>", a(()z), im allgemeinen lassen sich die Komponenenten aber nur rekursiv

durch s1 = a7 und
Sl(_n+1) ' (S(n) (n) a(n+1) a(n+1))

)

0 294 » 8o g eeey Ug

(n € N) mit den Additionspolynomen S; angeben. Sei nun § > 0 gegeben, oBdA § < 1. Wir

haben zu beliebigem, ab jetzt festem k € Ny die Konvergenz der Komponentenfolge SIE:") zu

zeigen. Da (ay, ), eine Nullfolge in W(R), also in allen Komponenten eine Nullfolge in R ist,
existiert zunéchst ein N (k) € N mit

(n)

o ()

ay,

< 1 fiir allen > N(k) (3.1)

g eeey

Wir vergessen fiir einen Moment die vorherigen Folgeglieder und betrachten fiir n > N (k) die
abgednderten Partialsummen
n
§n = Z a;

=N (k)
mit Komponenten 3, = (5(()”), §gn)’ ) Es gilt Sy = an() und fiir n > N(k) wiederum die
Rekursionsformel

S 5, (6, 5,0, o) (3.2

Aus den Gleichungen (3.1) und (3.2) erhalten wir durch Iteration, da die S; Polynome mit
ganzzahligen Koeffizienten sind:

i

< lfirallen > N(k),0<i<k (3.3)

Nach diesen Vorbereitungen gehen wir auf das gegebene § ein und erhalten, weil (ay,)nen eine
Nullfolge ist, ein N(k,d) (oBdA > N(k) (= N(k,1))), so dak

‘a(()n) < 0 fiir allen > N(k, 0) (3.4)

e

95



3 Konstruktion von £(K)

Nun gilt fir 0 < < k:
§§N(k76)+1) c §£N(k76)) —I—B(;(O)

Denn: Man betrachte die Differenz

gZ(N(k,cS)) _ 55N(k,6)+1) gl(N(k,é)) s (5(()N(k,5))’ " gl(N(k,é))’ agN(k,é)—i-l), » aEN(k,6)+1)>

Lemma [3.1.3]iii sagt: Dies ist eine Summe von Produkten aus den Faktoren

SN (k)

3 eeey 94 5

ooy Uy

g(()N(k,(S)) a(()N(k,&)—i—l)’ . a(N(kﬁ)-‘rl)

bei welcher in jedem Produkt mindestens eine positive Potenz eines der a(()N(k’é)H), e aEN(k’é)H)

auftaucht. Diese Produkte haben wegen der Ungleichungen (3.3) und Betrag < §. Wegen
der strengen Dreiecksungleichung hat dies dann der gesamte Term.

Indem wir dieses Argument iterieren und noch einmal die strenge Dreiecksungleichung beach-
ten, erhalten wir (fiir 0 < i < k)

S ¢ (N (k)

7 %

+ B;s(0) fiir alle n > N(k, )

Insbesondere ist (§§"))n> N(k) eine Cauchyfolge in &. Bezeichne ihren Grenzwert mit §;.

Nun gehen wir zur urspriinglichen Komponentenfolge (Sén))neN zuriick. Fiir n > N(k) ist
definitionsgeméf s, = sy (r)—1 + Sn, was sich in der k-ten Komponente durch

S S (VDN sy )

—80 — 8

ausdriickt. Da aber Sy ein Polynom ist, folgt auch die Konvergenz von s,(cn) gegen ein sg.

Da k beliebig war, haben wir in allen Komponenten Konvergenz und

s:= (80,81, -..) = nlgrolo Sn,

2. Schritt: Summierbarkeit zur Summe s

Wir behalten die Notationen aus dem ersten Schritt bei. Fiir die Sumimierbarkeit reicht es
zu zeigen, daf fiir beliebige k € Ny, 0 < § < 1 gilt:
Fiir jede endliche Menge J C N mit {1,..., N(k,0)} C J ist

s Zaj € Bys,..5((0,0,...))

jedJ

Dazu ist zunéchst zu beachten: Ist E eine endliche Teilmenge von {N(k,0), N(k,d)+1,...}, so
folgt schon aus , daf die 0-te bis k-te Komponente von ) | a. allesamt Betrag kleiner als
0 haben; denn sie setzen sich durch iteratives Einsetzen solcher Komponenten in die Polynome
S0, .., Sk zusammen, welche nach Lemma [3.1.3]iv keinen konstanten Term haben.
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3.1 Schwache Topologie auf Wittvektoren

Nun ist nach dem ersten Schritt und den Grenzwertsatzen

s — Zaj :(nlLH;o Sp) — Z a;

jed jedJ

= (nlin;o i ai> — Z a;
i=1

jeg

n
= lim E a; — E a;
n—oo
i=1

jed

n
= lim E a; — E a;
n—00

i=N(k,5) TS
j=N(k,5)
= lim g a;
n—oo
1€E(n)

mit E(n) := {N(k,?),...,n}\J. Nach dem oben bemerkten haben die 0-te bis k-te Komponente
von allen ) ;. E(n) @ Betrag kleiner als §; da deren Grenzwerte definitionsgeméafs die O-te bis
k-te Komponente des obigen Limes, also von s— > e 4j sind, haben auch diese Betrag kleiner
als § (echt kleiner: Bs(z) C R ist abgeschlossen wegen strenger Dreiecksungleichung), und dies
war zu zeigen. O

Corollar 3.1.12. W(R) ist N-vollstindig.

Beweis. Fiir eine N-Cauchyfolge (z,)nen ist insbesondere N —lim,,—, o0 (2p+1 — ) = 0. Nach
dem letzten Satz existiert daher ein s € W(R) mit s = N —limy, o0 (21 + D1 o(@n — Tn—1)) =
N — limy, 0 Tp. Also: Jede Cauchyfolge konvergiert.

Dies reicht fiir den allgemeineren Begriff der Vollstandigkeit (im Sinne der Konvergenz jedes
Cauchyfilters), da W(8) (als topologische additive Gruppe) aufgrund von Satz [3.1.5]i und
iii. metrisierbar ist ([TG, chap. IX, § 3, no. 1, prop. 1]) und diese Implikation in metrischen
Réumen gilt (TG, chap. IX, § 2, no. 6, prop. 9]). O

Satz 3.1.13. Seien (am)mez und (bp)nez Familien in W (R), die beziglich einer und damit
jeder Abzdhlung von Z N -Nullfolgen sind. Setze

c = Z arb;

k,leZ:
k+1=1

Dies ist wohldefiniert, auch (c¢;)icz ist N-summierbar und es gilt (3, am) - (D, bn) =D, Ci-

Beweis. Die Familie (ambn)(mn)ezxz ist wegen Satz i in jeder beliebigen Abzéhlung eine
N-Nullfolge — was ja nichts anderes heift, als daf fir alle r € Ny, 0 < § (wihle oBdA 6 < 1)
nur endlich viele der Elemente nicht in B, 5 5((0,0,...)) liegen. Insbesondere ist sie nach dem
letzten Satz summierbar. Dann folgt aus [I'Gl chap. I1I, exercice 4 zu § 6]:

(5 (2 5.

m,n)ELXZL
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3 Konstruktion von £(K)

Da alle Teilfamilien einer Nullfolge wieder Nullfolgen, also summierbar sind, ibertrigt sich
der Beweis von [T'G| chap. III, § 5, no. 3, théoréme 2|, d. h. die Partitionierung von Z x Z in
die Mengen {(k,l) € Z X Z : k + 1 = i};cz und die zugehorige ,Klammerung® der Summe wie
in der Behauptung ist nach der ,Assoziativitdt® von Summen erlaubt. O
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3.2 Die Kérper £ und E(K)

3.2 Die Korper £k und £(K)

3.2.1 Der Korper &,

Wir kehren jetzt zuriick zur konkreten Situation der Kérper k, Ko = Quot W (k) und FrR wie
in Kapitel 2, und werden die im vorigen Abschnitt bereit gestellten Ergebnisse auf R = FrR,
% = R anwenden. Die p-adische Bewertung auf W (FrR) bezeichnen wir mit vy (p,g). Wir
konstruieren zunéchst Lifts £k zu den nach Cherbonnier und Colmez konstruierten Kérpern
Ek und werden zum Schluf auf die analoge Konstruktion von Lifts £(K') zu den Fontaineschen
Ko6rpern E(K) eingehen.

Definition und Lemma 3.2.1. Sei € € R gewdhit wie in[2.2.8 Fiir das Element
e :=171(€) — 1 € W(R) gilt:

1. e € My (R)
. VW (FrR) (%) = 0 fiir alle k € Z
. m ist nicht ganz dber W (k) C W(R).

Beweis. Zu i. und ii.: Die kanonische Projektion pr : W(R) — R ist linear, so daf pr(m.) =
e —1 € mp, also die Behauptungen mit Satz und Lemma (sowie 0 # e —1 € mp
nach Lemma folgt. (Insbesondere ist 7. eine Einheit in W(FrR), und die negativen
Potenzen ergeben iiberhaupt Sinn.)
iii. folgt daraus, daB e — 1 nicht algebraisch ist iiber k& (Lemma [2.2.8]ii). Gébe es nimlich in
W (R) eine Gleichung

T a1 L dag =0

mit a; € W(k), so hétte man durch die Projektion auf R auch eine Gleichung
(e—1)"+ap_1(e—1)" 1 +...+a=0
mit Koeffizienten a; := pr(a;) € k. O

e ist ein Lift von e—1, das uns im zweiten Kapitel als uniformisierendes Element gedient hat.
Aus Teil i obigen Lemmas folgt mit Satz [3.1.10] daf (7™)nen beziiglich der N -Topologie eine
Nullfolge ist — wihrend Teil ii zeigt, daf sie p-adisch alles andere als eine Nullfolge ist. Wollen
wir nun unsere Kérper Ex aus Kapitel 2 liften, so sollten Reihen der Form ), .y an7 einen
Sinn haben. Wir miissen daher mit der N-Topologie arbeiten, auch wenn es uns schliefslich
vor allem auf die p-adische Struktur der gelifteten Kérper ankommen wird.

Definition 3.2.2. Setze zur Abkiirzung W := W (k) C W(R) C W(FrR)[1/p]. Definiere
Sk, = N-Abschluk des von W und 7, erzeugten Teilrings von W (R)

O¢y, := N-Abschluk des von W, m¢ und 7 L erzeugten Teilrings von W (FrR)

€k, = N-Abschluf des von W und 7, erzeugten Teilkorpers von W (FrR)[1/p]

Es wird sich herausstellen, daf auch diese Definitionen unabhéngig von der Wahl von € sind.

A priori ist nicht klar, daf £, additiv und multiplikativ abgeschlossen ist, denn iiber die
Vertréglichkeit der iiber den induktiven Limes definierten N-Topologie mit der Kérperstruktur
von W(FrR)[1/p] haben wir keine Aussagen gemacht. Es wird sich aber herausstellen, daf
&k, tatsdchlich ein Korper ist. Genauer gilt:
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3 Konstruktion von £(K)

Satz 3.2.3 (,Lift“ von Satz[2.3.3). Wir haben ein kommutatives Diagramm

Ex,y(T'dA) Ex,
ook
ERHTdA) —= Oy,
UT 3 TU
Wt - SKo

worin die waagerechten Pfeile Isomorphismen (oben: von Kérpern, dann: von Ringen) sind,
welche jeweils die Variable T auf w. abbilden (also w. in die formalen Reihen einsetzen).
Dabei ist Ex, (TdA) der in [Schn07, Lemma 10.4] beschriebene Kérper der formalen beidseitig
unendlichen Laurentreihen tber Ky
> ot
n

neZ

deren Koeffizienten a, eine beschrinkte Menge beziiglich des Betrags ]an|KO = p~ Ko bilden:

max |an| g, < o0& gleilzvio(an) > —00 (3.5)
und
nEIPoo |an|Ko =0 (3.6)
erfillen.

Versehen wir die Objekte links jeweils mit der Bewertung

(Z anT”> = mln Vi, (an)

neZ

und die Objekte rechts mit der eingeschrankten Bewertung von W (FrR)[1/p] (d. h. der p-
adischen Metrik), so sind die Isomorphismen isometrisch.

Beweis. Wir betrachten die Abbildungen zunéchst in folgender Form:

Er,(T'dA) W(FrR)[1/p]
ERN(TdA) W(FrR)
(W (k) [[T7] W(R)

Wie schon gesagt, ist (7'),>0 eine Nullfolge beziiglich der N-Topologie. Nun ist k£ C R, also
W C W(R), und wegen der Beschrinktheit der Koeffizienten gibt es ein r € N, so daf

p a, € W(R)
fiir alle n > 0. Aus Satz .i folgt daher, daf (p"a,7)n>0 eine N-Nullfolge ist, also auch

(CLn7T€ )n20~
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3.2 Die Kérper £ und E(K)

Schauen wir fiir den oberen und mittleren Pfeil noch auf die negativen Koeflizienten, so si-
chert Bedingung zusammen mit Lemma [3.2.1}ii, dak (a,7")n<o p-adisch, also erst recht
beziiglich der N-Topologie eine Nullfolge ist.

Die Summen ergeben also nach Satz in den betrachteten Ringen / Kérpern Sinn, d. h.
die Abbildungen sind wohldefiniert. Die Homomorphie folgt sofort aus bekannter Summier-
barkeit von Summen und Satz Es ist auch klar, dal das Diagramm kommutativ ist.
Zur Vertréglichkeit der Abbildung mit den Bewertungen:

Zunidchst einmal haben wir vy (prp) W= vk, |w. Da zudem 0 auf 0 und (fiir alle k € Z) P
auf p* abgebildet wird, reicht es,

w <Z anT"> = 0= vw(rrr) <Z amr?) =0

nez nez

zu zeigen. Aber die Bedingung auf der linken Seite ist dquivalent dazu, daf das Element eine
Einheit in Eﬁf(TdA) ist; da wir die Homomorphie schon gezeigt haben, ist sein Bild eine Ein-
heit (sogar im noch zu bestimmenden Bild der Abbildung, aber damit erst recht) in W(FrR)
und muf, da dieser ein DBR ist, dort ebenfalls Bewertung 0 haben. (Alternativ: Stellen wir
die durch Einsetzen entstehende Reihe als Wittvektor dar, so ist die erste Komponente die
durch Projektion der Koeffizienten in k£ und von 7, auf € — 1 in k((e — 1)) gebildete Reihe; hat
nun mindestens einer der Koeffizienten a,, Bewertung 0, so ist die projizierte Reihe ungleich
0, d. h. der Wittvektor hat nichttriviale 0-te Komponente, also p-adische Bewertung 0).

Als Isometrien sind die Abbildungen injektiv (und stetig), wobei die Injektivitit iibrigens wie-
der dquivalent zu Lemma [3.2.1]iii ist.

Es bleibt zu priifen, dafs die Bilder der Abbildungen genau die im Satz behaupteten Mengen
Sko» Ogy, » €K, sind. Betrachten wir an Stelle der Reihen (Laurent-)Polynome

Z anT" bzw. Z a,T"

0<n< oo —o0oKN<K oo

so liegen sie nach Einsetzen von m, offenbar in den behaupteten Mengen; und da jede Reihe
(nach Einsetzen) Grenzwert solcher Polynome (nach Einsetzen) in der N-Topologie ist, die
Mengen aber definitionsgeméif abgeschlossen sind, haben wir eine Inklusion gezeigt. Die andere
folgt aus dem folgenden Lemma. O

Lemma 3.2.4. Die Bilder der im letzten Satz betrachteten Abbildungen sind N-abgeschlossen.

Beweis. Man beachte, dak fiir die unteren beiden Abbildungen Abgeschlossenheit des Bildes

in W(FrR)[1/p] nach gleichbedeutend ist mit dessen Abgeschlossenheit in W (FrR). Wir
zeigen die Behauptung zunéchst fiir diese beiden und nutzen dafiir die Bedingung in Corollar

B.1.6l Sei
(Tr)ren = <Z aZTf?)
reN

nEL

eine Folge von Reihen, deren Koeffizienten in W liegen und fiir jedes r die Bedingung (3.6)
erfiillen; und die Folge (z,),cn konvergiere beziiglich der N-Topologie. Wir zeigen folgende
mit (*) bezeichnete Aussage:

Sei ng € Z beliebig. Fiir alle k € N gibt es ein r(k,ng) € N, so dak
as — at, € pPW fiir alle s,t > r(k,ng) und alle n < ng.
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3 Konstruktion von £(K)

Daraus folgt die Behauptung fiir die Bilder von E}Qf(TdA) und W[[T]], denn:
— Insbesondere ist die Folge der n-ten Koeffizienten (a),),cn eine p-adische Cauchyfolge in W,
konvergiert also gegen ein a,, € W. Es liegt daher nahe, x := > _, a,7{ als Kandidaten fiir
den Grenzwert zu betrachten.
— Aus der ,gleichméfigen* Konvergenz der Koeffizienten folgt weiter, daft mit den Koeffizienten
der x, auch diejenigen von z der Bedingung geniigen, d. h. alle x, € im(é’}?ot(TdA)) =
x € im(S?(f(T dA)). Die entsprechende Implikation fiir W[[T]] ist ohnehin klar.
— Schlieflich ist dann auch « der N-Grenzwert der Folge. Ist namlich ein Ball B := By, 5. 5(0)
gegeben, o0BdA § < 1, so wihle ng € N mit 7 € B fur alle n > ng. Dann implizieren (x) und
3.1.8li:

T — X, = Z(an —ay)n; € B

neZ

fiir alle r > r(k,ng).

Sei also ein ng € Z vorgegeben. Wir zeigen (x) per Induktion nach k. Setze hierfur
do := min(1, exp(— ;%)) — der zweite Ausdruck ist [(e — 1)"[p, g, 5. Lemma [2.2.8]i.

Induktionsanfang: k=1
Da die Folge (z,), eine N-Cauchyfolge ist, gibt es ein 7(1,n9) € N, so dab fiir alle s,t > (1, ng)
gilt:

2y — 2 = 3(a5 — al )t € By ((0,0,..)
neZ

Die erste Komponente dieser Differenz ist die in F'rR (genauer: in k((e —1))) projizierte Reihe

Y @ —a)(e—1)"
—ookn

— daf fir jedes Paar s,t die Koeffizienten fiir hinreichend kleine Indizes verschwinden, wird

durch 1} gesichert — und muf in F'rR einen Betrag echt kleiner als exp(—24) haben. Dies

t

», verschwindet, anders

ist nur moglich, wenn fiir alle n < ng die Restklassendifferenz a; — a
gesagt: wenn a — al, € pW.

Induktionsschritt: k > 1, die Behauptung sei fiir 1 <1 < k gezeigt.
Zunichst gibt es; weil z, Cauchyfolge ist, ein r/(k) € N, so daf fiir alle s,¢ > 7/ (k) gilt:

> (ap —al)nl € B 1y g ((0,0,...)) (3.7)
neZ

Da 7" gegen 0 konvergiert, gibt es auBerdem ein n’ € N, oBdA n’ > max(ng,0), so daf fiir
allen > n/

e € Bk—1,1,...,1,égk71 ((0,0,...))
gilt. Damit folgt insbesondere fiir s,t > 7/(k) wegen [3.1.8]i (Ideal in W (R)) auch
(afl — a%)ﬂ'? S Bk—l,l,...,l,ég}ﬁl ((0, 0, ))
und weiter (der ,Ball“ ist offene, also abgeschlossene additive Untergruppe)

Y@ —d)mie B, e ((0.0,0)

n>n’
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3.2 Die Kérper £ und E(K)

sowie schlielich mit (3.7) und noch einmal [3.1.8|i (Untergruppe in W (FrR)):

> (af, —al)nT? €B, 1717._717(58%1((0,(),...)) (3.8)

n<n/

Andererseits liefert die Induktionsvoraussetzung ein r(k — 1,n') € N, so dab fiir alle s, >
r(k—1,n") und n < n’ gilt:
ad —al, € pFTtW (3.9)

Wir zeigen, daf r(k,n’) := max(r(k — 1,n),7’(k)) die Behauptung fiir n’ und damit auch fiir
no < n' erfiillt. Durch Kombination von (3.8) und (3.9) erhélt man némlich unter Ausnutzung
der Formel p’ - (29,1, ...) = (0, ...,O,xgl,a:’fl, ...) (wobei Jigl an der i-ten Stelle steht):

1
s > (af, — ab)wl € By, ((0,0,...))

n<n/
und damit mit demselben Argument wie im Induktionsanfang

1

—— (ayp, —al) e pW = af —dl, € p"W

p
fiir alle s,¢ > r(k,n') und n < n’. — Damit ist () gezeigt, also die Behauptung fiir die mittlere
und untere Abbildung.

Fiir die obere Abbildung schliefen wir folgendermafen: Das Bild von Ex,(TdA) ist jedenfalls
der Quotientenkdrper des Bildes von E}Qf(TdA). Wir haben eben gezeigt, daf dieses Bild Og,
ist. Folglich ist

m (EKO (TdA)) OSK l/p U p n05K0
n€eNg

Fiir alle m € Ny ist zudem

U p_"OgKO Np "W(FrR) = p_mOgKO

n€eNyp

denn die Bewertung von Og, stimmt mit der eingeschréinkten von W (F'rR) iiberein und p ist
Primelement beider Ringe, so dak W(FrR)NOg¢ [1/p] = Ogy ist. Og, ist abgeschlossen in
W (FrR) und damit (definitionsgeméf unter Homdomorphie) auch p™" Og, in p~"W (FrR).
Wir haben also nachgerechnet, daf der Schnitt des Bildes mit allen p~™W (Fr R) abgeschlossen
ist. Daraus folgt mit die Behauptung. O

Ubrigens ist gem## der Bemerkung nach und Satz iv die von der N-Topologie
induzierte Topologie auf W = W (k) C W(FrR) gleich der p-adischen, weswegen es nicht zu
sehr iiberraschen sollte, im obigen Beweis aus der ,schwachen“ Konvergenz der ganzen Folge
eine ,starke” Konvergenz in den Koeffizienten zu erhalten.

Corollar 3.2.5. &k, ist ein vollstindiger diskret bewerteter Korper. Ein Primelement seines
Ganzheitsrings Og, ist p; es gilt Ex, = Ogy [1/p] = Quot(O¢y ); der Restklassenkdrper ist
FEk, (aus|2.3.1 und|2.3.3).
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3 Konstruktion von £(K)

Zur letzten Aussage ist zu notieren:

Bemerkung 3.2.6. Mit Bezeichnungen aus Satz [2.3.5 und pr = ®o kommutiert auch das
Diagramm

W(FrR) 2o FrR
A A
| |
| |
UI ‘U
| |
| |
Ocy, P k(e - 1)) = Ex,
UT TU
Sk, P kfle — 1]] = Sk,

Dies folgt aus dem Argument, welches wir bei Satz wm Alternativbeweis der Isometrie
benutzt haben. Man kénnte, indem man noch die offensichtlichen Projektionen W[[T]] — k[[T]
etc. verwendet, den unteren Teil dieses kommutativen Diagramms mit dem unteren Teil des
in [3.2.5 behandelten und dem aus[2.53.3 in einen kommutativen Wiirfel bringen.

Satz 3.2.7. Die Strukturen Sk, Ogy , €k, sind unabhdingig von der Wahl von e.

Beweis. Fiir Sk, und €k, laft sich in Definition me = 7(€) — 1 durch 7(e€) ersetzen. Nun
ist jede andere Wahl € von der Form ¢ fiir ein a € Z,; (Satz ii). Sei (an)nen eine Folge
natiirlicher Zahlen, die p-adisch gegen a konvergiert; geméf Satz[2.1.1]ii konvergiert dann €*”
in FrR gegen €%, also ist auch

N — lim 7(e*) = 7(e%)
n—oo

Andererseits ist wegen der Multiplikativitat von 7 auch 7(e*) = (7(€))® fiir alle n, und
diese Elemente liegen definitionsgemaf in den betrachteten Strukturen — also, da diese als
N-abgeschlossen definiert sind, auch der N-Grenzwert. Damit ist die ganze iiber € definierte
Struktur in der iiber e definierten enthalten. Mit vertauschten Rollen folgt die umgekehrte
Inklusion.

Ogy, ist der Ganzheitsring von €k, und folglich ebenfalls uabhingig von der Wahl von e. [

Definition und Bemerkung 3.2.8. Wir haben Satz zwar auch fiir Charakteristik 0
formuliert, kénnen ihn aber hier nicht anwenden, denn 7(€) ¢ 1+ my(pp) = 1 + VI(FTR).
Analoge Aussagen zu denen des Satzes gelten allerdings beziiglich der N-Topologie auf W (R),
das heilst die N-abgeschlossene Untergruppe 1+ myy () C W(R)* ist beziiglich der Potenzie-
rung ein Z,-Modul; auch 2.1.1}ii und iii gelten, wenn der N-Grenzwert genommen wird. Wir
definieren daher

(1(€))® :=7(e*) = N — lim7(¢)"
fiir beliebige Folgen natiirlicher oder ganzer Zahlen a, pradisch - Die N -Topologie erlaubt
uns also auch, Z,-Potenzen von mehr Elementen als nur denen in 14 pW (FrR) zu betrachten.
Insbesondere gilt dann wegen der N-Abgeschlossenheit: 7(e)® € Sk, fiir alle a € Z,,.
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3.2 Die Kérper £ und E(K)

Dazu sei noch einmal betont, daf fiir a € Z, der Ausdruck (7(¢€))* nicht wie in|2.1.1} also
als P- statt V-Limes definiert werden kann: Ftwa fiir a,, = p™,a = 0 haben wir
‘T(E)pn - I}W(FTR) =1 fiir alle n.

Bemerkung 3.2.9. Es mag auf den ersten Blick angenehmer erscheinen, statt 7 = 7(€) — 1
direkt den Teichmillerlift T(e — 1) zu nehmen und damit die Strukturen Sk, etc. zu definieren.
Das lieferte in der Tat FErgebnisse analog zu [3.2.5, aber der Beweis von Satz wiirde
nicht mehr funktionieren; und es scheint auch keinen anderen Grund zu geben, warum derart
definierte Strukturen unabhdngig von der Wahl von € sein sollten.

3.2.2 Die Korper g\m und £x. Die Operationen von Gk, und o.

Wir haben also zum Korper Eg, in Charakteristik p aus Kapitel 2 einen total unverzweigten
Korper €k, (der Charakteristik 0) konstruiert, der diesen als Restkérper hat. Wir werden im
folgenden

- zu allgemeinerem Fx (konstruiert nach Cherbonnier und Colmez) analoge £ konstruieren;
— dazu (und um die Ergebnisse des ersten Kapitels anzuwenden), eine Kopie der Vervollstén-

digung der maximalen unverzweigten Erweiterung Er = (mr in W(FrR)[1/p] finden, auf
der schlieflich

— die Gruppe Gk, und damit auch die Gg, Hx und ' sowie ein Frobenius-Lift o geeignet
operieren.

Der letzte Punkt ist der Grund, warum wir die Konstruktion nicht abstrakt — was leichter
wire — sondern stets im Wittring W (FrR) bzw. dessen Quotientenkérper durchfiihren. Hierauf
haben wir ndmlich verniinftige Operationen:

Satz 3.2.10. Definiere auf den Wittvektoren W (FrR) eintragsweise eine G, - Wirkung, wobei
Gk, ouf FrR per Satz[2.2.5 wirkt. Definiere auflerdem o := F als den Witt-Frobenius auf
W(FrR).

i. Fiir jedes g € G, ist die Abbildung x — gz ein Ringendomorphismus von W (FrR), der
beztiglich der N-Topologie stetig und bezuiglich der p-adischen Metrik isometrisch ist. Fir

die in .z'i betrachteten ,Bdlle“ gilt By s,.... 5, () = Brs,.....5,(9x) fir alle g € G,

insbesondere sind solche Bdille um 0 Gk, -invariant.

it. Die Projektion ®y : W(FrR) — FrR ist dquivariant beziglich der hier und in m
definierten Gk, - Wirkungen.

14, o ist ein beziiglich der N-Topologie stetiger und p-adisch isometrischer Ringautomor-
phismus. Es gilt (pr o o)(xo,z1...) = zh = (¢ o pr)(zo, 21, ...), d. h. o ist auf W(FrR)
ein Frobenius-Lift im Sinne von Kapitel 1.

w. Die Wirkungen von Gk, und o vertauschen miteinander.

v. Der Unterring W (R) ist unter beiden Wirkungen stabil; umgekehrt setzen sie sich auf
den Quotientenkorper W (FrR)[1/p] fort.

vi. Die Abbildung
Gr, X W(FrR) — W(FrR) (g,z) — gz

ist stetig beziiglich der Krull-Topologie auf G, und der N-Topologie auf W (FrR).
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3 Konstruktion von £(K)

Beweis.

i. Die Abbildungen sind Ringendomorphismen, weil G, auf den Eintragen als Kérperau-
tomorphismus operiert und Addition und Multiplikation im Wittring iiber polynomiale
Ausdriicke definiert sind. Die Stetigkeit beziiglich der N-Topologie folgt mit der uni-
versellen Eigenschaft der Produkttopologie und den Umgebungsbasen in Satz [3.1.5]ii
daraus, dak G, auf FrR stetig (sogar isometrisch nach wirkt. Die p-adische Iso-
metrie folgt schlicht daraus, dafs die Abbildungen als Endomorphismen das Primelement
p = (0,1,0,0,...) fixieren und Einheiten auf Einheiten schicken. — Zur letzten Behaup-
tung: Wegen Satz (Gk, wirkt isometrisch auf FrR) folgt schon die Inklusion C,
und nach Anwendung von g~! die umgekehrte Inklusion.

ii. Klar.

iii. Die erste Aussage siecht man wie in i. — natiirlich ist der absolute Frobenius ¢ : x — P
auf F'rR stetig. Die zweite Aussage ist klar.

iv. Klar, weil sie in jeder Komponente vertauschen.

v. Die erste Behauptung folgt daraus, dafs R unter den Wirkungen stabil ist; wenn die fort-
gesetzten Wirkungen wieder Ring-(Korper-)Endomorphismen definieren sollen, miissen
wir g(p~!) = o(p~!) = p~! setzen, und damit sind die Fortsetzungen eindeutig be-
stimmt.

vi. Auch dies folgt mit der universellen Eigenschaft und den Umgebungsbasen der N-
Topologie daraus, daf die entsprechende Abbildung Gk, x FrR — FrR geméf Satz

2:27 stetig ist.
O

Bemerkung 3.2.11. Die in Teil vi des letzten Satzes betrachtete Abbildung ist nicht stetig,
wenn wir W(FrR) mit der p-adischen Metrik/Topologie versehen. Betrachte namlich etwa
den Punkt (id,7(e)) € Gg, x W(FrR). Wire die Abbildung hierin stetig, so mifite es eine
offene Untergruppe H < G, und ein m € N geben mit hx € 7(e) + Vi(FrR) fir alle h €
H,x € 7(e) + Voo (FrR). Solche x haben aber als erste Komponente €, d. h. alle h € H mifiten
(beziiglich der Wirkung in € € R fizieren, also (als Elemente von Gg,) alle p"-ten
Einheitswurzeln. Das ist unmdglich, denn als offene Untergruppe mufi H endlichen Index in

Gk, haben.
Satz 3.2.12. &g, und Og, = sind stabil unter Gg, und o.

Beweis. Wegen der Isometrie der Operationen reicht es zu zeigen, dals £, unter ihnen stabil
ist. Aber Ky = Quot(W (k)) ist offenbar stabil (Gg, wirkt trivial und o tiber den Witt-
Frobenius = Erheben der Eintrige zur p-ten Potenz), und es gilt

g(r) = g(r(e)) =1 = (P —1 = (L4 7)) — 1= i <><<Z,9>)7¢

=1

o(m) = o(r(€) —1=7(e)’ —1=(1+7m) —1= Zp: (Z.’) i
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3.2 Die Kérper £ und E(K)

wobei g € Gk, beliebig und x der zyklotomische Charakter ist. Offenbar liegen beide Aus-
driicke in OgKO. Man kann abstrakt argumentieren, daf sie als Reihen keinen konstanten Term
haben, also wieder selbst in eine Reihe eingesetzt werden kénnen. Fiir die Gx,-Wirkung kon-
nen wir aber auch folgenden Trick benutzen: Wegen x(g) € Z,; ist ¢ := eX(9) einfach eine
andere Wahl von e (Satz [2.2.10}ii), und wir haben

g <Z anW?> = Z anﬂ?g

nez neZ

fir Y-, cpanml € Og,,; dies ist offenbar ein Element des Rings, denn dieser besteht genauso
aus den erfiillenden Reihen in e, mit Koeffizienten in W. — Fiir o kann man sich auch
leicht iiberlegen, dak Reihen in 7(€)? — 1 wegen vp, (e —1) = p—ilpZ serst recht” konvergieren
und die Grenzwerte wegen dessen Abgeschlossenheit in OgKO liegen.

O

Definition 3.2.13. Setze
(Ek,y )nr = maximale unverzweigte Erweiterung von &k, in W(FrR)[1/p];

(€ )nr == Abschluf davon in der p-adischen (!) Topologie.

Da W (F'rR) p-adisch vollsténdig, ist der zweite Kérper kanonisch isomorph zur Vervollstén-

digung des ersten. Bezeichne die entsprechenden Ganzheitsringe mit O(gKO) bzw. (’)( &
0 n’r‘

auch letzterer ,ist“ die Vervollstdndigung des ersten. Beide sind DBR mit Primelement p; es
it (i )ar = Oy )or[1/8) 10l (€l )ur = O 5 1/

Satz 3.2.14.

i. Der Restklassenkérper von O(gKO)M, also auch von O , ist E;ff (aus|2.5.14)).

(gKO )n'r'

ii. (Exy)nr, also nach Satz .Z und 11 auch (@7«, sowie die entsprechenden Ganaz-
heitsringe sind stabil unter G, und o. Die Wirkung von G, ist stetig beziiglich der
von der N-Topologie induzierten Teilraumtopologie auf C’)(gKO) bzw. O(SKO)

Beweis. Man beachte fiir den ganzen Beweis, daf p ein Primelement von W (FrR) ist. Alge-

braische Erweiterungen von £k, in W(FrR)[1/p] sind daher genau dann unverzweigt, wenn

die zugehorige Restklassenkorpererweiterung separabel ist.

i. Die Aussage ist wortlich zu verstehen: ®o(Ogy ),,) = Ex?, so wie wir in Bemerkung
‘I’O(OSKO) = Ek, notiert hatten.
Definitionsgeméf ist <I>0((9(5K0)m) eine separable Erweiterung von Eg, in FrR, also in
Ex? enthalten. Sei nun 2 € E” beliebig, f = Min(zo, Er,, X) und f € Og, [X] ein
normierter Lift von f mit gleichem Grad. Da f separabel ist und in FrR in Linearfakto-
ren zerfallt, tut dies nach dem Henselschen Lemma auch f in W (FrR). Jede von dessen
Nullstellen erzeugt eine endliche unverzweigte Erweiterung von €k, (vgl. Vorbemerkung
und Lemma, liegt also in Ogy, ),,,, und eine davon erfiillt ®o(x) = zp. Dies zeigt
E;(ef - (I)U(O(SKO)M)'

ii. Es reicht zu zeigen, dak O(g ), stabil unter den Operationen ist. Sei g € Gk, und
z € Ogy, )y, beliebig. f:= Min(z, Og, , X) habe Grad n; da &k, (z) | £k, unverzweigt
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3 Konstruktion von £(K)

ist, hat die Projektion f € Ex,[X] ebenfalls Grad n und ist separabel. Nach dem Hen-
selschen Lemma ist sie folglich irreduzibel.

Wir haben nun auf dem Polynomring Og, [X] per Wirkung auf den Koeffizienten (Og,
ist Gk,-stabil, Satz eine Operation von G, {iber Ringautomorphismen, die nach
Reduktion eine ebensolche auf Ex,[X] induziert, die iiberdies auf den Koeffizienten ge-
nau die im zweiten Kapitel betrachtete ist. Folglich ist g(f) ebenfalls separabel (die
Wirkung setzt sich fort zu Automorphismen von Eyc’[X]) und irreduzibel. Jeder nor-
mierte Lift von g(f), insbesondere g(f), ist folglich irreduzibel. Jede seiner Nullstellen
erzeugt demnach erstens eine unverzweigte Erweiterung und ist zweitens ganz iiber OgKO,
liegt also in (’)(gKO)m. Eine dieser Nullstellen ist aber gx. — Fiir o kénnen wir nicht ge-
nauso schliefen, da o auf Fg, und damit auch auf Ex,[X] nicht als Automorphismus
wirkt. Trotzdem muf fiir z € Og, y,, mit f = Min(z, Og, , X) wie oben auch o()
eine Nullstelle von o(f) sein; iiberdies ist nach Satz[3.2.10}iii ®¢(o(z)) = (Po(x))?. Nun

zerfillt f {iber E? in unterschiedliche Linearfaktoren, und damit tut dies auch die Re-

duktion o(f) € Er,[X] von o(f) — deren Nullstellen in E7 sind gerade die paarweise
unterschiedlichen p-ten Potenzen derer von f. Das Henselsche Lemma liefert also genau

eine Nullstelle y von o(f) in W (FrR), die gleich o(z) ist (vgl. soweit den Beweis von
Satz[1.1.12)). Zu zeigen bleibt, dals y in O(gKO)m liegt. Nun ist das Minimalpolynom von

dessen Reduktion ®(y) iiber Eg, ein Teiler von o(f), also separabel; und als Nullstelle
von o(f) ist y tiber Ek, algebraisch; nach der Vorbemerkung ist also auch Ex,(y) un-
verzweigt, d. h. y € (Ex,)nr- — Die Stetigkeit folgt aus Satz [3.2.10]vi.

Alternative Beweisskizze fiir die erste Aussage: Wegen Satz[3.2.10lund [3.2.12]ist Ex, (z) ~
9(€r, (7)) = Ek, (gz) fiir alle x € (Ek, )nr und somit auch dieser Kérper eine unverzweig-
te Erweiterung von Eg,, d. h. gz € (Ex,)nr-

O

Satz 3.2.15. Die Wirkung von Hk, < Gk, identifiziert diese mit Gal((Ex,)nr | €k, ), und
zwar derart, daf§ die iiber die Projektion ®¢ induzierte Wirkung genau die im zweiten Kapitel

Theorem [2.3.14) mit Gal(E;." | Ex,) identifizierte ist.
Ko 0

Beweis. Da Hg, der Kern des zyklotomischen Charakters ist, ist aus der Beschreibung der
Gk,-Wirkung in Satz [3.2.12| klar, dalt Hg, £k, fixiert; also jedenfalls in der Galoisgruppe
enthalten ist. Aber unter der Restklassenprojektion ®¢ induziert Hg, nach Satz|3.2.10}ii mit
obigem Theorem bereits ganz Gal(Ey” | Ef,), mub also nach Bemerkung|1.1.10| der ganzen
Galoisgruppe entsprechen. O

Bemerkung 3.2.16. Wenn man, wie zu Anfang des zweiten Kapitels diskutiert, auf den
Korper FrR verzichten will, bekommt man hier Probleme. Fiir das bisherige lifit sich Ef,
durch den abstrakten Normenkérper X, (KG®) = Xksox,(KG°) ersetzen und E‘;(ef durch
XKeo| Ko (K), auf dem nach Wintenberger Gk, so wirkt, dafi Hy, sich mit der Galoisgrup-
pe identifiziert. Als Ersalz fir Og,  kann man den Cohen-Ring in W (X, (KG®)) zum Lift
7(e) — 1 von € — 1 nehmen (vgl. [Schn07, Kapitel 7]), wobei € jetzt als das entsprechende Ele-
ment im Normenkorper zu verstehen ist; {€—1} ist offenbar eine p-Basis. Aber es scheint nicht
moglich, einen verninftigen Lift von E‘;(ef, also einen Ersatz fir unser hier definiertes (Exy)nr
zu erhalten. Wir wissen zwar, daff sich die Galoisgruppe auf ,der” nach definierten
abstrakten maximalen unverzweigten Erweiterung mit derjenigen der Restklassenkérperweite-
rung identifiziert und konnten sie so umgekehrt mit H, identifizieren. Aber wie soll die ganze
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3.2 Die Kérper £ und E(K)

Galoisgruppe Gk, auf der mazimalen unverzweigten Erweiterung operieren und zwar so, dafl
die Untergruppe Hy, gerade der Galoisgruppe entspricht? Versucht man es konkreter mit ei-
nem Cohen-Ring in W(XKgO\KO(K))); so wirken immerhin per Funktorialitat von W (-) die
g € Gk, auf die Elemente des Wittrings, und die induzierte Wirkung von Hp, leistet obiges,
aber es ist nicht klar, ob solch ein Cohen-Ring unter G, stabil ist — nur der ganze Wittring

ist es. Dazu miifite also ein unter der Wirkung von G, auf W (X e i, (K))) invarianter Lift

einer p-Basis von XKg°|KO(K) gefunden werden, was aus mehreren Griinden nicht konstruktiv
maoglich erscheint.

Da wir aber nun eine Erweiterung (Ex,)nr | €k, mit passender Gg,- und Hg,-Wirkung
haben, kénnen wir auch die Kérper Ex verniinftig liften und dabei die Operation von I'g
behalten. Sei wieder K ein vollstdndiger diskret bewerteter Korper der Charakteristik 0 mit
perfektem Restklassenkorper k der Charakteristik p; fasse Ko := Quot(W (k)) als Teilkorper
von K auf, und setze wieder Hg := G N H, — dies ist ein abgeschlossener Normalteiler von
endlichem Index in G.

_— Hp

Definition 3.2.17. Setze Ex = (Exy)nr

Nach Satz[3.2.15| und Lemma [1.4.2iii ist dies insbesondere fiir K = Ky mit der vorherigen
Notation vertraglich.

Satz 3.2.18. Es gilt ®o(O¢, ) = Ex. Die Galoisgruppe Gal((Exy)nr | Ex) identifiziert sich
mit Hyg. Ex ist stabil unter o und Gg; G wirkt iber den Quotienten I'xy = G /Hg. Die
Wirkung ist stetig beziiglich der von der N-Topologie induzierten Teilraumtopologie auf Og, .

Beweis. Die erste Behauptung folgt aus der Gg,-Aquivarianz der Projektion ® .ii)
und der eindeutigen Zuordnung zwischen unverzweigten Erweiterungen und Restklassenkor-
pererweiterung. Die weiteren Aussagen folgen nacheinander aus mit {iblicher Galois-
theorie, Vertauschen von o und Gg iv) und Normalitit von Hg in Gi (vgl. Beweis
von Satz [2.3.31)). Die letzte Aussage folgt aus der N-Stetigkeit der Gg,-Wirkung auf W (FrR)

B-2.10/vi). 0

Ubrigens ist (£x,)nr offenbar auch die maximale unverzweigte Erweiterung von jedem Ex
in W(FrR)[1/p], weswegen wir im folgenden einfach &,, schreiben.

Wir haben damit eine Erweiterung diskret bewerteter Kérper &,, | £x mit Restklassenkor-
pererweiterung E;2" | Ex konstruiert, die alle Bedingungen aus Kapitel 1, Abschnitt 4 erfiillt
(mit Gg, = Hg), und zusétzlich eine Operation von ' auf £k und Ex beschrieben. Wir
wollen schlieflich noch die Kérper £ etwas genauer bestimmen.

Satz 3.2.19 (.Lift“ von Satz [2.3.27)). Sei Ex = k>®((7k)) gemaf Satz mit einem
T € Ef(eg’ Sei F' := Quot W(k*), d. h. die mazimale unverzweigte Teilerweiterung von
K>®|Ky, und schreibe Op := W (k>). Dann gibt es in O, einen Lift T von Tk derart, daf$
Ex der Korper ist, der durch Finsetzen von mx in beidseitig unendliche Laurentreihen iber F
entsteht, deren Koeffizienten die Bedingungen und (5.6)) erfillen (also Ep(TdA) in der
Notation von [Schn07]).

Beweis. Zunichst ist klar, dafs F' sich mit einem Teilkdrper von £ identifiziert, und folglich
auch das Kompositum F.Ek,. Dieses besteht aus den Laurentreihen in 7. mit Koeffizienten in
F| welche den iiblichen Bedingungen gentigen (und ist gleich £k, wenn k> = k < F = K)).
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3 Konstruktion von £(K)

Ein geeignetes mg finden wir wie folgt: Die Reduktion 7x erfiillt nach Satz [2.3.27] eine Eisen-
steingleichung

T + Geoiftyy 4+ @17k +ag =0
wobei g € (e — 1) - (k®[[e — 1]])*, @1, ...,Ge—1 € (e — 1) - (k*®°[[e — 1]]) gilt. Wir liften diese
Koeffizienten, aber nicht beliebig, sondern wihlen als Lift zu einer Potenzreihe

a=> aile—1)" € k™[[e—1]]

i>0

die Potenzreihe '
a= ZT(ai)wé € Orl[r]] C O¢,

>0
Liften wir die Koeffizienten auf diese Weise, so erhalten wir insbesondere ag € 7. - (Op[[7]])*

und ay, ..., ae—1 € e - (Op[[me]]). Nach dem Henselschen Lemma gibt es nun in Og, einen Lift
mi von T, der die Gleichung

P(rg) = + ae-ﬂfgl + ... +amg +ayg=0

erfiillt. Das Polynom P ist zudem irreduzibel iiber Og, und tiber Op|[7]].

Wir kénnen nun analog zu jedenfalls den beschriebenen Reihen in mg“ einen Sinn
geben — dazu ist letztlich nur nétig, daf 0 < vp,r(Tx) < 0o — und erhalten wieder einen
zu Ep(TdA) isometrisch isomorphen, also p-adisch vollstdndigen Kérper in W (FrR)[1/p]. Der
Restklassenkorper von dessen Ganzheitsring ist k((7x)) C Ey., d. h. Eg, also schon einmal
gleich dem Restklassenkorper von Og, . Zeigen wir die behauptete Identitdt der Korper!

1. Reduktionsschritt: Es geniigt offenbar, Identitdt der Ganzheitsringe

Osyc 2 p-adischer Abschluff von Op((7x))

zu zeigen.

2. Reduktionsschritt: Ist A C B eine Inklusion von vollstdndigen DBR mit maximalem Ideal
(p), und haben beide modulo p denselben Restklassenkérper, so gilt A + pB = B, iterativ
A+ p"B = B und wegen der Vollstindigkeit A = B. Fiir obige Gleichheit reicht also eine der
beiden Inklusionen. Wir zeigen D.

3. Reduktionsschritt: Es reicht, Og, 5 Or((7k)) 7zu zeigen, denn die linke Seite ist p-adisch
vollstandig.

4. Reduktionsschritt: Das Element 7y ist jedenfalls in £k invertierbar; da es aber als Element
von W (FrR) p-adischen Betrag 1 hat (die nullte Komponente ist 7y # 0), gilt 75" € Og,.
Daher geniigt zu zeigen:

Oty > Op|[k]

5. Schritt: Sei B := Op[[n]][rk] C Og), d. h. der Teilring von Og,, der durch Adjunktion
des Elements mx an Op[[re]] erzeugt wird. Aus der Definition von mg folgert man, daf

B = Op([r] + Op([ndlnxk + ... + Op[[r]lnf !
(sogar als direkte Summe), sowie

Ty € me - Op[[me]] -B
————
=m

Damit ist fiir j € Ny:
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j ; i+1)—1 ;
T2 emB, .., w%ﬁ 7 e wmiB,
e(j+1) ir1 e(j+2)—1 1
7TK( cem/TB, ., 7TK( )7l e mitip
etc.

Fiir alle 7 € Ny gibt es daher eindeutige Darstellungen

e—1
W% = Z mkﬂ'f(
k=0
mit
rir € miel € Op[[r]] (3.10)

mJ ist die Menge aller Reihen in Op[[r]], deren Koeffizienten bis zur j-ten Potenz von m,

verschwinden. Es folgt 7, —— 0 in der N-Topologie. Wir zeigen nun, daf Op[[rx]] schon in
B, also auch in Og, enthalten ist. Sei némlich eine Reihe f =3, cimt. € Op[[X]] gegeben,
so ist also wegen (3.10) (und Satz i) die Reihe

fe: =) cirig

i>0

N-konvergent mit Grenzwert in Op|[r]] (dieser Ring ist N-abgeschlossen, wie sich analog
zum Beweis von Lemma zeigen laft), und in der N-Topologie lafst sich umordnen:

e—1 e—1
f=2_Q rismi)es =3 fimk € B
120 k=0 k=0

O

Natiirlich ist es unschon, dafs wir im allgemeinen zwar abstrakt um die Existenz eines Lifts
T von Ti in Ex wissen, der diesen Korper dann beschreibt, ihn aber i. a. nicht konkret
angeben konnen. Es sei aber festgehalten, dafs es nicht nur der im letzten Beweis mit dem
Henselschen Lemma erhaltene Lift téte:

Bemerkung 3.2.20.
i. Og, ist N-abgeschlossen in W(FrR).

it. Ist i € Og, ein beliebiger (!) Lift des uniformisierenden Elements T € Ek, so ist
Og¢, gleich der p-adischen Vervollstindigung von Op((1k)).

Bewess.
i. folgt aus dem letzten Satz analog zum Beweis von Lemma [3.2.4

ii. Wegen i. ist mit Op(7wg) auch Op((7g)) und schlieklich dessen p-adischer Abschluf
in Og, enthalten. Aber beide sind vollsténdige DBR mit Primelement p und gleichem
Restklassenkorper, also — vgl. Schritt 2 im vorigen Beweis — identisch.

O
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Unser & ist folglich als bewerteter Kérper isomorph zu E(TdA). Wir haben also bei an-
fanglich gegebenem Korper K Laurentreihen zu betrachten, deren Koeffizienten zwar i. a. nicht
aus K selbst, aber aus dem davon nicht allzu verschiedenen Kérper F', der maximalen unver-
zweigten Teilerweiterung von K*°|K, stammen. Fiir absolut unverzweigtes K, insbesondere
Qp selbst, ist ohnehin F' = K = K.

Nachdem wir nun gewissermafen die algebraische Struktur der £ beschrieben haben, wollen
wir noch die Topologie etwas anschaulicher darstellen. Die folgende Proposition liefert den
Schliissel dazu und wird auch im n&chsten Kapitel noch einmal von entscheidender Bedeutung

sein.
Aus Bemerkung [3.2.20]ii erhélt man fiir beliebiges n € N einen Isomorphismus

K (Op/P")((T)) —> Og, /D"

welcher die abstrakte Variable T auf die Restklasse Tx schickt. Links steht also ein {ibli-
cher Laurentreihenring mit Koeffizienten in Op/p™: Denn Bedingung sichert, daf links
nur endlich viele negative Koeffizienten stehen bleiben. Diesen Ring versehen wir mit der
T-adischen Topologie, das heifst: Die Mengen

" (Or/p")[T]]

fiir r € Z bilden eine Umgebungsbasis der Null.
Proposition 3.2.21. Sein € N.

i. Die Inklusion Og, — W (FrR) und die davon induzierte Injektion
t:Og. /" — W(FrR)/p" = W,(FrR)

sind topologische Einbettungen, wobei Og,. mit der N -Teilraumtopologie, W (FrR) mit
der N-Topologie und die Quotienten mit der jeweiligen Quotiententopologie versehen
sind.

1. Der oben definierte Isomorphismus

K (Op/p")((T)) — gy /0"

ist ein topologischer Isomorphismus fiir die T-adische Topologie links und die Quotien-
tentopologie der N -Teilraumtopologie rechits.

Beweis. Fiir die Inklusion ist die Aussage i. trivial nach Definition der Teilraumtopologie.
Fiir die Quotienten zeigen wir i. und ii. gleichzeitig. Dazu betrachten wir die komponierte
Abbildung

top.

7 (Op/P")(T)) = Of(x)/p" — Wa(FrR) = (FrR)"

mit der T-adischen Topologie links, der Quotiententopologie der N-Teilraumtopologie in der
Mitte und der Quotiententopologie der N-Topologie rechts, welche wie angedeutet mit der
Produkttopologie auf (FrR)" iibereinstimmt.

Zwischenbehauptung: Die Abbildung j ist offen auf ihr Bild.

Beweis: Es reicht zu zeigen, daf die Bilder der Mengen T" - (Op /p")[[T]], r € Z, relativ offen
sind.
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3.2 Die Kérper £ und E(K)

Betrachte in Wy, (FrR) den von Wy,(R) C W, (FrR) und Tx erzeugten Teilring. Wegen Satz
3.1.10| gibt es ein N € N mit 7x° € W,,(R) fiir alle s > N, so dak dieser Ring die Gestalt

U:=Wu(R) +7k - Wn(R) + ... + T - Wyh(R)

hat. Man beachte weiter: W, (R) ist offene Untergruppe von W, (FrR), so daf auch die Un-
tergruppe U, die ja W,,(R) enthéilt offen (und damit abgeschlossen) ist. Wir zeigen nun, dafs
U Nim(j) enthalten ist in j(7~ ((’)F/p”)[[ ) = (7x)™M - (Op/p")[[7K]] fiir ein geniigend
grofses M € N.

Wiére dem nicht so, dann gibe es mindestens ein 0 < k < n sowie eine unendliche Folge
natiirlicher Zahlen m; < mo < ..., so dafs

pk (7)™ eU

fiir alle ¢ € N. (Die abgeschlossene Menge U enthilt alle Potenzreihen in 7 ; und solche, deren
konstanter Term nicht durch p teilbar ist, sind sogar in U invertierbar.) Da insbesondere alle
nichtnegativen Potenzen von 7 in U liegen, gilt also sogar fiir alle 1 € N

pk (7TK) iN cU

und wir finden fiir alle ¢ Darstellungen

P (TK)

mit ¢; ; € Wy, (R). Schreibe abkiirzend a := 75" € W,(R), dann haben wir

TN =0+ GATE + o FCiNTRY

L ‘ o . N1
P’ =d'cio+a'ciTr + ... +a'c No1TK

fiir alle ¢ € N. Das ist unmoglich, denn in Wittvektoren-Schreibweise konvergieren fiir ¢ — oo
auf der rechten Seite die 0-te bis (N-1)-te Komponente gegen 0, wihrend links konstant der
Wittvektor (0, ...,0,1,0,...) (mit der 1 an der k-ten Stelle) steht.

Mit U ist also d1e Untergruppe j(T~M - (Op/p™)[[T]]) relativ offen in im(j), und folglich auch
alle Bilder der Mengen T7 - (O /p™)[[T]], © € Z, denn die Multiplikation mit (7x)* (i € Z) ist
ein Homoomorphismus. Die Zwischenbehauptung ist gezeigt.

Betrachten wir nun die Bestandteile von j. Die Abbildung ¢ ist jedenfalls injektiv. Sie ist auch
stetig, was ganz abstrakt folgt: Betrachte

Ogy W(FrR)

| |

Og,. /P —= W, (FrR)

und benutze, dafs alle anderen Pfeile stetig sind, sowie die universelle FEigenschaft der Quoti-
ententopologie links unten.

Die bijektive Abbildung k ist ebenfalls stetig: Dies folgt daraus, daf in der N-Topologie
(TK)
Starte nun mit einer offenen Menge O in Og,. /p", dann ist £~1(O) offen. Wegen der Zwischen-
behauptung ist also j(x~!(O) offen in im(j). Da & bijektiv ist, ist aber j(k~1(O) = +(O) und
im(j) = im(¢), folglich ist die Abbildung ¢ offen auf ihr Bild und Teil i. gezeigt. Ist andererseits
O’ eine offene Menge in (Op/p™)((T)), so ist wegen der Zwischenbehauptung j(O’) offen in
m(j). Da ¢ stetig ist, ist t71(j(0’)) offen in Og, /p™, aber wegen der Injektivitit von ¢ ist
171(§(0")) = Kk(O'). Mithin ist die Abbildung  offen, und auch Teil ii. ist gezeigt. O

7 1

7,0 gilt.
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3 Konstruktion von £(K)

Satz 3.2.22. Sei mg wie in Bemerkung |3.2.20, Die N-Teilraumtopologie auf Og, ist die
Topologie, welche durch die Mengen

(7} - Or[[7K]] +pn05K)T€Z,n€N
als Umgebungsbasis der Null definiert wird.

Beweis. Ein ,Ball“ By s,,..5,(0) wie in Satz 3.1.5]ii (bzw. dessen Schnitt mit Og, ) enthélt
wegen Satz 3.1.10| fiir geniigend groRes r die Menge 7% - Op[[rk]] + pF T Og . . Offene Mengen
in der N-Teilraumtopologie sind folglich auch beziiglich der neu definierten Topologie offen.

Umgekehrt ist fiir r € Z, n € N die Menge
T - Op[[rk]] + 0" Og, C Ogie
genau das Urbild (beziiglich der kanonischen Projektion) der gleich geschriebenen Menge

7y - Of([mk]] + 0" Og,e C Ogy /p"

welche gemifs Proposition ii offen in Og, /p™ beziiglich der Quotiententopologie der N-
Teilraumtopologie ist. Da die kanonische Projektion beziiglich der N-Teilraumtopologie und
deren Quotiententopologie definitionsgemaf stetig ist, sind also auch die Nullumgebungen der
neu definierten Toplogie offen in der N-Teilraumtopologie, und folglich sind beide Topologien
gleich. O

3.2.3 Die Koérper £(K)

Will man stattdessen die nach Fontaine konstruierten Koérper E(K) liften, so kann man (fiir
p # 2) analog zum Vorgehen im zweiten Kapitel von €, (Ogy, . Sk,) zu den Fixobjekten
unter der zyklischen Gruppe F <Z7 = T'g,

E(Ko) = &1

FX
O (ko) = OF

€k

(S(Ko) == 837

iibergehen. Die maximale unverzweigte Erweiterung in W (FrR) bleibt &,,, man setzt wieder
H(Ky) := Gal(K|Ks) mit der zyklotomischen Zy-Erweiterung Ko von Ko, H(K) := Gg N
H(Ky), r(K) =r(K|Kp) wie in und (vgl. [2.4.9):

E(K) = o) (gg(K)) C W(FrR)
Dann gelten analoge Aussagen zu den obigen fiir die Erweiterungen &,,|€(K) und E;ﬁg’ |E(K)

sowie Operation von I'(K) := Gx/H(K) ~ (Zy, +).
Mit €k, ist auch E(Kyp) = maeFﬁ ker(idg, — (ga)‘gKO) N-abgeschlossen. Setzen wir

o == —p+ Z (el

a€lFy
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3.2 Die Kérper £ und E(K)

so ist offenbar my = Tr5K0|g(KO)(7r€) ein Lift von 7y € E(Kp) (aus [2.4.5). Wegen der N-
Abgeschlossenheit liegen analog zu Satz alle die Bedingungen (3.5]) un erfiillenden
Laurentreihen nach Einsetzen von mp in £(Kp). Da aber £k, tiber diesem Laurentreihenktrper
ebenfalls Grad p—1 hat — Adjunktion von . liefert €k, —, muk er schon ganz £(Ky) sein. Wir
kénnten daher £(Kp) und die entsprechenden Unterstrukturen auch analog zu mit
statt 7 definieren. £(K) besteht aus den Laurentreihen in einer Variable 7l :=o~" ) (),
deren Koeffizienten in F := Quot(W (ko)) liegen und und erfiillen, wobei mx ein
geeigneter Lift des 7 aus Satz [2.4.12]ist. Auf diese Weise und mit diesem F ist also £(K) als
bewerteter Korper isomorph zu Ep(TdA). Auch beziiglich der ,schwachen® Topologien gelten
dann analoge FErgebnisse zu [3.2.21| und [3.2.22]
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4 Die Kategorienaquivalenz

R@pr(GK) ~ F(K>®M(€gf)g([(), )

Wie gegen Ende des vorigen Kapitels notiert, haben wir zu unserem vollstandigen, diskret be-
werteten Korper K in Charakteristik 0 (mit perfektem Restklassenkorper k der Charakteristik
p) Korper F(K) und £(K) konstruiert, die die Voraussetzungen fiir Kapitel 1, Abschnitt 4
erfiillen, wobei G k) = H(K) ist. Um die Notation nicht vdllig zu iiberfrachten, betrachten
wir jetzt in dortiger Notation nur noch den Spezialfall r = 1, also Z,-/Q,-Darstellungen. Wir
haben also Aquivalenzen

Repr (H(K)) ~ (I)M(e(gg(}()vo')

bzw.
Repq, (H(K)) ~ @M ).

o)
Wir mochten aber Darstellungen der ganzen Gruppe G klassifizieren und haben in der
Operation von I'(K) auf E(K) und £(K) zusétzliche Information behalten. Diese sollte nicht

verloren gehen, wenn wir ins Gebiet der ¢p-Moduln iibersetzen. Dafiir definieren wir eine weitere
Kategorie.

4.1 Die abelsche Kategorie 0N

Als technisches Hilfsmittel miissen wir fiir diesen Abschnitt zunéchst eine ,kanonische Topolo-
gie“ auf endlich erzeugten Moduln M iiber einem gegebenen topologischen Ring A erkldren.
(Man beachte, dak die topologischen Konstruktionen am Anfang von Abschnitt 1.2 ein Spe-
zialfall des folgenden sind.)

Zu einem endlich erzeugten A-Modul M existiert stets eine ,Auflésung*: ein r € N und
ein Epimorphismus von A-Moduln A" — M. Wir versehen nun A” mit der Produkttopologie
und M mit der Quotiententopologie. Dies ist unabhéingig von der Wahl der Auflésung, wie
folgende Uberlegung zeigt:

Seien fiir M zwei solcher Epimorphismen A" — M und A® - M gegeben. Dann existiert
ein A-Modulhomomorphismus A” — A?, so dafs das folgende Diagramm kommutiert:

A’f‘

AN
.

AS

M

Dies kann man direkt nachrechnen, wenn man nicht weifs, dafs freie Moduln projektiv sind.
Nun behaupten wir (): Der senkrechte Pfeil ist stetig beziiglich der beiden Produkttopologien.
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4 Die Kategoriendquivalenz Repz, (G ) ~ F(K)@M%g(m o)

Dies angenommen, und da der untere Pfeil nach Definition stetig ist beziiglich der Produkt-
topologie und der iiber die untere Auflésung definierten Topologie, ist auch der obere Pfeil
stetig beztiglich der Topologie der unteren Auflésung. Da die Topologie der oberen Auflésung
definitionsgemék die feinste ist, die den oberen Pfeil stetig macht, ist sie also gréber als die der
unteren Auflésung. Nach Vertauschung von r und s folgt, daf die Topologien iibereinstimmen.
Wir zeigen noch (x): Sei

f:AT— A°

(ai)igi<r = (Aillagigigr)s - fs((aj)1gi<r))

ein Modulhomomorphismus. Nach universeller Eigenschaft der Produkttopologie geniigt es,
die Stetigkeit jeder Komponentenabbildung f; zu zeigen. Definieren wir nun fiir 1 < ¢ < s,
1 < j < r wie in der linearen Algebra den Skalar a;; := fi(e;) (mit e; := (6;5)1<j<r € A7), 50
gilt fi((aj)1<j<r) = >oj—y @jaij. Aus der Definition eines topologischen Rings folgt, daf die
Abbildungen mg,; : A — A, a — aay; stetig sind; aus der Definition der Produkttopologie
folgt weiter, daf auch

AT — AP

Myj,a;;

(ajhgj<r = ajai;
stetig ist; und damit schlieflich auch fj =377 mjq,;.

Man kann weiter nachrechnen oder sehr abstrakt mit dhnlichen Diagrammen wie oben
folgern, daf diese Topologie mit der Modulstruktur vertréglich ist und Modulhomomorphismen
immer stetig, Epimorphismen auch offen sind. In der Theorie der normierten Vektorrdume zeigt
man {ibrigens mit einiger Miithe den Satz: Ist speziell A ein vollstdndiger bewerteter Koérper,
so induziert jede Norm auf einem endlichdimensionalen Vektorraum obige Topologie, die in
diesem Fall natiirlich die Produkttopologie auf M ~ A¢ ist — d. h. man zeigt die Aquivalenz
der Norm zur Maximumsnorm zu einer beliebigen Basis.

Folgende Beschreibung der Topologie im Spezialfall eines DBR, die ebenfalls leicht einzusehen
ist, wird sich als praktisch erweisen:

Bemerkung 4.1.1. Sei A ein DBR mit Primelement m. Wdhlen wir zu einem endlich er-
zeugten A-Modul M Erzeuger my,...,m,, und ist {U; | i € I} eine Umgebungsbasis der 0 im
Ring A, so ist zu einem beliebigen Element aymy + ...+ a,m, € M eine Umgebungsbasis durch
die Mengen

T

Z(aj + Ui].)mj

Jj=1

mit i1, ...,4, € I gegeben. (Eine andere Darstellung des Elements liefert natirlich i. a. eine
andere Umgebungsbasis.)

Kommen wir nun zu den ¢-I'-Moduln. Wir behalten die Notationen und Bezeichnungen aus
Abschnitt 1.3. bei. Gegeben sei ein Tripel (A, o,T"), wobei (A, o) ein Paar wie dort sei und T’
eine Gruppe, die auf A iiber Ringendomorphismen wirkt, welche allesamt mit ¢ kommutieren.

Definition 4.1.2. Ein ¢-I"Modul (iiber (A4, 0,I")) ist ein p-Modul M iiber (A, o) versehen
mit einer Operation von I' auf M, die semilinear ist (beziiglich derjenigen auf A), das heift

glam+n)=ga-gm+gnfirallea € A, mne M, geT

und so, daf ¢ und I' kommutieren, das heift p(gm) = g(p(m)) fiir alle g € I',m € M.
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4.1 Die abelsche Kategorie F(IDM(SIEL o)

Wenn man als Morphismen zwischen diesen Objekten, wie billig, Modulhomomorphismen
nimmt, welche mit ¢ und I' vertauschen, sowie z.B. Unterobjekte, direkte Summen und Ten-
sorprodukte in néchstliegender Weise definiert, glaubt man ohne Beweis:

Satz 4.1.3. Die p-I'-Moduln iber gegebenem (A,o,I') bilden eine abelsche Kategorie, die
abgeschlossen ist unter Bildung des Tensorprodukts. Wir bezeichnen sie mit TOM (4, ).

Bemerkung 4.1.4. Zu einem Gruppenhomomorphismus o : I' — T' erhalten wir einen ko-
varianten Funklor
s TOM g o) — F'@M(A’U)

indem wir auf einem p-I'-Modul M die Gruppe I per ¢'(m) = a(g’)m operieren lassen.
Dieser Funktor ist treu, exakt und vertauscht mit dem Tensorprodukt.

Ist speziell v : {1} — T die Inklusion der trivialen Gruppe, identifiziert sich .. offenbar mit
dem Vergififunktor T®M 4 o) — PM(4, 4.

Diejenigen p-Moduln, die wir durch den Funktor Dg aus Darstellungen erhalten, sind je-
denfalls etal. Auflerdem haben wir nicht irgendeine Operation irgendeiner Gruppe, sondern
die einer topologischen Gruppe, welche stetig beziiglich einer Topologie auf den Moduln ist.

Seien dafiir ab jetzt zusétzlich
— A ein topologischer Ring, I' eine topologische Gruppe, und beide seien vollstindig und
hausdorffsch;
— die Wirkung I' x A — A ((g,a) — ga) stetig;
— A noethersch und o : A — A flach.
Dann fassen wir alle Zusatzbedingungen grofziigig unter den Begriff etal:

Definition 4.1.5. Ein p-I'-Modul M heifst etal, falls

— der unterliegende (durch den Vergiffunktor erhaltene) ¢-Modul etal ist im Sinne von [1.3.5]
und

— die Wirkung I' x M — M ((g,m) — gm) stetig ist.

Dabei ist M mit der kanonischen Topologie als endlich erzeugter A-Modul versehen.

Indem wir als Morphismen die zwischen den unterliegenden @-I'-Moduln behalten — die
wie erwdhnt automatisch stetig sind —, erhalten wir die Kategorie der etalen ¢-I'-Moduln

TOME, .

Satz 4.1.6. FCDM(GIZ o) ist eine abelsche Kategorie und abgeschlossen unter Tensorprodukten.

Wir verzichten auf einen Beweis, wobei das meiste ohnehin aus den Sitzen [1.3.6] und [1.3.7]
folgt.

Bemerkung 4.1.7. Ist o : I' — T' ein Morphismus topologischer Gruppen, welche die obi-
gen Eigenschaften erfiillen, so schrankt sich der Funktor .« ein zu einem gleich bezeichneten
Funktor
. t t
o F@MFAVU) — F/<I>M(6A’ o)
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4 Die Kategoriendquivalenz Repz, (G ) ~ F(K)@M(eég(m o)

4.2 Beweis der Kategorienaquivalenz

Wir haben die Kategoriendquivalenz

Repz, (H(K)) ~ @Mggm) o)

Die Kategorie I'( K)® M, (e(tgg( 0) erweist sich nun als die richtige, um Darstellungen der ganzen

Galoisgruppe G — die offenbar ,besondere” Darstellungen von H(K) sind — zu iibersetzen.
Dabei trigt Og i) geméh Satz[3.2.18| eine beziiglich der N-(Teilraum-)Topologie stetige Wir-
kung von I'(K). Zusétzlich ist fiir eine Gg-Darstellung V' bzw. einen etalen ¢-I'(K)-Modul
M

-De(V)= (0O ® V)H(K) mit, einer stetigen Operation von I'(K) zu versehen;

Eur(K) 7,
— Ve(M) mit einer stetigen Operation von G (also einer Struktur als G g-Darstellung) zu
versehen;

— zu zeigen, dals diese Zusatzinformationen sich miteinander vertragen, d. h. die natiirlichen
Isomorphismen Ve(Dg(V)) = V und Dg(Ve(M)) = M aus Theorem sind Gi- bzw.
I'(K)-aquivariant.

All dies ist moglich, was letztlich darauf basiert, daf G geméaf den Sitzen [3.2.10]vi und
ii stetig auf Og— operiert. Zur Erinnerung: ,Stetige Wirkung® (von G auf X) heit,
dall die Abbildung

GxX—X,(9,z) — gz

stetig ist. Wir setzen zur Abkiirzung G = G und zeigen zunéchst die allgemeine

Proposition 4.2.1. Sei B C (’)A der Unterring Og k) oder Zyp, versehen mit der von der
N-Topologie induzierten Tezlmumtopologze von W(FrR) (fir B = Z, = W(F)) ist dies die
ibliche p-adische). Sei M ein endlich erzeugter B-Modul, auf dem G semilinear (d. h. g(bm+
m') = gb- gm + gm’) sowie stetig beziiglich der zu Anfang des Kapitels definierten Topologie
wirkt (fir B = Z, ist auch dies die p-adische). Dann ist die durch [a @ m — ga ® gm]
auf (’)a; %) M definierte G-Wirkung stetig beziiglich der Topologie von O/H\r %) M als endlich

erzeugtem Og—-Modul.

Beweis. Fixiere wie in Bemerkung Erzeuger my,...,m, von M als B-Modul und die
zugehdrigen Erzeuger 1 ® mq,...,1 ® m, von OE\ ® M als (’)E\—Modul. Damit die Wirkung
nr B nr

im Punkt (g,x) € G x Og~ ® M stetig ist, ist geméf Bemerkung |4.1.1| folgendes zu zeigen:

Fiir beliebige Nullumgebungen Uy, ..U, in C’)A existieren eine offene Untergruppe H < G
sowie Nullumgebungen Uy, ..., U, in (9 , SO dafé

T T
g(x—l—Zﬂi@)mi)ggx—l—ZUi@mi (4.1)

i=1 i=1
fiir alle h € H,u; € Ul,aZ € (’)A gilt. Wir kénnen dabei nach Sat lii und iii ohne
Einschrankung annehmen, daf alle hier und im folgenden betrachteten Nu umgebungen U in
OA (oder B) von der Form By 5. 5N Oz (oder Bys . 5N B) mit einem ,Ball“ By
W(F rR) sind, wobei auBerdem § < 1 angenommen werden kann (sonst verkleinere). Dies
sichert nach Satz [B.1.8i, daf die Nullumgebungen additiv und multiplikativ abgeschlossen

9eeey
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4.2 Beweis der Kategoriendquivalenz

sind: U +U CU und U - U C U. Nach Satz [3.2.10i gilt zudem gU = U fiir alle g € G.

Die additive Abgeschlossenheit der Nullumgebungen erlaubt uns, uns in Gleichung auf
Elementartensoren ¢ = a ® m zu beschrinken. Wir konstruieren nun zunéchst eine offene
Untergruppe H1 < G, so dal

T
hga @ hgm — ga @ gm € Z U; ® m; (4.2)
i=1

fiir alle h € Hy gilt; sodann eine offene Untergruppe Hy < G und Nullumgebungen Ul, e, Uy
in (’) , so daf

hg <ZT: Ui & mz) - zr: Ui ® m; (4.3)
i=1 i=1

fiir alle h € Ho und @; € U; gilt. Wegen der additiven Abgeschlossenheit der Nullumgebungen
liefern diese Gleichungen zusammen (4.1]), wobei natiirlich H := H; N Hy zu setzen ist.

Zu (4.2): Schreibe
gm =3 br(g)m;
i=1

mit (nicht eindeutigen, aber ab jetzt fixierten) b"(g) € B. Wihle zu den U; Nullumgebungen
U{ in Og—, die folgende (endlich viele!) Bedingungen erfiillen:

ga-U{QUi

ww»w§mmm<ﬂwywmgzm®w

i=1 i=1
U C U;
Da die G-Wirkung auf Oz~ stetig ist, gibt es eine offene Untergruppe Hi,1 < G, so daf

u(h) := hga — ga € ﬂ U;
i=1

fiir alle h € Hyp. Da die G-Wirkung auf M stetig ist, existiert eine offene Untergruppe
Hi9 < G, so dak fiir alle h € Hy o

hgm — gm € Z(U; N B)m.
i=1

gilt. Mithin ist fiir alle h € Hy := Hl,l N HLQ:
hga ® hgm — ga @ gm = (hga @ (hgm — gm)) + ((hga — ga) ® gm)

€ (hga ® (hgm — gm)) + Z Ui @ m;
i=1

Der erste Summand ist enthalten in

(ga—i—hU{)@(zT:(U/ﬂB ®mz> Zga Ul +U)) ®m,CZU ® m;

=1 =1 i=1
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4 Die Kategoriendquivalenz Repz, (G ) ~ F(K)@M(eég(m o)

Wegen der additiven Abgeschlossenheit der U; folgt (4.2).
Zu (4.3)): Schreibe fir k=1, ...,7

T

g = 3B (g)m,

i=1

(4.4)

wiederum mit ab jetzt fixierten b"*(g) € B. Wihle Nullumgebungen U; in Og—, die die

Bedingungen
Uy C U;

b (9)Ux CU;

fiir alle 4,k € {1,...,r} erfillen. Da G stetig auf M wirkt, gibt es fiir jedes 1 < k < r eine

offene Untergruppe H (k) < G, so dak fiir alle h € H(k)

hgmy — gmy, = Z(UZ N B)m;
i=1

gilt. Aus (4.4) und (4.5) erhalten wir fiir h € Hy := (), _, H(k)

hgmy, € Z(b;ﬂ’“ (9) + U; N B)m,
=1

und damit fiir beliebige u; € UZ

hg (Z Uy ® mk> = Z hg(ty) ® hgmy,
k=1

k=1
€ hglig) ® (Z(bz’-n’“ (9)+U;N B)mi>

k=1 i=1
= (Z hg(uk) - (b;"* (9) + Ui N B)> ® m;
i=1 \k=1

Die ersten Summanden liegen in hg(Ug) - b/ (g9) = Uy - b (g) C U; und die zweiten in

hg([jk) . (71 = [7k . ﬁz CU;-U; CU;, womit 1' gezeigt ist.
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4.2 Beweis der Kategoriendquivalenz

Definition und Lemma 4.2.2.

i. Sei V € ob(Repz,(Gk)). Die Vorschrift
Zai K v — Zgai & gv;

definiert eine stetige Gk -Wirkung auf Og— @ V', die eine stetige Wirkung von IN'K) =
nr Zp
Gr/H(K) auf dem Oggy-Modul Dg(V) := (Oz= @ VYHE) induziert.
nr Zp

it. Sei M € 0b(F(K)<I>M(%£(K)7U)). Die Vorschrift

Z%‘@mi HZQ%‘@WW
i i

wobei v € T'(K) die Restklasse von g ist, definiert eine stetige G- Wirkung auf

Oz~ ® M, die sich zu einer stetigen Wirkung auf Ve(M) = (Og- ® M)¥= id
" Oc(x) Oe o)
einschrankt.

Beweis. Bis auf die Stetigkeitsaussagen ist dies klar. Indem wir die vorige Proposition in i.
auf B = Z, mit der durch die Darstellung definierten G g-Wirkung auf V' (und der trivialen
auf Zp) anwenden, in ii. auf B = Og k) und M mit der Wirkung von G iiber den Faktor
I'(K), erhalten wir jeweils die Stetigkeit der Wirkung auf dem ganzen Tensorprodukt

Og\ ® V bzw. OA ® M als (95/\ -Modul.
nr Z ’n’f‘ OS(K) nr

Wir brauchen aber die Stetigkeit auf den jeweiligen Fixmengen, wobei diese als endlich er-
zeugte Og ()~ bzw. Zy-Moduln aufgefakt werden.

1. Zwischenbehauptung: Die kanonischen Abbildungen

B‘—>(’)A ® B

Enr OE(K)
fiir B = Og(x K)/P" (n € N) sowie
B — Og\ ® B
nr Zp

fir B =7Z,,Z,/p" (n € N) sind topologische Einbettungen.

Beweis: Im ersten und dritten Fall kdénnen wir die Menge rechts als OA Modul mit OA
identifizieren, im zweiten und vierten mit Og— /p", und zwar jeweils algebralsch und topologzsch
(weil lineare Abbildungen automatisch stetlgsmd) Betrachten wir fiir die ersten beiden Falle
die Ketten von Injektionen

Og() & O~ & W(FrR)

n % n P
wo/B" % O [ & Wo(Fr )

Das Kompositum 3 o « ist nach Proposition [3.2.21}i. jeweils eine topologische Einbettung. o
und ( sind jeweils injektiv und stetig (im Fall der Quotienten vergleiche zur Stetigkeit das
abstrakte Argument mit dem Diagramm im Beweis von [3.2.21). Dann folgt ebenfalls ganz
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4 Die Kategoriendquivalenz Repz, (G ) ~ F(K)@M(eég(m o)

abstrakt, daf auch «a offen auf sein Bild ist: Starten wir n&mlich mit einer offenen Menge U
links, so existiert rechts eine offene Menge U” mit (8o «)(U) = U” Nim(B o ). Da [ stetig
ist, ist U’ := B~1(U") offen, und wegen der Injektivitit von 3 gilt

a(U) =U'Nnim(a)

d. h. « ist offen auf sein Bild.

Die beiden Z,-Fille funktionieren genauso; als Ersatz fiir die oben zitierte Proposition muf§
nur gezeigt werden, daf die Inklusion Z, C W(FrR) und die induzierte Injektion Z,/p" —
W, (FrR) topologische Einbettungen sind. Ersteres ist trivial, Injektivitdt und Stetigkeit bei
zweiterem sieht man wie vorher, und zur Offenheit aufs Bild ist zu bemerken, daf Z,/p" kom-
pakt (sogar endlich) und Og~ /p" hausdorffsch ist (die Ideale (p") sind abgeschlossen), so dak
eine stetige Abbildung automatisch offen ist.

2. Ziwischenbehauptung: Die Inklusionen

Dg(V) C OE‘\ RV

nr Zp

Ve(M)C O~ ®@ M
" Oero
sind topologische Einbettungen.
Beweis: Nach Satz und den im letzten Abschnitt erwdhnten Eigenschaften der  kano-
nischen” Topologien auf endlich erzeugten Moduln 14fst sich die Aussage der 1. Zwischenbe-
hauptung auf beliebige endlich erzeugte Og(g)- bzw. Zy-Moduln B verallgemeinern. Dann
betrachte aber zum Beispiel fiir B = Dg(V):

nr Og(K)

ek

O~V
Enr Zp

wobei der senkrechte Pfeil aus Proposition [I.4.9]stammt. Dieser ist wiederum automatisch ein
topologischer Isomorphismus, der waagerechte Pfeil ist nach der 1. Zwischenbehauptung eine
topologische Einbettung, also auch der diagonale.

Damit kénnen wir nun das Gewiinschte zeigen. Betrachte das kommutative Diagramm

Gx (0O~ V) O~V

Enr Zyp — " &nr Zp
idXLT TL
G x Dg(V) —= De(V)

a soll stetig sein. Die senkrechten Pfeile (¢ ist einfach die Inklusion) konnten wir als topologi-
sche Einbettungen bestimmen. Der obere waagerechte Pfeil ist nach Proposition stetig.
Wir kénnen nun wiederum ganz abstrakt folgern: Sei U eine offene Menge unten rechts. Dann
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4.2 Beweis der Kategoriendquivalenz

existiert oben rechts eine offene Menge U’ mit +(U) = U’ Nim(¢). Offenbar gilt .~ (U') = U
und somit

o (U) = a7 (7)) = (Lo a)TH(U)

und ¢ o «v ist wegen der Kommutativitit des Diagramms stetig, also a~!(U) offen und somit
« stetig. O

Wir konnen damit die ersten beiden Punkte abhaken: Dg(V) ist ein etaler ¢-I-Modul,
Ve (M) eine G-Darstellung. Es bleibt zu zeigen:

Lemma 4.2.3. Die natirlichen Isomorphismen Ve(Dg(V)) =2 V und Dg(Ve(M)) = M aus
Theorem |1.4.11) sind G- bzw. T'(K)-dquivariant.

Beweis. Dies folgt sofort daraus, daf die Abbildungen &, und T (bzw. (. und U,) dquivariant
sind, wie sich aus deren Definition in Lemma|l.4.7}ii und Satz und den obigen Definitionen
der G g-Wirkungen ergibt. O

Es folgt:

Theorem 4.2.4. Die Funktoren Dg und Vg liefern eine Kategoriendquivalenz

Repz,(Gk) ~ F(K)q’M(ectog(K),o)

und vertauschen mit dem Tensorprodukt.

Schlieklich kann man analoge Uberlegungen zu denen am Schluf von Kapitel 1 anstellen
und die Kategorie I'(K )<I>M(O€( K), o) definieren als die Kategorie endlichdimensionaler & (K)-
Vektorrdume mit semilinearen und miteinander kommutierenden Operationen von I'(K) und
¢, welche ein unter I'(K') und ¢ stabiles Og(f)-Gitter enthalten derart, dafs dieses Gitter ein
etaler ¢, I'(K)-Modul (iiber Og (k) ist. Man hat dann:

Theorem 4.2.5. Die Kategorien Repq,(Gr) und F(K)@M(OS(K) o) Sind ®-dquivalent.
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Anhang: Konkordanz der Bezeichnungen

Gelegentlich wird der Fall p = 2 gesondert behandelt.
Fiir diese Tabelle sei im Zweifelsfall p = 2.

diese Arbeit [Fon90] [CCa8] / [CCI9] [Her98|

Ky Ky F (meistens) Ky
Kn K, - -
K" - K, -
K — K
Koo Koo - Koo
GK GK gK GK
Hp — Hi _

H(K) Hy - -
'k - 'k -
I'(K) T - T'x

R R E R

FrR FrR E FrR
Bk, E(Kj) Ep -

E(Ko) EO - EO
Ek - Ex

B(K) E(K) - By
Esep Egep E Fsep

W(FrR) W(FrR) A W(FrR)
W(FrR)[1/p] | W(FrR)[1/p] B W(FrR)[1/p]

O¢, - Ag -
Ek - Bk -

Of (k) Of (k) - Ok (k)
E(K) E(K) - E(K)
Ocs,. Ok, - O¢,,
Og— Oz A -
gnr Snr - 5717”
Eur Eur B -

Zur zweiten Zeile ist anzumerken, daf im ganzen Abschnitt [Fon90, A.3.1.7.] K durch K
ersetzt werden sollte.
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