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Ist A4 eine abelsche Varietit iiber dem globalen Korper K, so stellt die Vermutung
von Birch und Swinnerton-Dyer eine Vetbindung her zwischen dem Verhalten der
Hasse-Weil L-Funktion L(4,s) bei s=1 und den wichtigsten arithmetischen
Invarianten von 4 [Rang von A(K), Ordnung .der ,_.mﬁm-m(&mnmsmu-@a:wvm
wig(A),...]; fiir die genaue Formulierung sei auf [15] verwiesen. Im Falle, daf} K :
ein ZahlkSrper ist, muB dieses Problem als eines der schwierigsten in der
Zahlentheorie angesehen werden. Wesentlich zugénglicher ist der andere Fall, daB3
K ein Funktionenkdrper der Charakteristik p>0 ist: Hier ist die Vermutung
volistindig bewiesen, falls die abelsche Varietit 4 konstant ist [6]. Fiir elliptische
Kurven haben Artin und Tate in [15] gezeigt, daB die Vermutung ,,bis auf den
p-Anteil® richtig ist, falls nur wi(A)(]) endlich ist fiir eine Primzahl I+ p. Nach
Milne [7] ist dabei im Falle p>2 die Einschrinkung ,bis auf den p-Anteil
liberfliissig. In [7] findet man auch Auskunft dariiber, fiir welche elliptischen
Kurven die Endlichkeit von w; «{A) bisher bekannt ist. Das Ziel dieser Arbeit ist es,
den Satz von Artin und Tate auf beliebige abelsche Varietiiten 4 zu verallgemei-
nern. : - .

In Abschn. 1 wird das Verhalten von L(A,s) bei s=1 zunidchst in rein
cohomologischen Termen. beschrieben. Dies beruht auf einer Analyse der Gro-
thendieckschen Darstellung von L(A,s) als (bis auf eine <w1mc_o=mzwﬁ:::oi
rationale Funktion. Der Abschn. 2 dient der Berechnung der auftretenden coho-
mologischen GréBen. Die-dabei die wesentliche Rolle spielende Yoneda-Paarung -
wird schlieBlich in Abschn. 3 als die Néron-Tatesche Hohenpaarung identifiziert.

Notation

Sei K ein algebraischer Funktionenkdrper in einer Variablen mit genauem
Konstantenkdrper IF,; ferner sei § die projektive glatte integre Kurve iiber [,
welche ein Modell von K ist. IF,/IF, und-K/K bezeichnen jeweils einen separabel-

m_mo_uamm%wn: Abschluf} und e szﬂ\_ﬂv den ,arithmetischen* Frobenius : wir
setzen §:=$S X ﬂ Fiir jeden abgeschlossenen Punkt xe S sei k,/TF, der Restklas-
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senkorper von x, degx:= [k, :JF,] und 1, <Gal(K/K) eine (bis auf Konjugation
bestimmte) Trigheitsgruppe. .

Sei A eine abelsche Varietiit der Dimension. d>0 iiber K und A:= A4 m K; A

sei die duale abelsche Varietiit iiber K, o bzw. o das Néron-Modell von A bzw. 4
iiber S und &/ die Zusammenhangskomponente von &/ im Sinne von SGA3 VLB,
Abschn. 3.

Noch einige allgemeinere Bezeichnungen: Fiir jede abelsche Gruppe M sei
TorM die Torsionsuntergruppe, DivM die maximale divisible Untergruppe und
My, :=M/TorM bzw. My, := M/DivM. Ist G eine abelsche Gruppe oder ein

kommutatives Gruppenschema, so setzen wir Qanuwﬁahig fiir neN und
" G():=1lim G, fiir jede Primzahl I Eine Paarung von endlich-erzeugten Z- bzw.
Z,-Moduln heifit nicht-ausgeartet, wenn sie es modulo der Torsionsuntergruppen
ist; in naheliegender Weise ist dann ihre Determinante bis auf eine Einheit in Z
bzw. Z, definiert. Fiir den Begriff der Tate-Twistung von Garben bzw. Galoismo-
duln siche [8], S. 163. Falls nicht anders gekennzeichnet sind alle Cohomologie-
gruppen beziiglich der etalen Topologie gebildet.

1. Die Hasse-Weil L-Funktion von A

Von nun an sei eine Primzahl [tq fest gewshlt. Fiir jeden abgeschlossenen Punkt -

x€S sei
P (t):= det(1 — ¢ ~9¢8x. de8x (4, Q)%).

Es ist bekannt, daB diec Polynome P (t) von | unabhingige Koeffizienten in Z
besitzen {13]. Wir setzen

L@):=]]Po)  eZ[[r1].

Grundlegend fiir alles Folgende ist, daB L ,(t) eine explizite Darstellung als
rationale Funktion von ¢ besitzt. Dazu betrachten wir das projektive System
(#£2),20 von quasi-endlichen etalen S-Gruppenschemata, welches eine kon-
- struierbare: Z,-Garbe T/(«/°) auf S definiert (siche SGA7IX22.1); mit
V(£°):= T(#°)®@®, bezeichnen wir die zugehdrige @Q,-Garbe auf S.

Satz1. L,(g™'0)= [] det(1— o 't; H{(S, V()" V""",
i=0 .

Beweis. Da 4 und A isogen iiber K sind, gilt L )=Lj4(t). Sei nun X ein

geometrischer Punkt iiber dem abgeschlossenen Punkt xe S. Der Halm von V(&)
in X berechnet sich zu

- : V(o) = (lim A(K),.® Q)=

Zur Vermutung von Birch und Swinnerton-Dyer 497

Andererseits ergibt sich aus der Cohomologiesequenz zur Kummersequenz iiber i
leicht

| H'(4, Q1)) = lim A(K), ®Q,.
Folglich ist

HY(4, Q)'==V/(°)(~ 1)
und damit .

Lg™")=Lig™'0)= [T det(1— pdesx. pderx; p(70) )1

Daraus folgt die Behauptung nun mit Hilfe des bekannten Satzes von Grothen-
dieck (siche [8, V113.3]), wenn man noch beriicksichtigt, daB die cohomologische
-Dimension von § gleich 2 ist. . o
Bemerkungen. 1) L ,(t)e Q(t) (vgl. [8, VI 12.5(a)]).

2) L(4,5):= L (q~°) ist meromorph in der komplexen Ebene und heil3t Hasse-
Weil L-Funktion von A/K. ‘ ,

3) Mit Hilfe der Poincaré-Dualitit iiber § und einer Polarisierung A— A4 146t
sich zeigen, daB L(4, s) eine Funktionalgleichung beziiglich s—2—s besitzt. -

4) Die Pole von L(4, 5) liegen auf den Geraden Res= 1 oder 3, die Nullstellen
auf der Geraden Res=1 [13] und [3,3.2.3]. ) .

Wir wollen in dieser Arbeit das Verhalten von L(A, s) bei s=1 studieren. Dazu
seien die Zahlen ce @~ und ¢ >0 definiert durch . .

L(4,5)~c-(1—q*~9e v
" ~c(logg)®-(s—1)° fir s—1.

Erste Formeln fiir ¢ und g lassen sich mit Hilfe des cohomologischen Formalismus

“aus Satz 1 herleiten. .

Dazu miissen wir zunsichst die Garben T(«°) und (analog definiert) T(#°).
etwas genauer cmﬂmmofnn. Sei U €S eine nichtleere offene Teilmenge, so dafy o7/U
und damit auch +7/U ein abelsches Schema ist ; insbesondere ist .7 U dann das zu
#//U duale abelsche Schema: Ferner ist (&7/U),, ein endliches etales U -Gruppen- -
schema, dessen Cartier-Dual gerade Ab\z\S: ist. Fiir die durch die projektiven
Systeme ((«7/ Ulnlyzo und ((£/U),),,, definierten konstruierbaren Z,-Garben
T(/U) und T(7/U) auf U gilt also:

a) T(s#/U)= T« WU, T{s4/U)=T{()/U,

b) Ty(#/U) und Ty(<//U) sind tordiert konstant,

¢) Hom(T(s//U), Z{1))=Ty(sf/U).

Bezeichnet j: U —»S die mwaamorozomozo Immersion, so ist

d) j (H/U)=oA,, IS =o,,

* und damit

e) Hom(sf ., Z/PZ(1))= sf . :

Man liberzeugt sich leicht davon, daB (##2),,, bzw. (#0), , das projektive
System der universellen Bilder von @\l_\wo«cNiw T&u%wo ist; daraus folgt:

D j T(L/U)=T(°), j, T /U)=T(4°) (beachte hierzu SGA 4% [Th. fini-
tude] und SGA5VI22), ; .

8) H(S, T ) =lim H'(S, £,.), HY(S, (/) =lim HY(S, 7,
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Aufgrund dieser Vorbetrachtung stellen wi
folgende Paarungen von endlich-erzeugten Z-M

fest, dafl das Cup-Produkt
uln induziert:

(oot HY(S, T ) x H(S, T(L2) -4 HX(S, Z(1))

|

H*S,Z(1)=1,

PR

und |
()i H3(S, T(£°) x H\(S, Ty()~% H(S, Z(1)) =Z,.

Dabei ist die letztere Paarung wegen der Poincaré-Dualitiit nicht-ausgeartet (siche
[8, V Abschn. 2]). Nun kdnnen wir unser erstes Resultat formulieren. Auf den
Beweis sei verzichtet, da er in einer nahezu wortlichen Ubertragung des Beweises
von Theorem 5 in [10] besteht.

Lemma 2. i) g=rang, H'(S, T(«°));
ii) g=rang, H(S, T(#°)<>{, ), ist nicht-ausgeartet; in diesem Falle gilt

det(, >,
det(, ),

-1
- T1 # Tor Hi(S, T(=£%)~ V.

1 iz0

lel7 =

Bemerkung. Sei j:U-—S eine offene Immersion (Us¢) und & eine tordiert

konstante konstruierbare lokal-freie Z,-Garbe auf U, welche punktuell rein vom
Gewicht — 1 ist (im Sinne von [3, 1.2.2]). Dann 148t sich fiir die L-Funktion der
konstruierbaren Z-Garbe j & an der Stelle s=0 ein Lemma 2 entsprechendes
Resultat beweisen. In diesem Zusammenhang steht die Paarung

HY(S,7,8) x H\(S.j, Hom(&, Z(1)) - H*(S, Z,(1)

| | |

H*S,z(1)=1,

im Vordergrund des Interesses.

2. Die Berechnung der Cohomologiegruppen

Mit 111,(4) bezeichnen wir wie iiblich die Tate-Safarevié-Gruppe von A/K. Fiir
jeden abgeschlossenen Punkt xe S sei ferner 7,(4) das endliche etale k_-Gruppen-
schema der Zusammenhangskomponenten der Reduktion &/ X k,. Die Garbe &#

auf dem etalen Situs von S sei definiert durch die exakte Sequenz

0> A > A > F -0,

_Ersichtlich ist # eine Wolkenkratzergarbe mit H(S, #)= @ H'(k,, n,(A)).

-

Lemma 3. i) Es bestehen die exakten Sequenzen

0—>(A ()LD~ D HOk,, n LA (D~ H'(S, o)1) = t(4) () -0
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und
0= L (D) HY(S, L))~ P H (k,, n(4)())
~H(S, °)()—~H*S, ) ()-0 ;

i) # H (K, m,(D) = # Bk, m(4));
iii) i (A)(D) ‘ist genau dann endlich, wenn wi(A)(D) es ist; es gilt dann
# wig(A) (D)= # wi(A) ().

Beweis. i) Nach [4] appendix identifiziert sich wig(A)(]) in kanonischer Weise mit

dem Bild unter dem Homomorphismus H(S, o/°)()— H!(S, <)(]). Die gesuchten -

Sequenzen ergeben sich nun durch Aufspaltung der zur obigen Garbensequenz
gehorigen _mnzmg exakten Cohomologiesequenz. ii) Nach SGA 71X 1.3.1- sind
n(A) und n,(A) dual zueinander. iii) Der erste Teil der Behauptung folgt aus der
Tatsache, daB 4 und A iiber K isogen sind. Dariiber hinaus ist Exbmx,ccz dual zu
E.:AA\CSU: Thﬂ. o

Lemma 4. Das Diagramm v
oie&o@oﬂﬁ\ﬁlm;m, M\osvim;m, E AT
0~/(5) @QZ~H(S, () ~H'(S, ) —0

ist kommutativ und exakt.

Beweis. Das Diagramm entsteht durch Qvnnmm:m zur Cohomologie ssm.mswor:m- :

ao,nanwmacsmanm&awﬁoagnﬁ Acwwmmmov,émcmaonoBEEmnﬁsmxmw.ﬁmn
Garbendiagramm L v )
02— 0L s o050

| |

0-o ), —of I:nl.g

Da der Morphismus o> .o/ im allgemeinen nicht surjektiv ist, ist jedoch eine -
kleine Zusatziiberlegung erforderlich, fiir welche wir auf [11] (6.6) verweisen.

Lemma 5. w HY(S, T(%)=0 fir i+1,2,3 : .
i) # H(S, o (D)p;, = # Tor H> (S, T ) = % H*> (S, o/ ° (D) s, ;
i) Ist w1 (A)(1) endlich, so gilt B

. L Tyi OV (= 1) _ # L (A)()
T #Tor S, Tt )™ = s % A0

1+ .ﬁi:@e AL (S)ror A *(S)ro Il ¢
iv) Die kanonische Injektion , .
ASAS)RL——H'(S, Ty(/")

ist surjektiv genau dann, wenn wi (A)(D) endlich ist.

\
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Beweis. i) Dies folgt fiir i=0 aus der Endlichkeit von Tor#(S) und fiir i> 3 aus
der Tatsache, daf die cohomologische l-Dimension von S gleich 3 ist. ii) Die erste
Identitit ergibt sich aus der Poincaré-Dualitit iiber S [8, V Abschn. 2], die zweite
aus der zur ,Garbensequenz* 0— T)(o/%)— v.ob\ovle&oelo gehorigen exakten
Cohomologiesequenz. iii) Wegen ii) (angewendet auf o statt /) haben wir
#TorHY(S, Ty(/°) = # 2°(S)(I) und # Tor H(S, (%)= 4 2(S)()) = 4 A(K)()).
Unter Beriicksichtigung von Lemma 4 und der ersten Sequenz in Lemma 3i)
ergibt sich weiterhin

# Tor HX(S, T(%) = # H'(S, o °(D)y, = # H'(S, 2°)())
= 4 wr(A)D)- [T # 2K D ILL(S) : L)),

Die Behauptung erhalten wir nun aﬁor NcmmBBgB:EEEQg iv) Aus der

exakten Garbensequenz 0— /) — /%% .o/°—0 leiten wir durch Ubergang zur -

Cohomologie und msmow:nagaa Bildung des projektiven Limes (beziiglich v) die
exakte Sequenz

0 AS)RZ,—> H'(S, Ty ) > lim H'(S, ), -0

her. Aber es gilt jm H (S, #°),,=0 genau dann, wenn H'(S, o°)(l) endlich ist, was
wiederum nach der ersten Sequenz in Lemma 3i) genau dann der Fall ist, wenn
i (4)(]) endlich ist.

Lemma 6. Ist 111 (A)(]) endlich, so gilt:
. 1) Die natiirliche Abbildung DivH*(S, o/°())~>DivH(S, RSV ist surjektiv mit
endlichem Kern von der Ordnung
LA () rar : A S)rordl
ii) Idet(, )l " =I0(S)ror : #(S)rorli *
Beweis. 1) Es besteht die exakte Sequenz
H\(S, &)~ H'(S, L ()~ P H'(k,, n(A)(])
—>H¥(S, o°(0)— H*(S, #(1)~0.

Wegen der Endlichkeit des mittleren Termes konnen wir die beiden ersten Terme
durch ihre maximalen diyisiblen Untergruppen dividieren und erhalten unter
Beriicksichtigung von Lemma 4 die exakte Sequenz

HY(S, )iy = H'(S, ) (Dpiy = H'(S, & (D)ps,
- @ H' (k. m(A)) () —kera—0.

, Aufgrund von Lemma 3 bedeutet dies

__ FuAh 1
#WQHQI g : #IOQ&C ﬁxA\Cva

X
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Die Kombination von Lemma 3, Lemma 4 und Lemma 5ii) liefert andererseits
#HN(S, o D)oy, = 4 H'(S, (D)o, = 4 H(S, 7°)(1)
= # WO [T 4 HoU, m (D)D) LA(S) : S
Insgesamt ergibt sich also - '

#kera=|[(S): LOS)]I]

’

woraus wegen

# mmuw c&oevct\# INAM, & (D)py, =

(Lemma 5ii)) die Behauptung folgt.
ii) Zunidchst haben wir das kommutative exakte Diagramm

M M
(XS QLo —=— H'(S, TSy,

.

AANVQ,  —=—H'(S, V(4%

($)E Q2= Div (S, ()

]

0 o 0 .

# A (S)()/# L(S)()

" wobei die >¢¢:acbmnn in den- Zeilen durch <9.G:E:stroBoEoGEmam: .

induziert sind. Da mit wi (A) () auch wy N?CS endlich ist, ist die Abbildung in der
ersten Zeile nach Lemma 5iv) (angewendet auf 4 statt A) ein HmoEo:&:mBsm also
auch Q_o._mEmm in der letzten Zeile. Folglich mEa in dem kommutativen UEmEEE

Hom(H(S, T(°)),Z,)

= moiﬁe&oavmwNN, Z)

H(S, Tt Yoy

=

J
Hom(DivH(S, (1)), Q,/Z,)

Hom(DivH(S, 57°(D), Q,/Z))— 2 Hom (4°(5)®Q, Z, 0/2)

die durch Dualisieren gewonnenen Abbildungen in den Zeilen ebenfalls Isomor-

 phismen. Die obere und die mittlere Abbildung in der linken Spalte sind beide

durch das Cup-Produkt induziert. Aufgrund der woaomnn Dualitiit ist die obere
injektiv mit endlichem Cokern der Ordnung |det(, Y ! und die mittlere bijektiv.
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Wir erhalten also aus diesem UEmBEE, daf |det(, ), *

gleich def Ordnung des
Kerns der surjektiven Abbildung

t
1

DivH(S, (1))~ Div H(S, (1))
ist. Aus Lemma 4 (fiir A4 statt ‘A) folgt aber wegen der Endlichkeit yon wj ?:S
daB es sich dabei gerade um den Homomorphismus /

&
§

AUS)®V/Z,~ A(S)RQ/Z,

handelt, dessen Kern ersichtlich die Ordnung |[(S)y, : #%(S)y,, ]I ! besitzt.

Nun haben wir uns mit der Paarung {, », zu beschiiftigen. In einem ersten

Schritt wollen wir sie mit der (von [ z:w_urwsmwmoa Paarung

(> HS, #°)xExt}, (#°G,)->H'(S,G,)=PicS—L,
vergleichen. Hierbei steht ,v* fiir das Yoneda-Produkt, und Qmm PicS—Z
bezeichnet die iibliche Qamamdg_a:sm Zuerst machen wir jedoch einige Bemer-
kungen, die spiter stillschweigend benutzt werden :

1) Fir die Cohomologie von Garben, die von glatten Gruppenschemata
reprasentiert werden, ist es nach einem Satz von Grothendieck [8, I1I 3. 11(b)]
gleichgiiltig, ob die Cohomologiegruppen beziiglich der fppf- oamq der etalen
Topologie gebildet werden.

*2) Fiir eine Garbe von Z/nZ-Moduln ist es gleichgiiltig, ob ihre Cohomologie-
gruppen beziiglich der Kategorie aller abelschen Garben oder der Kategorie der
Garben von Z/nZ-Moduln (auf dem jeweiligen Situs) gebildet werden [8,
111 2.25].

3) Das eben Gesagte trifft beides fiir die Ext-Funktoren nicht zu. Hier
unterscheiden wir durch den Index S rops DZW. S,, bzw. (n)—S,,, ob die entsprechen-
de Bildung beziiglich der Kategorie der abelschen Garben auf dem fppf-Situs bzw.
dem etalen Situs von § bzw. beziiglich der Kategorie der Garben von Z/nZ-
Moduln auf dem etalen Situs von § vorgenommen wurde.

4) Sei U eine abelsche Kategorie mit geniigend vielen injektiven Objekten.
Seien 4 und B Objekte in U, und bezeichne Ext, (4, B) die QEEE der Isomorphie-
klassen von Erweiterungen von 4 mit B. Dann besteht ein HmoEoGEmEE

é: mﬁ:?r mvllv Exty (A4, B),
welcher sich mo_wonao:dmao: beschreiben 148t :

Fiir (0»B—C—A—0)=eecExty(4, B) sei §, : Hom(B, B)—Ext} (4, B) der zu-
gehorige Verbindungshomomorphismus ; dann ist

gle) =4, (idp).

Wir fassen ¢ stets als Identifikation auf. Sei nun F ein linksexakter additiver
Funktor von U in eine weitere abelsche Kategorie mit den Rechtsableitungen R'F.
Dann besitzt die Yoneda-Paarung

R'F(A) x Ext}(A4, B)~>R* ' F(B)

monou.am explizite Beschreibung:

Fiir (0»B—C—A—0)=ecExt}(4, B) sei §,: RF(4)— R* 1 F(B) der zugehori-
ge Verbindungshomomorphismus; %S: gilt

ave=—4/a v fir aeR'F(A).
Siche hierzu [2].

Zu dem angekiindigten Vergleich betrachten wir das Diagramm [wie iiblich ist
vi=(G,),] N

H°(S, #°) x Extl,,, («/°, G,) —H'S,G,)=PicS—£ 7

- _ ‘ _ (1) s

HY(S, o0) X Extl s (#%pp) —HXS, 1)  (4)
_ ﬁ @
HY\(S, o)) % Extip s ()  ——HAS, 1)
E G) | |
H(S, #,.) x H(S, ) ———25H(S, pp)— HA(S, 1) =Z/I'Z.
Die Abbildung r, ist ammiaz. durch
(022G =T~ 0) (04t > XS 20);

man beachte Eaﬁc daf3 die linke moncgN bei Restriktion auf den etalen Situs
exakt bleibt (G, ist glatt!), und daB G, s> G,,s etal und surjektiv ist. Die
Kommutativitit von (1) ergibt sich mit Hilfe der obigen expliziten Beschreibung
der Yoneda-Paarung aus der Antikommutativitit der Verbihdungshomomorphis-
men. (2) ist kommutativ aus Griinden der Funktorialitit. Die mittlere Spalte in (3)
ist der Eckenmorphismus aus der mvow:m_moncmﬁ .

H(S, Ext, sol A P&Umxﬁﬁ ol S;.

- aber diese mﬁaw:m_wmncosw zerfillt. Dazu und zur Kommutativitit von (3) und 4)

siehe [8] Beweis von V2.2(b) bzw. V 1.20 bzw. Beweis von V 2.1.

Lemma 7. Sei wi (4)(D) endlich. Die Paarung < , prist :_RE-QEQE:S genau dann,
wenn die Paarung <, ) es ist; in diesem Falle gilt

det(, >,
det(,), |,.

mmés.m.>nm::mm3805mo=UEmBBBoEm_Sngna:RrQvoammmecB.
projektiven Limes das kommutative Diagramm von wmmncsmn: :

A°(®Z, x Ext}, (°G, xxuN~ z,

Stpes

det{, v__l

-5 limr,

HYS, Ec&éx__amﬁﬁ 5o ) ——17,

lim mx:E — 5. s 1)

H'S, T(&%) x  H'S, T(L%) 27,



504 : i P. Schneider

[Man beachte, daB Extg, = (#° G,) nach llemma 9iii) endlich-erzeugt ist.] Die
Behauptung folgt nun aus den nachstehenden drei Tatsachen:
(1) 9 ist ein Isomorphismus;
(2) limr, ist ein Isomorphismus; .
(3) (lim Extj, s, (s, Hp))ror = (M Exti, L (o, i), ist injektiv mit endli-
chem Cokern von der Ordnung |det(, )); % ! .
Die Aussage (1) wurde in Lemma 5iv) be jesen. Fiir den Beweis von (3) nutzen
wir aus, daB die Poincaré-Dualitit iiber S daslkommutative Diagramm von nicht-
ausgearteten Paarungen zwischen endlichen gruppen

H*(S, /) x Exty, s, (A}, 1) —Z/PL

? ]

H(S, o) X Exthy, ¢ (o, pp)—Z/I'Z

liefert [8, V Abschn. 2]. Wir erkennen also, daB es per Dualitit geniigt zu zeigen,
daB die Abbildung

DivH*(S, «°())- Div H?(S, «(I))

surjektiv ist mit endlichem Kern von der Ordnung |det(, ),;, !. Genau dies haben
wir aber in Lemma 6 getan. Zum Beweis von (2) gehen wir aus von dem
kommutativen exakten Diagramm

Ext}, (#°G,)

Extl,, s (0, upy—=—Ext} (42 G,)

hierbei ist die Abbildung in der Zeile in véllig analoger Weise wie r, definiert. Es
handelt sich- um einen Isomorphismus, da wir eine inverse Abbildung angeben
konnen: Sei (0—p,~% A2 —0)e mx:_?vum.,aﬁm, Up). Aus der Descent-Theorie
folgt, daB % dann ebenfalls ein etales S-Gruppenschema ,jist“ (vgl. [8, III
Abschn. 4]). Wir konnen also diese Sequenz auch als exakte Garbensequenz iiber
dem fppf-Situs von S lesen. Das zugehorige Bildelement in Ext} op H?&w_ G,,) sei
nun definiert durch das kommutative exakte Diagramm

0— up .l@l:&wl.vo\m:i\

o]

0—G,—&—A2—0/S,,,,.
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Die Aussage (2) ist somit zuriickgefiihrt auf die Behauptung:
(4) Ext? 1o #° G,) (D) ist endlich. ‘
Fiir den Nachweis von (4) bendtigen wir eine Reihe von Lemmata. Dabei ist es
zweckmiBig, den glatten Situs S,,,,, von S als Hilfsmittel einzufiihren. Es seien
s o n
S ropr S gtan—S.,

Seof glatt

die kanonischen Morphismen von Siten.

Lemma8. i) Ext,, (o/°,G,)=Ext}, (°,G,);

Stepr
ii) Extg, (A0, G,)/S, =Exts_ (2, G,). o
Beweis. Einerseits ist R's, G,, =0 fiir i>0, und andererseits ist 7, exakt. Folglich
gilt : .

i
mu:u?ﬁ

(o*(#°/S ata) Gp) = Mxﬁw" - °.G,)
und :
Extl,, (n*(£Y/S,), G, )/S, = Exts_(s£2,G,).

Aber wir haben o*(£°/S,,,) = °/S ooy Und TH(AL/S, )= AS/S
oAy glatt bzw. etal iiber § ist. S o
Lemma9. i) Hom,, (#°G,)=0; : ,

i) /Sy =Extg, (4°,G,) Sean=Exty, (#°,G,); "

iti) (S)=Extl (#°@,): . .

Sspps

iv) Ext} (s, G,)=0,

da «7° bzw.

glatt?

. Beweis. i) Siehe SGA7 VII1.3.8. ii) Fiir die ._wama Identitit siehe [5] (5.1). Dariiber

hinaus beachten wir, daB wegen R's, G,, =0 fiir i >0 und o*(/ /S gia) =[S,
die Spektralsequenz . R : ,
; Rio Ext}, (°G,)=Exts:] (#4°,G,)

Irpf
besteht. Die zweite Identitit ergibt sich mit Hilfe von 1) aus der .zugehorigen -
exakten Sequenz der niederen Terme. iii) Dies wiederum folgt mit Hilfe von i) und
i) aus der exakten Sequenz der niederen Terme zur Spektralsequenz
 H(S,,,. Ext), (o°G,)=Exti'] («£°G,).

fpps Stpps

iv) Wie wir oben schon gesehen haben, gilt Extg (4., G,,)
= Extly, g (&t i) =0.
Lemma 10. Die I-primdren Komponenten der Halme der Garbe Ext},,, (</°, G,)/S.
sind endlich und fast alle =0. Insbesondere ist die Gruppe HO(S, Extg,, (#°.G,)(0)
endlich.

Beweis. Ist v gro3 genug (was wir im folgenden stets annehmen), so haben wir die
exakte Garbensequenz ,

0— 3 - o), > F()-0,
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wobei Z (1) die I-primire Komponente der eingangs flefinierten Wolkenkratzergar-
be & ist. In dem Diagramm

Extg_ (4, G, w—Ext}_ (o, G,)— bExt; (#(1),G,,)

mvﬂnmw;: 7: G v\m
mxﬂmaw:h\& °.G,)/S.,

S

X

MXHMEU:A.\&O“ ax_v\_W&~ ' .

ist also die Zeile exakt. Das Verschwinden des linken Termes wurde schon in
Lemma 9iv) festgehalten. Die Exaktheit der Spalte folgt aus Lemma 8ii) und der
Exaktheit von =,. Ersichtlich geniigt es somit, unsere Behauptung fiir die Garbe
muam%\\ G,,) zu zeigen. Sei dazu j : U—> S eine offene nicht-leere Teilmenge von §
mit #/U,,=0. Wegen R'j, G, =0 fiir i>0 (Hilbert 90 und [12, 113.3]) gilt dann

muamaA.\L* G,)=0 fir i=0.

Bezeichnet i :{x}—>S die abgeschlossene Immersion des Punktes xeS\U, so
erhalten wir aus der exakten Garbensequenz

0-G,,~j,G,—» P (i),Z-0
xeS\U .

mmmn 'S, und der Tatsache, daB die Qavw exakt sind (beziiglich der etalen Topologie),
die Identitdten

Ext} (#,G,)= @ Ext} (%,(i,),2)

xeS\U

@ (i), Ext}yy, (27,7).

xeS\U

Hieraus lesen wir aber unsere Behauptung ab, da die Garben i*# endlich sind.
Wir kehren nun zum Beweis der Behauptung (4) zuriick. Aufgrund von
Lemma 8i) ist also die Endlichkeit von mﬁun;:?\o G,)() zu zeigen. Dazu
@oﬁmo?g wir die Spektralsequenz
HY(S 00 mxﬂmtp:ﬁh\ °,G,))=Exti*) (4° @G,).

Sglatt

Man iiberzeugt sich leicht davon, daB zu jeder ooroBo_omaoran mvnw:m_mmn%bn
Ei=E'*J eine exakte Sequenz

0 ker(E*—E3'?)/im(E3 °~ E?)—> E '~ E3°

 besteht. In unserem Falle gilt E5°=0 fiir i20 und E}*' = H'(S, &) (Lemma 9i) und
ii)). Wir erhalten also eine exakte Sequenz

0—>H(S, ) ()—~Ext3,, (#°, G,)()~H"(S, Extd,, (°, G,)().
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Nach Lemma 10 ist der rechte Term endlich. Aus der vorausgesetzten Endlichkeit
von i (A)()) ergibt sich schlieBlich diejenige von H (S, «)() mit Hilfe von
Lemma 3. Somit ist Lemma 7 vollstindig bewiesen.

Die Lemmata 2, 5 und 7 lassen sich zu folgendem Zwischenresultat zusammen-
fassen, das dem gewiinschtem Ziele schon recht nahe ist. Der Klarheit halber sei
dabei darauf hingewiesen, daB der Beweis von Lemma 5iv) auch zeigt, daB §
bijektiv ist, falls nur rang, A(K )=rang, H'(S, T(«°)) gilt.

Satz 11. i) ¢=rang,A(K),
ii) g=rang, A(K)<> i (A)(]) ist m:&:nx und {,) nicht-ausgeartet ; in diesem
Falle gilt

det, > e # i (4)(0)
= O, O, FAR0 # ARG L FAEN0.

x

_n_

3. Die Héhenpaarung ,
Nach Néron und Tate [9] existiert eine kanonische nicht-ausgeartete Paarung
, h:AK)x A(K)-R,

2&26 iblicherweise als Io:osvmmn::m bezeichnet é:a <<= wollen in diesem
Paragraphen zeigen, daB unsere wmm:.:nm

Auv:&o@xma_ ?&o G vlmé G,) = dey

Stppr

bis auf einen Normierungsfaktor mit aon Ioronvmwncnm h ccono_:m:n:sﬁ Umco_ .

‘nehmen wir aufgrund von Lemma o:_v stets die Identifikation

AK)=Ext}, (°,G,)

Stops
vor. Ncnmo:wﬁ 856::_53: wir die womowa&ﬁ_m von h, welche Bloch in [1]
gegeben hat: .

Fiir jeden abgeschlossenen Punkt xeS bezeichne K, die Won_oqucum von
K in x, O, den Ring der ganzen Zahlen in K, ca.leN die normalisierte
diskrete wnémﬂcnm und| |, :=g~%#**=0 die zugehorige Betragsfunktion. Ist € ein
S-Gruppenschema, so sei %(A) die Adelgruppe von ¥ iiber K. c<= haben aos
natiirlichen Homomorphismus : ; S

1:G, (AR v
o) Msm_gxrn —logg- M%mx 0,(0),
welcher aufgrund der Produktformel fiir K auf G, (K)=K* verschwindet.
"~ Nun seien ae A(K) und a=(0—-G, l,&,lh\olovmmté Nach der Descent-

Theorie ,,ist“ dann % ebenfalls ein glattes kommutatives S-Gruppenschema, und
wegen Hilbert 90 sind die Sequenzen ,

0-G,(K)-»Z(K)— A(K)—0
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und
0-G, (L) Z(A)— L (A)-0
exakt. Bloch zeigt zum einen, daB der Homomorphismus | eine eindeutig
bestimmte stetige m,o:mnﬁc:m [;: Z(A)-R besitzt, welche %:.E durch Ein-
schrin w::m auf Z(K) einen EoBoBo:uEmEcm
AK)-R

induziert, und zum anderen, daB gilt

h(a, 3)=1,a).

Wir nehmen jetzt an, daB a schon in der Untergruppe #°(S) von A(K)
enthalten ist. Mit Hilfe der natiirlichen Eonamuoacsmg LO(8) = IQBM:; (2, %
und H'(S, G,,)=Ext; ons\(Z> Gy,) sehen wir, daB das Yoneda-Produkt av a gerade
die durch das kommutative Diagramm

ava:0— G, >3y

- - Z —0

]

a:0— G, — X ——l*—0

definierte Erweiterung ist. Durch ESSREw:anorm_Esm ergibt sich eine Fort-
setzung

Lya:Y(B)— Z(A)—

von [ auf %(A), welche wiederum aE.or Einschrinkung auf #(K) einen Homo-
morphismus

L2 A(K)—2>

& A\ a
induziert. Ersichtlich gilt
ha,d)=1(a)=1,,,(1).

Um nachfolgendes Lemma m:éobans zu konnen, rm:n: wir noch fest, daB die
Blochsche Konstruktion von I, zeigt:

mﬁm x BLV =0, dh 1, AG @8& =

Lemma 12.. Sei (0—G,»%—>Z—0)=ec mxﬁclﬁ, G,)=H'(S,G,)=PicS, und
sei l,: #(A)—1R eine Fortsetzung von I, welche auf EQAOL verschwindet. Fiir den

durch Einschrinkung auf %(K) induzierten Homomorphismus [, : Z—R gilt dann
I(1)= —logq-dege.

Beweis. (Man kann sich iiberlegen, daB fiir jedes e eine eindeutig bestimmte
Fortsetzung [, von der verlangten Art existiert.) Als Element von PicS aufgefaBt ist
e die Isomorphieklasse eines Geradenbiindels £ von §; bezeichnet
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Y(&£):= V(£)\{0-Schnitt} den durch & definierten G, -Torseur iiber m SO ist e
isomorph zu der Erweiterung

?aﬂ:«@ﬁéé.

mE. jeden abgeschlossenen ?::Q xe§ wihlen wir nun eine offene Umgebung

€S derart, dal 1€Z ein Urbild s,e %(U,) besitzt. Weiter sei auch se #(K) ein
CZSE von 1eZ. Offensichtlich ist s; !-se K*. Aufgrund unserer Voraussetzung
an |, gilt dann

, LD =1()=1(s7"-s)=U(s; ' +5)
=—logg- Y degx-v (s, *"s).
Andererseits entnehmen wir der obigen wmmocammccnm von e, dafl die Familie

((U,,s; ' -5)) einen Cartier-Divisor auf S definiert, dessen zugehdriges Geraden-
biindel isomorph zu & ist. Folglich gilt

dege=deg =Y dogx-v,(s5 1 -5).

Beide Formeln zusammen oamn.v@s die wmgzvezm
Die Anwendung dieses Lemmas mcm &o ZUvor vm:mozﬁo m::mﬁon Em X oav
ae \»QOV liefert :

ha,8) =L, (1) = ,.E.,N.%%z 4)=~logq-{a ),
Es besteht also das kommutative meH»BB von Paarungen ;
A(K) x

I

- SR
U = ﬁ T_cwa
°(8S) x mﬁu?:?&o G, v —==Z.
Da h Eow?wcmmnmnﬂ ist, _mﬁ es somit auch A v und es mE
1 \rang A(K) o
deth= (logg)” detd,>.

—H\mﬁwv.—,en .\QOAMV.-.SQ

Setzen wir dies in Satz 11 &F so erhalten wir unser Em:hﬁnmz.:ﬁ,

Theorem. Sei | eine zu p:=charK  teilerfremde Primzahl, = sei Ea?b.v
(non-p):= wi (A) wi(A)(p) und bezeichne ¢ die. E&:w:m;ﬁ der 2::&%& von
L(A,5) bei s=1. Dann gilt : ,
i) g=rang, A(K);
it) g=rang, A(K)<> i (A)(I) ist endlich ; in diesem Falle ist n:% Ex?:?o:.vv '
endlich, und es gilt

i —of . ¥ (A)(non-p)-|deth| ,
wmﬂ.hi,&.al 1) .Iv ¥ Tor AK)- # Tor A(K) G#axgv:{v

fiir ein geeignetes peZ.
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