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Uber gewisse Galoiscohomologiegruppen

- Peter Schneider

Fachbereich Mathematik der Universitit, UniversititsstraBe 31, D-8400 Regensburg,
Bundesrepublik Deutschland .

'Sei k ein endlicher Zahlkorper und p eine feste ungerade Primzahl. In dieser

Arbeit wollen wir uns mit der Struktur der Galoiscohomologiegruppen

H(G,,Q \Nv?z fir i20 und neZ beschiftigen. Wie der Spezialfall i=1, n=0

zeigt, ist dies eine Verallgemeinerung der Fragestellung nach der m::w:: der

Galoisgruppe der maximalen abelschen Erweiterung von k (s. [12]). Was moti-

viert uns zu dieser Verallgemeinerung? Eines der interessantesten, noch ungelo-

sten Probleme der Zahlentheorie ist das Problem der algebraischen Interpreta-

tion der Werte {,(n) der Dedekindschen Zetafunktion {x(s) von k an den

ganzzahligen Stellen neZ. Die dazu vorliegenden Vermutungen (z.B. die Lich-

tenbaum-Vermutung) setzen diese Werte in Beziehung zur Ordnung moi_wmmn .
Etalcohomologiegruppen bzw. zur Ordnung der Cohomologiegruppen gewisser

Iwasawa-Moduln von k. Wir wollen uns bei diesem Problem jedoch von der

Analogie zur Vermutung von Birch/Swinnerton-Dyer iiber elliptisché Kurven

leiten lassen. Dies legt nahe, einen NsmmBBanrmum zwischen den Werten’ n»c: .
und den Ordnungen der Kerne der smﬁcn_oro: >_u95==moc

p(n): H'(G,,Q,/Z Asvl:m ;9 .Q oL, (n))

zZu mcosoa Die erste Frage, 'die sich dabe;i stellt, ist natiirlich, ob diese Kerne
{iiberhaupt endlich sind. Wir werden sehen, daB die Beantwortung dieser Frage
gleichbedeutend ist mit der Losung des obigen Strukturproblemes. Weiterhin.
zeigt sich, daB sich im Falle der Endlichkeit dieser Kerne auch die Null- bzw.

Polstellenordnung von {,(n) aus der Struktur der obigen Cohomologiegruppen
ablesen ldBt. All dies scheint dem Autor mehr als genug Motivation fiir die
eingangs genannte wnoEanS_Ezm zu sein. Leider kann diese Arbeit vollstindi-
ge Antworten nur in Spezialfillen geben. Danken mdchte ich Prof. Neukirch
und Dr. mmwﬂ wﬁ viele hilfreiche Gespréche. ,

§0. Bezeichnungen

‘Es sei p im folgenden stets eine fest vorgegebene ungerade Primzahl. Fiir eine
abelsche Torsionsgruppe A bezeichne A(p) die p-primire Komponente von A;
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div A4 bzw. Div A sei die Untergruppe aller divisiblen Elemente bzw. die maxima-
le divisible Untergruppe von 4; insbesondere gilt DivA <divA. Ist A p-primir,
s0 heifle &S?M&B__&. {aeDivA:pa=0} die Dimension von A4; es gilt dann

DivA=(Q,/Z,) ™4 Ist B eine diskrete abelsche Torsionsgruppe oder eine

proendliche abelsche Gruppe, so sei B*:=Hom(B, Q/Z) das Pontrjagin-Dual von
B; nach dem Pontrjagin’schen Dualititssatz liefert der Funktor BwsB* eine

Kategoriendquivalenz. Der direkte Limes _Psw ist exakt auf der Kategorie der

diskreten abelschen Torsionsgruppen; folglich ist der projektive Limes lim exakt
auf der Kategorie der proendlichen abelschen Gruppen. Ti .
Es sei nun k ein endlicher Zahlk&rper; G, bezeichne die absolute Galoisgrup-
pe von k. Fiir jede Primstelle p von k sei k, der zugehorige lokale Kérper und
G, seine absolute Galoisgruppe. Z bezeichne die Menge aller unendlichen und
aller iiber p liegenden Primstellen von k, ky/k die maximale auBerhalb von ¥
unverzweigte algebraische Erweiterung von k und G;:=Gal(k,/k) ihre Galois-
gruppe. Der Korper k; enthidlt die Gruppe Ky aller p-Potenz-Einheitswurzeln..
Mit G:=Gal(k(u,)/k) und Hy:=Gal (ky/k(u,=)) besteht also die exakte Gruppen-
erweiterungssequenz 1— H;—G;— G — 1. AuBerdem ist die oowoBo_ommmor.o
p-Dimension von G gleich 1. Fiir j=0 bezeichne Mps S e die Gruppe aller p/-
ten Einheitswurzeln. Weiterhin sei r, (k) bzw. r,(k) die Anzahl der reellen bzw.
komplexen Primstellen von k. SchlieBlich sei Br(k) bzw. Br(k,) die Brauergrup-
pe von k bzw. k. g .
“Fiir jede endliche Teilerweiterung K/k von ky/k bezeichne E (K) die X-
Einheitengruppe von K, d.h. die Gruppe aller acK*, welche Einheiten sind an
allen nicht iiber p liegenden endlichen Primstellen von K; C I;(K) bezeichne die
2-Idealklassengruppe von K, d.h. die Faktorgruppe der Idealklassengruppe von
K nach derjenigen Untergruppe, die von den Idealklassen erzeugt wird, die iiber
p liegende Primideale von K enthalten. Fiir eine beliebige Teilerweiterung K/k
von kg/k sei mMQAV"HEmMQA..V bzw. ONMQO"HEW Cly(K,), wobei K, simtliche
endlichen Teilerweiterungen von K/k durchliuft. Ei(K) und C I;(K) sind in
natiirlicher Weise diskrete Gal(K/k)-Moduln. :
Durch die Operation von G, auf u,. ergibt sich ein natiirlicher Homomor-

phismus «: G,—Z7; fir 0eG, und {ep . ist a{ ={*. weiterhin ist Kern

=Gy, ) S€i nun neZ und M ein beliebiger G,-Modul, der zugleich ein Z,-
Modul ist (z.B. wenn M eine p-primire Torsionsgruppe ist). Die abelsche
Gruppe M mit der neuen, durch o(a): =x(0)" o a (6€G,, ac M) definierten Opera-
tion von G, wird mit M (n) bezeichnet und heiBt die n-te Tate-Twistung von M.

Ist M ein diskreter G,-Modul, so auch M (n); schlieBlich ist. M(0)=M.

§1. Die Cohomologie der Z-Einheitengruppe

Wir wollen in diesem Paragraphen zunidchst die Cohomologiegruppen
H!(Gy, E(ky)) berechnen und daraus dann einige Folgerungen ziehen. Die
Ergebnisse sind wohlbekannt; es mangelt jedoch an einer geeigneten Referenz.
Fiir eine beliebige endliche Teilerweiterung K/k von ky/k bezeichne I,(K) die
Gruppe aller zu p primen Ideale von K; weiterhin sei I,(k;): n_umm I;(K).

Bemerkung 1. .s Die Sequenz HlmnA»MwlMlvwmslsl~ s(ks)— 1 ist exakt, wobei o
definiert ist durch a(a):=die zu p prime Komponente des Hauptideals (a);
ii) Cly(kg)=0.
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ma.sma. m.v Bis auf die Surjektivitit von o ist alles klar; sei also K/k eine endliche
Teilerweiterung von ky/k und ael;(K); a wird im Hilbertschen Klassenk6rper
H/K von K zum Hauptideal (a); wegen H <k, ist also a(a)=aq.

ii) Dies folgt wegen C ly(ky)=Is(kg)/a(k3) sofort aus i). q.ed.
Satz 2. i) H(G,, Ey(ks)) =Eg(k);

ii) muavmm»%ﬂﬁw@w

iil) H*(Gy, E, (kp)(p) = Kern(Br(k)(p)— @D Br(k,));

iv) H(Gy, Ey(k;))(p) =O. o

Beweis. i) Dies ist klar. ii) Mit Hilbert 90 erhalten wir aus Bemerkung 1i) die
exakte Cohomologiesequenz k*— H(Gy, Iy(ky) — H(Gy, E5(ky))—0; wegen
Eoﬁmv I5(kg))=1,(k) ergibt sich also H'(G,, Es(kg)=1I;(k)/o(k*)= Cl4(k).

iii) Fiir jede endliche Primstelle Plptp ist ks g/k, unverzweigt; es besteht
also das kommutative Diagramm mit exakten Zeilen

1 wm.nawnv.l — »m LMQ@vllv~

l— Uy ——kjg—— Z —,

Sﬂ.v_uom Up die Einheitengruppe von | 50 ‘bezeichnet. Unter Beachtung von
Hilbert 90 erhalten wir daraus das kommutative Diagramm mit exakten Spalten

0 IR 0

| ]

O0=H'(Gy, (k)= @DH (Gal(ky o/k;).Z)=0

pEz

pEz

H*(Gy, Ex(ky) —— @H(Gal(k; g/k,), Ug)=0

A R i 4( .
H Gy k) —— @QH*(Gallly g/k,) ki )

pez ’
./ -

Br(kg/k) — @Br(k,)

© per
HY(Gy, Iyky) —2—  @H(Gal(ky o/k,)Z)

1123

per

H(Gy, Eg(ky) —— @H(Gal(ky g/k,), Ug) =0

:u AQM, M.v.
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wobei Br(k,/k) die Untergruppe aller von k; zerfillten Algebrenklassen in Br(k)
bezeichnet. Es gilt nun: o .
1) Die Abbildungen in der ersten und vierten Zeile sind Isomorphismen (s.

[11] Satz 13.1). : )
2) H'(Gal(kyg, g/k,), Up) =0 fiir PB|pfp und i>0 nach der lokalen Klassenkor-

pertheorie. o
Also ist insbesondere H!(Gj, I;(k;))=0, und damit gilt

- H*(Gy, Eg(ky))=Kern(Br(ky/k)— m.wm r(k,)).

Wegen . <k; ist aber Br(k,/k)(p) =Br(k)(p); das bedeutet gerade

H?(Gy, E;(ky)(p)=Kern(Br(k)(p) — mww r(ky))-

iv): Mit dem Satz von Brauer-Hasse-Noether Qmmg.mwor _.nworﬁ &.o m:&.owaﬁ-
tdt der Abbildung Br(k)(p)—> @ Br(k,)(p). Folglich ist in obigem Diagramm die

1214

Abbildung H*(Gy, k3)(p)— H* (G, I;(ks))(p) ocni,m:m. mmé.mw:ﬁ und damit
H?(Gy, E,(ky))(p) < H?(Gy, k3)(p). Diese letztere Gruppe ist jedoch wegen p,. S ks
gleich 0 (s. [11] §8.10). q.ed. :

Lemma 3.1) 1 - tvlm& Eg(kg)—2> E;(ky)— 1 ist eine exakte Gy-Modulsequenz;
ii) H3(Gy, 1,)=0.

 Beweis. i) Dies folgt mit [1] Chap. 6, Theorem 4.
ii) Aus i) erhalten wir die exakte Cohomologiesequenz

' H*(Gy, E;s(ky))—— H*(Gy, E5(ky) - H? (Gs, Hp)— H*(Gy, E; (k) (p).
Nach Satz 1 ist aber H?(Gy, E;(ky)) p-divisibel und
H? (G5, Es(ky)(p)=0. qed.

Satz 4. 1) Es besteht eine exakte Sequenz
0— E; (k) ®,Q,/Z,— H'(Gy, tp) = Cl(K) () = 0;
ii) H*(Gy, uy) = Kern(Br (k) (p) — @ Br(k,)).

(264

y] ) .
Beweis. Aus der exakten Sequenz Hl:zlmntﬁkmlwmlp erhalten wir
mit Satz 2 die exakte Cohomologiesequenz

E; ()25 E5(k)— H (G, )~ Cly(k) =2 Cly(k)
— HY(Gy, ) — H(Gy, Eglky)) —=> H(Gy, Es(ky)).

Der Ubergang zum direkten Limes beziiglich j in dieser moncﬂwn liefert einer-
" seits die exakte Sequenz in i) und andererseits H*(Gy, i,«)=H?*(Gy, E5(k5))(p),
woraus mit Satz 2iii) die Behauptung ii) folgt. g.e.d.
Allgemein gilt schlieBlich der

Satz 5. Die cohomologische p-Dimension von Gy, Gy und G, ist jeweils <2.
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Beweis, Fiir G, und G,_siehe [CG] II-16; die Aussage iiber G, folgt aus Lemma
3ii) analog wie in [CG] II-7. q.ed.

§2. Die Dualitiitssiitze von Tate-Poitou in p-adischer Galoiscohomologie

Dieser Paragraph dient zur Bereitstellung der Dualititssitze von Tate-Poitou in
der Form, in der sie das hauptsichliche Hilfsmittel der spiteren Untersuchun-
gen sein werden. Zunéchst fiilhren wir jedoch zwei grundlegende Sitze an, die
sich aus den Resultaten iiber die lokale bzw. globale - Euler-Poincaré-
Charakteristik ergeben.

Satz 1. Fiir jede endliche Primstelle p von k gilt: .
i) I;Q»%N\ENEVV ist endlich fiir alle neZ und i,j>0;
2

: .. . I»H .. ,..
5 muMoAl:_.a_Bah.E_AQJ,N\wNA:va 0 m > Q] HH“MF fiir alle neZ.

Beweis. Siehe [CG].
Satz 2. i) H(G,, Z/p’ Z(n)) ist endlich Sfiir alle neZ und i,j>0;
2

.. i ; _)—r(k) fiir neZ gerade,”

) _.nMoH 1 dimg, H'(G5, Z/pZ(n)) = —ry(k)—r (k)  fiir neZ ungerade.
Beweis. Siehe [23] oder [8]. S -

Da wir die Dualititssitze von.Tate-Poitou auf Cohomologiegruppen mit
Koeffizienten in Q,/Z (n) anwenden wollen, ist es klar, daB wir zunichst
Cohomologiegruppen mit Koeffizienten in Z p(1—n) zur Verfiigung haben miis- .
sen. Die folgende kurze Schilderung der Konstruktion dieser Cohomologiegrup-
pen beruht auf [27] §2: Bezeichne dazu & eine der Gruppen G; oder QJ (p

- endliche Primstelle von k); sei neZ und i20. Fiir j 20 bestehen die natiirlichen

Abbildungen H'(®,Z/p’*' Z (n))— H(®, Z/p’ Z (n)). Wir k6nnen also definieren:
HI(6,Z,(n):=lim H(6,Z/p Z (). | |

Zmowaonmwﬁmz;_Eaus_.ﬁm;@vN _.A:vvan:a:nr-oﬂncmaaN u-Zoa:_v
folglich konnen wir weiterhin setzen: ° o

H(6,Q,(n):=H'(6,Z,(n) ®, Q,.

Die so gewonnenen ,,p-adischen* Galoiscohomologiegruppen lassen sich auch

als die Cohomologiegruppen des iiblichen Cokettenkomplexes auffassen, wenn

nur stetige Coketten zugelassen werden, wobei Z »(m) und Q,(n) in ihrer p-

adischen Topologie zu betrachten sind. :

Satz 3. Fiir neZ gilt: . ‘
i) Die zu der exakten Sequenz olNkSlBu?vlen\NLSlo von stetigen’

&-Moduln gehirige lange .Cohomologiesequenz

— H'(,Z,(n) > H(6,Q,(n) - H(6,Q,/Z (1)~ H'* (6, Z ,(n) -

ist exakt :
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ii) der Kern des Verbindungshomomorphismus , o
é: EWA@, Q,/Z,(n)— H'* (6, Z,(n) ist DivH(®,Q,/Z,(n), und sein Bild ist
die Torsionsuntergruppe von H'* (6, Z ,(n)).

Beweis. Siehe [27] §2. . . B
@Emwnow G,commmzm zum direkten bzw. projektiven Limes erhalten wir nun aus

den Dualitiitssitzen von Tate-Poitou fiir endliche O&owmawain (s. [CG] und
[22] oder [8]) folgende auf unsere Zwecke zugeschnittene Sitze.

: i i<2; fur j i i lle p von k gilt:
4. Sei neZ und 0<i=<2; fir jede mz&grm.wzﬁm% F
wwmww 6MN%=VV und H*~'(G,,Z ,(1—n)) sind kanonisch dual zueinander.
0’

Satz 5. Fiir neZ gilt: . .
i) Die Kerne der natiirlichen Abbildungen

ps(n): H' (G5, Q,/Z,(n)~ ﬂm:@ze\\mksv
pip
und
pa(l=n): HA(GpZ, (1 =)= [TH 6, 2,01 =)
. piP
sind kanonisch dual zueinander;
ii) es besteht folgende kanonische exakte Sequenz

. OlmoAQM.eu\Nqudl:moAQruva\NLSS pr—nr
rlp
—~H*GyZ,(1—n)*— H (G, Q,/Z,(n) pe(® ﬁ H' Gy, @/, (1)

S H' Gy Z, (1) = B (G5, Q2 )— [T H (G /2, ()

»lp
—H°G,Z,(1 —n)*—0.
Hervorgehoben sei auerdem folgendes
Lemma 6. Das Diagramm
[1H*G Z,(1—n)* 222" HA(G T, (1 —m)?

plp
5 o

[1H Gy, Q,/Z,(1 —m)* £2=" H (G5, Q,/Z, (1 —n)*
plp

S H'Y(G, Q/Z,(n) 2 [TH (G, Q,/Z, ()

vlp

vlp

—— HYGLZ,(n) —="— [[H*(G,,Z,M)

ist kommutativ mit exakten Zeilen.
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Beweis. Die Exaktheit der Zeilen folgt aus den Sitzen 4 und 5. Die Kommutati-
vitdt des Diagrammes erschlieBt sich aus den funktoriellen Eigenschaften der
Sequenz in Satz 5ii). q.ed.

mov:oa:oramoui:EﬁnoorNsowroBBmB msu&os:mvmﬁqconmamns
werden. : .
Lemma 7. Fiir neZ und j>0 gilt:

1) Die natiirliche Abbildung ENAQSN\ENA:VVIV:mua_@vN\umNQ: ist injek-
tiv; . v ‘
ii) die natiirliche Abbildung H'(G,,Z/p'Z (n))— :E;Q»e,N\N{.N?: ist. sur-
Jjektiv fir jede endliche Primstellenmenge P von 'k, v<P ‘

Beweis. Dies ergibt sich leicht mit Hilfe von Td. Satz 4.5 und
Corollar 6.4. g.ed. ‘

Lemma 8. Sei A4 ein diskreter G-Modul ; dann ist

HY(G,A®,Q/Z,(n)=0 fir alle 0+neZ.

Beweis. Siehe [26], wo die Behauptung fiir den Fall n=1 bewiesen ‘ist; der
allgemeine Fall erledigt sich véllig analog. q.ed. 4 .

§3. Die lokalen Cohomologiegruppen Hi"

Sei p eine endliche Primstelle von k; sei neZ und i20. Wir béginnen nun die
Untersuchung damit, daB wir in diesem Paragraphen die Struktur der lokalen
Cohomologiegruppen o -

, _._“.,"u:_.a_,,.,e‘\_mxé !

als abelsche Torsionsgruppen aufkldren. . :
Zunichst gilt H:"=0 fiir i>2 aufgrund von (1.5). Weiterhin ist sofort klar,
daB HY°~Q,/Z, und HY" fiir n 40 endlich zyklisch ist. Wir setzen:

wolky):=1,  w,(k):=#HI" fiir n+0.

wm‘:m‘w::mﬁ.m,mw:*oa szevHme?\.“ ?e?!v”»b—:?vawucz%xm5
w_, (k) =w,(k,). .

Beweis. Sei n0; dann ist H3" = {Cept,a: " ={ fiir 0€G, } = {{ep,: 0" L=
fir ammr.w ={{ep,~: ¢"{={ fiir oeGal(k,(p,=)/k,)} = {len,n: [k, ():k,]In}.
g.ed. ‘

Als nichstes betrachten wir den Fall i =2.

Satz2. i) H2'=Br(k)(p)=Q,/Z,;
i) H2"=0 fiir n+1.

Beweis. i) Dies ist ein wohlbekanntes Ergebnis der lokalen Klassenkorper-
theorie.

' Inspiteren Paragraphen werden wir diese Bezeichnungsweise auch fiir die unendlichen Primstellen

p von k verwenden. Wegen p+2 ist in diesem Falle jedoch Hi"=0 fiir i>0
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ii) Sei K,:=k,(u,=); wir betrachten die Spektralsequenz
E%*=H'(Gal(K,/k,), H*(Gg , Q,/Z,(n)) = H**".

Nun ist aber die cohomologische p-Dimension von Gal(K,/k,) und Qau je-
weils £1 (s. [CG] 1I-11). Folglich ist E3*=0 fiir r>1 oder s>1; das bedeutet
jedoch E3* =H2" Nach der Kummertheorie ist :

H' (G, Q/Z, ()= H' (G, ) (n— 1) = K3 ®,Q,/Z ,(n— 1)
Wir haben also H>"=E}'=H"(Gal(K/k,), K; ®,Q,/Z ,(n—1)), welch letztere’
Gruppe nach (2.8) fiir n+1 gleich 0 ist. q.e.d. ,

SchlieBlich kommen wir zu dem interessantesten Fall i=1.

Lemma 3. ENAQ{N%SV =H)"/DivH}" fir n&1.
Beweis. Nach (2.3) besteht die exakte Sequenz

0—DivH,"— I.w...lvEN.AQ_JVN“?VT«mna_{eu?vvl HZ2m
. Aufgrund von Satz 21ii) ist aber Iwafneugvn HZ2"=0 fiir n%1, woraus @mb:
die Behauptung sofort folgt. q.e.d.
Am“:u 4.

Io.~|=£ iir KuTHv
i) Him/DivHL"={ ° U

0 fir n=1,

_.Evmwoz%wm ist H)"/DivH}" zyklisch von der Ordnung w _,(k,);
(k,:Q1+1 fir plp und n=0,1,

[k,: Q.1 fiir plp und n#£0,1,

1

fur pyp und n=0,1,

i) dimH}"=
. 0 - fir p¥p und n%0,1.

Beweis. i) Fiir n+1 folgt dies mit (2.4) aus Lemma 3. Andererseits ist nach der

Kummertheorie H;'' =k; ®,Q,/Z,, also insbesondere divisibel.
ii) Aus der exakten Wo@:osN 0—-Z/pZ(n)— Q,/Z,(n)—>Q,/Z,(m)—0 er-
halten wir die lange exakte Cohomologiesequenz ;

0—H®(Gy, Z/pZ(n))— Hp" — > Hy"— H' (G, Z/pZ ()
—Hin L5 HEn H2(G, , Z/pZ(n) — Hy"—"~ H}".

Mit Satz 2 ergibt sich daraus
N n
dimH)"= Y (-1)*'-dimg :_AQ».%N\@NASV+@
i=0

wobei e=1 ist fiir n=0,1 und ¢=0 sonst. Unter Beachtung von (2.1) folgt aus
dieser Formel die Behauptung. q.e.d.
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Damit ist die eingangs gestellte Aufgabe vollstindig gelost. Fiir spétere
Zwecke beweisen wir noch das folgende

Lemma 5. Fiir p)p ist

DivHY®  fiir n=0,

1 —
mawAQavvew\NtA‘evvl O .\ﬂ.«.‘ ELHO

Beweis. Der Fall n=0 ergibt sich sofort aus der lokalen Klassenké&rpertheorie.
Sei also n+0. Es bezeichne K/k, die maximale unverzweigte Erweiterung von
k,. Dann ist Gal(K/k,) pro-zyklisch; sei etwa y der Frobeniusautomorphismus
von K/k, — insbesondere ist {(y>=Gal(K/k,). Auf Q,/Z ,(n) operiert y durch
{(—={"(eQ,/Z »(n), wobei g die Anzahl der Elemente des Restklassenkérpers
von k, ist. Nun gilt: , -

H,,(G\,, Q,/Z,,(n)=H"(Gal(K/k,),Q,/Z,(n)
= Cokern(Q,/Z ,(n) —="> Q /Z ,(n))
=Cokemn(Q,/Z, - Q,/Z,)=0.

(Fiir n+0 1dBt sich die Behauptung auch leicht mit Hilfe von (2.8)
erschlieBen.) q.e.d. , . )

§4. Die globalen Cohomologiegruppen H" und Hy

Sei neZ und i20. Wir stehen nun vor der umm:EoBma wesentlich schwierigeren
Aufgabe, die Struktur der globalen Cohomologiegruppen .

H'"=H'(G,,Q,/Z,(n) und Hi":=H!G,Q,/Z,(n)
als abelsche Torsionsgruppen zu bestimmen, .

Aufgrund von (1.5) ist zunichst Hb"=Hi" =0 fiir i>2. Weiterhin ist HO°
=HY°=Q,/Z, und H>"=H2" endlich zyklisch fiir n40. Wir setzen wieder:

wo(k):=1,.  w,(k):=4#H""= % HI" fiir n=0,
Analog wie im lokalen Fall (s. @.. 1)) ergibt sich
w,(k)=max {p’: [k(u,,): k]|n} fiir n=+0,

Satz 1. i) H2'=Br(k)(p); inshesondere ist H>' divisibel von unendlicher
Dimension; . .

il) H2"=0 fiir n+1.

Beweis. i) H*! = Br(k)(p) ergibt sich mit Hilbert 90 aus der zur Kummersequenz
von k gehorigen langen exakten Cohomologiesequenz. Die zweite Aussage folgt
dann mit dem Satz von Brauer-Hasse-Noether.

ii) Der Beweis hierfiir ist vollig analog dem im lokalen Fall (s. (3.2)). q.e.d.
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Lemma 2. i) H2" ist divisibel von endlicher Dimension;
ii) H}'=Kern(Br(k)(p)— @Br(k,) und dimH} ' = 4 {p|p} - 1.

I
Beweis. i) Aus der exakten Sequenz

0-Z/pZ(n)—Q,/Z,(n)——Q,/Z,(n)—0
erhalten wir mit (1.5) die exakte Cohomologiesequenz

HAGo Z/p )~ H" 2 HE "0

An dieser Sequenz lesen wir zum einen die Divisibilitit von H}" ab und zum
anderen die Ungleichung dimH}" <dimg H*(Gy, Z/pZ(n)). Nach (2.2) ist letzte-
res aber endlich.

ii) Dies folgt aus (1.4) und dem Satz von Brauer-Hasse-Noether. q.e.d.

Fiir das Folgende setzen wir
i,(k):=dimH3".

Es wird sich zeigen, daB die Frage, ob diese Zahlen gleich O sind fiir n+1, von
fundamentaler Bedeutung ist. Wir kommen nun zur Betrachtung des Falles i=1.
‘Dazu vereinbaren wir folgende Notation: Ist p eine Primstelle von k und
xeH" so bezeichne X, die Restriktion von y auf Q:. Weiterhin fassen wir Iw.:
iiber die Inflationsabbildung als Untergruppe von H!" auf. LBt sich diese "
Untergruppe durch lokale Eigenschaften charakterisieren?

‘Lemma 3. i) Hy®={xeH": x, unverzweigt fir p)p},
i) Hp"={xeH"": x,=0 fiir pfp} fiir n=0.
Beweis. i) Definiert der Charakter yeH"°=Hom(G,,Q,/Z,) die Kdrpererwei-
terung K/k, so ist yeH}'* =Hom(G;,Q,/Z,) genau dann, wenn alle p¢Z in K/k
unverzweigt sind, d.h. wenn e Iw.oMEoBa{ Q,/Z ) unverzweigt ist fir p¢Z.
Fiir die unendlichen Primstellen p von k ist aber stets x, =0 wegen p#+2.
ii) Nach (3.5) haben wir fiir n+0 das folgende kommutative Diagramm mit
exakten Zeilen:

0 HLn inf .t res H! (Gipr Q,/Z, (1))

res res

0 ||v:I.w...||§|.v : E;Q»mﬁ'en\NvAiv.
Y7, Blptp

Die letzte Spalte in diesem Diagramm ist aber injektiv; dies folgt fir n=0 aus
der Maximalititseigenschaft von k; und dann wegen pu,.<k; auch sofort fiir
beliebiges neZ. Daraus ergibt sich

IW.:“WO%DAI_.al_.nl_Wl :IM,J fiir n#0,

PP

was nichts anderes als die Behauptung ist. q.e.d.
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Auf dhnliche Weise kénnen wir die Untergruppe divH!" charakterisieren:
Lemma 4. Fiir n+1 ist divH"" SH" ynd zwar

divHb"={yeHl": %E€DIVH" fiir p|p}.

Beweis. Fiir beliebiges j >0 erhalten wir aus der exakten Sequenz
0=Z/pZ(n)—Q,/Z,(n —2—Q,/Z,(n)—0

das kommutative Diagramm mit exakten Zeilen

0 IT:.\E&.I?: - ENAQTN\.B\NARVV

0— _u Ho "o Hy " —— 1 H(G, . Z/p Z ().

Zmoﬁﬁ.q:mﬂsﬁ_a_.mqoo:ﬁ.mm_ﬁni.awﬂ?m:.r. .. ,
bedeutet palte injekty, fo glic ist es auch die linke. Das

divH!"={yeH! . Xp€divH " fiir alle P}

Aufgrund von (3.4) ist zunichst &<Iu_:..nUm< I“_...,. fiir alle p, also divH'"
NQmIr.,..“ X,€DivH}" fiir alle p}. Fiir n=0 und p4p ist nun zmvo? der. lokalen
Emmwgwoﬁﬂgoono %€DiVH!® genau dann, wenn X, unverzweigt ist. In
Eomon.u Falle folgt die Behauptung also'mit Lemma 3i). >hamnm&m:w ist'Div I -
=0 fiir pfp und n+0,1 nach (3.4), woraus die wwwmcﬁﬂcsm mit rmBBm %5
folgt. q.e.d. o ST : -
Was die Struktur von H!» anbelangt, so kénnen wir nun folgendes zeigen.

Lemima S. i) H'-! ist divisibel von unendlicher Dimension
ii) dimH}! = %2~ 1 und H}Y/DivHi1 = CL(k)(p):
Ev dimH""=dimH}" ist endlich fir n£l; . :
iv) divH""/DivHl"< Hi*/Div Hi" sind n:&.tn& fiir n£1.

Beweis. i) Aus der Kummersequenz erhalten wir H'1=k*®,Q J/Z,, woraus die

Behauptung sofort folgt. ii) Dies folgt aus (1.4 . iri i
pehauptur , g (1.4) und dem Dirichletschen Ein-

iii)/iv) Aus der exakten Sequenz
0>Z/pZ(n—Q,/Z,(n)—>Q,/Z,(n)—0
erhalten wir die exakte Cohomologiesequenz

HY (G5, Z/pZ(n)—Hi" 2o WL

Zmow AN..NV ist .mvmn &n.:?m_avN\wNA:: endlich. Daraus ergibt sich nun sofort
die Endlichkeit von dimH}" und H}"/Div Hz" Der Rest der Behauptung folgt

~dann mit Lemma 4. qed.
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Wir setzen nun
d,(k):=dimH2"
und
CLy(k)(p) fiir n=1,

D) =\ divH W DivHI"  fiir na 1.

Im weiteren haben wir uns also mit diesen GroBen zu beschiftigen.
Satz 6. .
TLE+J§+H fiir n=0,
i, (k)+r,(k) fiir n£0 gerade,
T.._:a +ry(k)+r (k)  fiir n ungerade.
Beweis. Aus der exakten Sequenz
0>Z/pZ(W)—Q,/Z,(m—>Q,/Z,n)—0

erhalten wir die lange exakte Cohomologiesequenz

0— HGy, Z/pZ(n))— HY"—2> H"

d,(k)=

—H Gy, Z/pZ(n)— Hy"—2o Him
— H?(Gy, Z/pZ(n)— HE"—2> H2".

Wir lesen ab
N . .
“d, (k)= (=1)*!-dimp H'(G;,Z/pZ(n)+i,(k)+e
. i=0
mit ¢=1 fiir =0 und =0 sonst. Unter moworﬁccm, von (2.2) folgt nun aus dieser
Formel die Behauptung. q.e.d. :

Die grundlegende Vermutung des Autors ist, daB i,(k)=0 fiir alle n=+1 gilt.
Wir werden dies spiter in Spezialfillen teils beweisen, teils auf bekannte
Vermutungen aus der algebraischen Zahlentheorie zuriickfiihren. Als ein erstes,
schwaches Indiz mag folgendes Resultat gelten.

Lemma 7. H*(H;,Q,/Z ,(n))=0 fiir neZ.

Beweis. Nach (1.2) ist H*(H, pi,) < Br(k(1,-))(p). Nun ist aber die cohomologi-
sche p-Dimension von G, .., gleich 1 (s. [CG] II-11), folglich ist Br(k(u,=))(p)
=0. Da H; trivial auf p,.. operiert, ist also ENAIM,EV\N%EVHENAIM, Hpe)
=0. g.ed. .

Nun wollen wir eine interessante Folgerung aus der obigen Vermutung
ziehen.

Satz 8. Es gelte i,(k)=0 fiir ein n=1; dann bestehen die exakten Sequenzen

0 D, (k)= H3"/DivH""— [THI"/DivHy " — H*'="*-0

vip
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und

0—D,(k)— H!"/Div H" > @H!"/Div HIm S HO1-nx_,
P
Vﬁ\NmnN‘\»mws ist D:Qﬁv* “HAQHS bMAH ISV :3&

_..T_m.anﬁ:.< I?:u ”€~I=Qav|_ .:fulxmwuv.

plp

Beweis. Wegen i,(k)=0 gilt das Analo i
. gon von (3.3) im globalen Fall
besteht Qmm kommutative Diagramm eI : n el dhes

~

HY"/DivHy" ——  H*(G,,Z,(n)

Pr(n)
[THy"/DivH}*—= - [TH(G, .2, (n)
olp »lp .

E: Isomorphismen in den Zeilen. Zm&,. Lemma 4 ist D, (k) gerade der Kern der

linken Spalte, also m:.ov D,(k)=Kernp,(n) und somit D, (ky*=Kernp,(1 MS

aufgrund von HN.&.&\QSBE besteht nach (2.4) und (2.5) die exakte Sequenz
0= HY =" [HY G, 2,00 — 222 B2, )

plp

wonm:o:mmwIo,T..*nIm.T._*M.OowwE mu?v.H:mmommn:Qrm:o:‘s\:&mo .&o
exakte Sequenz von erdlichen Gruppen - - . ‘

) 0= D00 HEYDIVH! T TTHL7Div K "o M4m0
. Pip .

Mit (3.4) ergibt sich daraus
[H3":divH! ") =[H1":DivH"]. $D ()-'

= [Tws o) w8

plp

Sei nun MWM .n.mco beliebige endliche Primstellenmenge von k, die X enthilt; sei .
ks/k die maximale auBerhalb von § unverzweigte Erweiterung von k, Gg

"H.Om:w”w\»v Ea Iw.:nm_.a@Gu\Nu?:. mm,vowﬁ%am::ammmo_wmsaoroaaz‘._
tative Diagramm mit exakten Zeilen . , o

olvU._EIVIW...\,U?IH.:Iv:Im&\gIh.:lIo,T;*io
’ peS :
inf , it h_
olULElIwz_\Ur\I:lEI“;.\U?I.W.._IVIPT,_*IVO.
pel . ’

Die untere Zeile ist m_mva gerade die exakte Sequenz (x); die Exaktheit der
oberen Zeile folgt vollig analog wie die von (x). Die Kommutativitit des linken
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bzw. rechten Quadrates ergibt sich aus der Konstruktion der Zeilen, die des
mittleren Quadrates erhalten wir aus Lemma 3. Da nun _._r‘.umm‘,v Hi" st

wobei der direkte Limes beziiglich der Inflationsabbildungen iiber alle endlichen
S X gebildet wird, liefert der Ubergang zum direkten Limes in obigem Dia-
gramm gerade die gewiinschte exakte Sequenz

0— D, (k)— H*"/DivH""—@H,"/Div Hy" — H® =" 0,
q.ed. ’

Mit Hilfe der zweiten exakten Sequenz in Satz 8 lieBe sich leicht die Struktur
von H!'"/divH!" bestimmen, wenn die Voraussetzung i,(k)=0 erfullt ist. Durch
ein etwas anderes Vorgehen konnen wir dies jedoch auch tun, ohne diese
Voraussetzung zu bendtigen. Fiir n#1 seien dazu

U =dimy_{yep’~* HY": py=0}/{xep’ H'"*: px=0}eN U {0, o0}

(j=1) die ,endlichen” Ulm-Invarianten von H®* Der Ulm-Theorie zufolge (s.
[10]) ist der Isomorphietyp von H!'" dann eindeutig bestimmt durch die GroBen
u (j=1) und d,(k) und den Isomorphietyp von D, (k). Im folgenden wollen wir
die u{” berechnen.

"Bemerkung 9. Sei n£0. Ist p eine endliche Primstelle von k, so ist w,(k,)=1 oder
2w, (k(w,)); ist umgekehrt p"2w,(k(u,), so existieren unendlich viele endliche
Primstellen p von k mit w,(k,)=p".

Beweis. Sei zuerst p eine endliche 3558:0 von k mit w,(k,)#* 1. Nach (3.1) gilt
dann [k, (u,):k,]|n; nun ist aber [k, (u,):k,] teilerfremd zu p. Folglich haben wir

w,(k,)=max {p’: [k, (Mps): k] n}=max {p’: [k, (1) K,y (1)1}
= max {p?: [k(u,.):k (1)) 1n} =w,(k(u,)).

Sei nun ein p’ 2w, (k(,)) gegeben. Wir betrachten zunichst den Fall n=1. Es ist
dann k(u,) 5 k(py+1); nach dem Satz von Bauer existiert folglich eine unendli-
che Menge P von endlichen Primstellen von k, die in k(u,) voll zerlegt sind, aber
nicht in K(u,..). Fiir peP ist also k, =k, (1) Sk (Hpr 1) d.h. w,(k,)=p". Der
allgemeine Fall ergibt sich aus folgender Bemerkung: Ist n=m-p° mit (m,p)=1,
so ist w,(k(p)=p" w; k(i) und w,(k, (1) =" wi(k,(1,) fiir jede endliche
Primstelle p von k. Es ist dann némlich p 2wy (k(u,)). Also existieren unend-
lich viele endliche Primstellen p von k mit w,(k,)=p"~*. Wegen r—sz1 ist flr
diese Primstellen aber k, =k, (x,), folglich

w,(k,) =w,(k, (1) =p* - w (ko (1)) =p* - wy (k) =p* - P'* =p". qed.

Lemma 10. Sei n+1 und yeH"" mit px=0; dann ist yep™*-wy_,(k(1,)): H,

Beweis. Sei .vﬁn p~t-w,_,(k(u,). Nach dem Beweis von (4.4) ist die Abbildung
HLm/ps HLm— [T HE"/p* H " injektiv. Wir haben also nur zu zeigen, daB y,ep*H, "

gilt fiir jede osawocn Primstelle p von k. Dies ist klar, falls H2" divisibel ist. Sei also
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H1:* nicht a.mimmvo_. oi Ln ~ D n :

Om.:cvo {visibel, nach (3.4) gilt dann H;-"~DivH," x ¥, wobei V eine zyklische
o ng w,_,(k,)>1 ist. Aufgrund von Bemerkung 9 ist sogar

#V2w,_,(k(u,). Wegen p X, =0 ergibt sich nun

%EDIVH " x {YeV:py=0}=DivH!"x p=1. 4 V.V
Mﬁn.oma\ IM..: X“h. ﬁ\"%ﬁ le_. Q.Q.Q.

Satz 11. Sei n+1; dann ist

:€" O .\,:.w. Nu\.ASJ.I:QAAtuvv,
Tl fir Pzwy(k(w,).

Jm:ﬁ.u..v Fiir p/<p~1. Wi _(k(u,)) folgt die Behauptung sofort m.,:m Lemma 10. Sei
a Mo_ nw MST.LEtLv. Nach won.uoa_ncsm 9 existiert eine unendliche Menge P von
ol:Udo wa W:.Bmﬁzg pvon k mit w, _n(k,)=p’; wegen (3.4) ist insbesondere p/ H1'"
=DivH, ﬁ.,cn peP. Wir konstruieren nun eine Folge Yi> X20 X eH!tn nm,ﬁ
m&mmmaoz Eigenschaften: v e H
1) x.€p"'H'""und py,=0;
5 es existiert ein p,eP mit y, . ¢DivHI";
iii) x,,,=0 fir alle 1<b<a. . .
Zuerst wollen wir sehen, wie sich au i iner olge ¢
! . , s der Existenz einer solchen Folge di
wnm..m:vwcbm ergibt. Seien dazu a>b21; wiire y, —y,ep' H"", so wiire Q:Mao_.,”m
m. . ne a . ’ :
I: mncmv\ﬂmm. MVUF.EQ ,_:‘_a Xa.on = Xo.py = = Xb,p, € DIV H,.", andererseits aber y, b
; m\w mmormoam.v IZ WIW_.. - Dies ist ein Widerspruch; folglich-reprisentieren X und
n piH1m it ot die
,lw b ene Neben lassen E.oa.:._o p'H .NcmNBEas mit i) bedeutet &nm ul
Nehmen wir jetzt an, wir hitten schon . , .. Ln mi i |
1 : an, w 0n ¥y, ..., X, 1 €H """ mit den Eigenschafte
i)-iii) konstruiert. Wir wihlen eine Primstelle ﬁ“mw/ {Pi,sPay} m:aaanNM“

“P(@):={p,,...,p,}. Nach (3.4) ist H;."/DivH}:" zyklisch von der Ordnung p’; es

1,n
o2 Aus

ﬁam:onm_mooi.\\mzra/UiIi<o:annO .,.. ‘
a n aacngBT_
der exakten Sequenz ’ T , gp mitp %mUE H

0~ Z/PZ()—Q,/Z,(n) -2 Q,/Z,(n)—0

erhalten wir nun das kommutative Diagramm mit exakten Zeilen

HY(G,.Z/p’Z(n) S {xeH"™"piy=0} —0

[1 H'(G . Z/P Z(n)—— T[] {peH!" p p=0} — 0,

peP(a) pePla)

Aufgrund von (2.7) ist die linke S iekti . g L
. . palte surjektiv, also ist es auch d i
bedeutet jedoch, daB ein yeH!"" existiert mit p/y =0 und uch die rechte. Dies

¥ fir p=p,

6= :
P 0 fir p=p,...p, .



106 v P. Schneider

Sei dann y,:=p’~ ! y. Offensichtlich ist y,ep’~' H'" und PXa= 0, d.h. i) ist erfiillt.

Weiterhin ist y, , =p’~ ! Y¢DivH,:"und , ,, =p’~ ', =0fiir 1 £b <a; somit gilt

auch ii) und iii) fiir y,. q.ed. ,

Beispiel. Hom(Gg, Q,/Z ,)=Q,/Z «.@ﬁ-@A A._.OHN\EN:W denn: in §5 bzw. §6 werden
iz . . . N

wir sehen, daB d,(Q)=1bzw. Do(Q)=0ist; nach Satz 11 ist u{?=co fiirallej21im

Falle k=Q; durch diese GroBen ist aber gerade die rechts stehende Gruppe

ekennzeichnet. .
* SchlieBlich wollen wir noch festhalten, daB sich ‘wegen W 1-nlk(n,)
=w,_, (k(u,) aus Satz 11 eine (nicht-kanonische) Isomorphie

HE/divH " HE2=7/divHE 27" fiir neZ

ergibt. Anzumerken bleibt auBerdem, daB die Ergebnisse dieses Paragraphen fiir n
=0 teilweise schon in [12] zu finden sind.

§5. Die Kerne der Lokalisierungsabbildungen p(r)

In diesem Paragraphen wollen wir die Kerne der natiirlichen Abbildungen

pm): HE"—>TTH"
P

und

ps(m): Hym— T [Hy”

plp

_uoﬁ.go:ﬁz. Es werden sich dabei enge NcmwBBosrmnmw mit den Ergebnissen des
vorigen Paragraphen herausstellen. Zunéchst haben wir das grundlegende

Lemma 1. i) p(0) ist injektiv und Kern nMonMEoBAOFEvev\N BH
ii) Kernp(n)=Kernpy(n) fir n+0.

Beweis. i) Dies folgt aus der globalen Klassenkdrpertheorie.
ii) Dies folgt aus (4.3). .‘n.o.a..

Fiir neZ setzen wir
R, (k):=Kern py(n).
Essind dann R, (k)/Div R, (k) und R, (k)/DivH 3" R, (k) endliche Gruppen (s.(4.5)).

Bemerkung 2. R (k)< divH"" fiir neZ. .
Beweis. Fiir n+1 folgt dies aus (4.4). Andererseits ist divH»!=H"! nach
(4.5). q.ed.

Lemma 3. Fiir n+0 ist dimR, (k)=i,_,(k).

Beweis. Aus (2.5) erhalten wir die exakte Sequenz

0—HY"— [THY"— H*(G5,Z, (1 —n)* = R, (k) =0,

»lp
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wobei die ersten beiden Terme wegen n+0 endlich sind. Folglich ist
dimR, (k)=Rang, H*(G,, Z,(1 —n)).
Andererseits haben wir aufgrund von (2.3) die exakte Sequenz

0= Hp ' ="/DivHE =" & H2(G,, Z,(1 —n))
— H*(Gy, Q, (1 —n))— H21-" 0,

wobei der erste Term wegen (4.5) endlich ist. Dies bedeutet
Rang, H*(G;,Z,(1—n))=dimH2 1" =i,_,k). qed.

Corollar 4. Fiir n+0 ist R (k) endlich genau dann, wenn i, _,(k)=0 ist.

Satz 5. i) Ry(k)=D, (k)*; .
ii) ist n%0 und i,_,(k)=0, so ist R,(k)=D,_ (k)*

Beweis. i) Dies folgt aus Lemma 1i) und der Definition von D, (k).
ii) Dies folgt aus Lemma 1ii) und (4.8). qed. .

Wir sehen, daBl auch hier die Kenntnis der -Zahlen i,(k) von groBer .mnanc-

:Smsmﬂo.Umow&manams>vmowwﬁ§mg ,mmnanwuw_maoﬂmora:S&omn
Richtung. . ,

1-n

Satz a,. i) ig(k) =1, Q&..TJQ&I 1, .&mc dy(k) £Tk:QT;
i) fir n#0,Vist i, _ (k) <d,(K)<i,_,(k)+[k:Q].

wmsma.chbmng:mHU? P:&M,U?.IWL JZNAE. ,Zmo: C..é E&amﬁ HA:B-
mertheorie ist aber . . : , .

DivH}* AR, (k) =Kern(E, (k) ®,Q,/Z, > [ kX ®,Q,/Z,)=:B.

»lp

mmswo:ns-. bzw. Idealklassengruppe von k. Weiterhin sei

As=Ken(E(K)®,Q,/Z,— [k ®,Q,/Z,).

»lp :

Mit Lemma 3 haben wir also ig(k)=dimB. Bezeichne nun E(k) bzw. CI(k) die

Es besteht dann eine exakte Sequenz olh,.lwl.u’v Cl(k), wobei B definiert ist
] !
durch g An®mvuuﬂ_8mo von a mit a?’ =(a). Folglich ist dimB=dim 4 =ri(k)

+71,(k)—1 nach dem Dirichletschen Einheitensatz. Die zweite wnwwcvﬁgm,nn- 4
gibt sich dann mit (4.6). .

5>=mamaaxmwﬂmsmo@:m:uoi_»..:&lImsl:I“;_~nmo=§.nw5=u_uc
wegen Lemma 3 ab: v “plp ;

0=d,(k)—i;_, ()<Y dimH}"

-elp

Nach (3.4) ist aber Y dimH}"= ¥ [k,:Q,]=[k:Q] fiir n=0,1. qed.

el o oplp

Beispiel. Ist k=Q oder k/@ imaginir-quadratisch, so ist io(k)=0.
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Corollar 7. Sei k 83?@:.&:& n+0 gerade; ist dann i,(k)=0, so auch i, _,(k)=0.

Beweis. Ist i (k)=0, so ist nach (4.6) auch d,(k)=0. ‘Wegen Satz 6ii) ist schlieBlich
i,_n(k)=0. ged.

In Satz5 und Corollar7 deutet sich eine Beziehung zwischen R,(k) und
R, _,(k) an, welche durch folgenden Dualititssatz" aufgedeckt wird.

Satz 8. .
(R, (k)/Div H}"~R (K)* =R, _(k)/DivHy ' ~"R; _,(K) fiir neZ.
Beweis. Es besteht das kommutative Diagramm mit exakten Zeilen

0— DivHL1="AR,_,(k)— R, _,(k)——> Kern p(1—n

1-n

=

(Kern py(m)* —2 R,(k)* — (Div Hy "R, (k)* —0,

~ wobei die Spalten nach (2.5) kanonische Isomorphismen sind. Die Exaktheit der
Zeilen folgt aus (2.3), die Kommutativitét aus (2.6). Wir erhalten daraus

(R (k)/Div H: "R, (k))* = Bild 6* = Bild &
=R,_,(k)/DivH}'~"nR,_,(k). qed.

Corollar 9. Sei k total-reell und n+0 gerade; ist R, (k) endlich, so auch R (k),

und es gilt:

i) divH" ' "=DivHY IR, (k);

ii) #R,_,(k)=#R, (k) #(R,_,(k)nDiv H-1-m),
Beweis. Sei R, _,(k) endlich. >=me:=a.aQ. Corollare 4 und 7 ist dann R, (k)
endlich und i, _,(k)=i,(k)=0. Nach (4.6) ist weiterhin DivH!""=0. Aus den
Sitzen S und 8 ergibt sich nun .

#D,_,(=#R,(k)=[R,_,(k): DivH""~"nR,_, (k)]
=[DivH!'="+R, _(k): DivH"'~"],

was die Behauptung i) darstellt. Die Behauptung i) ist eine triviale
Folgerung. q.e.d. , :

Oo_..c:uq 10. Sei k total-reell, und seien alle p|p total verzeigt in k(kpoo)/k; ist R, (k)
endlich, so gilt:

i) HY'=DivH} ' +R,(k);

ii) #R, (k)= # Cl;(k)(p)- #(R,(k)nDiv HI Y.
Beweis. Nach Corollar 4 und (4.6) ist do(k)=1, das bedeutet
DivHL°<HY(G,Q,/Z,). Aus Verzweigungsgriinden ist dann DivH}°nRy(k)
=0. Die weitere Argumentation ist nun genauso wie im Beweis von
Corollar9. g.ed.

Zum SchluB dieses Abschnittes beweisen wir noch das folgende ,Reduk-
tionslemma®, das hin und wieder niitzlich sein mag.
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Lemma 11. Sei neZ und K/k eine endliche

endlich, 5o ist-auch R (k) endlich galoissche Erweiterung ist dann R (K)

Beweis. Wir konnen 0.B.d.A. n+0 v
0.B.d.A. annehmen. Dann folgt die Behaupt
folgendem kommutativen Diagramm mit exakter linker Spalte ping A

0

ﬁ

H'(Gal(K/k), H(Gy, Q,/Z, ()

inf

H'(G,, Q,/Z,(n)

Gm "Gy, Q,/Z,(n)

H'(Gk, Q,/Z,,(n)

[1H' Gy, /2,0

:Emnwﬂ.mow&orc.cnaﬁ g ) e
o ke m‘mo_. mﬂm»oro.. amm m. AQ&.QA\E, EQAQa,ﬁa\NvQ:V end-

§6. Der Iwasawa-Modul 2

Wir wollen in diesem Paragraphen die Theorie der Iwasawa-Moduln heranzie-
hen, um weitere Resultate zu gewinnen. Dazu bezeichne L/k( .
abelsche p-Erweiterung,
Dann ist

. o . K, ) die maximale
in der sémtliche Primstellen von k(u,-) voll zerlegt sind.

Z:=Gal(L/k(n,))*
o.E p-primirer diskreter G-Modul; dabei ist &BNNW. ,
lich (siehe [9] Theorem 8). Umo./\nﬂg.:%s . s e CIp) end-

stellt durch das 8 zum Vorausgegangenen wird herge-

Lemma 1. Fiir n+0 ist R,(k)=H°(G, Z(n)). . -

Beweis. Sei K N

Spalten =k(tp<)- Wir haben das kommutative Diagramm mit exakten

HY(G,Q,/Z,m) ——][H Bm:we\i Q,/Z,(n))

Hin SLIUEN Ln
ITH,
P

1 R 1
moa.maaeh\w%sl.ll:m_ Ss,eu\ﬁgv
é

H*(G,Q,/Z,(n).
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Da die cohomologische p-Dimension von G gleich 1 ist, ist H 2(G.Q,/Z,(n)=0
fiir alle n. Aufgrund von (2.8) ist weiterhin

HY(G,Q/Z,m)=0 und H'(Gal(Kyk,),Q,/Z,(n)=0
fiir alle p und n+0. Somit ergibt sich: ‘
R, (k)=Kern p(n) =Kern(H (G, H! (G o /2, (1)~ [ H'(Gry Q/2Z,(r)
=H°(G,Kern(H" (G, Q,/Z,(n)— _M,_ H'(Ggy, Q,/Z,(n)
=H°(G,Kern(H' (Gg, Q,/Z,)— @ H'(Ggq Q,/Z,)(n))

=H°G,Z(n) fir n+0. qed.

Satz 2. Fiir n+1 ist i (k)<dimZ.

Beweis. Unter Beachtung von (5.3) ist : , )
i, (k)=dimR, _, (k)= dimH°(G,Z(1 -n))<dimZ(1 —n)=dimZ

ol i ine Tatsachen aus der Theorie
Fiir das Folgende bendtigen wir zwei allgemeine Tatsachen aus e
der Iwasawa-Moduln. Sei dazu I':=Gal (k(u,)/k(1,) M.Q und y eine topologi-
sche Erzeugende von I'; sei A das Dual eines mn&_.o:-ﬁua:mﬁos Z, il
Torsionsmoduls (zB. A=2; s.[9] Theorem 8); es bezeichne F, ;.G,fuaaRWI Hm
—T; A*®,, Q,) das charakteristische Polynom des Endomorphismus y—1 aul.
A*®, Q.. Dann gilt: ,
([} Ist HO(T, 4)=0, 50 ist schon 4=0 (s.[19] Lemma 4). e,
(I) H®(T, A) ist genau dann endlich, wenn F, (0)=%0 ist (s. [5] App. Lemma 9).
Ist nun neZ, so ist leicht nachzurechnen, Qm,a

?Sué-,.&.:.E.%v,..qiT 1)

ilt. Somit érgibt sich aus (II): L .
&l (I11) Ist :MN, s0 ist HO(I, A(n)) endlich genau dann, wenn F,(k(y)" — 1)#0 ist.

Satz 3. R, (k) ist endlich fiir fast alle neZ.

i 0 i d.A. annehmen, daB u, <k gilt;
B s. Aufgrund von (5.11) konnen wir o.B.d. : ‘ " :
A_MHM ist Q.lm I Nun besitzt das Polynom F,(T) nur on&_mr viele Z.c_wmﬁo:omu
auBerdem ist k() keine Einheitswurzel. Folglich ist Fy(x(y) - 1)=+0 fiir h&rm. M
neZ. Mit (III) ergibt sich daraus, daB R,(k)=H(G, Z(n))=H"([, Z(n)) endlich is
fur fast alle neZ. g.e.d.

Satz 4. Sei d:=[k(u,):k]; ist R, (k)=0 fir ein m=+0, so ist R, (k)=0 fiir alle n+0
mit n=mmodd. ,
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Beweis. Sei 4:=Gal(k(u,)/k); dann ist d= 44 und G=TIx4. Aus 0=R,_(k)
Hmoa.NAEVVNEoAhmoE«NASE folgt mit (I) nun H°(4,Z(m))=0. Wegen
n=mmodd ist dann auch H°(4,Z(n))=0, und somit R,(k)=H°(G, Z(n))
=H*TL,H(4,Z(n)))=0. g.ed. : 4

Beispiele. i) R,(Q)=0 fiir alle n= — 1,0, modp—1; denn: fiir k=@ ist nach [16]
Satz 11.2 einerseits H}°=DivH!° und andererseits H°(4,2)=0; aus ersterem
folgt R, (Q)=R,(Q)=D,(Q)=0fir n=1 modp - 1; letzteres besagt R (Q)=0 fiir
n=0mod p—1; und schlieBlich ist R,(Q)=R_,=0fiir n=—1 mod p— 1, wie wir
in §7 sehen werden. .

i1) Sei k=Q(u,) mit reguldrem p; dann ist Z=0 und somit R,(k)=0 fiir alle
nelZ. - :

Fiir den Rest des Paragraphen sei k total-reell. Es ‘bezeichne 1€G die
komplexe Konjugation. Ist 4 ein diskreter G-Modul, so sei

A*:={acA:1a=a} und A :={acA:1a= —a)}.
Offensichtlich ist H%(G, 4)< A+, ,
Satz 5. Ist k total-reell und Z+ endlich, so ist mLS endlich fiir alle geraden neZ.

Beweis. Da 1 die Ordnung 2 hat, ist Z(n)* =Z*(n) endlich fiir mmwmaom n. Folglich
ist auch R, (k)=H°(G,Z(n))<Z*(n) endlich fiir: gerades n+0. Fir n=0 gilt die
Behauptung per ammiaozoB. qg.ed. : . ,

Beispiel. Sei k der maximale total-reelle Teilkorper von 6?&,“, sei weiterhin
Cl;(k)(p)=0. Dann ist Z* =0 und somit’ R,(k)=0 fiir alle geraden n€Z. Die
Vandiver-Vermutung behauptet, daB _stets Cl;(k)(p)=0 gilt. Richtig ist dies
jedentfalls fiir alle p <125000 (s. S. Wagstaff, Math. Comput. 32, 583-591 (1978)).
Allgemein ist kein total-reelles k mit unendlichem Z* bekannt. .

Satz'6. Sei k total-reell abelsch mit zu p teilerfremdem Grad ;: dann ist ..x-.Qa endlich
fiir alle ungeraden n<0 und alle geraden n20. Ist dariiberhinaus Z* endlich, so -
sind R, (k) und R, (k(u,)) endlich fiir alle n<0.

Beweis. Fiir n=0 gilt die Behduptung per definitionem; sei also n=0, Aufgrund -
von (5.11) kénnen wir 0.B.d.A. annehmen, daB Tk(u,):k]=2 ist. Nach [7]
Corollar 3 ist nun F,-(x(y)"—1) =0 fiir alle n<0 (wegen pt[k:@Q] teilt p? nicht

mnbmmraﬂ.,\osw\ev.20@0525588: EOAHNA&Vmsa:araw»:nzAO.
Nun ist aber ; ,

HYLZ*(n)) fiir n40 %map.
R,(k)= HO(G, Z(n) = HO(I. Z(n)*) =
) (G.Zm)=H*(5Z(n)") WEQSNLA:: fiir n+0 ungerade,

und .
R, (k(u)) =H(LZ(m) = HO(I Z* (n)) @ H (I, 2~ (w)

woraus die Behauptung fiir n<0 zu ersehen ist. Nach (5.9 ist schlieBlich R, (k)
endlich fiir gerades n>0. q.e.d.
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§7. Die Fiillle —1<n<1

R, (k)= Cl(k)(p)* ist endlich per definitionem. Wir wollen nun den Fall n=1
studieren. Sei E'(k) die Gruppe aller Einheiten e von k mit ¢e=1modp fiir alle
p|p; weiterhin sei U;' die Einseinheitengruppe in k; fiir p|p. Dann ist [T1U,) ein

“endlich-erzeugter Z ,-Modul. : »lp
Es besteht die natiirliche Einbettung E'(k)—]] U,'; dabei bezeichne E'(k)

»ip
den AbschluB von E'(k) in [ U, beziiglich der lokalen Topologie. Offensichtlich
plp
ist Rang, E'(k)=r (ky+r,(k)—1, Die Leopoldt-Vermutung behauptet
memn«. E'(k) =r,(k)+r,(k)—1 (s. [9] §2). Sie ist bisher bewiesen fiir einen iiber Q
oder einem imaginir-quadratischen Zahlkdrper abelschen Korper k (s. [3]).

Lemma 1. Rang, E'(k) =r,(k)+r,(k)—1—i(k).

Beweis. Siehe (4.6) und [9] §2. -
Wir erhalten nun sofort den

Satz 2. Ist k iiber Q@ oder einem imagindr-quadratischen Zahlkorper abelsch, so ist
R, (k) endlich.

Beweis. Aufgrund der vorstehenden Ausfiihrungen ist in diesem Falle io(k)=0.
Dies bedeutet nach (5.4) jedoch gerade die Endlichkeit von R, (k). q.ed.

Beispiele. (Siehe [18].) Sei k=Q(}/ —d); dann ist

I fir d=1,2,3,5,6,7,10,11 und p+2,

1 fir d=107,331 und p+2,3,
#R, (k=13 fir d=107,331 und p=3,

1 fir d=2347,443 und p+2,5,

5 fiir d=347,443 und p=5.

SchlieBlich wollen wir noch folgendes bemerken. Aufgrund von [CG] I-21
ist iy(k) =0 fiir alle k genau dann, wenn die strikte cohomologische p-Dimension
von G, fiir alle k hdchstens 2 ist. Letzteres wird in [22] behauptet, ist aber noch
unbewiesen.

Nun wenden wir uns dem Fall n=—1 zu. Hier werden wir zu einer
vollstindigen Antwort im Sinne der oben geduBerten Vermutung kommen.
Dazu ziechen wir Ergebnisse der algebraischen K-Theorie heran. Es sei

K, ki=k* @, kI,

wobei I die von den Elementen a®(l—a) erzeugte Untergruppe bezeichnet.
Sind a, bek*, so schreiben wir {a, b} fiir das durch a®b repriasentierte Element
von K, k (nach [14] ist sogar jedes Element von K, k von dieser Form). Fiir jede
Stelle p von k sei u, die Gruppe aller Einheitswurzeln in k, und m:=#p,;

weiter sei

()t kg x kg,
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das m, -te Hilbert’sche No
s m, ert’ rmenrestsymbol von k (s. [20] XIV §2: fij
p ist (, ), =1). Wir erhalten dann den IoBoEOMgmwﬁB:H_m 7 frkomplexes

A: K, \alm@tu
(@6}~ (@@, b)),

Sei A:=KernA (in der Literatur wird A 1
] . . oft der , wilde Kern“ genannt). Nach
,—n,wmn_msa [6] ist A n:ﬁ.:SF .mo_mmow ist K, k eine Torsionsgruppe. Umam:mv »,o_mwz
ate _”mm_ nun, daB einerseits dimH!2=r, (k) ist, und andererseits eine Isomor-
phie H"2/DivH"? > K, k(p) besteht. .

Satz 3. R_, (k) ist endlich, und es gilt: R_,(k)*=D, (k)= A(p).

Mm%a“w.* Aufgrund von (4.6) ist i,(k)=0, also R_,(k) endlich nach (5.4) und
»AL.V =D,(k) nach (5.5. Weiterhin wird in [24] S.208 gezeigt, daB
A=divK,k vom m.naox =<2 ist. Folglich ist A(p)=divK, k(p) fiir :5mnnm,amm p.
>=m. der n..gmoz Isomorphie ergibt sich schlieBlich A v
=divK, k(p)xdivH"?*/DivH!2=D, (k). q.ed. . v

Beispiele. (Siehe [25] und [2].) Sei »He:\mr dann ,_.mﬂ

fir d=+1,-2,-3 -7, —11,
fir d=7,21,

fiir d=29,

fir d=37,

fir d=11,

fir d=19.°

O Jh W e

§8. Die Lichtenbaum-Vermutung

W Mmomms .wcmo.::maosag Paragraphen wollen wir die w&nﬁcnm. der Kerne
(k) fiir die Co?aa_uwza-/\oaaﬁc:m herausstellen. Dazu sei k im folgenden
Mﬁma Bﬁ.m_-nomF Bezeichnet X das Spektrum des Ringes der ganzen Zahlen von
mmﬁm%u m\w .menu.k/mﬂ_umg%.ﬁ Spec(k) — X ; die natiirliche Inklusion. Fiir neZ
o/ £p(n) eine etale Garbe auf Spec(k). Die Lichtenb -V
nun (s. [CL] Conjecture 3.1) . rumcYermting besagt

H*(X;,j, Q/Z,(n+1)=0

und

=, = 2 Ko, Q2,1+ 1)
#m A»NML* ev\Nwa + :v

fur ungerades n>0, wobei | | den gewohnlich -adi . i
Nun gilt aber » gewonnlichen p-adischen Betrag bezeichnet.

H'(X;,j, Q,/Z,(m)=Hi" fir i20 und neZ.
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Ist nimlich X, die universelle Uberlagerung von Xy, so ist m:um., s Jx Qp/Z,(n))
=0 fiir j>0, da die cohomologische p-Dimension von k; gleich ! ist. Die
Behauptung ergibt sich somit aus dem Zerfallen der Spektralsequenz

ENAQM, m:.vmqmr\.* Eh\NvASVWV = mm.:.AN.ML.* ev\NvT&v

Fiir ungerades n>0 folgt aus HZ"*' =0 wegen (4.6), (4.8) und (5.5) weiterhin

#Hy " t=w_ (k)" - [Tw_, (k) #R_,(k).
. plp
SchlieBlich ist w_,(k)=1 fir 2¥n. Wir erhalten also folgende dquivalente For-
mulierung der Lichtenbaum-Vermutung:

Vermutung. Fir ungerades n<0 ist i, ,(k)=0, und es gilt:

Wy (k) ()|~ ?

[Twalky) 1, A :
vip

Bemerkung 1. 1) Ist k|@Q abelsch, so ist ETLE.F@AM— w,(k,)~! p-ganz fiir
ungerades n <0 (s. [CL] Theorem 4). vip

i) Ist p unverzweigt in k|@ und neZ ungerade, so ist ﬂs._ﬁwgvu.r insbeson-
plp

dere also 4 H1'1="= 4R (k) (falls beide Seiten endlich sind).

Satz 2. Sei k|@Q .abelsch und p unverzweigt in k|@Q mit py[k:Q]; dann gilt fur
ungerades n<0: Ist |w,_,(k)-{,(n)],=1, so ist R,(k)=0.

" Beweis. Siehe [CL] Theorem 4.4 und beachte Bemerkung :c.

Corollar 3. Ist k|Q abelsch, n<0 ungerade und p nicht in einer von k und n
abhingigen endlichen Ausnahmemenge, so ist R, (k)=0.

#R, (k)=
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