Einfiihrung in die Funktionalanalysis

(Sommersemester 2011)

Raimar Wulkenhaar

In der Funktionalanalysis werden unendlich-dimensionale topologischen Vek-
torrdume sowie lineare Abbildungen zwischen diesen studiert. Dazu werden Me-
thoden aus Analysis, Topologie und linearer Algebra verkniipft. Die historischen
Wurzeln der Funktionalanalysis sind die Fourier-Transformation und die Theorie
der Integralgleichungen; wichtige Motivation kam spéter aus der Quantenphy-
sik. Die grundlegenden Sétze der Funktionalanalysis sind in vielen Bereichen der
theoretischen und angewandten Mathematik unverzichtbar.
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0 Einleitung

0.1 Ubersicht iiber die Riume in der Funktionalanalysis

Topologischer Raum
— Abbildungen: Stetigkeit
— Trennungsaxiome

— Abzéhlbarkeit
— Kompaktheit

— offene Mengen, abgeschlossen

— Konvergenz (von Folgen, Netzen)

/

Metrischer Raum
— Metrik (Abstand) d
— offene Kugeln

— Topologie “gutartig”
— Vollstandigkeit

— Bsp: Sphére, Torus
— Differentialgeometrie

Topologischer Vektorraum
— Vektor-Operationen stetig

— Abbildungen: linear+ stetig

— Unterrdume, Quotientenrdume

(Cauchy-Folgen konvergent) \

Lokalkonvexer Raum

— System von Halbnormen
(metrisierbar)

— Vollstandigkeit: Fréchet-Raum

— Bsp: C*(X)

— Abbildungen: z.B. Differenzierbarkeit

— schwache Topologien

Normierter Vektorraum

~ Norm | |

— Vollstandigkeit: Banach-Raum

— Bsp: C(X), LP(X), L(X,Y)

— Abbildungen: linear+ beschrdankt
(sehr reichhaltige Strukturen,
Topologie kann “wild” sein)

— Dualrdume

(lineare Funktionale mit
Zusatzeigenschaften,
erfordert Lemma von Zorn)

— Bairescher Kategoriensatz
(gleichméBige Beschréinktheit,
Satz von der offenen Abbildung)

— Spektraltheorie

— Fortsetzungssatz von Hahn-Banach

\

Unitéarer Vektorraum

— Skalarprodukt ( , ), Cauchy-Schwarz

— Vollsténdigkeit: Hilbert-Raum

~ Bsp: 2, L*(X)

— Orthonormalbasen

— Abbildungen: linear+beschrinkt
(+normal, unitér, selbstadjungiert,
kompakt, Fredholm)

— Spektralsatz

— Funktionalkalkiil

— Unbeschrénkte Operatoren

/

Operatoralgebren
— C*-Algebra
— Von-Neumann-Algebra
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0.2 Meilensteine

Historische Notizen findet man in
— Heuser, Kapitel XIX, und
— Werner, am Ende jedes Kapitels

1900:
1904. .
1910:
1920:
1927:
1929:
1938:
1943:
1948:

Fredholm — Theorie der Integralgleichungen

.1910: Hilbert-Schmidt: Spektraltheorie von Operatoren
Riesz — LP-Réaume

Banach — normierter Raum

Hahn — Fortsetzungssatz

von Neumann — Hilbert-Raum, unbeschrénkte Operatoren
Sobolev — verallgemeinerte Ableitungen

Gelfand-Naimark — Operatoralgeben

Schwartz — Distributionen
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Teil 1
Normierte Vektorriume

1 Topologische Vektorrdume und normierte Riume

In dieser Vorlesung ist K = R oder K = C. Definition und grundlegende Eigen-
schaften topologischer Rdume werden vorausgesetzt. Wir erinnern dennoch an
den Begriff der Stetigkeit:

Definition 1.1 Seien XY topologische Raume. Eine Abbildung f : X — Y heiBt
i) stetig, wenn das Urbild f~1(O) jeder offenen Teilmenge O C Y offen in X
ist, und

ii) stetig im Punkt x € X, wenn es zu jeder Umgebung V' C Y von f(z) eine
Umgebung U C X von z gibt mit f(U) C V.

Eine Umgebung eines Punktes x € X ist eine Teilmenge U C X, fiir die es eine
offene Teilmenge O gibt mit x € O C U. Eine Umgebung muf selbst nicht offen
sein. Eine offene Teilmenge ist Umgebung fiir jeden ihrer Punkte.

Lemma 1.2 Seien XY topologische Raume. Fiir eine Abbildung f : X — Y
sind dquivalent:

i) f ist stetig.

ii) f ist in jedem Punkt x € X stetig.

Beweis. i)=-i) ist klar, wenn man die offenen Teilmengen der Umgebungen nach
i) wahlt.

ii)=i) V C Y offen ist Umgebung jedes Punktes y € V. Sei U := f~}V).
Fiir jedes x € U gibt es eine Umgebung U, und damit eine offene Teilmenge

O, 3>z mit f(O,) CV.Dannist U = J,y O = [H(V) offen. O

Definition 1.3 Essei X ein Vektorraum iiber K und 7 eine Topologie auf X. Dann
heiBt (X, 7) topologischer Vektorraum, wenn gilt

i) die Addition X x X > (z,y) — x +y € X ist stetig,
ii) die Multiplikation mit Skalaren K x X 3 (\,z) — Az € X st stetig.

Bemerkung 1.4 Hier sind X x X und K x X wieder topologische Rdume, ver-
sehen mit der Produkttopologie. Die Topologie auf K wird durch die Metrik
d(\, 1) = | A — p| induziert.

Stetigkeit der Addition in (zg,yo) heifit, dal es zu jeder Umgebung U von
xo + yo Umgebungen U; von z und Us von yy gibt mit Uy + Uy :={x +y | x €
Uy, y € Uy} C U. Analog fur Az.

Rudin fordert noch iii) jeder Punkt von X ist abgeschlossen. Damit wird jeder
topologische Vektorraum ein Hausdorff-Raum (73).
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Lemma 1.5 Sei X ein topologischer Vektorraum, a € X und 0 # X € K fest
vorgegeben. Dann sind die Abbildungen T, : X > x— a+x € X und M, : X >
r+— Ax € X Homdomorphismen.

Beweis. Die Abbildungen sind invertierbar, (7,)™! = T_, und (My)™" = M.
Stetigkeit der uspriinglichen und damit der invertierten Abbildungen folgt aus
der Definition. U

Ist V' C X eine Umgebung von 0, dann ist 7,(V) = z + V' eine Umgebung
von z € X, und umgekehrt ist fiir eine Umgebung U von x die Teilmenge 7", (U)
eine Umgebung von 0. Ist A C X eine beliebige Teilmenge, so ist der topologische
Abschlu8 A = AU A’ erklirt. Dabei ist A’ die Menge der Haufungspunkte von A,
d.h. jener Punkte y € X, y ¢ A, so daf fiir eine beliebige Umgebung y + V' von
ygilt (y+V)NA# 2. Folglichgilt # € A & 1€ A+ V fiir jede Umgebung
V von 0, somit A = (), (4A+ V).

Lemma 1.6 Sei X ein topologischer Vektorraum und W C X Untervektorraum.
Dann ist auch W (die abgeschlossene Hiille von W) ein Untervektorraum.

Beweis. Seien xg, 1o € W. Zu zeigen ist: Zu jeder Umgebung V von xq + yo gibt
es ein w € W N V. Nach Stetigkeit der Addition gibt es Umgebungen U; von x
und U von yg mit Uy + Us C V. Somit gibt esx € Uy NW und y € Uy N W. Es
folgt t+y=weWnV. O

Satz 1.7 Seien X,Y topologische Vektorraume. Dann sind fir eine lineare Ab-
bildung f : X — 'Y dquivalent:
i) f ist stetig.
ii) f ist stetig in 0.
iii) f st stetig in einem beliebigen Punkt x € X.

Beweis. iii)=1)=ii) ist klar. Fiir festes x € X gilt

fa) = flz+0) = f(z) + f(0) = Thy (f(0)) = (T} o f o T%,) (2)
Die Komposition stetiger Abbildungen ist stetig, somit ii)=-iii). O

Bezeichnung 1.8 Seien X,Y topologische K-Vektorrdume. Wir bezeichen mit
L(X,Y) die Menge der linearen stetigen Abbildungen von X nach Y. Mit den
“punktweise” erklirten Operationen (f1 + fa2)(7) := fi(x) + fa(z) = T} (o) (fo(7))
und, fir A # 0, (Af)(z) = A(f(x)) = M\(f(z)) wird £(X,Y) zu einem K-
Vektorraum. Speziell heifit
X' = L(X,K)

der Dualraum von X. Mit der Komposition als Multiplikation wird £(X, X) zu
einer K-Algebra. Elemente aus £(X, X) heiflen lineare stetige Operatoren auf X.
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Definition 1.9 Sei X ein Vektorraum iiber K. Eine Abbildung || || : X > z —
||| € R heiBt Norm, falls fiir beliebige x,y € X und X € K gilt

i) [zl >0und ||z]| =0 < x =0,
i) [zl = [Alll]],
i) ||z + vyl < |||l + ||yl (Dreiecksungleichung).

Das Paar (X, || ||) heiBt normierter Vektorraum. Gilt statt i) nur i') |[z|| > 0, so
heiBt || || eine Halbnorm.

Ein normierter Vektorraum (X, || ||) wird durch d(z,y) := |z — y|| zu einem
metrischen Raum (X, d).

Satz 1.10 Die durch die Metrik definierte Topologie T macht (X,7T) zu einem
topologischen Vektorraum.

Beweis. Nach Dreiecksungleichung gilt [|(z+y)— (xo+yo) || < ||(z—z0)||+ly—10ll,
d.h. die Bilder der £-Umgebungen von g,y unter der Addition sind enthalten
in der e-Umgebung von xg + yy. Die Addition ist sogar gleichméBig stetig.

Fiir die Multiplikation findet man || Az — Ao || = [[A(x — o) + (A= Xo)zo || <
M|z = zo|| + [Ao — Al||xo]], also (nicht gleichméBige) Stetigkeit. O

Definition 1.11 Ein normierter Vektorraum (X, || ||), der beziiglich der kanonischen
Metrik vollstandig ist, heiBt Banach-Raum.

Folgendes Vollstandigkeitskriterium wird oft niitzlich sein:

Lemma 1.12 In einem normierten Vektorraum (X, || ||) sind dquivalent:
i) X ist vollstandig.

ii) Fir jede Folge (xy) in X mit Y ;- |lzkl] < oo gibt es ein © € X mit
By oo || Sy 2k — || = 0, d.h. jede absolut konvergente Reihe ist kon-
vergent.

Beweis. 1)=>ii) Sei Y o, ||lzx]] < co. Zu e > 0 gibt es ein N € N, so daB
S ore llzkll < € fiir alle n > N. Dann gilt fiir n > m > N die Abschétzung

(S~ (Sl =] 3 el 3 el 3 <.

m
k=0 k=m+1 k=m+1

d.h. ( Yo xk) ist Cauchy-Folge. Ist X vollsténdig, so konvergiert diese gegen
neN

einz € X.
ii)=1) Sei (z,) eine Cauchy-Folge in X. Zu € = 5 gibt es ein N}, € N, so daf
|2y, — 20, || < 2% fiir alle ny, my > Nj. Insbesondere gibt es eine Teilfolge (x,, )ken
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mit ||Zn,,, — Tn,ll < 56 FUr g4 := 2, — @, folgt dann 377 o [lyel] < 2 < oo.
Nach Voraussetzung glbt es ein y € X mit

N
3] = [ ] =0

N—oo

d.h. z,, ist konvergent gegen x,, +y. Ist ||z, — x,,|| < € fiir n,m > N, so gibt es
auch ein ny > N mit ||z, — (2., +y)|| <€, so daB ||z, — (x,, +y)|| < 2¢. Damit
ist auch z,, konvergent gegen x,, + y. U

Satz 1.13 Seien X,Y normierte Vektorrdaume. Dann sind fir eine lineare Ab-
bildung f : X — 'Y dquivalent:
i) f ist stetig.

i) f ist beschrinkt, d.h. es gibt ein C' > 0, so daf$ fir alle x € X gilt
1f (@)]| < Cllz|.

Beweis. Da nach Satz [’ der Nachweis der Stetigkeit in 0 gentigt, ist ii)=-1) klar.
Zu e = 1 existiert ein 6 > 0 mit || f(z)|] < 1 fiir alle ||z|| < . Ist y # 0, dann

2lyll ¢y ﬂM| 2
@l =|r(F8 572 )| =S5 r@i< 5 vl
|M| I
=, ||$||<(5 =C
Fiir y = 0 ist nichts zu zeigen. Somit i)=-ii). O

Satz/Definition 1.14 FEs seinen X,Y normierte Vektorrdume. Dann ist
L(X,Y) beziglich der Operatornorm

171l :=mf{C - [f (@) < Cllzll}y, fe £X,Y)

ein normierter Vektorraum. Ist' Y wollstindig, so auch (L(X,Y),] ||)-

Offenbar gilt fiir die Operatornorm

up L — s 15l = s 5@ sowe 5G] < e

el e Izl <1

151 = s

Beweis von Satz[1.1. Die Normaxiome i) und ii) in Definition [CJ folgen aus der
Norm in Y, aulerdem

|V+9H—fﬁ?Mf+m(HIIH p (lF (@) + llg(x)1D)
ES”Sﬁglﬂf(xlﬂ\4-”Sﬁngg(xzﬂ\==HJW\+-H9H-
6
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Sei (Y, || ||) vollstéandig und { f,,} eine Cauchy-Folge in £(X,Y). Fiir beliebiges
x € X ist die Bildfolge (f.(z)) wegen || fu(z) — f(@)|| < || fo — fillll®] eine
Cauchy-Folge in Y, die wegen der Vollstédndigkeit einen Grenzwert hat, den wir
f(z) nennen: lim,, ., f,(z) =: f(x). Zu zeigen ist: Die so definierte Abbildung
f:X — Y ist i) linear und ii) beschrénkt:

1) f()\ll’l + )\2372) = nll_)n;lo (fn<)\1371 + )\21’2)) = nh—>nc}o (Alfn(ﬂfl) + )\an<l’2))
= A1 lim fo(21) + Ap lim fi(2) = A f(21) + Ao f (22) -
ii) Zue >0 gibt es ein N € N mit ||f,, — f| < § fiir fiir alle m,n > N. Zu

beliebigem 2 € X mit [|z|| < 1 gibt es dann ein m, > N mit || f(z) — fim, (z)]] < 5.
Nach Dreiecksungleichung folgt dann || f(z) — f.(z)| < € fiir alle n > N, so dafl

IfIF= Sup 1f @)l < sup (If (@) = fw @)l + [ fw(@)]]) < e+ [ fnll

|lz[|<1 =<1

sowie

If = foll = sup [[f(z) = fulz)] < €.
llxll<1
Also ist f beschrénkt, und (f,,) konvergiert in der Operatornorm gegen f. U

Definition 1.15 Sei (X, || ||) normierter Vektorraum und A C X eine Teilmenge.
Dann heiBt

d(z, A) := inf —
(z,A) ;IelA |z —yl
der Abstand eines Punktes 2 € X zu A.

Die Topologie metrischer Riumen liefert dann d(x, A) =0 < 1z € A.

Satz 1.16 Sei (X, || ||) ein normierter Vektorraum und M C X ein Untervek-
torraum. Zu x € X sei [x] =x+ M € X/M die Aquivalenzklasse. Dann gilt

1) ||[z]|| :== d(x, M) definiert eine Halbnorm auf X /M.
ii) Ist M abgeschlossen, so ist x +— ||[z]|| eine Norm.

iii) Die kanonische Abbildung v : X > x — [x] € X/M ist linear und be-
schrinkt mit ||¢|| < 1, also stetig. Sie bildet offene Mengen auf offene
Mengen ab, d.h. v ist offen.

iv) Ist X wollstandig und M abgeschlossen, so ist X/M ein Banach-Raum.

~—

v) Ist X wollstindig und M abgeschlossen, dann ist M vollstindig.
vi) Ist M wollstindig, so ist M auch abgeschlossen.
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Beweis. 1)  M/X ist ein Vektoraum mit [z] + [y] = [z + y] und A[z] = [A\z]. Fir
[z] = [y] ist y = x + m fiir ein m € M, also d(z, M) = d(y, M). Somit ist ||[x]||
wohldefiniert (d.h. unabhéngig von der Wahl des Représentanten). Ist A # 0, so
gilt

N2l = d(Az, M) = inf Az = Am|| = [A|( inf flz —ml]) = [A] [[«]]]
Sei € > 0 beliebig. Zu x,y € X gibt es my, my € M mit ||z —m4|| < ||[z]|| + € und
ly = mall < [lly]ll + ¢ Dann gilt

I+l = Nzl < llety—mi—ma|| < lz—ma[+ly—mall < |[[=][|+[Ty]]|+2€ -

Da € > 0 beliebig, folgt die Dreiecksungleichung.

i) ||[2]|=0 = 2eM=M = [z]=0

iii) ||[z]|| < |l=| ist klar. Sei V' C X offen und = € V. Dann enthélt V' auch
eine e-Umgebung U (z) = {y € X : |z —y| < ¢} C€ V von x. Wir zeigen
U(lz]) CV+M,dh. V+M={[z] : x€V}=1uV)ist offen. Sei [z] € U.([z])
beliebig. Dann gibt es ein m € M mit ||z — z + m|| < ¢, denn das Gegenteil
|z — z + m]| > e fiir alle m € M wire im Widerspruch zu ||[z] — [2]|| < €. Also
ist z —m € Ug(x) und U([z]) C (V).

iv)  Wir nutzen Lemma Sei Y02 llze]ll < oo. Zu [xy] gibt es einen
Représentanten yj, = @ +my, mit [|ye| < ||[z4]]|+ 5. Dann ist auch Y7 [Jyx| <

o0o. Da X vollstandig ist, konvergiert (ZZ:O yk) gegen ein x € X. Fiir die
neN
zugehorige Klasse [z] € X/M gilt

n

1= S - - 3o

k=0 k=0

iii)

<

oS

Folglich ist <ZZ:0[xk]) konvergent im (nach ii) normierten) Vektorraum
N

ne
X/M gegen [z] € X/M. Nach Lemma [T ist X /M vollsténdig.
v) und vi) folgen aus der Topologie metrischer Rdume. U

2 Beispiele fiir normierte Vektorrdume

Beispiel 2.1 (endlich-dimensionale Vektorrdume) K" > = = (zy,...,x,)
ist normierter Vektorraum beziiglich

i) der p-Norm ||z, := </|:E1|p + -4z, p, fir 1 < p < oo,

ii) der Maximum-Norm ||#||o := max;eq1,..n} |2i]-

Die Dreiecksungleichung in (K", || ||,) heiBt Minkowskische Ungleichung. Man
beweist sie liber die Hdéldersche Ungleichung

=1

1 1
< llallollylly — falls ~+—=1.
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Sie iibertragt sich sinngeméaf fiir p =1, ¢ = oo. <

Diese endlich-dimensionalen Beispiele sind eher uninteressant. In der Analysis
wird bewiesen, dafl je zwei beliebige Normen || ||, und || ||, auf einem endlich-
dimensionalen Vektorraum X &Aquivalent sind, c||z|l, < ||z|, < C|z]|, fiir alle
x € X und universelle Konstanten 0 < ¢ < C. Auflerdem ist jeder endlich-
dimensionale normierte Vektorraum vollstandig.

Beispiel 2.2 (beschrinkte Funktionen) Sei M eine beliebige Menge und
(>°(M) die Menge der beschrinkten Funktionen f : M — K. Mit der punkt-
weisen Addition (fy + f2)(m) = fi(m) + fa(m) und (Af)(m) = Af(m) wird
(>°(M) zu einem Vektorraum, auf dem wir die Supremums-Norm

[ f]loo := igﬁ\f(m)\

einfithren. <

Satz 2.3 ((>(M), || ||«) ist ein Banach-Raum.

Beweis. Die Normeigenschaften ergeben sich wie in Satz [LT4 fiir £(X,Y), wo die
Vektorraum-Struktur von X gar nicht eingeht.

Zum Beweis der Vollstandigkeit betrachte eine Cauchy-Folge (f,,) in £>°(M).
Dann gilt [fu(m) — fu(m)] < SUpeny |fulm) — felm)| = | fu — felloo fiir belic-
biges m € M, so dafl (f,(m)) eine Cauchy-Folge in K ist, die punktweise einen
Grenzwert f(m) := lim, . f,(m) besitzt. Analog zu Beweis in Satz [[ T4 zeigt
man die Beschréanktheit von f. U

Konvergenz einer Folge beziiglich der Supremums-Norm bedeutet gleichmdfige
Konvergenz der Folge.

Satz 2.4 (stetige beschrinkte Funktionen) Sei X ein topologischer Raum
und Cp(X) C €°(X) der Untervektorraum der stetigen beschrinkten Funktionen
auf X. Dann ist (Co(X), || ||lco) €in Banach-Raum beziiglich der aus (>°(X) geerb-

ten Supremums-Norm.

Beweis. Nach Satz [[T6.v) ist nur zu zeigen, dafl C,(X) abgeschlossen ist, d.h. daf§
fiir jede Folge stetiger beschrankter Funktionen, die in der Norm || ||, gegen eine
Funktion f € ¢*°(X) konvergiert, gilt f € Cy(X). Das ist ein Satz der Analysis:
die Grenzfunktion einer gleichméfig konvergenten Folge stetiger Funktionen ist
stetig (5-Argument). O

Fiir gutartige topologische Rdume X kann man sich auf Untervektorrdume von
Cy(X) einschrianken. Ist Y ein kompakter Hausdorff-Raum, dann ist jede steti-
ge Funktion beschrinkt, so daB8 (C(Y),|| ||) ein Banach-Raum wird. Ist Y ein
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lokal-kompakter Hausdorff-Raum (d.h. jeder Punkt y € Y besitzt eine kompakte
Umgebung), dann ist

Co(Y):={f€eC(Y) : fiir jedes € > 0ist {y : |f(y)| > e} kompakt}
ein Banach-Raum beziiglich || ||.

Beispiel 2.5 Auch auf dem Vektorraum der k-mal stetig differenzierbaren Funk-
tionen C*(T'), mit T C R™ offen, ist || ||o eine Norm, jedoch ist (C*(T'), || ||) nicht
mehr vollstdndig. Die Grenzfunktionen einer Folge differenzierbarer Funktionen
ist i.a. nur stetig, nicht mehr differenzierbar. Eine andere Norm, beziiglich der
C*(T) ein Banach-Raum wird, wird als Ubungsaufgabe untersucht. <

Beispiel 2.6 (Folgenriume) Der Vektorraum der beschrinkten Zahlenfolgen
(£7° := L2(N), || |loo) ist nach Satz 22 ein Banach-Raum. Die Untervektorraume

{. der konvergenten Folgen und ¢, der Nullfolgen sind abgeschlossen und damit
ebenfalls Banach-Raume beziiglich || |- Q

Satz 2.7 (/P-Riume) Firl <p < co sei

P = {:c = (Tp)nen : i |z, [P < oo}
n=0

der Vektorraum der p-summierbaren Zahlenfolgen. Dann ist (P ein Banach-Raum
beziiglich der p-Norm
o0 1
lally = (3 leal)”
n=0

Beweis. Zu zeigen ist zunéchst, dafl ¢ ein Vektorraum ist:

D a4 yal” <) (@l + [yal?) < (2max(|zn], [yal))”
n=0 n=0 n=0
<23 (ol + lyal?) < o0 .
n=0

Die Dreiecksungleichung (Minkowskische Ungleichung) folgt wieder auf der
Holderschen Ungleichung (fiir Reihen statt Summen): Ist € 2 und y € ¢
mit >+ 2 =1, dann gilt fiir 2y = (2,Yn)nen

lzylls < llllpllylly -

Sie iibertragt sich sinngeméfl auf p =1, g = oo.

Verbleibt die Vollstdndigkeit (verbunden mit einem Bezeichnungsproblem).
Sei (x(k))ren eine Cauchy-Folge von Zahlenfolgen xy = (T(kyn)nen € . Fiir
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das n-te Folgenglied gilt |zy,| < ||2@w)|lp, d.h. fiir jedes n ist (2(k)n)ren eine
Cauchy-Folge in K, die somit gegen eine Grenzfolge r = (z,)nen konvergiert,
Ty, = limy o T(r)n. Es verbleibt, wie tiblich, zu zeigen, dal x = (x,) € ¢ mit
|z — 2@l = 0. Zu e > 0 gibt es ein N € N, so daB} ||zu) — 2@, < € fiir alle
k,l > N (Voraussetzung der Cauchy-Folge). Insbesondere

K 1
<Z|x(k)n—x(1)n|p)p <€ fir alle K e N, k, [ > N .

n=0
Da fiir festes n € N die Folge (x(;), )ien konvergent ist, ergibt sich im Limes [ — oo

1

K 1 K 1
sy 1= lim (Z |k — x(l)n|p) ’ (Z | (kyn — fﬁnl”) " <e.
n=0 n=0

Fiir festes k > N ist die Folge der Partialsummen (sx) monoton und beschrinkt,
so daff im Limes K — oo folgt ||z — z|, <e. O

Die Verallgemeinerung der p-Normen auf Integrale (z.B. iiber Riemannsche
Summen) ist mit Schwierigkeiten verbunden. Zwar ist C([a,b]) ein normierter
Vektorraum beziiglich des Riemann-Integrals

b
Tt :=/ dr |f(2)]

aber nicht vollstdndig. Fiir denkbare Erweiterungen der Funktionsklasse ist dann
| |l1 keine Norm mehr. Der Ausweg besteht im Ubergang zum Lebesgue-Integral.
Wir wiederholen die wichtigsten Schritte der Konstruktion:

e Sei (X,7) ein topologischer Raum, dann erzeugt 7 die Borel-Algebra
B(X) von X, d.h. das kleinste System von Teilmengen von X, welches
7T enthilt und abgeschlossen unter Komplementbildung und abzéhlbaren
Vereinigungen und Durchschnitten ist. Elemente A € B(X) heiflen Borel-
Mengen.

e Ein Maf auf X ist eine Abbildung p : B(X) — [0,00] mit pu(@) = 0
und p(U,—o En) = > oo i(Ey) fiir paarweise disjunkte E, € B(X).
(X, B(X), ) bzw. kurz (X, ) heifit Mafiraum. Auf R gibt es genau ein
normiertes translationsinvariantes Maf}, das Lebesgue-Maf3 \.

e Eine Funktion f : X — K heiBt mefbar, falls das Urbild f~}(U) einer
beliebigen offenen Teilmenge U C K Borel-Menge in X ist.

: 1 fireeAdA .. .
o Ist A€ B(X), dann heifit 14(z) = { 0 firzd A die charakteristische
Funktion von A; diese ist mefbar. Funktionen ¢ = 221 i1, mit A; €

B(X) und ¢; € K heien Treppenfunktionen. Ist p ein Maf§ auf X und
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p(A;) < o0, so heifit die Treppenfunktion ¢ = Y| ¢;14, endlich. Das
Integral einer endlichen Treppenfunktion (beziiglich p) ist erklért als

/ dpe = Z Pip(A;) -
X i=1
e Ist f: X — K meflbar, dann heifit

| fll1 == sup { / du ¢ : ¢ ist endliche Treppenfunktion mit 0 < ¢ < \f|}
X

die £'-Halbnorm von f. Eine meBbare Funktion f : X — K heifit u-
integrierbar, falls es eine Folge (¢, )nen endlicher Treppenfunktionen gibt

mit lim,, o || f — ®n||1 = 0. Dann ist (fx du gbn) eine Cauchy-Folge, und

/d,uf:: lim/d,ugbn
X e Jx

definiert das (Lebesgue-) Integral (beziiglich p) von f.

e Eine Teilmenge N C X heiit u-Nullmenge, falls es zu jedem € > 0
eine Menge A C B(X) gibt mit N C A und u(A) < e. Sei N =
{N C X : N ist Nullmenge}. Aus technischen Griinden wird B(X)
vervollstdandigt durch Hinzunahme aller Mengen B C X, fiir die es
A € B(X) und Nullmengen N, Ny gibt mit A\ Ny € B C AU Ns.
Man definiert dann pu(B) := pu(A). Eine Eigenschaft E gilt u-fast-iberall
auf X, wenn die Menge der Punkte, fiir die F nicht gilt, eine p~-Nullmenge
ist.

Man zeigt folgende Eigenschaften:

i) Fir f, g meBbar sind auch f + g, fg, |f], |f|", Af sowie (falls definiert)
f/g, max(f,g) und min(f, g) meBbar. Ist f,, meBbar fiir alle n € N und
existiert lim,, o, f(x) fiir alle z € X, so ist f mefibar.

ii) Fiir eine mefibare Funktion f : X — K gilt:

f integrierbar < |f| integrierbar < || f]|1 < o0,
and dann gie | [ dp 1] < [ duls) = 1]
X X

iii) Das Integral ist linear und monoton: f <g = / dp f < / du g.
X X
iv) (Majorantenkriterium) Ist f : X — K meBbar, g : X — R, integrierbar

mit | f| < g, dann ist auch f integrierbar, mit ’/ du f’ < / du g.
X X

12
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v) (monotone Konvergenz — Beppo Levi) Ist (f,,) monoton wachsende Fol-
ge integrierbarer Funktionen f, : X — R mit beschrinkter Folge
der Integrale, dann ist die punktweise gebildete Grenzfunktion f(z) :=

lim,, o fn(z) meBbar und integrierbar, mit /

dp f = lim / du f.
X n—oee Jx

vi) (dominierte Konvergenz — Lebesgue) Sei (f,,) Folge integrierbarer Funk-
tionen mit f,(z) — f(x) p-fast-iiberall. Es gebe eine integrierbare Funk-
tion g mit |f,(x)| < g(z) p-fast-iiberall. Dann ist f integrierbar, und es

gilt / dp f = lim / du f.
X e Jx
vii) ||flh =0 < f(x) =0 p-fast-iiberall,
f(z) = g(x) p-fast-iiberall = / du f :/ du g.
b b

viii) Ist f: X — K integrierbar, dann ist | f(z)| < oo p-fast-iiberall.

Definition 2.8 Sei (X, u) ein MaBraum. Fir 1 < p < oo werde der folgende
Funktionenraum definiert:

LP(X,pu)={f: X —=K : fist meBbar und /d,u|f|p<oo}.
b

Fiir p = 1 féllt diese Definition mit jener der u-integrierbaren Funktionen zusam-
men.

Satz 2.9 LP(X,u) ist ein Vektorraum, auf dem durch || f||, := <fX du \f|p);
fir f € LP(X, ) eine Halbnorm definiert wird.

Mit f, g sind auch |f|?, f + g meBbar. Dann folgt die Vektorraum-Struktur von
LP(X, ) in Analogie zu Satz 27 Der weitere Beweis wird in Teilschritten aus
eigenen Sitzen gefiihrt.

Satz 2.10 (Holdersche Ungleichung) Sei 1 < p,q < oo mit % + % =1. Sind
fe€LP(X, u) und g € LYX, ), dann ist fg € LY(X, ), und es gilt

gl < A lpllgllg -

Bewers. Konvexitéit der Funktion —Inz liefert die Ungleichung av - ba < % + g
fir alle a,b > 0. Wir kénnen || f||, # 0 und ||g|, # 0 annehmen; ansonsten ist
|f|P = 0 oder |g|? = 0 u-fast-iiberall, damit f = 0 oder g = 0 p-fast-iiberall,
somit fg = 0 p-fast-iiberall. AuBerhalb einer p-Nullmenge N ist |f], |g] < oo.
Fiir x € X \ N setze a = ‘ﬂ'}fﬁi) und b = |g”|;|(|§), dann folgt
[fgl(x) _ L|f]P(z) | 1lg|"(x)
< p T q -
Ifllpllglle = 2 I1F15 a llglla
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Alle auftretenden Funktionen sind meBbar, und das u-Integral liefert

1 1 1
—————/duﬁm§—+—=1-
1 Wpllglle Jx P oq

Die Behauptung folgt dann aus dem Majorantenkriterium. O

Satz 2.11 (Minkowskische Ungleichung) Es gilt || f +gll, < |[fll,+ llgll, fir
alle f.g € LP(X, ).

Beweis. Fiir p = 1 folgt die Dreiecksungleichung aus der Monotonie des Integrals.
Sei also 1 < p < oo und ¢ definiert durch i + é =1, d.h. pg = p + q. Setze
h:=|f+g[P~", dann ist |h|? = |f + g|” und deshalb h € L9(X, u) sowie ||h]|§ =
|f + g[[5. Damit gilt

||f+g||£=/du|f+g|p=/dmh||f+g|s/du|h||f|+/du|h||g|
X X X X

< 2llgllf 1l + ellallgll, = I1F + gllz (1F 1l + Nlgll) -

Fiir || f+¢l|, = 0 ist nichts zu zeigen, ansonsten folgt die Behauptung aus p—§ =
1. O

Bemerkung 2.12 Ist f € L£P(X,u) mit ||f|l, = 0, dann ist |f|? = 0 u-fast-
iberall, somit f = 0 p-fast-iiberall:

Ifll, =0 < feN(X,u) :={g: X — KmeBbar,g =0 u-fast-iiberall}
Insbesondere ist N'(X, ) C LP(X, ) Untervektorraum fiir alle 1 < p < oc.

Folgerung 2.13 Fiir 1 < p < oo ist LP(X,pn) := LP(X, pu)/N(X, 1) ein nor-

mierter Vektorraum beziglich ||[f]|l, == || f|l,-
Beweis. Sind f € LP(X,p) und b € N (X, p), dann ist || f]|, = ||f + ||, nach
Modifikationssatz, die Norm auf LP(X, ) somit wohldefiniert. O

Satz 2.14 (Riesz-Fischer) (LP(X,u),| |l,) ist ein Banach-Raum.

Beweis. Zu einer Cauchy-Folge ([f,]) in LP(X, 1) seien beliebige Reprisentanten
fn € LP(X, 1) gewdhlt. Dann ist auch (f,,) Cauchy-Folge in £P(X, ) im Sinne
Vo 1fo~ fullp < € ik 1> No. Wegen || fullp — fnlll < 1o~ Fonll ist dam
auch (|| fullp)nen eine Cauchy-Folge in R. Insbesondere ist || f,,||, < M beschrankt
fir alle n, und damit ist | f,(z)| < oo pu—fast-tiberall. Die Vereinigung abzéhlbar
vieler Nullmengen ist Nullmenge, somit gibt es eine gemeinsame p-Nullmenge N
mit |f,(x)] < oo fiir alle x € X \ N und alle n € N.
Wir zeigen: Es gibt es eine Funktion f € £P(X, ) mit
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i) limy, oo [[fn — fll, =0
ii) Eine Teilfolge (f,, )ren konvergiert p-fast-iiberall gegen f.

Nach Ubergang zu Aquivalenzklassen konvergiert ([f,]) dann in der || ||,-Norm
gegen [f] € LP(X, p).

Es gibt eine monoton wachsende Folge (ny)ien natiirlicher Zahlen mit || f,,, —
faellp < o5 fiir alle my > ng. Insbesondere ist || fu,,, — fa.llp < 3¢ filr alle
k € N. Sei g, := fn,., — fn, auBerhalb von N und gi(x) := 0 fiir x € N, ferner
Go(x) == 304 lgr(7)]. Da G, € LP(X, ), gilt

" p
/ i (Go(@))” = Gallz < (D llgell,)” <1 fiivallen €N
X k=1

Nach dem Satz von Beppo Levi ist die punktweise gebildete Grenzfunkti-
on H(z) := lim, o(G,(z))? meBbar und integrierbar. Somit ist G(x) :=
lim,, .o, G () p-fast-iiberall endlich. Nach Majorantenkriterium in K existiert
auferhalb einer p-Nullmenge (wieder bezeichnet mit) N der Limes g(x) :=
Y re 1 gi(z) mit absoluter Konvergenz der Reihe. Durch g(z) := 0 fir x € N
wird ¢g auf ganz X fortgesetzt. Die Borel-Algebra wird als vollstdndig vorausge-
setzt, so dal mit g, und ihrer Folge der Partialsummen auch g mef3bar ist.

p
Die Folge der Partialsummen s,, := ‘ Yoy gk‘ konvergiert p-fast-iiberall (au-

Berhalb N) gegen die meBbare Funktion |g[P. AuBerdem ist
nglzgkISZkIM:Gn = sn <Gy < H
k=1 k=1

betragsméflig beschrankt durch eine integrierbare Funktion H. Nach dem Satz
von Lebesgue ist dann |g|P integrierbar, also g € LP(X, ). Definieren wir f :=
g+ fn, € LP(X, ), dann gilt auBerhalb der p-Nullmenge N die Beziehung ii)
f = hmk—>oo(gk + fn1) = limy o0 fnk.H'

SchlieBlich konvergiert die Folge (|f — fn,|")ken fiir & — oo p-fast-iiberall
gegen Null. Auflerhalb von N gilt fiir alle [ > k

l l
|fnl+1_fnk|:);gi SAzl|gi|:Gl = |f_fnk|p§lli>rcr>loG§):H'

Somit ist (|f — fu,.|?)ken eine Folge integrierbarer Funktionen, die u-fast-iiberall
gegen die Funktion 0 konvergiert und p-fast-iiberall durch eine integrierbare Funk-
tion H beschréankt ist. Nach dem Satz von Lebesgue ist dann

i [ dul () = )l = [ du( Jim 1f@) = £ ()P) =0

k—o0

Somit limg_o0 || f — fu,ll, = 0 und dann auch lim, . ||f — fnl|, = 0 nach Drei-
ecksungleichung. O
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Bemerkung 2.15 Die Betrachtung von Teilfolgen im Beweis ist wichtig. Da
| ||, keine Norm auf £P(X, p) ist, folgt aus der Konvergenz einer Teilfolge einer
Cauchy-Folge nicht die Konvergenz der Cauchy-Folge.

In Analogie zu den Folgenrdumen (7, (> gibt es auch den Funktionenraum
L (X, p):

Definition 2.16 Eine meBbare Funktion f : X — K heit u-fast-iiberall be-
schréankt, falls es ein C' > 0 gibt mit |f| < C p-fast-iiberall. Dann sei

L(X, p) :={f: X — K meBbar und pu-fast-iiberall beschrankt} .

Satz 2.17 Sei (X, u) ein Mafraum. Dann gilt:
i) L2(X, ) ist ein Vektorraum, auf dem durch || f]le := inf{C" : |f] <
C' p-fast-iberall} eine Halbnorm definiert wird.

i) Lo(X,p) := L%(X, u)/N(X, ), mit N(X, p) aus Bemerkung [Z13, ist
beziiglich || || €in Banach-Raum.

iii) Fir f € £°(X,u) und g € LY X, p) ist fg € LYX,pn), und es gilt
1fglly < Il fllecllglls-

Beweis. Ubungsaufgabe. O

Die Funktionenrdume LP( X, i) liefern wichtige und vor allem interessante Bei-
spiele fiir unendlich-dimensionale normierte Vektorrdume. Wir werden die Struk-
turen der Funktionalanalysis oft an den LP-Rdumen demonstrieren. Eine wichtige
Tatsache folgt bereits aus der Hoélderschen Ungleichung:

Folgerung 2.18 Sei (X, u) ein Mafiraum, 1 < p < oo und % +% = 1. Dann
definiert jedes g € LY(X, p) ein lineares beschrinktes Funktional S, € (LP(X, i)
auf LP(X, p) durch

Se(f) :Z/Xdu fg.  fel(X,u).

Fiir die Norm im Dualraum gilt ||Sy|| < ||g]l,-

Bis auf exotische Beispiele ist LI(X, ) # {0}, so dafl zumindest fiir die LP-Raume
der Dualraum interessant ist. Ein exotisches Beispiel ist das folgende:

Beispiel 2.19 Betrachte (X,7) mit 7 = {@&, X} und p(@) = 0, u(X) = oc.
Dann ist B(X) = {@, X}, und eine Funktion f : X — K ist mebar genau dann,
wenn sie konstant ist (da f~1({\}) € {@, X} fiir A € K). Es folgt LP(X, u) = {0}
fir 1 <p<oound L*(X,u) =K. q

Fiir 1 < p < oo 148t sich sogar mehr zeigen:
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Satz 2.20 Sei 1 < p < oo. Dann ist die in Folgerung[Z18 eingefiihrte Abbildung
S LUX,pu) 29— S, € (LP(X, ) isometrisch, d.h. ||Sy|| =gl

Beweis. Wir konnen ||g||, = 1 annehmen. Sei g € L£9(X, i) ein beliebiger Re-
préasentant. Dann ist |g(z)| < co auBlerhalb einer p-Nullmenge N. Betrachte

AL fiir |g(w)| ¢ {0, 00}
) = g(x)
f(x) { 0 fir |g(x)| € {0, 00}

Dann ist f € L£P(X, u), was klar ist fiir (p = 00,¢ = 0) und fiir 1 < p < oo wie
folgt zu sehen ist: Fiir |g(x)| ¢ {0, 00} gilt | f(z)]? = |g(x)|?~P = |g(x)|?, was sich
auch in Punkte mit g(z) = 0 fortsetzt. Insbesondere gilt || f||, = 1, und es folgt

&mzéwm:LWMM%r
Somit [|Sy[| = supy s, =1 [S(f)] = 1. O

Bemerkung 2.21 Wir werden im Laufe der Vorlesung zeigen, daf§ fiir 1 <
p < oo sogar gilt (LP(X,pn)) = L9X,u) (Rieszscher Darstellungssatz). Dazu
ist die Surjektivitdt von S zu beweisen (Injektivitdt folgt bereits aus ||Sy|| =
llgl|), was sich aus einem Konvexitidtsargument ergeben wird. Insbesondere gilt
(LP(X, )" = LP(X, p) fiir 1 < p < oo, d.h. LP(X, p) ist reflexiv. Fiir p = 1 gilt
Satz 220 i.a. nicht; kann aber gezeigt werden fiir o-endliche Mafiraume (es gibt ei-
ne Folge (A,) von Teilmengen A,, C X mit u(A,) < cound [J,~, A, = X). In die-
sem Fall 148t sich auch (L' (X, u)) = L>°(X, u) zeigen. Dagegen ist iiblicherweise
(L (X, p)) viel grofer als LY(X, u).

3 Hahn-Banach-Sitze

Die Hahn-Banach-Sétze liefern wichtige Informationen iiber den Dualraum X’ ei-
nes Banach-Raums. Sie zeigen, dafl X und X'’ eng verkniipft sind. Das wird unter
anderem genutzt, um schwache Topologien auf X’ einzfiihren. Der Einheitsball
in X’ ist kompakt in der schwachen Topologie, falls X = X" reflexiv ist.

Der Beweis des ersten Hahn-Banach-Satzes basiert auf einem Induktionsar-
gument, fiir das das Lemma von Zorn benotigt wird.

Definition 3.1 Eine Menge M # @ heiBt geordnet, falls eine Relation < auf M
existiert mit

i) z <z firallexe M
i) xr<yundy<z = zx=y
i) r<yundy<z = x<z.
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Ist M geordnet, so heiBt eine Teilmenge K C M eine Kette, falls fiir alle x,y € K
gilt: * <y oder y < x. Ist K C M eine Kette, so heit z € M eine obere Schranke
von K, falls x < z fiir alle x € K. Ein Element z € M heiBt maximales Element von
M, falls fir alle x € M gilt: (x > 2z = 1z =2).

Lemma 3.2 (Zorn) Sei M # & eine geordnete Menge, so daff jede Kette K C
M eine obere Schranke besitzt. Dann besitzt M ein maximales Element.

Zu beachten ist, dafl ein maximales Element kein gréfites Element sein muf.

Definition 3.3 Sei X ein K-Vektorraum. Eine Abbildung p : X — R heiBt subli-
near, falls

i) p(Az) = Ap(x) fir alle A >0 und z € X,
i) ple+y) <p(x) +ply) firallez,y e X.

Im Gegensatz zur (Halb-)Norm wird keine Positivitét gefordert.

Beispiel 3.4 Folgende Abbildungen sind sublinear
i) Jede Halbnorm auf X.

ii) X =R mit p(z) = {

iii) X = ¢*° mit p((z,)) = limsup, Re(z,,).

a1 x firx > 0

.. mit a; > as.
Ao firz <0 1=""

Satz 3.5 (Hahn-Banach: I. reelle Vektorraume) Sei X ein reeller Vektor-
raum, U C X ein Untervektorraum und p : X — R sublinear. Dann gilt: Zu
jeder linearen Abbildung f : U — R mit f(z) < p(x) fir alle x € U existiert eine
lineare Fortsetzung

F:X—>R mit F| = fund F(z) <p(xr) VrelX.
U

Beweis. Durch Induktion nach n = dim(X/U) unter Verwendung des Lemmas
von Zorn.

i) Sei n = 1 und xy € X/U. Jedes x € X hat eine eindeutige Darstellung
T =u+ Aro mit w € U und A € R. Fiir jedes r € R wird durch F(x) = f(u)+ Ar
eine lineare Abbildung F': X — R definiert. Wir zeigen: Es gibt eine Wahl von
r, so dafl F(z) < p(z), d.h.

fu) +Ar < plu+ Aao) - ()

Die Gleichung (*) ist fiir A = 0 automatisch erfiillt. Je nach Vorzeichen von A # 0
erhalten wir aus der Sublinearitét

A>0: Tép(§+xo)—f<§)
o () ()
18
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und damit

sup (f(0) = p(v = 20)) <7 < inf (plu-+20) = f(w))

Diese Ungleichung besitzt Losungen r € R wegen
f)+ f(w) = flv+w) < p(v+w) = p(v—zo+w+20) < p(v—10) +p(w+ o) -

Somit gibt es fiir dim(X/U) = 1 eine Fortsetzung F' mit den geforderten Eigen-
schaften.

ii) Induktiv 148t sich f fortsetzen auf Untervektorrdume U C V,, C X mit
dim(V,,/U) = n. Unter Verwendung des Lemmas von Zorn wird nun gezeigt, da8
X erreicht wird. Dazu sei

M = {(V,Fy) : V C X Untervektorraum mit U C V,
Fy :V — R linear mit Fy < ply ’FV‘U =f}.

Wegen (U, f) € M ist M # @. Wir definieren auf M eine Relation < durch

(‘/luFV1> S(%?F‘/Q) =4 ‘/1 C‘/Qund FV2

= Fy, .

1%

Jede Kette K = (V;, Ly, );er besitzt eine obere Schranke (Vi, Ly, ) mit
Vi ::UV;, FVK(I‘):FVZ(I‘) furxGV,
i€l
Somit gibt es ein maximales Element m = (X, F, ). Wére X, # X, so gibt es ein

xo € X/Xp, und nach i) liefle sich m fortsetzen, im Widerspruch zur Maximalitét
von m. Also ist X = Xy und F' = F,. O

Zu beachen ist, dafl die Ungleichung fiir » im allgemeinen viele Losungen hat, so
dafl auch die Fortsetzung F' nicht eindeutig ist.

Satz 3.6 (Hahn-Banach: II. komplexe Vektorridume) Sei X ein komple-
xer Vektorraum, U C X ein Untervektorraum und p : X — R sublinear. Dann
gilt: Zu jeder linearen Abbildung f : U — C mit Re(f(z)) < p(z) fir alle x € U
existiert eine lineare Fortsetzung

F:X—-C mit FU:fundRe(F(:c))gp(a:) Ve e X .

Beweis. Fassen wir X als reellen Vektorraum auf, dann gibt es nach Satz
ein R-lineares Funktional F' : X — R, welches Re(f) fortsetzt. Setze F(z) =
F(z) —iF(iz), dann ist Re F' = F, und F ist C-linear:

F((\+ip)x) = F(O\ +ip)z) —iFG(\ +ip)z)
= \F(z) + pF (i) —iNF(iz) + ipF (x) = (A +ip) F(z) .
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Ebenso ist f = Re(f) — iRe(if) eindeutig durch Re(f) definiert, so da8 F die
behaupteten Eigenschaften beziiglich f hat. O

Theorem 3.7 (Hahn-Banach: III. Fortsetzungssatz) Sei (X, || ||) ein nor-
maerter Vektorraum und U C X ein Untervektorraum. Dann gilt: Zu jedem li-
nearen beschrinkten Funktional v’ : U — K gibt es ein lineares beschrinktes

Funktional '+ X — K mit 2/| =" und ||2'| = |||
U

Beweis. i) Sei X reeller Vektorraum. Die Abbildung p(x) := ||«/||||z] ist sublinear,
so dafl es nach Satz B eine lineare Abbildung 2’ : X — R gibt mit 2/(z) < p(x)

und x” = u'. Andererseits gilt 2/(—x) = —2'(z) < p(—2) = p(z) und somit
U

|2’ (x)] < ||/||||=|| fiir alle z € X. Insbesondere ist ||z'|| < ||«/||. Die Gleichheit

folgt aus

[W'| = sup [ (w)] = sup [Z(u)]|<  sup |2/(2)]| = []2"] .
wel, [Jul|<1 wel, Jlull<1 zeX , faf<1

ii) Ist X komplexer Vektorraum, dann gibt es nach Satz und i) ein C-

lineares Funktional 2’ : X — C mit 2/| = «' und [|Re(z’)|| = ||«/||. Setzt man
7' (x) = @ |2/ ()|, dann ist

[’ (2)] = ' (e7*@a)| = |(Rea’) (e7*@a)| < [lu'[l|] -
Insgesamt folgt ||z’|| = ||«/]|. O

Da endlich-dimensionale Untervektorraume U C X lineare Funktionale v’ # 0
besitzen, ist auch X’ # {0}. Wir werden sehen, dafi X’ grof§ genug ist, um wichtige
Eigenschaften aus X zu erfassen.

Folgerung 3.8 Sei (X, || ||) normierter Vektorraum. Zu jedem 0 # x € X gibt
es ein ' € X' mit ||2'|| = 1 und 2'(x) = ||z||. Insbesondere trennt X' die Punkte
aus X, d.h. zu x1,x9 € X mil 1 # xo gibt es ein &' € X' mit 2’ (x1) # 2/(23).

Beweis. Betrachte U = Kz und u/(Az) := A||z||. Dann ist ||v’|| = 1, und nach
Theorem B gibt es eine norm-gleiche Fortsetzung 2’ € X'. Die Trennung der
Punkte ergibt sich durch Anwendung auf x = x1 — x5 # 0. O

Bezeichnung 3.9 Ist (Y,|| ||) ein normierter Vektorraum, dann bezeichnet
By ={y €Y, |ly| <1} den Einheitsball in Y und Sy :={y €Y, |ly| = 1}
die Einheitssphdre.

Folgerung 3.10 In einem mnormierten Vektorraum (X,| |) gilt ||z|| =
SUpycp,, |7 ()], Das Supremum wird angenommen.
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Beweis. Einerseits ist |2/ (x)| < [|2/||||z]] < ||z|| fiir 2’ € B, andererseits gibt es
nach Folgerung B8 ein 2’ € By mit |2/(x)| = ||z||. O

Folgerung 3.11 Sei (X, || ||) normierter Vektorraum und U C X ein abgeschlos-
sener Untervektorraum. Dann gibt es zux € X, x ¢ U, einz’' € X' mit /| =0

U
und x'(x) # 0.

Beweis. Betrachte die Quotientenabblidung ¢ : X — X /U, die nach Satz [0
linear und stetig ist. Es gilt ¢«(u) =0 € X/U fiir alle w € U und «(z) # 0 € X/U.
Nach Satz [[I6 ist X/U ein normierter Vektorraum (da U abgeschlossen), und
nach Folgerung B8 gibt es dann ein f € (X/U) mit f(c(z)) = f([z]) = ||[z]|| # 0.
Setze 2’ := fou. O

Folgerung 3.12 Sei (X, || ||) normierter Vektorraum, U C X Untervektorraum.
Dann sind dquivalent:

i) U ist dicht in X, d.h. U = X.
ii) Falls ' € X' mit x”U =0, so gilt ' = 0.

Beweis. 1)=-ii) Zu jedem x € X gibt es eine gegen z konvergente Folge (u,,) in
U. Aus der Stetigkeit von 2’ folgt 2'(z) = 0.

ii)=-1) Zunéchst ist auch 2’ ’U = 0. Wiire U # X, so gibt es nach Folge-
rung B fiir # € X/U ein 2/ € X mit 2/(x) # 0, Widerspruch. O

Als Anwendung erarbeiten wir eine Eigenschaft der Normtopologie, die grund-
legend verschieden von den im néchsten Abschnitt zu betrachtenden schwachen
Topologien ist:

Satz 3.13 Sei (X, || ||) ein normierter Vektorraum. Dann sind dquivalent:
i) Bx ist kompakt.

ii) X ist endlich-dimensional.

Beweis. ii)=1) ist klar. Sei B := By kompakt. Da B C (J,cp U, (%) eine offene

Uberdeckung ist, gibt es {z1,...,2;} € B mit B ¢ |J'_, Ui(x;). Betrachte den
von den x; aufgespannten Untervektorraum Y := span(zi,...,7;) C X. Wir
zeigen: Y = X. Es gilt Uy (2;) = 2;+ U1 (0) C 2+ :B; dabei ist 7B der Ball in X
vom Radius r. Somit gibt es zu jedem b € Beini € {1,...,{} mit b € 2, + 1B C
Y + %B , und induktiv erhalten wir

BCY+IBCY+i(Y+3B)=Y+iBC--CY+gBC(|(Y+%B).
keN

Da Punkte zy € <ﬂk€N(Y + 2%B)) \ Y gerade die Haufungspunkte von Y sind,
ist Y = yen(Y + 35 B) der AbschluB und B C Y.
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Angenommen, es gibt ein 2y € Y\ Y. Betrachte dann den (I+1)-dimensionalen
Vektorraum Y] := Y + Kzg sowie auf Y; das lineare stetige Funktional f(y +
AZo) := A\, mit y € Y. Dieses setzt sich nach Hahn-Banach zu einem Funktional
f € Y’ fort (nach Lemma ist Y ein Vektorraum, und Y; C Y ist Untervek-
torraum) und erfiillt f(zo) = 1 sowie f ’Y = 0. Nach Folgerung ist dann
19 ¢ Y, Widerspruch. Also gilt sogar Y = Y und damit B C Y. Dann ist auch
X =, .o(AB) C Y, dh. X ist endlich-dimensional. O

Die Trennung von Punkten nach Folgerung 148t sich auf geeignete Teil-
mengen erweitern.

Definition 3.14 Eine Teilmenge A C X eines Vektorraums X heiBt konvex, falls
mit a,b € A auch Aa + (1 — \)b € A fiir alle X € [0, 1].

Definition 3.15 Es sei X ein topologischer Vektorraum und U C X eine Umge-
bung von 0. Dann wird durch py(z) = inf{A > 0 : $ € U} das Minkowski-
Funktional py : X — R erklart.

Lemma 3.16 Sei U C X eine konvexe Umgebung von 0. Dann gilt:
i) Das Minkowski-Funktional py ist sublinear.
ii) Ist U offen, so gilt U = p;* ([0, 1]).
Beweis. 1) Die Definition liefert py(Ax) = Apy(x) fir A > 0. Zu z,y € X und

€ >0 gibt es A, u > 0 mit py(z) <A < py(z) +eund py(y) < p < py(y) +e Da
U konvex ist, ist mit f,% € U auch

by Tty

AN cU
NtpuX  Xtpp Ap

Somit ist p(x+vy) < A+ p < p(x)+p(y) + 2¢. Da € > 0 beliebig, ist py sublinear.

ii) Ist py(z) < 1, so gibt es ein 0 < A < 1 mit { € U, dann ist auch
r = Ay + (1 = A)0 € U. Ist umgekehrt py(x) > 1, dann ist § ¢ U fiir alle
0 < A < 1. Sei (\,) eine gegen 1 konvergierende Folge mit 0 < A, < 1, dann
konvergiert = € X \ U gegen z. Da X \ U abgeschlossen, ist x € X \ U. O

Theorem 3.17 (Hahn-Banach IV: Trennungssatz) Sei (X, | ||) normierter
Vektorraum, Vi, Vo € X konvexe disjunkte Teilmengen, mit Vi offen. Dann gibt
es ein ' € X' mit Rex'(v1) < Rex'(vy) fiir alle vy € Vi und vy € V5.

Beweis. Wie iiblich betrachten wir zundchst den Fall reeller Vektorraume. Sei
Vi=V-Vo={vy—wvy : vy €V}, vy € Vo}. Dann ist V ebenfalls konvex,
auBerdem offen wegen V' = (J, ., (Vi — v2), mit 0 ¢ V. Wéhle ein 2, € V,
dann ist U := V — xg offen mit 0 € U. Damit gilt nach Lemma fiir das
Minkowski-Funktional py(—zq) > 1.
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Betrachte Y := Rz und /(= Azg) := A\py(—xp). Fir A < 0ist y/(—Azg) <0 <
pu(—Azg). Fr A > 0 gilt nach Sublinearitdt y'(—Azog) = pu(—Azo), insgesamt
also y'(y) < py(y) fur alle y € Rxy. Nach Satz Bl gibt es eine lineare Fortsetzung
'+ X — R (deren Beschrianktheit noch zu zeigen ist) mit 2'(x) < py(x) fiir alle
reX.

Da U offen ist und 0 € U, gibt es ein € > 0 mit U,(0) C U. Damit gilt py(z) <
L)zl fir alle z € X. Somit folgt 2’(z) < %||z|| und auch 2’(—z) = —a/(z) < L|z|],
d.h. 2’ ist beschréankt.

Schliefllich gilt '(—zo) = y'(—z0) = pu(—zo) > 1. Nach Konstruktion 1a8t
sich jedes v € V =V} — Vi = ¢ + U schreiben als v = u + xy, so dal nach
Lemma gilt

2'(v) =2 (u) — 2'(—xp) < 2'(u) —1<0.

Somit ist 2'(vy) < a'(ve). Fiir komplexe Vektorrdume liefert diese Konstrukti-

on ein reelles Funktional Reaz’ : X — R, welches iiber 2/(z) = (Rea’)(z) —
i(Re’)(ix) ein C-linearen Funktional 2’ mit den geforderten Eigenschaften defi-
niert. U

Bemerkung 3.18 Der Trennungssatz hat eine interessante geometrische Inter-
pretation. Nach Theorem BT gibt es (wieder im reellen Fall) unter diesen Vor-
aussetzungen ein a € R mit 2'(v;) < a < 2/(vq). Wir betrachten zu f € X’ und
a € R die Hyperebene H(f,a) = {x € X : f(x) = a}. Ist g € H(f, a) gegeben,
dann ist H(f,a) = xy + ker f, und ker f ist abgeschlossener Untervektorraum
der Kodimension 1. (Sei f(x¢) # 0, dann ist z = (z — Jf((;)))xo) + f((;?)xo, d.h.
X/ ker f = Rzg.) Der Trennungssatz besagt also, dafl disjunkte konvexe Mengen
in X, eine davon offen, durch eine Hyperebene in X getrennt werden koénnen.

Ebenso lassen sich Punkte und abgeschlossene Mengen strikt trennen:

Folgerung 3.19 (Hahn-Banach: V. Trennungssatz (2)) Sei (X, | ||) nor-
maerter Vektorraum, V. C X eine abgeschlossene konvexe Teilmenge und x €
X\ V. Dann gibt es ein x' € X' und ein § > 0 mit Rez'(x) + 0 < 2'(v) fiir alle
velV.

Beweis. X \ V ist offen, also gibt es eine e-Umgebung U, (z) mit U, (z) NV = @.
Nach Theorem B.I7 gibt es ein 2/ € X' mit

(Rex')(z 4+ u) = (Rez’)(x) + (Rez')(u) < (Rex’)(v)

fir alle v € V und u € U (0). Nach Supremumsbildung iiber u # 0 folgt
(Rez’)(x) + ||Rez'[[e < (Rea’)(v), und analog zu Theorem BIii) darf |[Rex’||
durch ||2'|| ersetzt werden. Somit liefert § := ¢||2’|] > 0 die Behauptung. O
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4 Schwache Topologien und reflexive Rdume

Ist X normierter Vektorraum, so auch sein Dualraum X’ und damit auch der
Bidualraum X" := (X')". Jedes x € X definiert in kanonischer Weise ein ix(z) €
X" durch (ix(z))(2') == 2/(z).

Satz 4.1 Die kanonische Abbildung ix : X — X" ist eine (im allgemeinen nicht
surjektive) lineare Isometrie, ||ix(x)|| = ||z

Beweis. Linearitét ist klar, und die Isometrie ist die Folgerung x| =
SUpep,, [2'(2)] = supyep,, [(ix(2))(2")] = [lix ()| aus Hahn-Banach. O
Folgerung 4.2 Jeder normuierte Vektorraum ist isometrisch isomorph zu einem

dichten Untervektorraum eines Banach-Raums.

Beweis. X" ist immer vollstdndig. Nach Satz [CT6lv) ist ix(X) vollstindig. O

Definition 4.3 Ein normierter Vektorraum X heiBt reflexiv, falls die kanonische
Abbildung ix : X — X" surjektiv ist.

Satz 4.4 Die Folgenrdume (7 sind fir 1 < p < oo reflexiv, genauer gilt ((°)" = ¢4
fiir % + % =1.

Beweis. Wir betrachten die Abbildung S : ¢ — (¢7)" aus Folgerung fiir das
Zahlmaf. Nach Satz ist nur die Surjektivitidt zu beweisen.

Sei y' € (¢7) beliebig. Es sei e, = (duk)ren die Folge, deren n-tes Glied gleich
1 ist und ansonsten identisch 0. Offenbar ist e, € P fiir alle p. Fiir ¢, € K gilt
fiir endliche Linearkombination c(y) := ZnN:() Cnen € P, Sei z, = y'(e,) und
T = (Tp)nen. Wir zeigen: x € (7. Dazu sei

lzn]? fiir x, # 0
tn = Tn ..
0 firz, =0

Dann ist |t,[P = |z,|?, und fir alle N € N gilt

N N N N
n=0 n=0 n=0 n=0
——
)

N 1 N 1
< 't llo = I/ ) = Iyl Jl?)
n=0 n=0

1
Unter Verwendung von 1 — % = % folgt (25:0 |2,|7) @ < [|/[], so daB & € €9 mit
lzlly < ||¥']|- Somit ist S, € (¢7)" nach Folgerung ZT8, und es gilt

Se(en) == Zxchnk =z, =1'(e,) .
k=0
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Folglich ist S, —y’ = 0 auf U := span(e, : n € N) C ¢?. Da U C (P dicht ist,
gilt S, — vy’ = 0 nach Folgerung B.12 O

Wir werden spéter zeigen, dafl auch LP(X,pu) mit 1 < p < oo reflexiv ist fiir
beliebige Maflrdume.

Lemma 4.5 Sei X reflexiver Banach-Raum und U C X abgeschlossener Unter-
vektorraum. Dann ist U reflexiv.

Zu zeigen ist die Surjektivitiat von iy;. Jedes u” € U” definiert eine lineare Abbil-
dung 7: X' 52/ — u”(:p'}U) € K, fiir die gilt

" (@'|o)| < "] |o]| < Tu"ll]l2"]]-

Somit ist £ € X", und wegen der Reflexivitdt gibt es ein x € X mit 2/(z) =
z(x') = u”(x”U) fir alle 2/ € X’. Wire o ¢ U, so gibt es nach Folgerung BTl
(U ist abgeschlossen) ein 2/ € X' mit 2/(z) # 0 und 2’ ’U = 0, Widerspruch.
Verbleibt zu zeigen: iy (x) = u”. Sei v’ € U’ beliebig, dann gilt fiir eine beliebige
Hahn-Banach-Fortsetzung =’ von v’

u/l<u/> — U”(SL’I|U) — .ﬁL’I(Jj‘) — UI<.§L’>
wegen x € U. O

Satz 4.6 Fin Banach-Raum X ist genau dann reflexiv, wenn X' reflexiv ist.

i) Sei X reflexiv, zu zeigen ist ix/ : X’ — X" surjektiv. Sei 2" € X" beliebig.
Definiere z'(z) := 2" (ix(x)); dann ist ' linear und stetig. Zu gegebenem x” € X"
gibt es (eindeutig) ein € X mit 2" = ix (). Somit gilt

2(2") = 2" (ix(2)) = 2'(2) = (ix(2))(2') = 2"(2) ,

d.h. ix/(2') =a".

ii) Sei X’ reflexiv, dann ist X" reflexiv nach i). Mit X ist auch iy (X) C X"
vollsténdig, insbesondere abgeschlossen, und nach Lemma ist dann ix(X)
reflexiv. Da ix : X — ix(X) ein isometrischer Isomorphismus ist, ist X selbst
reflexiv. O

Die linearen Funktionale f € X’ sollen nun genutzt werden, um auf dem nor-
mierten Vektorraum (X, || ||) eine (wie sich zeigen wird von der Norm-Topologie
verschiedene) Topologie einzufiihren, die schwache Topologie. Die schwache To-
pologie wird gerade so konstruiert, daf jedes f € X’ stetig ist, d.h. f~1(U) C X
ist offen fiir beliebige offene Teilmengen U C K. Diese Konstruktion ist wichtiges
Beispiel fiir eine Initialtopologie:
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Definition 4.7 Sei X eine Menge, (Y, 7;) eine Familie von topologischen Raumen
und f; : X — Y, eine Familie von Abbildungen von X nach Y;. Die Initialtopologie
beziiglich (Y;, 7, f;) ist die grobste Topologie auf X, beziiglich derer alle Abbildungen
fi stetig sind.

Ist (X,]|| ||) ein normierter Vektorraum, so heiBt die Initialtopologie auf X
beziiglich (K, f;)sex: die schwache Topologie.

Das bedeutet (und ist dquivalent zur Definition), daf die Urbilder f;'(0;;) aller
offenen Mengen O;; € 7; unter allen Abbildungen f; eine Subbasis S der Topo-
logie 7 bilden, d.h. jede (offene) Menge in 7 ist darstellbar als Vereinigung von
endlichen Durchschnitten von Elementen aus S.

Da jedes f € X’ auch stetig in der Norm-Topologie ist, ist die schwache
Topologie gréber als die Norm-Topologie. Dabei heifit eine eine Topologie 77
grober als eine Topologie 75 (und 7y feiner als 77), wenn 73 C 75 ist, d.h. wenn
jede in 77 offene Menge auch in 75 offen ist. Die schwache Topologie enthélt
also weniger offene Mengen als die Norm-Topologie, was umgekehrt dazu fiihrt,
daB sich die schwache Topologie hinsichtlich Kompaktheit besser verhilt als die
Norm-Topologie.

Satz 4.8 Fin normierter Vektorraum X ist beziiglich der schwachen Topologie
ein Hausdorff-Raum.

Beweis. Seien x; # xo verschiedene Punkte aus X. Nach Hahn-Banach (Folge-
rung BH) gibt es ein f € X’ mit € := 5| f(z1) — f(22)] > 0. Wegen der Stetigkeit
von f sind f~HU(f(z1))) und f~Y(U.(f(z2))) offen in der schwachen Topologie
und per Konstruktion disjunkt. O

Somit ist die schwache Konvergenz von Folgen (d.h. Konvergenz in der schwachen
Topologie) erkléart, und der Grenzwert ist eindeutig.

Satz 4.9 Sei X normierter Vektorraum. Fine Folge (x,) in X ist genau dann

schwach-konvergent gegen x € X, geschrieben lim)  __x, = x, wenn fir alle

feX giltlimy_oo f(zn) = f(z). n—oo Tn

Beweis. (=) Sei € > 0 gegeben, dann liegen fiir beliebiges f € X' fast alle z,,
in f7H(U(f(x))), somit |f(z) — f(zn)] < e

(<) Nach Konstruktion der schwachen Topologie aus der Subbasis enthélt
jede schwach-offene Umgebung von x eine Teilmenge der Form

U= (0NN 10N (On)

wobei O; offene Umgebungen von f(x) € K sind und f; € X’. Da nach Voraus-
setzung fast alle fi(z,) in jedem O; liegen, liegen auch fast alle z,, € f;'(O;) und
damit in Y. U
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Aus Norm-Konvergenz folgt schwache Konvergenz, die Umkehrung gilt in
unendlich-dimensionalen normierten Vektorraumen aber nicht:

Beispiel 4.10 Sei X = /? mit 1 < p < oco. Wir betrachten die Folge e, =
(Onk)ken € €7 aus Satz B4 Ist n # m, so folgt |le, — en|l, = 27 . Damit ist die
Folge der (e,)nen keine Cauchy-Folge, so da8 (ej)nen in der || [|,-Norm nicht
konvergent ist. Andererseits ist nach Satz B4l ()" = ¢4, d.h. zu f € (¢*)" gibt
es (yn) € (T mit f(z) = > 70wy, fir alle z = (z) € ¢P. Insbesondere gilt
f(en) = yn, und y, ist eine Nullfolge fiir alle f € (¢7)". Somit ist (e, )nen schwach-
konvergent gegen 0 € (. <

Das Beispiel verdeutlicht insbesondere, dafl Norm-abgeschlossene Mengen nicht

schwach-abgeschlossen sein miissen. Fiir die in ¢? schwach-konvergente Fol-

ge (en)nen von Punkten aus Sp liegt der Grenzwert 0 ¢ Sp, d.h. Sp ist

nicht schwach-abgeschlossen! Es 148t sich zeigen, dafl in unendlich-dimensionalen

Banach-Raumen X allgemein gilt: Der schwache Abschlufl von Sy ist By.
Jedoch gilt fiir konvexe Mengen:

Satz 4.11 Sei X normierter Vektorraum und V. C X eine (Norm- oder schwach)
abgeschlossene konvexe Teilmenge. Ist (v,) eine Folge aus V', die schwach gegen
ein v € X konvergent ist, so gilt x € V.

Beweis. In jedem Fall ist V' Norm-abgeschlossen. Angenommen, = # V. Nach
dem 2. Trennungssatz von Hahn-Banach (Folgerung B.T9) gibt es ein f € X’ und
ein 0 < € < § mit Re f(z) 4+ € < inf ey Re f(v). Damit ist (Re f)(x — v,) > € fiir
alle n € N, im Widerspruch zur schwachen Konvergenz gegen x nach Satz 9. []

Auch in der schwachen Topologie gilt, dal schwach-konvergente Folgen be-
schrinkt sind. Der Beweis beruht auf dem Baireschen Kategoriensatz und kann
erst spiter gegeben werden. Dagegen sind schwach-konvergente Netze (auch das
ist spéiter einzufiihren) nicht notwendig beschrankt.

Ebenso ist auf X’ die schwache Topologie erklart als die grobste Topologie, so
dafl alle y € X" stetig sind. Fordert man nur Stetigkeit des Unterraums iy (X) C
X", so erhalt man:

Definition 4.12 Die schwach-*-Topologie ist die grobste Topologie auf X', fiir die
alle Abbildungen X’ 5> f — f(x) € K stetig sind fiir x € X.

Ist X nicht reflexiv, so ist die schwach-*-Topologie noch gréber als die schwa-
che Topologie auf X'. Es gilt dennoch, dafl X’ Hausdorff-Raum beziiglich der
schwach-*-Topologie ist (Beweis wie Satz E8), und eine Folge (f,) in X' ist
schwach-*-konvergent gegen f € X’ genau dann, wenn sie punktweise konvergent
ist, lim, .o fn(z) = f(x) fir alle x € X (Beweis wie Satz ). Deshalb heifit
die schwach-*-Topologie auch Topologie der punktweisen Konvergenz. Zentrales
Resultat ist:
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Theorem 4.13 (Banach-Alaoglu) Sei X normierter Vektorraum. Dann ist
By kompakt in der schwach-*-Topologie.

Beweis. Fir x € X definiere kompakte Teilmengen Y, := {\, € K : |X.| < [|z||}.
Nach dem Satz von Tychonoff ist dann auch Y := [] . Y, kompakt.

Durch n : Bxr 5 f +— (f(x))zex wird eine Abbildung n : Bxs — Y defi-
niert (beachte |f(z)| < ||z]|). Diese ist injektiv, so daB By, C Y identifiziert
werden kann. Dabei stimmt die Relativtopologie von Bxs C Y, induziert aus
der Produkttopologie von Y, mit der schwach-x-Topologie auf By iiberein: Die
Produkt-Topologie auf Y = [[,.y Y, ist nichts anderes als die Initialtopologie
beziiglich der Projektionen p, : Y — Y, C K.

Es verbleibt zu zeigen, da8 By, C Y abgeschlossen ist. Dazu sei g € Bx: C Y
gegeben; wegen |g(x)| < ||z|| ist nur die Linearitét von g zu zeigen. Seien 1, xy €
X beliebige, aber feste Punkte. Wir betrachten die Menge

G={yeY : |y(z1+z2) —g(z1 + x2)| <€, |y(z;) —glz)] <e, i =1,2}.

Jede der drei Mengen (ix(z)) " (Uc(g(z))) ist offen (z € {x1, x2, x1 + x2}), somit
ist G offene Umgebung von g. Wegen g € By existiert ein f € GN Bxs. Aus der
Linearitat von f folgt |g(x1 +x2) — g(21) — g(x2)| < 3e. Die analoge Konstruktion
fiir die skalare Multiplikation beweist die Linearitdat von g. O

Folgerung 4.14 Zu jedem normierten Vektorraum (X, | ||) gibt es einen kom-
pakten topologischen Raum K und eine lineare Isometrie ¢ : (X,| ||) —

(KD, N loo)-

Beweis. K := By ist kompakt in der schwach-*-Topologie. Einem z € X ordnen
wir die Abbildung ¢, : Bx: 2 f +— f(x) € K zu. Zu zeigen ist: ¢ ist linear und
beschrinkt mit [¢z(|oo := supsep,, [9:(f)| = [|z||. Linearitét folgt aus ¢,1,(f) =
fla+ 1) = F@) + S () = 6u]) + 6y(f) = (0 + 6,)(f), da die Addition von
Funktionen auf K = By punktweise erklart ist. Die Isometrie ist durch die
Folgerung aus Hahn-Banach bewiesen. O

Als Dualraum von X’ ist auf X” ebenfalls die schwach-*-Topologie erklért,
in dieser ist Bx~» kompakt. Es geht nun darum, diese Kompaktheitseigenschaften
auf X zu iibertragen. Unser Ziel ist der Beweis des folgenden:

Theorem 4.15 FEin Banach-Raum X ist genau dann reflexiv, wenn Bx schwach-
kompakt ist.

Folgerung 4.16 Ein Banach-Raum X ist genau dann reflexiv, wenn auf X' die
schwache Topologie und die schwach-*-Topologie tibereinstimmen.

Beweis. Stimmen beide Topologien auf X' iiberein, so ist Bxs schwach-kompakt
nach Theorem EET3, somit ist X’ reflexiv nach Theorem EETH. Nach Satz ist
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dann auch X reflexiv. Die Umkehrung ist klar. U
Der Beweis von Theorem BT beruht auf:

Satz 4.17 Sei X normierter Vektorraum. Dann ist ix(Bx) C Bx» schwach-*-
dicht.

Es gibt einen relativ kurzen Beweis {iber den Trennungssatz von Hahn-Banach,
falls dieser fiir lokal-konvexe Topologien gezeigt ist (was wir nicht getan haben).
Ein Beweis innerhalb des bisher vorgestellten Rahmens ist leider etwas umfang-
reich. Dazu zunéchst folgendes:

Lemma 4.18 Seien y € Bxv und fi,...,f, € X' gegeben. Fir h(z) =
> i [y(fi) = fi(@)|? gilt: infrep, h(z) = 0.

Beweis. Sei I := inf,cp, h(z). Dann gibt es eine Folge (ax) in Bx mit
limy oo h(ar) = I. Da (fi(ax)) beschriankt ist, gibt es nach Bolzano-Weierstraf
eine Teilfolge (ay, ), so daB (f;(ay,)) konvergent ist gegen «; := lim;_. fi(ay,), fiir
allei = 1...n. Der Einfachheit halber sei die Teilfolge wieder mit (a) bezeichnet,
auBerdem sei §; := y(fi) — a.

Fiir 0 < A <1und z € By ist Az + (1 — A)a € Bx; somit

1< A+ (1= ) = 32 o) = M) = (1= )i 2

—Z|y (1) = fila)? = 22Re( 3" W) = fil@n) (filx) — filar)))

=1

+)‘22‘f2 fl ag |
’2"1-%%2&% ) — ) +A22|f, ) — aqf?
i=1

Fiir A — 0 erhalten wir Re Y"1, &;(fi(z) — ;) < 0. Somit erfiillt f:=>"", f:0;
fir alle # € By die Abschitzung Re f(z) < Re} " d;c;, aus der sich nach
Variation iiber e’z € By ergibt: || f|| < Re Y., d;cv;. Andererseits ist

Zflaka’“i’fzaai, = Hfuz]znjaai
i=1 =1

und insgesamt || f| = Y1, &;c; > 0. Das ergibt

Izklggoz;}y(fz — filar)? Zé =y(f) —llfll <0
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wegen [y(f)] < |lyllll /1] < [If]]. Somit I = 0. .

Beweis von Satz [[.17 Sei y € Bxn». Nach Definition der schwach-*-Topologie
enthélt jede schwach-*-Umgebung von y eine offene Teilmenge der Form

{be Bxn : |y(fi)=0b(f))|<e, e>0, ie X', i=1,...n}
Nach Lemma ELT8 enthélt diese Menge ein b = ix () fiir x € Bx. O

Beweis von Theorem [{.13 Die schwach-*-Topologie auf X" ist definiert als jene
Topologie, fiir die alle Abbildungen X” 3> y — y(f) € K fiir beliebige f € X’
stetig sind. Fiir y = ix(x) ist y(f) = f(z). Die Stetigkeit der Abbildung X’ >
x +— f(x) € K definiert gerade die schwache Topologie auf X, d.h. die schwache
Topologie auf X ist die Relativtoplogie der schwach-*-Topologie von ix(X) C X”.

Sei X reflexiv, dann werden mittels ix beide Topologien mitenander iden-
tifiziert. Da By» = ix(Bx) schwach-*-kompakt nach Theorem ist, ist By
schwach-kompakt.

Sei umgekehrt By schwach-kompakt, so ist ix(By) schwach-*-kompakt, ins-
besondere schwach-*-abgeschlossen. Da nach Satz BL11 ix(Bx) schwach-*-dicht
in Bx» ist, gilt bereits ix(Bx) = Bx~» und dann ix(X) = X”. O

Wir widmen uns nun Fragen der Folgenkompaktheit beziiglich der schwachen
Topologien. Dazu sind zunéchst wichtige topologische Begriffe einzufiihren.

Definition 4.19 Sei (X, 7) ein topologischer Raum.

i) X heiBt separabel, wenn es eine abzihlbare dichte Teilmenge A C X gibt.

i) X erfillt das erste Abzihlbarkeitsaxiom, falls es zu jedem = € X eine
abzahlbare Umgebungsbasis gibt, d.h. es gibt abzahlbar viele Umgebungen
(U;)ien von x, so daB es zu jeder Umgebung V' von z ein U; C V gibt.

i) X erfiillt das zweite Abzihlbarkeitsaxiom, falls 7 eine abzihlbare (Sub-)Basis
hat, d.h. es gibt abzahlbar viele offene Teilmengen (W;);en in X, so daB fiir
jede offene Teilmenge U C X gilt: U = ijcU Wj.

Jeder metrische Raum erfiillt das erste Abzidhlbarkeitsaxiom, jeder kompakte
metrische Raum das zweite Abzahlbarkeitsaxiom.

Lemma 4.20 Fliir einen normierten Raum X sind dquivalent:

i) X ist separabel.
i) FEs gibt eine abzihlbare Teilmenge A C X mit X = span(A).

Beweis. 1)=-i) ist klar; fiir die Umkehrung betrachte die abzahlbare Menge B :=
spang(A) bzw. B := spang,ip(A). Sei # € X. Zu jedem ¢ > 0 gibt es nach
Voraussetzung endlich viele z1, ..., 2, € Aund A\y,..., A\, € K sodal ||[z—a| <
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€ fiir a := >0, Mgy, Weiter gibt es p; € Q bzw. p; € Q +iQ mit |\ — p| <
m -1 .. m .
(Zk:l ||$k||) e. Fir b:= Zk:l PrT gilt dann

lz = bll < llz = all + lla = bl < e+ Y [Mx = prlllal] < 2e. .
k=1

Satz 4.21 (C([a,b]), || |lc) ist separabel.

Beweisidee: (Grundlagen werden spéter bereitgestellt) Betrachte die Polynom-
funktionen mit rationalen Koeffizienten. Diese sind dicht in (C([a, b]), ]| |le) nach
dem Weierstrafischen Approximationssatz. O

Man kann zeigen, dafl (C(K),|| ||«) separabel ist fiir beliebige kompakte metri-
sche Rédume K. Unter gleichen Voraussetzungen ist auch LP (K, p) mit 1 < p < 0o
separabel fiir reguldre BorelmafBie p.

Satz 4.22 Sei (X, || ||) ein normierter Vektorraum, und X' sei separabel. Dann
15t auch X separabel.

Beweis. Mit X’ ist auch Sx separabel, d.h. es gibt eine abzdhlbare dichte Teil-
menge A = (2] )neny C Sxs. Nach Definition der Norm gibt es z,, € Sx mit

3 < |2l (x,)| < 1. Setze U := span(z, : n € N) und betrachte z’ € X' mit
x” v = 0. Angenommen, 2’ # 0. Durch Skalieren kann 2’ € Sx» angenommen

werden, so daf§ es ein zj, € A gibt mit |2/ — 2}|| < 1. Somit gilt

9

e~ =

< w ()| = lag(we) — o' (2p)] < g, — ellll]l <

N | —

Widerspruch. Somit ist ' = 0 identisch auf X, und nach Folgerung B2 aus
Hahn-Banach ist U dicht in X. Nach Lemma 20 ist X separabel. O

Folgerung 4.23 Ein reflexiver Raum X ist genau dann separabel, wenn X' se-
parabel ist. O

Satz 4.24 Ein normierter Vektorraum (X, || ||) sei separabel in der Normtopo-
logie. Dann erfillt Bx: (und damit jede beschrdnkte Teilmenge von X') das erste
Abzdahlbarkeitsaxiom beziiglich der schwach-*-Topologie.

Beweis. Zu f € X' betrachten wir folgende Umgebungen in der schwach-*-
Topologie, parametrisiert durch € > 0 und zy,..., 2, € X:

Ulf;x1,...,xr6):={g€ X" : |glx;) — fla)| <eVi=1,...,r}.

Nach Konstruktion der schwach-*-Topologie aus der Subbasis enthilt jede
schwach-*-Umgebung von f eine Umgebung der Form U(f;z1,..., 2., €). Ist X
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separabel in der Norm-Topologie mit Norm-dichter Teilmenge A = {a,, : n € N},
dann betrachten wir die abzdhlbare Familie U(f; anl,...,am,%) und zeigen:
Fiir beliebige ¢ > 0 und zy,...,2, € X gibt es m € N und a,,,...,a,. € A
mit U(f;am,...,anr,%) c U(f;x1,...,2.,€). Wihle m > % und a,, € A mit
lan, — x;]] < L. Dann gilt fiir f,g € Bx mit g € U(f;an,,---,an,, =) die
Abschéatzung

lg(zx) = fae)| <lglar) — flaw)| + (g = f)(ze — ax)]

1 1 1
<—+g—flllzr —ar]| < —+2-— <e. O
m m m

Bemerkung 4.25 In  topologischen = R&umen, in denen das erste
Abzéahlbarkeitsaxiom nicht erfiillt ist, kann die Topologie nicht allein durch die
Betrachtung von Folgen erfalt werden. Man mufl dann zu Netzen {ibergehen.
Der vorige Satz zeigt, dafl in separablen normierten Rdumen die Betrachtung
von Folgen geniigt.

Satz 4.26 Es sei X ein kompakter topologischer Raum, der das erste
Abzdhlbarkeitsaziom erfillt. Dann ist X folgenkompakt, d.h. jede Folge in X be-
sitzt eine konvergente Teilfolge.

Beweis. Fiir die Folge (z,)nen betrachte die Mengen A, := {x; : k> n} C X,
mit Abschluf3 in der Topologie von X. Diese haben die endliche Durchschnittsei-
genschaft, A;; N---NA;, # . Da X kompakt ist, gibt es ein a € (), oy An # @.
Insbesondere ist a € Ag, d.h. jede Umgebung von a enthélt einen Punkt x; der
Folge. Nach dem ersten Abzdhlbarkeitsaxiom gibt es eine Folge (U;);en von Um-
gebungen von a, so daf} es zu jeder Umgebung V' von a ein U; C V' gibt. Betrachte
die Folge (V})jen der Umgebungen V; = ()_, U;. Dann gibt es zu jedem V; ein
T,; € Vj. Somit konvergiert die Teilfolge (,;);en gegen a. O

Folgerung 4.27 Sei X ein normuerter Vektorraum, der separabel in der Norm-
Topologie ist. Dann ist Bx: schwach-*-folgenkompakt. U

In metrischen Radumen sind Kompaktheit und Folgenkompaktheit dquivalent,
in allgemeinen topologischen Ridumen aber nicht. Ein einfaches Beispiel fiir (kom-
pakt - folgenkompakt) ist:

Beispiel 4.28 Wir betrachten X = ¢*>°. Nach Banach-Alaoglu ist By kompakt
in der schwach-*-Topologie. Aber By ist nicht schwach-*-folgenkompakt. Dazu
sei 0, € X’ definiert durch 0, (x) := z, fir z = (z,) € £*°, dann gilt ||0,] < 1,
so daB (d,)nen eine (beschrinkte) Folge in By ist. Angenommen, eine Teilfolge
(0n,, Jken wére schwach-*-konvergent gegen 6 € By, dann gilt nach der Charak-
terisierung der schwach-*-Topologie als Topologie der punktweisen Konvergenz
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limy,_o0 0p,, () = () fiir alle x € £2°, d.h. die gleiche Auswahl von Folgegliedern
(@n, )ken wire fiir jede Folge = (x,,) € ¢>° konvergent, Widerspruch. Insbeson-
dere gilt: £*° ist nicht separabel in der Norm-Topologie.

Ebenso lassen sich Beispiele fiir (folgenkompakt # kompakt) finden, selbst in to-
pologischen Raumen, die das erste Abzéhlbarkeitsaxiom erfiillen.

Satz 4.29 Ist X reflexiv, so ist Bx schwach-folgenkompakt.

In Kombination von Theorem mit Satz ist zu zeigen, dal X das erste
Abzihlbarkeitsaxiom erfiillt. Sei zunéchst X separabel, dann auch X’ und X”
nach Folgerung Nach Satz erfiillt By~ das erste Abzéhlbarkeitsaxiom
beziiglich der schwach-*-Topologie. Entsprechend der Diskussion im Beweis von
Theorem EETH erfiillt dann By das erste Abzdhlbarkeitsaxiom beziiglich der
schwachen Topologie.

Im allgemeinen Fall betrachte zu gegebener Folge (z,) in Bx den Norm-
abgeschlossenen Untervektorraum U = span(x,, : n € N) C X. Nach Konstruk-
tion ist U separabel, auerdem reflexiv nach Lemma A Nach dem 1. Teil besitzt
(x,,) eine konvergente Teilfolge. O

In Kombination mit Satz L@l Folgerung EET6 und Beispiel folgt, daB3 £°° nicht
reflexiv sein kann.

Bemerkung 4.30 Es gilt auch die Umkehrung: /st Bx schwach-folgenkompakt,
so ist X reflexiv (beruht auf Satz von Eberlein-Smulian). Dieser ist aber schwie-
riger zu beweisen.

5 Gleichmiflig konvexe Riaume

In diesem Abschnitt werden wir beweisen, dafl gleichméflig konvexe Rdume immer
reflexiv sind, und dafl die Rdume LP(X, u) gleichméfig konvex, damit reflexiv,
sind. Gleichméfige Konvexitét ist sehr niitzlich fiir Approximationen.

Definition 5.1 Ein normierter Vektorraum (X, || ||) heiBt gleichmaBig konvex, wenn
eine der folgenden dquivalenten Bedingungen erfiillt ist:

i) Fiir alle ¢ > 0 gibt es ein § > 0, so daB fiir z,y € By (insbesondere
x,y € Sx) gilt:

lz—yl|>e = [Ze+yll<1-96
bzw. ||%(:E+y)||>1—5 = Jlz—vy| <e.

ii) Fiir beliebige Folgen (z,,), (y,) in Sx (bzw. Bx) gilt

lim ||%(xn +y)ll=1 = lim(z,—y,) =0.

n—oo n—oo
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Beweis der Aquivalenzen. 1)=>ii) ist klar fiir Folgen aus Sy. Sind die Folgen aus

Bx, so ist limsup,, ||z,|| < 1 und tatséchlich lim, ||z,|| = lim, ||y,|| = 1 wegen

lim, ||3(%, 4+ y»)|| = 1. Damit ist @,,y, # 0 fiir alle n > N, und man zeigt fiir

die normierten Folgen Z,, := =2+ und g, := 242 daBl lim, oo (Z,, — ¥n) = 0.
llznnll lyn-nll

Daraus ergibt sich lim,, .. (x, — y,) = 0.

ii)=1) Angenommen, es gibt ein ¢ > 0, so daf fir alle ¢,, = % gilt: Es gibt
Tn,Yn € Bx mit ||z, — yn|| > € aber [|3(z, + y,)|| > 1 — 4. Nach ii) ist das
ausgeschlossen. O

Satz 5.2 Jeder unitire Vektorraum (X, (, )) ist gleichmdflig konvezx.

Beweis. In X gilt die Parallelogrammgleichung ||z +y|*+ ||z —yl|* = 2(||z||+|y]])-
Sei 0 < ¢ < 1. Sind z,y € Bx mit 5|z +y| > 1 -4, so folgt

lz = yll* = 2(llzll + [yl — llz +ylI* < 4 — 4(1 — 6)* = 85 — 46” < 85 .
Wiihle 0 < 6 < g€, dann ||z — y|| < e fiir alle 2,y € Bx mit 3[lz+y| >1—-46. 0

Beispiel 5.3 ¢! ist nicht gleichmiifig konvex: Wihle z = ¢; = (1,0,0,...) und
y=-e=1(0,1,0,...), dann ist ||%(:p +y)|l =1 aber ||z —y|, = 2. 4

Wir werden dagegen sehen, dafl /7 gleichméfig konvex ist fiir alle 1 < p < oo.
Theorem 5.4 (Milman) Jeder gleichmdfig konvexe Banach-Raum (X, || ||) ist
reflexiv.

Beweis. Zu zeigen ist, dafl es zu y € X” ein x € X gibt mit y(f) = f(z) fir alle
f € X'. Wir kénnen y # 0 annehmen (sonst x = 0) und wegen der Linearitét
von f auBerdem [ly[| = 1. Somit gibt es eine Folge (f,)n>1 in By mit 1 — 1 <
ly(fn)| < 1. Durch Multiplikation mit geeigneten e kann 1 — = < y(f,) < 1
erreicht werden. Nach Lemma gibt es zu jedem n > 1 ein x,, € Bx mit

ly(fi) — filz,)] < o= firallei=1,...,n, (*)
= 1— 3 <Refi(z,) firallei=1,...,n.

Somit gilt fiir m > n unter Verwendung von f; € Bxs die Abschitzung
(1= 20) + (1= o) <Re(fulan) + falwm)) < [falzn +@m)| < llon + 2l - (%)

Da X gleichméBig konvex ist, gibt es zu € > 0 ein % < N € N, so daf fiir alle
m >n > N gilt ||z, — z,|| < € Somit ist (x,) eine Cauchy-Folge, die wegen
der Vollstéandigkeit von X einen Norm-Grenzwert = € X hat. Aus (**) folgt fiir

m =n — oo sogar ||z|| =1, und die Norm-Stetigkeit von f; in (*) liefert
y(fi) = fi(x) fir alle € N\ {0} . (**%)
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Der Grenzwert x ist durch die Folge (f;) sowie (***) und ||z|| = 1 eindeutig

bestimmt. Denn gébe es einen weitere Losung & € Sx von (***), so erfiillt auch
die Folge z,, mit T9, = x und T9,, 1 = T alle fritheren Bedingungen, ist somit
Cauchy-Folge mit x = 7.

Wir behaupten, dafl sogar y(fy) = fo(x) gilt fiir beliebiges fo € X’'. Wir
kénnen fy # 0 annehmen. Dann finden wir nach Lemma eine u.U. andere
Folge (&, )n>1, fiir die statt (*) gilt |y(f;) — fi(Zn)| < 55 firallei=0,1,...,n.
Da diese Folge (&,) auch alle fritheren Bedingungen erfiillt, konvergiert sie wegen
der Eindeutigkeit des Grenzwertes ebenfalls gegen x. Dann folgt fiir« = 0, n — oo
die Behauptung. O

Folgerung 5.5 Jeder Hilbert-Raum (H,( , )) ist reflexiv. O

Satz 5.6 (Clarkson) Sei 1 < p < oo. Dann ist LP(X, u) gleichmdfig konvex,
damit reflexiv, fir beliebige Mafrdume (X, ).

Wir geben nur den Beweis fiir 2 < p < oop > 2. Der Fall 1 < p < 2 ist wesentlich
komplizierter und z.B. in [Hirzebruch-Scharlau] zu finden. Wir benétigen folgende
Abwandlung der Parallelogrammgleichung fiir p = 2:

Lemma 5.7 Fir alle f,g € LP(X, 1), 2 < p < oo, gilt ||[f +gll5 + I f — gl <
2 H(|LA1E + Hlgllp)-

Beweis. 1) Wir zeigen: Fiir alle a,b € Kund p > 2 gilt (|a|p+|b|p)% < (Ja]2+]b]?)z2.
Wir kénnen a,b # 0 annehmen, und dann |a|> + [b|> = 1. Dann ist |al, [b] < 1,
somit |al? < |a|? und |b” < [b]?, und schlieBlich (|a|? + [b|P)F < (|a|? + |b2)7 =
L= (laf + o)z

ii) Wir zeigen: |a + b|P + |a — b|P < 2P7(|a|P + |b|P) fiir alle a,b € K und
2 <p<oo (klar fir p=2). Seip’:=§>1und ¢ := ;25 > 1.Esgilt§+%:1.
Wir nutzen Holder fiir (K2, || ||,/) und (K2, || ||):

Dl ()

a2 4 o> = laf® - 1+ > - 1 < [|(Jal?, |1l ]I(1
Y(1+1)7 = (jal” + [pP)7(2)F .

= (al*" + [b]**")

Es folgt:

) () _
(latbP+la=0)r < (latbP +la—01*)> = (2lal+20b1*) < 25 (Jal?+]pl?) 72

die p-te Potenz liefert die Behauptung.

iii) Zu f, g € LP(X, 1) wihlen wir beliebige Repriisentanten in f.geLr(X, .
Dann ist f(z),g(z) € K fiir v € X \ N, wobei N eine y-Nullmenge ist. Somit
folgt |£(x) + G + |f(@) — @ < 2 F@)P + |§()P) fir 2 € X\ N
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nach ii). Das Integral erhilt die Monotonie und ist unabhéngig von der Wahl der
Représentanten sowie der Nullmenge N. O

Beweis von Satz[oA firp > 2. Zu 0 < e < 2 wihle § :==1—(1— (%)p)% > 0. Seien
f,9 € LP(X, p) mit || f|lp, [|g]l, < 1 sowie || f—g]||, > €. Dann gilt nach LemmaB.7]

1 1 1 eP
S+ gl < ST+ gl = 517 — gl < 1= = = (1=
Die p-te Wurzel liefert die Behauptung nach Definition B111). O

Bemerkung 5.8 Fiir 1 < p < 2 gilt statt LemmaE.7 die Ungleichung || f +g||% +
1f = gllg < 21 £115 +1lgl[)*" mit 4, =1, deren Beweis wesentlich schwieriger
ist. Der Beweis des Satzes von Clarkson ist dann analog.

Wir koénnen nun die Bemerkung 2211 vollenden:

Satz 5.9 Fir 1 < p < oo ist die lineare Isometrie S : LY(X,u) — (LP(X,p))
aus Satz [Z20 surjektiv.

Beweis. Sei P := LP(X,pu) und @ := S(LY(X, p)), dann ist @ vollstandig, ins-
besondere abgeschlossener Untervektorraum von P’. Angenommen, es gibt ein
f € P"\ Q. Nach Hahn-Banach (Folgerung BTTl) gibt es ein y € P” mit y’Q =0
und y(f) # 0. Da P reflexiv ist, gibt es ein x € P mit y(f) = f(z) # 0, anderer-
seits gilt 0 = y(Sy) = S,y(z) fiir alle g € L4(X, ). Nun ist S, isometrisch, d.h. es
gilt x = 0 and damit auch y(f) = 0, Widerspruch. O

AbschlieBend widmen wir uns Approximationsfragen.

Definition 5.10 Ein reeller normierter Vektorraum (X, || ||) heiBt strikt normiert,
falls fiir alle z,y € X \ {0} gilt:

le+yll=llz||+llyll = x=NyfirenA>0.

Lemma 5.11 Jeder gleichmdflig konvexe reelle normierte Vektorraum ist strikt
normaiert.

Beweis. In der Situation von Definition konnen wir ||z|| = 1 annehmen. Sei
7 im 5 — T dann gilt [l y — 7] — [y und dann g i— |25 4| < [lyl|
Es folgt 1+ [y = [lz +yll < p+l3(x +3)| < |yl + 1, somit p = ||y und

|3(z+Z)|| = 1. Aus der gleichméBigen Konvexitét folgt © = Z, also y = [jy[|z .0

Satz 5.12 (Approximationssatz) Sei X ein strikt normierter reeller Vektor-
raum, x € X und V C X eine abgeschlossene konvexe Teilmenge. Dann gilt:

i) FEs gibt hochstens ein w € V mit ||x — w|| = d(x,V) = inf,ey ||z — v]|.
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i) Ist X gleichmdfig konverer Banach-Raum, so gibt es genau ein w € V
mit ||z —w|| = d(z, V).

Beweis. Fiir x € V ist nichts zu zeigen. Fiir © ¢ V ist d := inf,ey ||z —v]] > 0
wegen der Abgeschlossenheit von V.

i) Seien wy, wy € V zwei Minima, dann ist wegen der Konvexitét %(wl +wy) €
V. Es folgt d < ||z — $(w1 +ws)|| < 3/l —wi]| + 5|l —ws|| = d, somit Gleichheit.
Aus der strikten Normiertheit folgt x — wy; = A(x — we) mit A > 0, aus der
Gleichheit der Normen dann w; = ws.

ii) Es gibt eine Folge (v,) in V' mit lim, . ||z — v,|| = d. Aus der Konve-
xitét folgt d < ||z — 2 (v, + vm)||. Wir zeigen: (v,) ist Cauchy-Folge, wegen der
Vollstandigkeit von X und Abgeschlossenheit von V' konvergent gegen ein w € V;
dieses ist nach i) das einzige Minimum.

Zu jedem € > 0 gibt es ein 0 < § < 1 nach Definition Bl Wegen der Kon-
vergenz von (|| — v,||) gegen d gibt es ein N € N, so daf§ fiir alle n > N gilt
z, = (1= %) (x—v,) € Bx. Wire ||z, — 2,,,|| > e fiir alle n,m > N, so gilt nach
gleichméBiger Konvexitét ||3(z, + z,)|| <1 — 4, also

1-9¢
d < |z — 5(va + vy gdl_é <d,
2
Widerspruch. Also ist (x,) Cauchy-Folge und damit auch (v,). O

Der Satz wird vor allem genutzt in der Situation, dal V' abgeschlossener Untervek-
torraum eines gleichméflig konvexen Banach-Raums X ist. Dann gibt eszuz € X
ein eindeutiges w € V mit d(z, V) = d(x,w). Als Beispiel withle X = L?([a, b], \)
und V = P, als Vektorraum der Polynome vom Grad < n. Dann gibt es zu
jeder Aquivalenzklasse von Funktionen [f] € L?([a,b],\) ein eindeutiges Poly-
nom p,(z) = Y1, a;x’, fiir das der quadratische Fehler f[a’b} d)\ | f(z) — pu(x)|?
minimal wird.

6 Der Satz von Baire und seine Konsequenzen

In vollstdndigen metrischen Rdumen X bleibt der Durchschnitt abzidhlbar vieler
offener und dichter Teilmengen immer noch dicht in X . Daraus ergeben sich eine
Reihe der wichtigsten Theoreme der Funktionalanalysis, die auf den ersten Blick
unerwartet sind.

Satz 6.1 (Baire) Sei (X,d) ein vollstindiger metrischer Raum und (O,,) eine
Folge offener und dichter Teilmengen. Dann ist Y = .y On dicht in X.

neN

Beweis. Wir zeigen induktiv, dafl jede e-Umgebung U, (x) ein y € Y enthélt.
Da O; dicht ist, gibt es ein x; € O; N Uc(x), und da Oy N U (x) offen, gibt
es ein €; > 0 mit U, (x1) C O N U (x). Durch Verkleinerung von ¢; 1afit sich
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Ug (z1) C Oy NU(x) erreichen, und es kann € < %e gewidhlt werden. Induktiv
konstruiert man eine Folge (z,) in X und eine Folge (e,) positiver Zahlen mit

) U, (x,) CO,NU.,_ () CO1N---NO, NU(x),

i) €, < %en,l < 2%6.
Nach Konstruktion ist (x,) eine Cauchy-Folge, die wegen der Vollsténdigkeit von
X gegen ein y € X konvergiert. Dabei gilt y € U, (x,) C O, N U (x) fir alle

n € N und deshalb y € (ﬂneN (’)n) N U.(z), insbesondere y € Y. U

Es wird nicht behauptet, dafl ).y On offen ist, was i.a. auch nicht gilt. Der
Satz 1aBt sich ebenfalls zeigen in lokal-kompakten Hausdorff-Rdumen. Der ur-
spriingliche Satz von Baire formuliert die komplementére Aussage und benotigt:

Definition 6.2 Eine Teilmenge A eines metrischen Raumes X heiBt nirgends dicht,
falls A keinen inneren Punkt besitzt.

Dabei heiit int(A) := (J{U C A offen} das Innere von A, und Punkte y € int(A)
heiflen innere Punkte.

Lemma 6.3 In einem metrischen Raum X gilt: Int(A) = @ < X\ A dicht.

Beweis. (=) Keine e-Umgebung U, (z) kann vollstédndig in A liegen. Somit exi-
stiert ein y € (X \ A) N Uc(x), d.h. X \ A ist dicht.

(<) Ist X\ Adicht in X, dann existiert fiir alle U.(z) einy € (X \A)NU(x).
Folglich ist A nirgends dicht. U
Beispiel 6.4 i) Jeder Punkt z € X ist nirgends dicht.

ii) S' C R? ist nirgends dicht.
iii) @Q C Rist abzéhlbare Vereinigung nirgends dichter Teilmengen, und dicht
in R.

Satz 6.5 (Baire, 2. Version) Sei (X,d) vollstindiger metrischer Raum und
(A,) eine Folge nirgends dichter abgeschlossener Teilmengen A, C X. Dann
enthdlt auch | J,, .y An keine inneren Punkte.

Achtung: Es wird nicht behauptet, da J,, .y A» nirgends dicht ist, siehe Q C R!

Beweis. Sei O,, := X \ A,. Dann ist ﬂneN 0,, dicht, also enthélt die folgende
Menge keine inneren Punkte:

X\(ﬂ(X\A,J):X\(X\(UAn>>:UAn. O

Der Satz von Baire hat viele wichtige Anwendungen in der Funktionalanalysis.
Eine davon ist:
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Theorem 6.6 (Banach-Steinhaus: Prinzip der gleichmifligen Beschrinktheit)
Seien X ein Banach-Raum, Y ein normierter Vektorraum und I eine Indexmen-

ge. Zu jedem i € I sei ein T; € L(X,Y) gegeben. Falls sup,c; || Ti(x)|| < oo fiir

alle v € X, so gilt sogar sup,¢; || T3] < oo.

In Worten: Jede punktweise beschrankte Familie linearer stetiger Abbildungen
ist auch gleichméBig beschrinkt (unter den gegebenen Voraussetzungen). Zur
Bedeutung des Theorems erinnere man sich daran, dafl fiir eine Folge stetiger
Funktionen (f,), die punktweise gegen eine Grenzfunktion f konvergiert, diese
nicht notwendig stetig ist.

Beweis. Fiir n € N setze A, == {x € X : ||Ti(z)| < n firallei € I}. Nach
Voraussetzung ist X = |J A,. Die Abbildung X > = — p;(z) := ||T;(z)]| € R, ist
stetig, so daB8 A, = (,; p; '([0,n]) abgeschlossen ist. Da X innere Punkte hat,
kénnen nach dem Satz B0 von Baire nicht alle A, nirgends dicht sein, d.h. es gibt
N € Nund U (z) C X mit U.(z) C Ay. Mit y € Ay ist auch —y € Ay, somit
r+u,x—u,u—zx € Ay fiir alle u € X mit ||u|| < e. Weiter ist Ay konvex: Sind
7y € Ayund 0 < A < 1,50 gilt [T+ (1- V)| < NT@)]l+(1- N Ti(y) | <
N. Somit folgt

1 1
|ul| < e = u:§(x+u)+§(u—x)€AN

= |Tl = sup
%EBX

TZ(E)HSE<OO fir allei € I .
€ €

Somit auch sup;c; | T3] < oo. O

Der Satz von Banach-Steinhaus ist eine reine Existenzaussage. Es kann keine
Aussage iiber den Wert von sup,.; ||T;|| < oo erhalten werden. Die Vollstandigkeit
von X ist unverzichtbar.

Folgerung 6.7 Sei (X,|| ||) normierter Vektorraum. Fir M C X sind
aquivalent:

i) M ist beschrinkt.
i) f(M) ist beschrinkt fir alle f € X'.

Beweis. 1)=ii) ist klar. Umgekehrt geniigt es wegen der Isometrie von ix zu zeigen,
dal ix(M) C X" beschriankt ist. Nach Voraussetzung gibt es fiir alle f € X’ ein
cp > 0mit [f(m)] = [(ix(m))(f)] < ¢y fir alle m € M. Da X’ Banach-Raum ist,
folgt mit Banach-Steinhaus ||ix(m)| = ||m]|| < oco. O

Die analoge Aussage fiir X’ erfordert die Vollstiandigkeit: Nur dann gilt: M C X’
ist genau dann beschréankt, wenn iy (M) beschrénkt ist.
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Folgerung 6.8 Jede schwach-konvergente Folge in einem normierten Vektor-
raum (X, || ||) ist beschrinkt.

Beweis. (z,,) ist genau dann schwach-konvergent, wenn f(x,,) konvergent in K fiir
alle f € X'. Insbesondere ist (f(z,))nen beschrankt. Die Behauptung folgt aus
Folgerung 67 fir M = {z,, : n € N}. O

Die Aussage gilt nicht fiir Netze (spater einzufiihren), da im Gegensatz zu Folgen
ein in K konvergentes Netz nicht beschrankt sein muf.

Folgerung 6.9 Sei X Banach-Raum, Y normierter Vektorraum und (T,,) eine
Folge in L(X,Y), so daf (T,,(x))nen in Y Norm-konvergent ist fir alle x € X.
Sei T : X =Y definiert durch Tx := lim,,_o, T,x. Dann gilt T € L(X,Y).

Beweis. Linearitét ergibt sich wie in Satz/Definition [LT4. Nach Voraussetzung ist
(T,(x))nen konvergent und damit beschrankt, sup,, ||75,(x)|| < oo fiir alle x € X.
Nach dem Satz von Banach-Steinhaus gilt dann [|7,,|] < C < oo fiir alle n € N,
somit

7] = sup 7)) = sup ( tim |T,(x)]) < 0
r€Bx n—00

rEBx

Unter diesen Bedingungen heifit (7},), oo Stark konvergent gegen T .

Das Prinzip der gleichméfiigen Beschréinktheit hat eine Reihe tiberraschender
Konsequenzen, die in den Ubungen behandelt werden:

e Die Menge der stetigen, aber nirgends differenzierbaren Funktionen auf

[a, ] ist dicht in C([a, b]).

e Die Fourier-Reihe einer stetigen periodischen Funktion konvergiert nicht
in jedem Punkt.

Eine weitere sehr wichtige Anwendung des Satzes von Baire ist:

Theorem 6.10 (Satz von der offenen Abbildung) Seien X,Y  Banach-
Réaume. Fir T € L(X,Y) sind dquivalent:

i) T ist surjektiv.
ii) T ist offen, d.h. T(U) ist offen in'Y fir alle offenen U C X.

Zum Beweis benotigen wir:
Lemma 6.11 Seien X,Y normierte Vektorrdaume und T € L(X,Y). Dann gilt

T offen < 3§ >0 mit Us(0) C T(Uy(0)) .
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Beweis. (=) ist die Definition der Offenheit.
(<) Sei O C X offen, € O. Dann gibt es ein € > 0 mit U.(z) C O. Aus der
Voraussetzung und der Linearitéat von 7' folgt:

Use(T(z)) =T (x) + eUs(0) C T'(z) + €L (U1 (0)) = T'(z + €Uy (0)) = T(Uc(x)) -
Damit ist 7" offen. 0

Beweis von Theorem [11). Wir bezeichnen mit V,(y) die e-Umgebung von y € Y’
in Y, mit U, (z) die e-Umgebung von z € X in X.

ii)=1) Sei 0 # y € Y beliebig und § > 0 wie in Lemma Dann ist
ﬁy € V;5(0), somit gibt es ein € Uy (0) mit 7(%) = ﬁy, folglich T(%f) =y.

)=il) Es gilt X = (J -, U,0). Da T surjektiv ist, folgt ¥ =
U2, T(U,(0)) € U2, T(U,(0)). Sei A, := T(U,(0)). Nach dem Satz von
Baire (hier wird die Vollsténdigkeit von Y gebraucht!) kénnen nicht alle A,, nir-
gends dicht sein, d.h. es gibt ein N € N und Vj,(y) mit Vj,(y) C Ay. Mit y € Ay
ist auch —y € Ay (klar fir Punkte aus 7'(U,,(0)), iibertrégt sich auf Abschluf). Sei
v € V5,(0), dann sind y+v, y—v € Vi, (y), somit v+y,v—y € Ay. Nun ist Ay kon-
vex als AbschluB der konvexen Menge T'(Un(0)), also v = 3 (v+y)+2(v—y) € Ay,
d.h. V5,(0) € Ay. Aus der Linearitéit von T folgt: Zu jedem e¢ > 0 gibt es ein
0 < < < mit Vs(0) C T(U(0)).

Wir zeigen, daf fiir X vollstindig sogar Vs(0) C T'(U1(0)) gilt fiir ein 6 > 0.
Als Ergebnis des 1. Teils gibt es eine Nullfolge (4,,) positiver Zahlen mit Vj_ (0) C
T(U1 (0)). Sei y1 € V5 (0) beliebig, aber fest gewihlt. Wir konstruieren per

Induktion Folgen (y,)n>1 in Y und (z,)n>1 in X mit y, € V5, (0), z, € U%n (0)
und T(x,) = Yn — Ynt1-
e n = 1: Nach Definition des Abschlusses enthélt jede Umgebung von 1,
einen Punkt aus T'(U4 (0)). Somit gibt es ein 21 € U1 (0) mit T'(z1) €
2 2
Vs, (0) N Vs, (y1). Setze yo := 3y — T(x1), dann ist ||yz|| < d2, also yo €
V5,(0).
en —n+1: Essind {y1,...,y,} sowie {z1,..., 2,1} konstruiert, mit
Yn € V5, (0). Nach Definition des Abschlusses enthélt jede Umgebung
von ¥y, einen Punkt aus T'(U (0)). Somit gibt es ein z,, € U (0) mit
T(x,) € V5,(0) N Vs, (yn). Setze ypi1 = yn — T'(xy), dann ist |[yn41]] <
5n+17 also Ynt+1 € ‘/671+1 (0)
Nach Konstruktion gilt y,1 = y1 — T'(z1 + - -+ z,,) fiir n > 1. Wegen ||z,|| < 5=
gilt >0 |||l < 1 < oo. Da X vollstindig ist, ist nach Lemma [T die folgende
Reihe in X konvergent: z := > > x,. Aus der Stetigkeit von T folgt:

n=1

N N
T =1 Jim 3 o) = fim 7(3 o) = Jim (=) =
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wegen ||yn41|| < dny1 — 0. Somit gilt y; € T'(U;(0)), und da y; € V5, (0) beliebig
war, folgt Vs, (0) C T'(U1(0)). Nach Lemma E1T ist 7" offen. O

Folgerung 6.12 (Satz vom inversen Operator) Seien  X,Y Banach-
Riume. Ist T € L(X,Y) bijektiv, so ist T™' € L(Y, X)) stetig. O

Auch diese Aussage ist bemerkenswert. Fiir allgemeine Homéomorphismen T :
X — Y zwischen topologischen Rdumen sind Stetigkeit von T, Bijektivitdt von
T und Stetigkeit von T~ zu fordern. Fiir lineare stetige Abbildungen zwischen
Banach-Raumen reicht die Bijektivitat!

Folgerung 6.13 (Homomorphiesatz) Seien X,Y Banach-Riume und T €
L(X,Y) sei surjektiv. Definieren wir T : X/kerT — Y durch T([x]) := T(z),
mit [x] = x +ker T, so ist T ein Homdéomorphismus. Es gilt ||T'|| = ||T||.

Beweis. Da T stetig, ist ker T’ C X abgeschlossener Untervektorraum. Nach
Satz [CTBLiv) ist X/ ker T ein Banach-Raum, nach Konstruktion ist 7" linear und
bijektiv. Unter Verwendung von Folgerung BIA bleibt zu zeigen, daB T’ beschrinkt
ist. Sei € > 0 gegeben und ||[z]|| = 1. Dann gibt es nach Definition ein
y € ker T mit ||z — y|| < 1+ €. Es folgt

IT ([l = 1T )]l = | T(z — y)ll < | T +e) .

Da € > 0 beliebig war, gilt ||T||~§ VAR
Umgekehrt gilt wegen 7' = T'or mit «(z) = [x] und [|¢|| < 1 nach Satz [LT6liii)
die Ungleichung ||T'| < ||T'(|, d.h. ||T'|| = ||T°||. O

Folgerung 6.14 Sei X ein Vektorraum, versehen mit zwei Normen || || und
| |l2, so daf$ X in beiden Normen vollstindig ist. Sei T;, i = 1,2 die durch || ||;
definierte Topologie auf X. Gilt T, D Ty, so gilt sogar Ty = T5.

Beweis. Betrachte die bijektive stetige Abbildung 7" = id : (X,7;) — (X, 7).
Aus T~! stetig nach Folgerung folgt 7, O 75. O

Wir kommen nun zu einer weiteren wichtigen Anwendung des Satzes von
Baire.

Definition 6.15 Seien X,Y Mengen und 7' : X — Y eine Abbildung, dann heiBt
G(T)={(z,T(x)) : x€ X} CX xY der Graphvon T

Sind X, Y Vektorrdume und 7 linear, so ist G(7') Untervektorraum von X x Y.
Sind X, Y normierte Vektorrdume, dann wird durch ||(z,y)| = ||z] + |ly| auf
dem kartesischen Produkt X x Y eine Norm erklart. Sind X, Y vollstindig, so
auch X x Y in dieser Norm.
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Theorem 6.16 (Satz vom abgeschlossenen Graphen) Seien X,Y Banach-
Réaume und T : X — Y linear. Dann gilt:

T stetig < G(T) ist abgeschlossen in X xY .

Beweis. (=) Sei (2, T(x,))nen eine beliebige Folge aus G(T'), die in X x Y
konvergent ist. Insbesondere konvergiert (z,) gegen ein x € X. Da T stetig ist,
konvergiert (7'(x,)) in Y gegen T'(z). Somit konvergiert (x,,T(x,))neny gegen
(x,T(z)) € G(T), d.h. G(T) ist abgeschlossen.

(<) Sei G(T) abgeschlossener Untervektorraum von X x Y. Nach
Satz [LTAlvi) ist G(T') Banach-Raum. Die Projektion auf die erste Komponen-
tem: G(T) > (z,T(x)) — = € X ist linear, bijektiv und stetig. Nach dem Satz
vom inversen Operator ist auch 771 : X 3z +— (2,7 (x)) € G(T) stetig. Ebenso
ist die Projektion Py : X XY 3 (x,y) — y € Y stetig, folglich ist auch die
Komposition Pyor™!: X 3z T(z) € Y stetig. O

Der Satz vom abgeschlossenen Graphen ist die Grundlage fiir die Funktio-
nalanalysis unbeschrinkter Operatoren. Seien X,Y wieder Banach-Rédume, dann
betrachten wir lineare Abbildungen 7' : dom(7T") — Y, wobei der Definitionsbe-
reich dom(T') C X ein Untervektorraum ist. Fiir solche Operatoren heifit

G(T) :={(z,T(x)) : x € dom(T)}

der Graph von 7. Dieser ist ein Untervektorraum von X x Y, und T heift
abgeschlossen, falls G(T) C X x Y abgeschlossen ist. Eine lineare Abbildung
S :dom(S) — Y heiit Erweiterung von T, falls G(T) C G(S). In diesem Fall
gilt S ‘ dom(T) = T. Oft ist T nicht selbst abgeschlossen, es gibt aber eine abge-
schlossene Erweiterung. Viele Resultate iiber lineare stetige Operatoren lassen
sich auf abgeschlossene Operatoren 7' : dom(7') — Y iibertragen, deren Definiti-
onsbereich dom(7") dicht in X ist. Zu beachten ist, daf fiir einen abgeschlossenen
Operator T' der Definitionsbereich dom(7") selbst nicht abgeschlossen sein mu$.
Ist dom(7T") C X aber abgeschlossen, damit Banach-Raum, so liefert der Satz vom
abgeschlossenen Graphen: 7' : dom(7") — Y ist genau dann stetig, wenn G(7")
abgeschlossen ist.

Beispiel 6.17 Wir betrachten X = Y = C([—1,1]) versehen mit der Supre-
mumsnorm ||zl = supse_y 4y |(t)]. Die Ableitung 7' : x — = ist aufzufassen
als Operator T : dom(T') — Y mit dom(T) = C!(] — 1,1[) N C([—1, 1]). Konver-
genz von (x,,Z,) gegen (z,y) € X XY heifit gleichméfBige Konvergenz. Einer der
Vertauschungssétze der Analysis liefert unter diesen Voraussetzungen die Diffe-
renzierbarkeit von x = lim,, ., z,, sowie die Identitit y = lim,, .o, ©, = . Damit
sind G(T') und T selbst abgeschlossen. q

Beispiel 6.18 Sei jetzt X,Y = L*([-1,1],A) und T : dom(T) — Y wie oben
mit dom(7") = C!(] — 1,1[)NC([—1, 1]). Dann ist T nicht abgeschlossen: Betrachte
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die Folge z,(t) = {/t> + n%rl in dom(7'), die gegen |t| € X konvergiert. Dabei

konvergiert z,(t) = tZiL gegen sign(t) € L*([—1,1],\), aber (|t|,sign(t)) ¢
G(T). Diese Folge ist nicﬁg 1ZuléLssig in Beispiel 611, da (&,) nicht gleichmdfig
konvergent ist.

Das Problem 1i8t sich beheben durch Ubergang zu schwachen Ableitungen.
Mit Cg°([—1, 1]) werde der Raum der Testfunktionen bezeichnet, also der beliebig
oft differenzierbaren Funktionen ¢, die am Rand verschwinden: ¢(—1) = ¢(1) = 0.

Eine Funktion & heifit verallgemeinerte Ableitung von x, falls

/[_m aX B(t)i(t) = — /H dx d(t)z(t)

fir alle ¢ € C§°(]—1, 1]). Betrachten wir dom(T") := {x € X : & € Y}, wobei
z die verallgemeinerte Ableitung ist, dann ist die verallgemeinerte Ableitung 7 :
x +— & ein abgeschlossener Operator (ohne Beweis). <
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Teil 11
Lokalkonvexe Vektorriaume

7 Netze

Da es in dieser Allgemeinheit notwendig ist, fiithren wir zunéchst die Netze ein:

Definition 7.1 Eine nichtleere Menge A heiBt gerichtet, falls es eine Relation <
auf A gibt mit

I) A< Xund M\ < )\3 = M < )\3.
II) Fir alle )\1,)\2 cA glbt es ein )\3 € A mit )\1 S )\3 und )\2 S )\3.
Sei (X, 7T) ein topologischer Raum und A eine gerichtete Menge. Ist =), € X fiir
alle X € A, so heiBt (x)en ein Netz in X. Ein Netz (x))xea heiBt konvergent gegen

ein x € X, falls es zu jeder Umgebung V von z ein u € A gibt mit z, € V fiir alle
A > p. Wir schreiben dann x), — .

Beispiel 7.2 i) Jede Folge (x,)nen ist ein Netz beziiglich der gerichteten
Menge N mit der iiblichen <-Relation, und die Konvergenzbegriffe stim-
men iiberein.

ii) R ist gerichtete Menge mit der iiblichen <-Relation. Ist z; € X fiir alle
t € R, so ist (x4)ier ein Netz in X. <

In topologischen R#umen, in denen das erste Abzihlbarkeitsaxiom (siehe
Def. 1Y) gilt, kann man sich wegen der Abzdhlbarkeit der Umgebungsbasis bei
Konvergenzbetrachtungen immer auf Folgen einschrinken, ansonsten aber nicht!

Satz 7.3 Sei (X,T) ein topologischer Raum. Dann sind dquivalent:
i) X ist Hausdorffsch.

ii) Jedes in X konvergente Netz besitzt genau einen Grenzwert.

Beweis. i)=-ii) ist klar. Sei X nicht Hausdorffsch. Dann gibt es z,y € X, © # vy,
so daf} fiir alle Umgebungen U von z und V von y gilt UNV # @. Seien U, bzw.
V, Umgebungsbasen von x bzw. y. Wir setzen

A=UxV,, (U, Vi)<(UyVs) < U DUyundV;DVs.

Dann ist A gerichtet (Def. [[li) ist klar, fir Def. [J}ii) wéhle eine Basismene aus
dem Durchschnitt), und fiir jedes A = (U, V) € A gibt es ein zy € UNV. Wir
zeigen: Das zugehorige Netz (z))aen konvergiert sowohl gegen z als auch gegen
y, was den Widerspruch liefert. Seien U, V' beliebige Umgebungen von z,y, dann
gibt es U, C U, und V,, € V, mit U, C U und V,, C V. Setze p := (U,,V,,), dann
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gilt Uy C U, und V), C V, fiir alle A > p, somit 2y € U, CU und zy € V, CV
fiir alle A > p. O

Wir kénnen den Beweis genau dann auf Folgen reduzieren, falls die Umgebungs-
basen abzihlbar sind.

Satz 7.4 Sei (X,7T) ein topologischer Raum. Fir A C X sind dquivalent:

i) A ist abgeschlossen.

ii) Sei (z))aen €in Netzin A, das gegen ein x € X konvergiert, so gilt x € A.
Ist B C X eine beliebige Teilmenge, so gilt

i) v € B genau dann, wenn es ein Netz (v\)ren in B gibt, das gegen
konvergiert.

Beweis. i)=-ii)) Angenommen, = ¢ A. Da X \ A offen ist, ist X \ A Umgebung
von z. Diese entélt aber kein z,, Widerspruch.

ii)=1) Angenommen, X \ A ist nicht offen. Dann gibt es ein z € X \ A, so
daB fiir alle Umgebungen U von z, insbesondere jene aus der Umgebungsbasis
gilt: UN A # @. Also: zu jedem U, € U, gibt es ein x) € Uy, mit x), € A. Wie
in Satz ist (xx)aea mit A = U, ein Netz in A, das gegen = konvergiert. Nach
Voraussetzung ist x € A, Widerspruch.

iii) klar fir z € B.

(=) Sei ¢ B Haufungspunkt. Dann enthilt jede Umgebung U von z, ins-
besondere jene aus der Umgebungsbasis U/, einen Punkt aus B. Wie zuvor wird
dadurch ein gegen x konvergentes Netz erklért.

(<) nach Definition des Grenzwertes enthélt jede Umgebung ein x) € B.
Damit ist  Haufungspunkt von B. O

Satz 7.5 Seien (X,7) und (Y,S) topologische Riume und v € X. Fir eine
Abbildung f: X — Y sind dquivalent:

i) f ist stetig in x.
ii) Fiir jedes Netz (x\)xen mit xx — x gilt f(x)) — f(z).
Beweis. 1)=ii) Sei V Umgebung von f(x). Da f stetig ist, gibt es eine Umgebung

U C X von z mit f(U) C V. Ist zy — x, so gibt es ein p € A mit z, € U fur alle
A > p. Damit ist f(z)) € V fiir alle A > p.

ii)=1) Angenommen, f ist nicht stetig. Dann gibt es eine Umgebung V' von
f(x), so daB fiir alle Umgebungen U von z, insbesondere jene aus der Umge-
bungsbasis U, gilt f(U) ¢ V. Also: zu jedem U, € U, gibt es ein x) € U,
mit f(x,) ¢ V. Wie in Satz ist (zx)aea mit A = U, ein Netz, das gegen x
konvergiert. Aber f(z)) ¢ V fiir alle A\, Widerspruch. O
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Somit kann man in allgemeinen topologischen Rdumen wie in metrischen ar-
beiten, wenn man Folgen durch Netze ersetzt. Es gibt aber ein paar Fallen. Im
Gegensatz zu Folgen muf3 ein konvergentes Netz nicht beschrinkt sein: Betrachte
A = R\ {0} und das Netz (z;);cp in R mit 2, = 7. Dann konvergiert (z;)eca
gegen 0, ist aber unbeschrankt.

8 Systeme von Halbnormen

In normierten Vektorrdumen wurde die Topologie iiber die Norm induziert. Wir
werden in diesem Abschnitt zeigen, dal auch eine Halbnorm oder ein System von
Halbnormen auf einem Vektorraum diesen stets zu einem topologischen Vektor-
raum machen. Die entscheidende Frage ist dann, ob diese Topologie fein genug ist,
um die Punkte zu trennen, d.h. ob der so konstruierte topologische Vektorraum
Hausdorffsch ist. Nur so wird ein brauchbarer Konvergenzbegriff erhalten.

Beispiel 8.1 Sei X ein topologischer Raum. Auf dem Vektorraum der stetigen
Funktionen C(X) betrachten wir die Familie P := {p, : = € X} der Halbnormen
p(f)=|f(z)]. Esgilt f=0 < p,(f) =0Vzr e X, sodaB das System P zu
einem sinnvollen Konvergenzbegriff fiihrt: Eine Folge (f,,) in C(X) heifit beziiglich
P konvergent gegen f € C(X), falls p,(f, — f) — 0 fiir alle x € X. Offenbar ist
das die punktweise Konvergenz der Folge (f,). <

Beispiel 8.2 Stetige Funktionen auf ganz R miissen nicht beschrénkt sein. Durch
{Pn oy mit pu(f) == supge_y . |f ()] wird ein System von Halbnormen auf C(RR)
erklart. Wieder gilt f =0 < p,(f) = 0Vn € N\ {0}, so daB ein sinnvoller
Konvergenzbegriff erhalten wird (gleichméflige Konvergenz auf Kompakta). <

Definition 8.3 Sei X ein Vektorraum iiber K und P = {p; : i € I} ein System
von Halbnormen p; : X — R auf X. Fiir x € X, p1,...,p, € P und € > 0 setze

Ux;pr, .-y pns€) ={yeX : p(z—y)<eVk=1,...,n}.
Eine (nichtleere) Teilmenge O C X heiBt offen beziiglich P (oder P-offen), falls es
zu jedem z € O ein € > 0 und py,...,p, € P gibt mit U(z;p1,...,pn,€) C O.
Ist P = {|| ||} fiir eine Norm || || auf X, so ist U(x; | ||,e) = Uc(x) genau die
e-Umgebung von X.

Satz 8.4 Sei P ein System von Halbnormen auf einem K-Vektorraum X und
T := {0 C X offen bzgl. P}. Dann ist (X,7T) ein topologischer Vektorraum.
Ferner gilt:

1) U, = {U(z;p1,. - Pny€) : €>0, n €N, p,....,p, € P} ist Unge-
bungsbasis von x € X.

i) 7 ist die grébste Topologie, in der alle p € P stetig sind.
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iii) Fin Netz (z))aen in X konvergiert genau dann in T gegen x € X, wenn
p(zy —x) — 0 fiir alle p € P.

Beweis. Zu zeigen sind zunéchst die Topologie-Axiome. Seien O,y € 7 und
x € O N0Oy # @. Dann gibt es €1,65 > 0, n,m € N und py,...,Pn,P1,- -, Dm
mit U(z;p1,...,Ppn,€1) C Oy und U(z; D1, ..., Pm, €2) C Oa. Sei € := min(ey, €3),
so folgt U(z;p1, .., Pns D1y -« - s D, €) € O1 N Oy. Die restlichen Axiome sind klar.

i) Die U(xz;p1,...,pn,€) sind selbst offen: Fir y € U(x;p1,...,0n,€)
wihle ein 0 < 0 < € — max;—1._,(pi(r — y)), dann ist nach Dreiecks-
ungleichung U(y;p1,...,pn,0) C U(x;p1,...,pn,€). Fir O € T gilt O =
Useo Uz pt, ..., Pl €;) mit geeigneten ¢, > 0, n, € N und p{,...,p; € P.
Somit ist {U, : = € X} Basis von 7, insbesondere U, Umgebungsbasis von x.

ii) folgt sofort aus der Definition der Initialtopologie, soll der Vollstéandigkeit
halber aber direkt bewiesen werden. Zunéchst iiberpriifen wir die Stetigkeit der
pi: Sei (zx)aea ein beliebiges gegen x € X konvergentes Netz in X und ¢ > 0
beliebig. Dann ist U(z;p,€) offene Umgebung von z. Somit gibt es ein pu € A,
so daB fiir alle A > p gilt ) € U(z;p,€). Damit ist p(xz)y — z) < €, und wegen
Ip(x) — p(y)| < p(x — y) konvergiert p(xy) gegen p(x), d.h. p ist stetig.

Sei 7 eine beliebige Topologie auf X, so daB alle p € P stetig sind. Dann
gilt U(x,p1,...,pn,€) = ﬂzzlpl-_l(] — o0, €[), und wegen der Stetigkeit der p; ist
U(z,p1,...,pn,€) offen in 7, d.h. T C 7, d.h. 7T ist grober als 7.

iii) Die Richtung z, — =z = p(zy — ) — 0 ist bereits in ii) ge-
zeigt. Sei umgekehrt O C X eine beliebige Umgebung von x. Dann gibt es
ein U(z;p1,...,pn€) C O. Wegen p(xy —z) — 0 fir alle p € P gibt es
Wiy -yl € A mit pi(xy, — ) < € fiir alle \; > p; und alle i = 1... n. Wihle
= max(py, ..., @,), dann ist xy € U(z;p1,...,pn,€) C O fiir alle A > p, somit
Iy — .

iv) Stetigkeit der Addition: Jede Umgebung U von x + y enthilt ein U(x +
YiDP1s- - P, €). Dann ist Uy := U(x;p1,...,pn, 5) Umgebung von z und U, :=
U(y;p1s - - - Pn» ) Umgebung von y, und nach Dreiecksungleichung gilt U, +U, C
Ulx +y;p1,- -, Pn,€) CU.

v) Stetigkeit der skalaren Multiplikation: Jede Umgebung U von Az, A € K|
enthélt ein U(Az;p1, ..., Pn,€). Sei a := max(pi(x),...,pn(x),1) und b := || +
35 > 0, dann gilt fir p € Ue (\) CKund y € U(z;p1,. .-, Pn, 55):

pi(Ar — py) < pi((A — o) + pi(pu(r —y) = A — plpi(z) + |plpi(z — y)
<A = plpi(w) + ([ = A+ [ADpi(z — )

€ € €
<. = <
<o at(g Mg =e
somit Ue (A) - U(;p1,- -, Py 5) CUAT;p1sy- ooy pnye) C UL O

Aus ii) folgt, dal zwei Halbnormensysteme P, Q genau dann die gleiche Topologie
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erzeugen, wenn alle p € P beziiglich Q stetig sind und alle ¢ € Q beziiglich P
stetig sind.

Definition 8.5 Sei X ein Vektorraum, P ein Halbnormensystem auf X und 7 die
durch P erzeugte Topologie. Ist 7 eine Hausdorff-Topologie auf X, so heiBt (X, 7)
lokalkonvexer (topologischer) Vektorraum und 7 lokalkonvexe Topologie auf X .

Beispiel 8.6 i) Sei X normierter Vektorraum, dann ist die schwache To-
pologie auf X die lokalkonvexe Topologie erzeugt durch das Halbnor-
mensystem P = {p,, : 2’ € X'}, mit p(v) = |2/(z)|. Die Hausdorft-
Eigenschaft ist in Satz gezeigt.

ii) Sei X normierter Vektorraum, dann ist die schwach-*-Topologie auf dem
Dualraum X' die lokalkonvexe Topologie erzeugt durch das Halbnor-
mensystem P = {p, : z € X}, mit p,(z') = |2/(x)|. Die Hausdorft-
Eigenschaft folgt in Analogie zu Satz .8 <

Zur Vorbereitung eines Satzes iiber Kriterien zur Hausdorff-Eigenschaft zeigen
wir:

Lemma 8.7 Sei X Vektorraum, P ein Halbnormensystem auf X und T die
durch P induzierte Topologie. Dann gilt {0} = (,cpp " ({0}), und Np = {0}
1st abgeschlossener Untervektorraum von X .

Beweis. Nach der Bemerkung vor Lemma [ gilt A = (o, (A4 V) fiir beliebige
Teilmengen A C X, insbesondere

m:ﬂ{U<07p177pn76) : €>07n€N7p17"'7pn6P}
:ﬂ{U(O;p,e) :e>0,peP}

:ﬂ (ﬂ{xGX ; p(x)<e}>

= (r'{0}).

Sind xz,y € Np und A\, € K, so ist 0 < p(Az + py) < [A|p(x) + |p|p(y) = 0 fir
alle p € P. O

Satz 8.8 Sei X ein Vektorraum, P ein Halbnormensystem auf X. Fiir die durch
P auf X erzeugte Topologie T sind dquivalent:

i) (X,7T) ist Hausdorff-Raum.
ii) p(z) =0 firallepe P < x=0.
iii) {0} ist abgeschlossen.
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Beweis. i=+i1) Angenommen, es gibt ein 0 # x € X mit p(x) = 0 fiir alle p € P.
Dann ist z € U(0,py,...,pn,€) fiirallee > 0, n € Nund py,...,p, € P, also liegt
z in jeder Umgebung von 0 und kann von 0 nicht durch offene Mengen getrennt
werden, Widerspruch.

ii)=1) Angenommen, X ist nicht Hausdorffsch. Nach Satz gibt es z,y €
X, x # y sowie ein Netz (z))rep in X mit zy — z und x, — y. Dann folgt
p(zy —x) — 0 und p(xy —y) — 0, somit p(x — y) < e fur alle € > 0. Nach
Voraussetzung ist dann x = y, Widerspruch.

ii)¢iii) Zundchst gilt i) < {0} = ,cpp '({0}). Aus Lemma folgt

i) ({0} = T0)). O

Beispiel 8.9 i) Sind X,Y normierte Vektorrdume, dann heifit die auf
L(X,Y) durch das Halbnormensystem P = {p, : 2z € X} mit
p(T) := ||T'(x)| erzeugte lokalkonvexe Topologie die starke Operator-
topologie. Ist || T(z)]| = 0, so T'(z) = 0 fur alle x € X, somit 7' = 0, und
7 trennt die Punkte. Ein Netz (T))ea in £(X,Y) konvergiert somit ge-
nau dann gegen 7' € L(X,Y), wenn T)(x) — T'(z) fiir alle z € X. Die
starke Operatortopologie ist grober als die (Operator-)Norm-Topologie.

ii) Sind X,Y normierte Vektorrdume, dann heifit die auf £(X,Y) durch
das Halbnormensystem P = {p,,, : z € X, ¢y € Y'} mit p, ,(T) :=
|y/(T'(z))| erzeugte lokalkonvexe Topologie die schwache Operatortopolo-
gie. Da Y’ die Punkte aus Y trennt, ist p, (7)) = 0 fiir alle p,,, € P
genau dann, wenn 7" = 0, somit ist die schwache Operatortopologie Haus-
dorffsch. Ein Netz (T))ea in £(X,Y") konvergiert somit genau dann ge-
gen T € L(X,Y), wenn ¢'(Th\(z)) — ¢/ (T(x)) fiir alle z € X und alle
y' € Y'. Die schwache Operatortopologie ist grober als starke Operator-
topologie und noch grober als die (Operator-)Norm-Topologie.

iii) Die Topologie der punktweisen Konvergenz auf C(X) nach Beispiel
ist eine lokalkonvexe Topologie.

iv) Die Topologie der gleichméBigen Konvergenz auf Kompakta auf C(R)
nach Beispiel ist eine lokalkonvexe Topologie.

v) Auf C*(R") definiert pg () := sup,cx [(0%z)(t)] fir K C R™ und o €
N (Multi-Index) eine Halbnorm. Dann definiert P = {px. : K C
R™ kompakt , @ € N} ein Halbnormensystem, welches C*°(R™) zu einem
lokalkonvexen Vektorraum macht.

vi) Der Schwartz-Raum S(R") ist der Vektorraum der beliebig oft differen-
zierbaren Funktionen, welche im Unendlichen schneller als jede Potenz
verschwinden. Durch das Halbnormensystem P = {p,,, : m €N, a €
N} mit pp,q(z) = sup,egn [(1 + [|£]]™)(0%)(t)] wird S(R™) zu einem
lokalkonvexen Vektorraum. <
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Bemerkung 8.10 Ahnlich wie beim Schritt von L£P(X,u) zu LP(X,u) laBt
sich eine durch ein Halbnormsystem induzierte Topologie “Hausdorffisieren”
durch Ubergang zu X = X /Np topologisiert durch das Halbnormensystem
P =1{p : peP}mit j([z]) := p(x). Denn sei n € Np beliebig, so gilt p(x+n) <
p(z) +p(n) = p(z) und p(z) = p(z +n —n) < p(x +n) + p(—n) = p(z + n),
so da8 p wohldefiniert ist. Nach Konstruktion gilt (;.5p~'({0}) = Np = {[0]},

damit ist X mit der aus P induzierten Topologie ein Hausdorfl-Raum.

9 Konvexitit

Definition 9.1 Sei X Vektorraum iiber K. Eine (nichtleere) Teilmenge A C X
heiBt

i) absolutkonvex, falls fiir alle z1,...,2, € A und A,..., )\, € K mit
Z?:l |)\z| S 1 gllt Z?:l )\zxz € A.

ii) kreisférmig, falls fir v € A und X\ € K mit |A| < 1 gilt \x € A.

Jede absolutkonvexe Menge ist konvex, nicht aber umgekehrt. Jede absolutkon-
vexe Menge enthilt 0 € X.

Lemma 9.2 Fine Teilmenge A C X ist genau dann absolutkonver, wenn sie
konvex und kreisformig ist.

Beweis. (=) ist klar, fiir die Umkehrung schreibe (es kann \; # 0 angenommen

werden) Y Nx; = >, |)\,|ﬁxl ad

In C sind die offenen oder abgeschlossenen Kreischeiben mit Mittelpunkt 0 die
einzigen absolutkonvexen Mengen.

Lemma 9.3 Ist P ein Halbnormensystem auf X, so ist jede Nullumgebung
U(0;p1,...,Dn,€) absolutkonvex.

Beweis. Sind x4, ...,z € U(0;p1,...,pp,€) und Ay, ..., A\ € K mit Zle I\ <
1, so folgt nach Dreiecksungleichung pz’(Z?:l Ajxj) < Zle |\jlpi(z;) < e fiir alle
1=1,...,n. l

Ist A absolutkonvex, so ist x + A konvex. Somit besitzt jeder Punkt z € X des
von einem Halbnormensystem P auf X erzeugten topologischen Vektorraums eine
Umgebungsbasis aus konvexen Mengen (daher der Name “lokalkonvexer Vektor-
raum”). Es gilt sogar die Umkehrung:

Satz 9.4 Sei (X,T) ein topologischer Vektorraum. Dann sind dquivalent:

i) Jedes x € X besitzt eine Umgebungsbasis aus konvexen Mengen.

ii) 0 € X besitzt Ungebungsbasis aus absolutkonvezen Mengen.
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iii) Fs gibt ein Halbnormensystem P auf X, welches T erzeugt.

Beweis. iii)=-1) ist Lemma @3

i)=-ii) Sei V konvexe Umgebung von 0. Wegen der Stetigkeit der skalaren
Multiplikation gibt es € > 0 und eine Umgebung U; von 0 mit Us := U(0) - U; =
{A : [N <€, ue U} CV.DaV konvex ist, liegt auch die konvexe Hiille

conv(Us) von Us in V', wobei

I I
conv(B) ::{Zkixi cleN, z,...,;y€B, \,..., N €]0,1], Z)\izl}
i=1 =1

fiir eine Teilmenge B C X. Da U, kreisformig ist, ist auch conv(Us) kreisférmig,
damit nach Lemma absolutkonvexe Umgebung von 0.

ii)=iii) Sei U absolutkonvexe Umgebung von 0. Durch Ubergang zu int(U)
kann U als offen angenommen werden (man zeigt, dafl mit U absolutkonvex
auch int(U) absolutkonvex ist) nehmen. Nach Lemma ist das zugehorige
Minkowski-Funktional py : X — Ry mit py(z) = inf{A >0 : { € U} sublinear,
fiir absolutkonvexes U sogar Halbnorm: Denn fiir p € K\ 0 gilt

pu(pa) =nf{A >0 : &2 cU}=inf{A>0: B e By} = |ujpy(z) .

Ist Uy eine Umgebungsbasis von 0 aus absolutkonvexen offenen Mengen, so setzen
wir P ={py : U € Up}.

Sei 7 die von P erzeugte Topologie auf X. Wir zeigen 7 = 7, genauer, daf
id : (X,7) — (X, 7) und das Inverse stetig in 0 sind (was nach Satz [ geniigt).
Sei V Umgebung von 0 beziiglich 7. Dann gibt es ¢ > 0, n € Nund Uy, ..., U, €
Uy mit U(0,py,, - - -, pu,,€) C V. Nach Lemma BT8ii) gilt U; = p;;' ([0, 1[), damit
eU; = py! ([0, €]) und U(0,pu,, - - .. pu,.€) = iy (€U;). Wegen der T-Stetigkeit
der skalaren Multiplikation ist auch €U offen, somit ist U(0, py,, ..., pu,,€) € 7.
Damit ist die Stetigkeit von id : (X,7) — (X,7) in 0 gezeigt. Umgekehrt sei
U € Uy, dann ist U = U(0, py, 1) offen in 7, somit id : (X,7) — (X, 7T) stetig in
0. O

Zur Vorbereitung der Stetigkeit von Abbildungen zwischen lokalkonvexen Vek-
torrdumen benotigen wir:

Lemma 9.5 Seit P ein Halbnormensystem auf X und q eine weitere Halbnorm
auf X. Dann sind dquivalent:
i) q ist stetig bzgl. P.

i) Es gibt ¢ > 0 und py,...,p, € P mit q(z) < cmax(p;(z),...,p.(x)) fir
alle x € X.

iii) Es gibt Ai,..., Ay > 0 und p1,...,p, € P mit q(x) < D7 Nipi(z) fir
alle x € X.
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iv) Es gibt eine beziglich P stetige Halbnorm p mit q(z) < p(x) fir alle
reX.

Beweis. i)=ii) ¢ (] — oo, 1[) ist P-offen und enthilt 0 € X, somit gibt es
U(0;p1, -, Pns€) C ¢ 1] — o0, 1]). Ist max(p;(x),...,pu(x)) = 0, so ist Az €
q (] — 0o, 1[) fiir alle A € K, was nur fiir ¢(z) = 0 mdglich ist, und ii) gibt
keine Einschrénkung an c. Sei also m, := max(p;(x),...,pn(x)) > 0. Dann ist
pz(ﬁx) <efirallei=1,...,m, somit ¢(5~z) < 1, und dann 0 < ¢(z) < %mx.

Damit ist ¢ := %

2my
unabhéngig von .

i)=iil) max(p;(z),...,pa(z)) <30 pi(x)

iii)=1iv) p:= >, \pi(x) ist P-stetige Halbnorm.

iv)=1) Sei (z))xrea ein gegen x € X konvergentes Netz in z. Dann kon-
vergiert x) — x gegen 0, somit p(xy — x) — 0. Schliefllich gilt |g(z)) — ¢(z)| <
q(zyx —z) < p(xzy —x) — 0. Damit ist ¢ stetig. O

Satz 9.6 Seien X bzw. Y lokalkonvexe Vektorrdiume, deren Topologien durch
Halbnormensysteme P bzw. Q induziert seien. Fir eine lineare Abbildung T :
X — Y sind dquivalent:

i) T ist stetig.
ii) Fir alleqe Q istgoT : X — R stetig.

iii) Fiir jedes ¢ € Q gibt es ein ¢ > 0 und py,...,pp € P mit q¢(T(z)) <
c max(p1(x),...,pp(x) fir alle x € X.

Beweis. 1)=ii) T und ¢ sind stetig, somit auch qo T

ii)iii) Offenbar ist ¢ o T Halbnorm auf X. Dann folgt die Aquivalenz aus
Lemma @5

ii)=-1) Sei (z)xrea €in gegen = konvergentes Netz in X. Dann konvergiert
q(T(xz)y — x)) gegen 0 fiir alle ¢ € Q. Nach Satz B4liii) konvergiert T'(z) — x)
gegen 0, d.h. T'(x)) konvergiert gegen T'(z). Damit ist T stetig. O

Folgerung/Definition 9.7 Sei X lokalkonvexer Vektorraum beziglich P. Ei-
ne lineare Abbildung f : X — K ist genau dann stetig, wenn es ¢ > 0 und
D1y, Pn € P gibt mit |f(x)| < ¢ max(pi(z),...,pu(x) fir alle z € X.

Der Dualraum X' von X ist der Vektorraum aller beziiglich P stetigen linearen
Abbildungen f: X — K.

Mit L(X,Y) werde der Vektorraum aller linearen stetigen Abbildungen zwi-
schen lokalkonvexen Vektorraumen X,Y bezeichnet.

Beispiel 9.8 Sei (X, || ||) normierter Vektorraum, (X,|| ||)’ sein Dualraum

beziiglich der Norm-Topologie. Dieser definiert einen lokalkonvexen Vektorraum
(X,P = {pw}), von dem wieder der Dualraum (X, P)" beziiglich der schwachen
Topologie erklart ist. Wir zeigen: (X, || ||)) = (X, P)". Jedes f € (X, P) ist erst
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recht norm-stetig, also (X, P)" C (X, || ||)’. Sei umgekehrt 2’ € (X, | ||)’, dann
ist |2'(z)| = pw(x) durch eine Halbnorm beschrénkt und damit 2’ : (X, P) — K
stetig nach Satz Also (X, ]| ||) € (X, P)". N

Beispiel 9.9 Der Dualraum (S(R"))" des Schwartz-Raumes, siehe Bei-
spiel B9vi), heifit Vektorraum der temperierten Distributionen. Diese spielen
eine grofe Rolle in der Theorie partieller Differentialgleichungen. Es sind so-
zusagen die langsam wachsenden Distributionen. Ein wichtiges Beispiel ist die
Diracsche 6-Distribution &(f) = f(¢) fir f € S(R™). Diese ist linear, und
10:(f)] < poo(f) = sup,epn | f(t)], d.h. 0, ist stetig. q

Satz 9.10 (Hahn-Banach VI: Fortsetzungssatz fiir lokalkonvexe VR)
Sei X lokalkonvexer Vektorraum und U C X ein Untervektorraum. Dann gilt:
Zu jedem linearen stetigen Funktional f : U — K gibt es eine Fortsetzung zu
einem linearen stetigen Funktional F': X — K mit F’U = f.

Beweis. Der Untervektorraum U tréagt die Relativtopologie gegeben durch Ein-
schrankung der Halbnormen p € P auf U. Sei zundchst K = R. Da f ste-
tig ist, gibt es nach Satz @@ ein ¢ > 0 und Halbnormen pq,...,p, € P
mit f(u) < |f(u)] < emax(pi(u),...,pp(u)) fiir alle v € U. Dann definiert
p(z) := cmax(p1(x),...,pn(x)) eine sublineare Abbildung p : X — R, so daf} es
nach dem Satz von Hahn-Banach fiir reelle Vektorrdume eine lineare Fortset-
zung F : X — R gibt mit F‘U = fund F(x) < p(x) fir alle x € X. Wegen
plw) = p(—2) gilt —F(z) = F(~a) < p(a), also |[F(2)] < cmax(p(a), . ., pa(z))
fiir alle x € X. Damit ist F' stetig. Die iibliche Diskussion beweist dann den Fall
K=C. O

Der Trennungssatz (Theorem BIT) von Hahn-Banach iibertriagt sich wortlich auf
lokalkonvexe Vektorrdume, da nur die Eigenschaften des Minkowski-Funktionals
py eingehen. Die Stetigkeit der so konstruierten py ergibt sich wie folgt: Da U
offene Umgebung von 0 ist, gibt es U(0;py, ..., pn,€) C U. Sei x € X beliebig. Ist
max(p1(x),...,pa(x)) > 0, so ist 3 L 5 € U(0;p1y---,Dny€) C U und

2 max(p1(z),...,pn(x
damit py(z) < 2 max(pi (), ..., pa(x)) stetig. Fiir max(pi(x),...,pn(x)) = 0 ist
Az € U(0;p1,...,pn,€) C U fiir alle A > 0 und dann 0 < py(Az) = A\py(z) < 1,
somit auch py(xz) = 0. Damit ist Py stetig. Wir konnen dann zeigen:

Theorem 9.11 (Hahn-Banach VII: Trennungssatz fiir lokalkonvexe VR)
Sei (X, P) lokalkonvezer Vektorraum, V. C X konveze abgeschlossene Teilmen-

ge und x € X \ V. Dann gibt es ein ' € (X,P) und ein 6 > 0 mit

Red'(z) +§ < Rea/(v) fir allev € V.

Beweis. Da X \ V offene Umgebung von z, gibt es € > 0 und py,...,p, € P
mit U(z;p1,...,pn,€) NV = &. In den Bezeichnungen von Theorem BIT ist
Vi:=U(z;p1,...,pn,€) und Vo := V. Sei vy € V beliebig, dann ist U := V; —V, —
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(x —vg) =U(0;p1,...,pn,€) — (V —1p) eine offene konvexe Umgebung von 0 mit
U(0;p1,...,0n,€) C U. Das (nach der lokalkonvexen Version von Theorem BI7
existierende) lineare stetige Funktional Re 2’ mit

Re'(z) + Rex'(u) < Rez'(v)  fiir alle w € U(0;p1,...,pn,€) und v € V

ist nach Konstruktion eine Fortsetzung des Funktionals ¢’ auf R(x — vg) gegeben
durch ' (Mwvo — 1)) = Apu(vo — ). Wegen py(vg —x) > 1ist &’ (A(vg —x)) # 0 fiir
alle A # 0. Dann ist auch p;(vg — z) # 0 fiir mindestens ein i € {1,...,n},
denn ansonsten wire vg — x € U(0;p1,...,pn,€) im Widerspruch zu V N
U(x;p1,...,Pn,€) = . Somit ist u := (vo—z) e U(0;p1, ..., Pn,€)

£ max(p1(vo—1),....pn(v0—7))
mit 2’ (u) = %max(pl(v{’)’ig’iign(m_x)) # 0. Da U(0;p1,...,pn,€) kreisformig ist, ist

0 1= SUD et (0;p1,...pme) R T (1) > 0, woraus die Behauptung folgt. O

Folgerung 9.12 Der Dualraum (X, P)" eines lokalkonvexen Vektorraums (X, P)
trennt die Punkte, d.h. zu x,y € X mit x # y gibt es ein ' € (X, P) mit

o' (x) # ' (y).

Beweis. Ein lokalkonvexer Vektorraum ist nach Definition Hausdorffsch, somit ist
V :={y} nach Satz abgeschlossen und trivialerweise konvex. Die Behauptung
folgt dann aus Theorem B.TT1 O

10 Der Satz von Stone-Weierstrafl

Der Approximationssatz von Stone-Weierstraf} ist unverzichtbares Hilfsmittel bei
vielen Betrachtungen iiber stetige Funktionen. Fiir den Beweis bendtigen wir ein
Theorem von eigenem Interesse: den Satz von Krein-Milman iiber Extrempunkte
in kompakten konvexen Mengen. Wir geben dann einen operatoralgebraischen
Beweis des Satzes von Stone-Weierstrafl. Es gibt einen alternativen mafitheoreti-
schen Beweis iiber den Rieszschen Darstellungssatz, siche [Werner]. Dieser besagt,
daB der Dualraum von C(K), K konpakter Hausdorff-Raum, gegeben ist durch
den Raum der signierten bzw. komplexen reguléren Borel-Mafe.

Definition 10.1 Sei X ein Vektorrraum und K C X konvex. Eine Teilmenge F' C
K heiBt Seite, falls F' konvex ist und aus £422 € [ fiir 21, x5 € K folgt 1,25 € F.
Eine Seite von K, die nur aus einem Punkt besteht, heiBt Extrempunkt von K. Mit
ex(K') werde die Menge der Extrempunkte von K bezeichnet.

Beispiel 10.2 i) In normierten Vektorrdumen gilt ex(Byx) C Sx, denn
fir z ¢ {Sx,0} ist x = %ﬁ + 2 (2z — ”‘;—”) Konvexkombination von
Punkten By 3 7, (2x — ﬁ) # x, ebenso 0 = 1z + (—x) fiir beliebige
0 # S Bx.

i) Ist (X, || ||) gleichm&Big konvex, so gilt ex(Bx) = Sx, denn aus z,y € By
mit [|3(z + y)|| = 1 folgt z =y € Sx.
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iii) Fir X = (co, || |oo) (Vektorraum der Nullfolgen) besitzt Bx keine Ex-
trempunkte. Denn fiir einen solchen Extrempunkt x = (z,,) € ¢y gébe es
ein k € N mit |z < %, so daf} = =+ %ek € B, fiir (ex)n := dpr. Dann folgt
= 1(x+ ser) + 2z — Sex).

Die Beispiele zeigen, dal Extrempunkte selten sein konnen. Kompakte konve-
xe Teilmengen K besitzen jedoch immer Extrempunkte, und ihre Konvexkom-
binationen spannen sogar K auf. Erinnert sei an die Bezeichnung conv(A) :=

{Eizl)\i‘rl : ZGN, IL‘l,...,ZL'lEA, )\1,...,)\16[0,1], Zi:l)‘lzl}

Theorem 10.3 (Krein-Milman) Sei (X,P) lokalkonvezer Vektorraum, K C
X nichtleer, konvex und kompakt (in der lokalkonvexen Topologie). Dann gilt:

i) ex(K) # @.
ii) conv(ex(K)) = K (Abschluff in der lokalkonvexen Topologie).

Beweis. 1) Sei F die Menge aller abgeschlossenen Seiten F' C K. Insbesondere ist
K selbst eine abgeschlossene Seite (kompakte Teilmengen in Hausdorff-Réumen
sind immer abgeschlossen), somit F # &. Eine Seite F; C F' einer Seite F' C K
ist auch Seite von K. Somit definiert C eine Ordnung (sieche Definition BJl) auf
F: Wir sagen I} < F; falls Fy C Fy. Sei {F; : i € I} eine beliebige Kette
in F. Dann ist der Durchschnitt endlich vieler F; nichtleer. Nach der endlichen
Durchschnittseigenschaft von K ist dann auch (., F; # @, somit gibt es eine
obere Schranke f € (,.; F; mit f; < f fiir alle i € /. Nach dem Lemma von
Zorn gibt es ein maximales Element F}, in F.

Wir zeigen, dafi F;, Extrempunkt ist. Angenommen, es gibt =,y € F), mit
x # y. Nach Folgerung 012 aus dem Trennungssatz von Hahn-Banach gibt es ein
2" € (X, P)" mit Rex'(z) < Rea'(y). Sei s := sup,cp, (Rez'(y)). Da F,, kompakt
ist als abgeschlossene Teilmenge von K, nimmt die stetige reellwertige Funktion
Rex’ das Supremum an, d.h. Fy := {y € F,,, : Rea/(y) = s} # @. Als Urbild
von {s} unter Rea’ ist Fy abgeschlossen, und aus Rea/(X32) = s fiir y1,y, € F,
folgt y1,ys € F,. Damit ist F; C F,, abgeschlossene Seite, d.h. F,, < F. Aber es
gibt x € F,, \ Fs, d.h. Fy # F,, im Widerspruch zur Maximalitdt von F},. Somit
ist Fyy, = {ym} € ex(K) Extrempunkt.

ii) Sei K := conv(ex(K)), also abgeschlossene konvexe Teilmenge von K,
somit kompakt und nach i) nichtleer. Angenommen, K; # K. Dann gibt es ein
x € K\ K; und nach dem Trennungssatz (Theorem BLTT]) von Hahn-Banach ein
(—2') € (X,P) und 6 > 0 mit Re(—2'(x)) +6 < Re(—2'(y)) fiir alle y € Kj,
also Re2'(y) < Rea'(z) — 0. Sei s := sup,cx Rea'(y), dann ist F, = {y €
K : Rex'(y) = s} wieder abgeschlossene, nichtleere Seite von K, insbesondere
konvex und kompakt, so daf§ ' nach i) einen Extrempunkt ys besitzt. Dann ist
ys auch Extrempunkt von K, somit y, € K. Einerseits war Rez/(ys) = s wegen
ys € Fs, andererseits

s =Rez'(ys) <Rer'(z) —0<s—19,
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Widerspruch. Somit K; = K. O

Sei nun K ein kompakter Hausdoff-Raum. Wir erarbeiten uns grundlegende
Eigenschaften des Banach-Raums (C(K), || ||) unter Verwendung von “besonde-
ren” Elementen seines Dualraums (C(K), || ||).

Eine Algebra A iiber K ist gleichzeitig ein Ring und ein K-Vektorraum, so
daf beide Strukturen vertriglich sind. Insbesondere ist C(K') eine Algebra.

Definition 10.4 Sei A eine Algebra. Eine Untervektorraum 7 C A heiBt Linksideal
bzw. Rechtsideal, falls ab C J bzw. ba C J fir alle a € Aund b € J. Ist
A kommutativ (wie z.B. C(K)), so fallen Links- und Rechtsideale zusammen, wir
sprechen dann kurz von Idealen.

Ein Ideal J heiBt echtes Ideal, falls 7 # A und J # {0}. Ein Ideal M von A
heiBt maximales Ideal, falls fiir jedes echte Ideal 7 von A mit M C J gilt M = 7.

Definition 10.5 Eine Funktion f € C(K) heiBt positiv, geschrieben f > 0, falls
f(t) > 0 fiir alle t € K. Mit C; (K) werde die Menge der positiven stetigen Funk-
tionen bezeichnet. Dann wird auf C(K') eine Ordnung < erklart durch f < g falls

9— [ €CL(K).
Ein lineares stetiges Funktional p € (C(K))" heiBt

i) hermitesch, falls p(f) = p(f) fiir alle f € C(K).
ii) positiv, falls p(f) > 0 fiir alle f > 0; wir schreiben dann p > 0.

i) Zustand, falls p > 0 und p(1) = 1. Dabei ist 1 die konstante Funktion
1(t) = 1.

iv) multiplikativ, falls p(fg) = p(f)p(g) fir alle f,g € C(K).
Ist p hermitesch, f reell, so ist auch p(f) reell.

Lemma 10.6 i) Jedes positive lineare stetige Funktional ist hermitesch.

ii) Jedes positive lineare stetige Funktional p auf C(K) erfillt die Unglei-
chung von Cauchy-Schwarz

o(F)|* < p(If12)0(lg®)  fiir alle f,g € C(X) .

iii) Fiir jeden Zustand w gilt [|w]|| = 1.
iv) Fiir jedes positive lineare stetige Funktional p gilt ||p|| = p(1).

Beweis. 1) Sei p positiv, dann p(|f + A1%) = p(|f]?) + [A*p(1) + Xo(f) + Ap(f)
reell fiir alle A € K. Somit Ap(f) + Ap(f) = A(p(f) — p(f)) + 2Re(Ap(f)) reell
fiir alle A und deshalb p(f) — p(f).

ii) Fiir beliebige A € K gilt unter Verwendung von i)

0 < p(If +Agl*) = p(IF1%) + [APp(lgl*) + 2Re(Ao(fg)) -
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_pUf?)

p(f9) Zum

Ist p(|g|?) = 0, so muB auch p(fg) = 0 gelten, da ansonsten \ :=
Widerspruch fiihrt. Ist p(|g|*) # 0, so setze \ := I

p(f9)
R)

o G leFe)l
<P+ g~ 2 pleP)

iii) Sei f € C(K) reellwertig, dann gilt —||f||l < f < || f|lol. Anwen-
dung von w erhilt die Ordnung, also —|f]leew(1l) < w(f) < [|fllow(1), also
lw(f)] < || flloo, und dann |lw| < 1. Umgekehrt ist w(1) = 1, deshalb [|w| = 1.
I komplexen Fall gilt [w(F1)? < w(1P)w(f?) < |1/ < |fIE. nach ii).

iv) Ist p positiv mit p(1) = 0, dann ist p = 0 auf allen positiven Funktionen
f wegen 0 < f < ||flleol. Jede stetige Funktion ist Linearkombination von 4
positiven stetigen Funktionen, somit p = 0. Ansonsten ist w := ﬁ Zustand und
damit [}p]) = p(1). .

Lemma 10.7 Jedes hermitesche lineare stetige Funktional p besitzt eine eindeu-
tige Zerlegung p = p+ — p— in positive lineare stetige Funktionale py,p— > 0 mit

ol = oI+ llo-1l-

Beweis. 1) Wir nehmen die Existenz solcher Funktionale an und beweisen die
Eindeutigkeit.

Nach Definition des Supremums gibt es zu jedem n € N\ {0} eine reellwertige
Funktion g € Bek) mit

ol =+ < p(g) = pi9a) ~ p-(02) < o]

Wegen ||pll = p4(1) + p—(1) = [lp+|l + [lp-| folgt po(1 —gn) < & — p—(1 + gn).
Wegen 1+g > 0 fo lgt limy, . p1(9n) = p+(1) = [lp+| und hmnﬁoop (gn) =
—p-(1) = —|lp-II.

Wir zerlegen ¢, = ¢gny — gn- mit g,. = max(0,g,) > 0 und g, =
max(—gp,0) > 0. Insbesondere sind g, , g, stetig. Dann ist

p(1 = gt + gn) = p+(1 — gnt) + pi(gn-) = 0,

n—>c>o n—oo

woraus wegen der Positivitat pi(gn+) — ||p+] und p4(g-) — 0 folgt. Analog
ergibt sich p_(gns) — 0. Ist f € Co(X), so folgt mit 1 — g,, > 0 und Cauchy-
Schwarz

0 < lpe((1 = gu) NI = |+ (V1 = g - \/1—9n+f))!2

< (V1= gus?) - p (W1 = gus fIP) =

also py (g f) == po(f). Analog folgt p_(gn.f) "= 0 und deshalb
pr(f) = lm p(gns f) <sup{p(fr) - O<fi<f, heCE)}. (%)
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Ist umgekehrt f; € C(X) mit 0 < f; < f, so gilt p(f1) < p+(f1) < p(f) und
damit sup{p(f1) : 0 < f1 < f} < pi(f), so daBl mit (x) folgt:

p+(f) =sup{p(fi) : 0<fi<f, fr eC(K)}, (**)
p—(f)=sup{—p(f2) : 0< o< [, foeC(K)}.
Damit sind p,, p_ auf C; (K) eindeutig bestimmt. Sie werden fiir die (eindeutige)
Zerlegung einer Funktion f = (Re f)y — (Ref)- +i(Im f); —i(Im f)_ € C(K
eindeutig fortgesetzt 7u py (f) = py((Re f)5) — pi (Re £)) + ipy (Im f)) —
ipy((Im f)_), analog fiir p_.
ii) Existenz: Zu zeigen ist, dafi die nach (**) definierten p,,p_ wirklich
positive lineare stetige Funktionale sind. Zunéchst zur Linearitét. Hier geniigt es,
die Additivitdt auf positiven Funktionen 0 < f, g zu zeigen. Seien 0 < f; < f

und 0 < ¢g; < g Approximationen mit |p4 (f) —p(f1)| < e und |p4(g9) — p(g1)] < €,
dann ist

p(f1) +p(g1) = p(f1 + 91) < <0</§u<%+ p(m)) =ps(f+9),

und fir € — 0 entsteht

p(f) +p(g9) < pi(f+9). (1)

Sei nun eine stetige positive Funktion 0 < h < f 4 g gegeben mit |p(h) —
p+(f + g)| < e. Dann 148t sich h zerlegenﬂ in h=~hy+hy,mit 0 <hy < fund
0 < hy < g. Dann ist

plh) = p(hn) + plho) < ( sup p(fi)+ sup plgr)) = pi(F) + po)

0<f1<f 0<g1<g

Fiir ¢ — 0 folgt
p+(f+9) < pe(f) +p+(9) - (1)

Damit ist p,, und analog p_, linear.
Die Relation p = p; — p_ ergibt sich aus der Definition (**):

—p-(f)=inf{p(f2) : 0< f2<f, fo€C(K)}
=inf{p(f—fi) : 0< i < f, fLreC(K)}=p(f) —p+(f)-
Die Relation ||p|| < [|p+]| + ||p-|| ist klar. Umgekehrt ist

Lo+l + NIl = p(1) 4+ p-(1)
= sup p(f1) = inf p(f2),

0<f1<1 0<f2<1

L Setze hy = min(h, f) > 0 und he = h — hy > 0. Dann sind hq, ho stetig. Angenommen,
es gilt nicht: hy < g. Dann gibt es ein t € K mit 0 < g(p) < ha(p) = h(p) — min(h(p), f(p)),

also min(h(p), f(p)) < h(p) und damit min(h(p), f(p)) = f(p). Es folgt f(p) + g(p) < h(p),
Widerspruch. Also hy < g.
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d.h. fiir beliebige € > 0 gibt es 0 < f1, fo < 1 mit p, (1) + p_(1) < p(f1 — f2) +

e. Aber p(fi — f2) < [lplllfs = folle < [lpll und damit pi(1) + p-(1) < [p].
Insbesondere sind py, p_ beschréinkt. U

Satz 10.8 Sei K kompakter Hausdorff-Raum (der nicht nur aus einem Punkt
besteht) und p € (C(K))" multiplikativ und nicht identisch 0. Dann gibt es einen
Punkt t € K mit p(f) = f(t) fir alle f € C(K).

Beweis. Es sei M = {f € C(K) : p(f) = 0}. Als Urbild von {0} unter p ist
M abgeschlossen. Fiir f € M ist p(|f|*>) = p(f)p(f) = 0 und dann p(fg) = 0
fir alle g € C(K') nach Cauchy-Schwarz. Somit ist M ein Ideal von C(K'). Wegen
p # 0 ist es von C(X) verschieden. Damit ist 1 ¢ M, so daB 0 # p(1) = p(1?) =
p(1)p(1) und damit p(1) = 1. AuBerdem ist M # {0}, denn ansonsten gébe es
eine nichtkonstante stetige Funktion f € C(K) mit p(f) # 0, und damit folgt
0#1—-L- € M. Somit ist M echtes Ideal von C(K).

p(f)
Wir zeigen, dafl M maximales Ideal ist. Angenommen, M C 7 fiir ein echtes

Ideal 7, und es gibt ein g € J \ M. Dann ist p(g) # 0, und fir h := @ € C(K)
gilt p(g)p(h) =1 = p(&5). Aber & € J und 1 — -5 € M C J, also auch
1=1- ﬁ + ﬁ € J und dann J = C(K), d.h. J wire kein echtes Ideal.

Die Menge aller Funktionen, die in einem Punkt ¢t € K verschwinden, bilden
ein maximales Ideal M;: Denn setze p;(¢g) := ¢(t), dann ist p, multiplikativ, nicht
identisch 0 wegen p;(1) # 0 und M, := {f € C(K) : p(f) = 0} nach obiger
Diskussion maximales Ideal.

Wir zeigen, daf§ jedes maximale Ideal M ein solches M, ist. Angenommen,
M ist verschieden von allen M;, insbesondere in keinem M; enthalten. Dann
gibt es zu jedem ¢ € K eine stetige Funktion f; € M mit f;(t) # 0. Wegen der
Stetigkeit von f; gibt zu jedem t sogar eine offene Umgebung U; C K mit ¢t € U,
und f;(y;) # 0 fiir alle y; € U;. Da K kompakt ist (die Kompaktheit geht genau
hier entscheidend ein!), wird K durch endlich viele dieser U; iiberdeckt, d.h. es
gibt Punkte t1,...,t,, mit

m

i=1

Nach Konstruktion ist f(¢) # 0 fiir alle ¢ € K. Somit ist die Funktion % stetig,
und es folgt 1 = f - % € M, Widerspruch. O

Theorem 10.9 (Stone-Weierstrafl) Es sei K ein kompakter Hausdorff-Raum
und A eine Unteralgebra von C(K) mit

i) 1e A
ii) A trennt die Punkte von K, d.h. firt,s € K mitt # s gibt es ein g € A
mit g(t) # g(s).
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iii) Mit g € A ist auch g € A.
Dann ist A dicht in C(K) beziglich der Supremums-Norm || ||.

Bemerkung: In ii) geht ein, da§ K" Hausdorfl-Raum sein mufi.

Beweis. Angenommen, A # C(K) (AbschluB in || ||o). Nach der Folgerung BT
aus Hahn-Banach gibt es ein 0 # p € (C(K))" mit p(g) = 0 fiir alle g € A. Sei

p*(f) = p(f), mit f € C(K), dann sind p; := 3(p + p*) und p_ = 5(p — p*)

hermitesch und verschwinden nicht beide, so dafl wir p(f) = p(f) annehmen
konnen (hier geht iii) ein!). Sei

B:={pe ) : ol <2, p[;=0,p(f)=p()}.

Dann ist B konvex (klar) und abgeschlossen in der schwach-*-Topologie auf
(C(K)) als B = ﬂpf p}l({()}), mit p,(p) = |p(g)| fiir g € A. AuBerdem ist B
enthalten im Ball in (C(K))’ vom Radius 2, welcher nach dem Satz von Banach-
Alaoglu (Theorem ELT3) schwach-*-kompakt ist. Somit ist auch B schwach-*-
kompakt, und nach dem Satz von Krein-Milman (Theorem [3)) gibt es einen
Extrempunkt n € B. Insbesondere ist ||n|| = 2.

Nach Lemma[[(.7 gibt es eine eindeutige Zerlegung n = n, —n_ mit ny,n_ >0
und 2 = ||n|| = [|n+]] + ||n-|- Wegen 1 € A nach i) ist

0= (1) = n(1) = (1) = | = -]

(siche Lemma [[L6), also 14 (1) = 1 =n_(1), d.h. ny,n_ sind Zusténde von C(K).
Wir werden zeigen, daBl es 1, n_ multiplikativ sind. Dann gibt es nach Satz
Punkte t,,t € K mit nL(f) = f(t4) fiir alle f € C(K). Es folgt t; #t_, denn
ansonsten wire (ny —n_)(f) = n(f) = 0 fir alle f € C(K) im Widerspruch zu
7]l = 2. Dann ist aber n(g) = (n+ —n-)(9) = g(t+) — g(t-) = 0 fiir alle g € A,
im Widerspruch zu ii). Somit folgt A = C(K).

Wir haben also zu zeigen: 0, (fh) = n.(f)n.(h) fir alle f,h € C(K), und
analog fiir n_. Wir zeigen zunéchst, dafl die Einschréinkung 7, } i multiplikativ ist.
Wegen der Linearitit von g, — 14 (gg1) geniigt der Nachweis fiir reelle Elemente
von A. Durch Verschiebung und Skalierung h := % € A geniigt es zu
zeigen: 0, (gh) = 04 (g)ny(h) fiir alle g,h € A mit 0 < h < 1. Wir diskutieren
drei Falle:

o Sei 0 =7y (h) = ny(|VA[*). Dann folgt 1 (gh) = ny(gvh - Vh) = 0 fiir
alle g € A nach Cauchy-Schwarz, d.h. n, (gh) = n(g)n.(h).

e Sei 1 = ny(h), dann ist 7, (|v/1—h[*) = 0, somit n,(g(1 — h)) =
ny(gvV/1—h-+/1—h) = 0 fiir alle ¢ € A nach Cauchy-Schwarz, d.h.
n+(gh) = 11(g)n+(h).
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e Verbleibt 0 < 7, (k) := A < 1. Dann ist auch _(h) = \. Fiir g € A setze

1+ (gh) n-(gh)

m+(g) == N m-(g) == N m="n+ —"M-;
n+((1 —h)g n-((1—h)g
i (9) = A?A)) . p-(g) = (ng)) , T = Ty = T

Nach Konstruktion sind 7y4,71-, 72+, 12— positive lineare Funktionale,
sogar Zustinde. Da A Unteralgebra ist, verschwinden 1y, 7, identisch auf
A. Weiter gilt ||n]], [|72]] < 2, insgesamt also 71,7, € B. Andererseits
gilt n = Any + (1 — A)n, da aber n Extrempunkt war, folgt n = n; = .
Dann ist aber n = nyy — - und 2 = ||n]| = ||m4 || + [|[m—||, und aus der

Eindeutigkeit der Zerlegung folgt 7, = n4, also 7, (h) = Y% dh. n,,

und analog 7_, ist multiplikativ auf A.

Sei J :={h € C(K) : ny(|h]*) =0} C C(K). Fiir h € J und f € C(K)
ist ny (| fR|?) = ne(h-h|f|*) = 0 nach Cauchy-Schwarz, somit J ein Ideal, wie in
Satz echtes Ideal von C(K). Analog ist J N A ein echtes Ideal von A. Da 7,
auf A multiplikativ ist, folgt wie in Satz LY, daf daB J N .4 maximales Ideal
von A ist. Nach dem Lemma von Zorn ist J in einem maximalen Ideal von C(K)
enthalten, und nach Satz ist es ein M; D J fiir t € K. Dann ist M; N A ein
Ideal von A, welches 7 N.A enthilt. Da letzteres maximal ist, gilt MNA = JNA
und somit 74 (g) = g(t) fiir alle g € A. Da A die Punkte trennt, kann es nur ein
t =t, € K mit dieser Eigenschaft geben.

Bezeichnet p; das Auswertungsfunktional p;(f) = f(t,), so haben wir gezeigt,
daB (ny—p¢) ‘f\ = 0 ist. Damit folgt aber noch nicht n, = p; auf ganz C(K). Dieses
Ziel erreichen wir erst im néchsten Schritt.

Bezeichne S die Menge aller Zusténde auf C(K) und

W={wes : (w—nJr)}j:O}

die Teilmenge jeder Zustiinde, die auf A mit 7, iibereinstimmen. Wie zuvor B
ist W konvex und schwach-*-abgeschlossen in B¢ k), damit schwach-*-kompakt.
Nach dem Satz von Krein-Milman hat W einen Extrempunkt 7 € W C §. Wir
zeigen nun, dafl 7 sogar Extrempunkt von S ist. Angenommen, es gibt Zustédnde
wi,wy € S mit 7 = $(wy + ws). Dann ist $(wy 4+ w2)(g) = n4(g) fiir alle g € A.
Aus der Positivitat folgt 0 < %wl}j,%wjj < 77+}g> damit w;(|h]?) = 0 und
wo(|h|?) = 0 fiir alle h € J N A, und dann w;(h) = wy(h) = 0 nach Cauchy-
Schwarz. Das bedeutet aber w;,w, € W, denn g — n.(9)1 € J N A (da 7,
multiplikativ) fiir alle ¢ € A und folglich w;(g) = 1n.(9) = wa(g). Da aber 7
Extrempunkt von W war, folgt 7 = w; = ws € §. d.h. 7 ist sogar Extrempunkt
von S. Nach dem folgenden Satz [Tl ist dann 7 multiplikativ, somit gegeben als
Auswertung im selben Punkt ¢, € K, so dafi 7 = p; der einzige Extrempunkt von
W ist. Nach dem Satz von Krein-Milman (Theorem [[3ii)) ist W die konvexe
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Hiille der Extrempunkte, somit W = {p;} = {p:}, und wegen n, € W folgt
T+ = Pt O

Definition 10.10 Ein Extrempunkt der Menge S der Zustdnde auf C(K) heiBt
reiner Zustand.

Satz 10.11 Sei K kompakter Hausdorff-Raum. Ein positives lineares stetiges
Funktional w auf C(K) ist genau dann reiner Zustand, wenn es multiplikativ
15t.

Beweis. Sei w reiner Zustand und f,h € C(K) mit 0 < f < 1. Definiere ein
positives lineares stetiges Funktional p durch p(h) := w(fh). Somit 0 < p(1) < 1.
Wir zeigen p = Aw fiir ein A € [0, 1]:

i) Ware p(1) =0, dann p = 0 nach Lemma [8iv).
ii) Wiare p(1) =1 =w(1), dann folgt p = w nach Lemma [0.@iv).

iii) Sei 0 < A := p(1) < 1, dann definiere p; := £ und py := ¥=%. Dann sind
p1, P2 Zustédnde mit p = Ap; + (1 — N)ps. Da w reiner Zustand ist, folgt
w=p; und p = I\w.

Sei nun w(h) = 0, dann gilt fiir beliebige f € C(K) mit 0 < f < 1 die Relation
w(fh) = p(h) = Aw(h) = 0. Da jede stetige Funktion Linearkoombination von 4
stetigen Funktionen 0 < f; <1 ist, ist M =kerw = {h € C(K) : w(h) =0} ein
Ideal von C(K'). Wie in Satz ergibt sich, dafl es maximal ist, somit ist w = p;
das Auswertungsfunktional (wieder nach Satz [[[LY), und dieses ist multiplikativ.

Ist umgekehrt w # 0 multiplikativ, dann Auswertungsfunktional nach
Satz und damit automatisch Zustand. Angenommen, w = $p; + 3po, fiir
Zusténde py, ps. Dann ist 0 < 1p1, 2p, < w. ist h € kerw, dann (wie zuvor) auch

p1(h) = 0 = pa(h), somit 0 = py(f —w(f)1) = pi(f) — w(f) = pa(f) — w(f).

Damit ist w reiner Zustand. ]

Folgerung 10.12 Ist K kompakter metrischer Raum, dann ist C(K) Norm-
separabel.

Beweis. Unter diesen Voraussetzungen gibt es eine abzihlbare dichte Menge von
Punkten {t,} in K. Setze f,(t) := d(t,tx). Dann ist f, stetig und trennt die
Punkte. Sei A die Algebra erzeugt von {f,}, d.h. die Menge der Polynome in
fn. dann erfiillt A die Voraussetzungen des Satzes von Stone-Weierstraf, ist also
dicht in C(K). O

11 Metrisierbarkeit und Vollstandigkeit

Wir kldaren nun die Frage, wann eine lokalkonvexe Topologie durch eine Metrik
induziert wird. Ist das der Fall, so ist naheliegend zu fragen, ob der lokalkonvexe
Vektorraum vollsténdig ist.
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Satz 11.1 Sei (X,7) lokalkonvezer Vektorraum. Dann sind dquivalent:

i) (X,7) ist metrisierbar, d.h. es gibt eine Metrik d auf X, welche T er-
zeugt.

i) 0 € X besitzt eine abzdihlbare Umgebungsbasis.

iii) Fs gibt ein abzihlbares Halbnormensystem P = {p, : n € N}, welches
T erzeugt.

Beweis. i)=>ii) ist klar: Wihle die (e = +)-Umgebungen.
ii)=-iii) Sei {V,, }nen abzihlbare Umgebungsbasis von 0. Jedes V,, enthilt eine

absolutkonvexe Umgebung U, C V,, von 0. Wihle fiir P die zugehérige Menge
der Minkowski-Funktionale.

o 1 N o
iii)=-1) Setze d(z,y) := Z ﬁ% Die Reihe konvergiert, und d ist
n=0 "

eine Metrik: Ist d(z,y) = 0, dann p,(x —y) = 0 fiir alle n, und dann x = y aus

der Hausdorfl-Eigenschaft. Sind a, b, ¢ > 0 mit ¢ < a+0b, so folgt 17, < 71+ l%:b

Dann liefert a := p,(z —y), b = p,(y — 2), ¢ = py(x — 2) die Dreiecksungleichung
fiir d.

Wir zeigen, dafi die Topologien von (X,d) und (X,P) identisch sind.
Sei (x))xen konvergent gegen x beziiglich d, d.h. d(z),z) — 0. Dann folgt

715:’;)5”(;:2) — 0 fiir alle n, and damit p,(z)) — pa(z), d.h. (x)\)rea konvergiert ge-

gen x beziiglich P. Ist umgekehrt (z))\ea konvergent gegen z beziiglich P, dann
gibt es zu € > 0 ein N € N mit > 7 - < £. Wihle fiir allen € {0,1,...,N}

n=N+1 2n
ein pu, € A mit p,(xy —x) < § fiir alle A > y1,,. Wihle dann ein p > p,, fiir alle

n€{0,1,...,N}. Es folgt

1 pa(z—y) — 1 pulz—y)
(@2, 2) ;2"1+pn(x—y) HZN:H 2" 14 pu(z — y)

A A |
<Z%1+Z%1§67
n=0 n=N+1

d.h. Konvergenz beziiglich d von (z))xea gegen x. O

Definition 11.2 Ein metrisierbarer lokalkonvexer Vektorraum X, der beziiglich ei-
ner translations-invarianten Metrik vollstandig ist, heiBt Fréchet-Raum.

Bemerkung 11.3 Es ldf}t sich zeigen, dafl diese Definition unabhéngig von der
Wahl einer translations-invarianten Metrik ist. Insbesondere kann die aus dem
Halbnormensystem gewonnene Metrik genutzt werden.

Folgendes Kriterium ist niitzlich zur Uberpriifung der Vollstandigkeit:
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Lemma 11.4 Sei X ein lokalkonvexer Vektorraum mit abzdhlbarem Halbnor-
mensystem P = {p, : n € N} und d die induzierte Metrik nach Satz[[I1. Dann
sind fiir eine Folge (Tg)ken dquivalent:

i) (zx)ken ist Cauchy-Folge beziglich d.
i) (zg)ken ist Cauchy-Folge beziiglich P in folgendem Sinn: Fir alle p, €

P und € > 0 gibt es ein (von p, und € abhingiges) N € N, so daf
pnlxp — ) < € fiir alle k,1 > N.

Beweis. Analog zu Satz [Tl

Beispiel 11.5 C(R) versechen mit dem Halbnormensystem p,(f) =
SUDye[—nn [f(t)] ist Fréchet-Raum. Sei (fi)ren Cauchy-Folge und ¢ € R
beliebig. Wéhle ein n > [t|. Dann ist |fx(t) — fi(t)| < pu(fx — fi) < € fiir alle
k,l > N, so daB (fx(t))gen in K konvergiert. Definiere eine Funktion f: R — K
durch f(t) := limy_ . fx(t). Dann konvergiert (fi)ren auf [—n,n] gleichméBig
gegen f, also ist f auf [—n,n| stetig. Dann ist aber f € C(R), und (fx)ren
konvergiert gleichméfig gegen f auf jedem Intervall [—n,n]. Damit ist (C(R), P)
Fréchet-Raum. <

Beispiel 11.6 Ohne Beweis erwdhnen wir:
i) C*(R) ist Fréchet-Raum beziiglich P = {ppm : n,m € N : p,.(f) =
SUD; e | (1)]}
ii) S(R™) ist Fréchet-Raum beziiglich P = {pma : m € N | «a €
N™ 2 pmalf) = supsern [(1+[[£]™)(0*F)(E)]} - <
Bemerkung 11.7 In Fréchet-Rdumen gilt selbstverstédndlich der Satz von Baire.
Damit iibertragen sich auf Fréchet-Raume:

e das Prinzip der gleichméfigen Beschrianktheit (Theorem [0, Banach-
Steinhaus),

e der Satz von der offenen Abbildung (Theorem B10),

e der Satz vom inversen Operator (Folgerung G.12),

e der Satz vom abgeschlossenen Graphen (Theorem BE.T6]).
Bemerkung 11.8 Fiir Abbildungen zwischen Fréchet-Raumen X,Y 148t sich
ein Ableitungsbegriff einfithren, die Gateaux-Ableitung. Sei U C X offen, dann

heifit F': U — Y Gateau-differenzierbar in Richtung x € X, falls fiir alle u € U
der Grenzwert

(DF)(u;x) := }_lir(l] % (F(u+tz) — F(u))

existiert. Dabei ist der Limes 7 — 0 beziiglich der Topologie von Y zu verstehen.
Existiert der Grenzwert fiir alle x € X, so heifit F' Gateaux-differenzierbar. Die
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Gateaux-Ableitung ist homogen, (DF')(u; ax) = a(DF')(u; x), aber nicht notwen-
dig additiv (damit nicht notwendig linear) in x. Ist jedoch DF : U x X — Y ste-
tig (man sagt: F ist stetig Gateaux-differenzierbar, kurz C'), so ist (DF)(U, .) :
X — Y linear (vgl. partielle/totale Differenzierbarkeit).

Fiir festgehaltenes x konnen hohere Ableitungen definiert werden:

1
(D*F)(u; z1, 7) = lir% —(DF(u+ Tag;21) — DF(u;21))
T7T—0 T
Fiir (gentigend oft) stetig Gateaux-differenzierbare Funktionen gelten im wesent-
lichen alle Rechneregeln der klassischen Analysis (ohne Beweis):

i) Kettenregel: (D(G o F))(u;x) = (DG)(F(u); (DF)(u;x))
ii) Satz von Schwarz: (DF)(u;x1,x9) = (DF)(u; e, 1)

iii) Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung:
1

F(v) — F(u) = / dr (DF)(u+ (v — w);v — )

k

1
iv) Taylor-Formel: F(u + h) = F(u) + g ~(D'F)(us; h, ..., h) + Rpyq mit
!
2] e
1

1

R = i dr (1 —7)*(D*FY(u+Th;h,...,h)
k+1

Das Integral ist jeweils Grenzwert Riemannscher Summen mit Konvergenz in der

Fréchet-Topologie.
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Teil 111
Hilbert-Raume

12 Grundlegende Eigenschaften

Wir verwenden die Konvention der Physik fiir das Skalarprodukt. Diese erweist
sich spéter bei der Behandlung von Operatoralgebren als sinnvoller als die in der
Mathematik {ibliche Konvention.

Definition 12.1 Ein Skalarprodukt auf einem K-Vektorraum X ist eine Abbildung
(,): X xX —>Kmit

i) (w, Ajv1 4+ Agva) = Aq{w, v1) + Ao(w, ve) fiir alle vy, v9,w € X und Ay, Ay €
K.
w,v) = (v,w) fir alle v,w € X.

)

i) (
i) (v,v) >0 fir alle v € X und (v,v) =0 genau dann, wenn v = 0.
(X, (, )) heiBt Pri-Hilbert-Raum (oder unitarer Vektorraum).

Satz 12.2 (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung) In einem Prd-Hilbert-Raum

(X, () gilt
‘(w,v)‘2 < (v, v)(w, w) fir alle v,w € X

mit Gleichheit genau dann, wenn v und w linear abhdngig sind.

Beweis. 1) Sei w # 0 (fiir w = 0 ist die Ungleichung offensichtlich erfiillt), somit
ist (w,w) # 0. Dann gilt fiir beliebiges A € K

0 < Qw — v, \w — v) = A(w, w) — Mw,v) — Xv,w) + (v,v)
S|

+ >((w,w)(v,v) - ‘(w,v)f) :

{(w, w

:<w,w>b_

Fiir A = % wird direkt die Ungleichung von Cauchy-Schwarz erhalten.
ii) Gilt das Gleichheitszeichen (und sind v,w # 0), so folgt v = Aw fiir

— (wo)
A= e O
Folgerung 12.3 Ein Prd-Hilbert-Raum (X, ( , )) wird durch ||v]| := /(v,v) zu

einem normierten Vektorraum, und das Skalarprodukt ist in der Norm-Topologie
beidseitig stetig.

Beweis. Sei v, — v und w, — w, dann

[{0n; wn) = (v, w)| = [(vn =0, wn) + (v, wp=w)| < Jlva=v]|lwnl|+ [0 [wn —w]] =0 .
g
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Satz 12.4 FEssei (X, | ||) ein normierter Vektorraum diber K. Die Norm || || geht
genau dann aus einem Skalarprodukt hervor, wenn die Parallelogrammgleichung
qgilt,

v+ w|)® + |lv — w|]* = 2||v]|* + 2||w|]®*  fiir allev,w € X .

Beweisidee. Die Richtung (=) ist einfaches Nachrechnen. Fiir die Umkehrung
(<) definiert man iiber die Polarisationsformeln
(v, 0) = Lo+ w2 — fJo = w] = v+ w]? + iflo - w]f?)  firK=C.
(0,0) = H(Jo + w2 = [Jo - w]?) fiir K = R
zunéchst Abbildungen (, ) : X x X — K, fur die man dann die Eigenschaften
des Skalarprodukts zeigen muf3, wobei die Parallelogrammgleichung eingeht. Fiir

die Linearitét ist das eine sehr mithsame Rechnung! Siehe [Hirzebruch-Scharlau].

O

Definition 12.5 Ein Pri-Hilbert-Raum (X, ( , )), der beziiglich der induzierten
Norm vollstandig (also Banach-Raum) ist, heiBt Hilbert-Raum.

Beispiel 12.6 Hilbert-Réume (jeweils iiber C) sind:
i) C" mit (v,w) = > Tw; wenn v = (Vy,...,0,), W= (W1, ..., Wy).

ii) (2 = (3(N) mit (v,w) =377 Tiw; wenn v = (v3)jen, v = (W;)ien.
iii) L*(X, p) fiir beliebige Mafirdume mit (X, ) mit (f, g) = / du fg
b

iv) Sobolew-Raum H*(R"). Sei f e L*R") die kontinuierliche
Fourier-Transformierte einer Funktion f € L*R"), d.h. f(k) =

ﬁ Jgn AN () e!®2) die kontinuierliche Fourier-Transformierte einer

lokal-integrablen Funktion f. Der Sobolev-Raum zum Parameter s > 0
ist definiert als

HYR") :={f € L*(R") : (1+|[k|*)?f(k) € L*(R")} .

Er wird durch (f,g) := / d\ (1 + ||k|®)2 f(k)g(k) zu einem Hilbert-
Rn

Raum. Die Sobolev-Réume spielen eine wichtige Rolle in der Theorie
partieller Differentialgleichungen.

Lemma 12.7 Sei (X,( , )) Prd-Hilbert-Raum und X die Vervollstindigung
beziiglich || ||. Dann ist X ein Hilbert-Raum.

Beweis. Die Norm ist stetig auf X . Damit setzt sich die Parallelogrammgleichung
auf X fort und definiert somit ein Skalarprodukt iiber die Polarisationsformeln.
O

Wir werden Hilbert-Réume mit (H, (, )) bezeichnen.
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Satz 12.8 Jeder Hilbert-Raum ist reflexiv und gleichmdfig konvez. O

Lemma 12.9 Sei W C H abgeschlossene konvexre Teilmenge eines Hilbert-
Raums H, dann gibt es zu v € H genau ein w € W mit ||jv — w|| = d(v,W) =
inf,ew ||v—u|.

Bewers. Das ist Satz Im komplexen Fall betrachte die Einschrénkung von H
auf den reellen gleichméBig konvexen normierten Vektorraum spang (v, wy, ws).
Daraus folgt die Eindeutigkeit. g

Definition 12.10 Sei (H,(, )) (Pra-)Hilbert-Raum.
i) Zwei Vektoren v,w € H heiBen orthogonal, geschrieben v L w, wenn
(v,w) =0,
i) Ist W C H eine beliebige Teilmenge, dann heift W+ := {v € H : v L
w fir alle w € W} der Orthogonalraum zu W.
Seien Hy, Hy (Pra-)Hilbert-Rdume. Durch das Skalarprodukt ((vq,vs), (w1, ws)) =
(v1,w1) + (vg, wy), fiir vy, wy; € Hy und vy, wy € Hy wird Hy x Hy zu einem (Pra-
JHilbert-Raum, der mit H; @ H, bezeichnet wird. Diese Konstruktion heiBt direkte
Summe von Hilbert-Riumen.

Lemma 12.11 Sei H Hilbert- Raum.

i) Fiir beliebige Teilmengen W C H ist W+ abgeschlossener Untervektor-
raum von H.

ii) Ist X C H abgeschlossener Untervektorraum, so gilt H = X @& X+ als
direkte Summe von Hilbert-Rdumen.

Beweis. i) klar ist, dafl W+ Untervektorraum ist. Dieser ist abgeschlossen als
W = Nypew 5o’ ({0}) beziiglich der stetigen Abbildung s, : H — K, s,(v) =
(w, v).

ii) Da X abgeschlossen und konvex ist, gibt es nach Lemma genau ein
71 € X mit ||[v — 21| = d(v, X). Wir behaupten: zy := v — 2; € X+. Wegen der
Minimalitatseigenschaft gilt fiir beliebige 0 # = € X:

(x,v—x7)
(z, )

und damit x | x, fiirallex € X. Ist v € XNX*, s0 (z,2) = 0, also XNX+ = {0},
so daf es nur eine Zerlegung v = x; + 2o mit ; € X und x5, € X+ gibt. Ist
w = 7y, + yo die analoge Zerlegung fiir w € H in y; € X und y, € X+, so folgt
(v, w) = (z1,41) + (T2, Y2). O

[(z, 22)|”

loal? = v = 1]l < o =21 -
felP

2| = a2 -

Satz 12.12 (Riesz) Sei H ein Hilbert-Raum, H' = (H, || ||)’ sein Dualraum und
j: H — H' definiert durch j(v)(w) := (v,w). Dann gilt:
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i) j ist antilinear, d.h. j(Av + pw) = Xj(v) + mj(w).
ii) j ist isometrisch, also injektiv.
iii) j ist surjektiv, also ein Anti-Isomorphismus. (gilt nicht fiir Prd-Hilbert-

Rdume!)

Beweis. 1) folgt aus der Definition.

ii) Zu zeigen ist ||j(v)|| = ||v|| fiir alle v € H. Das ist klar fiir v = 0. Ansonsten
(v # 0) betrachten wir

li@)I=" sup [i(@w)(w)]= sup [{v,w)] < o],
weH , [lw|<1 weH , [[w]|<1

also ||7(v)|| < ||v||. Andererseits ist fiir die spezielle Wahl ](v)(ﬁ) = [|v|| und
damit [|j(v)]| = [|o]-

iii) Sei 0 # f € H' und sei X := ker f C H. Wegen der Stetigkeit von f ist
X abgeschlossener Untervektorraum. Wegen f # 0 gibt es ein 0 # v € H mit

f(v) # 0. Damit ist X # H, nach Lemma[[ZTITalso H = X & X+ mit X+ # {0},
d.h. es gibt ein v € X mit ||v]| = 1. Setze X := f(v), dann gilt fiir alle w € H

F(fw)o = f)w) = f(w)f(v) = f(v)f(w) =0,
also f(w)v — f(v)w € X. Weiter gilt
0=(_, fwyv—fuw) = fw)ll]* - fv){v,w),

—~— -
ex+t ex
also f(w) = Mv,w) = (w,w) und damit f = j(\v). O

Insbesondere gilt in H' die Parallelogrammgleichung, so dafl H' mit dem Ska-
larprodukt aus der Polarisationsformel selbst ein Hilbert-Raum ist. Der Rieszsche
Darstellungssatz wird in vielen Konstruktionen benétigt, z.B. bei der Definition
des adjungierten Operators.

13 Summierbarkeit und Orthonormalbasen

Wir zeigen, daf jeder Hilbert-Raum H eine Orthogonalbasis besitzt, durch die
H ~ (?(I) fiir eine geeignete Index-Menge wird. In separablen Hilbert-Réumen
(I — abzdhlbar) kann eine solche konstruiert werden iiber das Verfahren von
Gram-Schmidt. Fiir den allgemeinen Fall miissen wir zunéchst einen allgemeinen
Summierbarkeitsbegriff einfiithren.

Definition 13.1 Sei (X, || ||) normierter Vektorraum und I # & eine Familie von
Indizes. Sei (x;);c; eine Familie von Elementen aus X. Sei A := {J C I endlich}
versehen mit J; < J, < J; C Jo. Die Familie (z;);c; heiBt summierbar, falls es
ein x € X gibt, so daB das Netz der Partialsummen {s,} e gegen x konvergent ist,

mit s =3 ;7.
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Anders gesagt ist (z;);c; summierbar, wenn es zu jedem ¢ > 0 eine endliche
Teilmenge J. C I gibt, so dafl fiir alle endlichen Teilmengen J C I mit J. C J
gilt |[v —> e ;] < e Im folgenden bezeichnet J, Jy, ..., Jn, Je, J'. .. immer eine
endliche Teilfamilie einer Indexmenge 1.

Lemma 13.2 Sei (X, || ||) ein Banach-Raum.

i) Cauchy-Kriterium: Eine Familie (x;);cr in X ist genau dann summier-
bar, wenn es fiir alle € > 0 ein Jo C I gibt mit || 3_ ;e ;]| < € fiir alle
J CImitJNJy=

i) Die Familie (z;);cr ist summierbar zu x genau dann, wenn héchstens
abzdhlbar viele x; ungleich 0 sind und wenn fir jede Abzihlung x1, o, . ..

dieser x; # 0 gilt imy_, ZnN:1 T, = .

Beweis. Sei (;)icr summierbar zu z. Zu € > 0 gibt es ein Jo mit [z =", ; 5]l <
5 fiir alle J; D Jy. Dann gilt fiir alle J' C 1 mit J'NJy, = @

|2l =] 30 w=3ow] <] 32 wmaf+ o3
JeJ’ jeJ'UJy
Umgekehrt gilt fiir beliebige I D Jy, Jo D Jy:

[Xn -] ¥ e 3

jeJ1 Jje€J2 j€J1\Jo j€J2\Jo

< €.

Somit bilden die Partialsummen (Z et xj) oo ein Cauchy-Netz, welches wegen
der Vollstandigkeit von X gegen ein x € X konvergiert.

ii) Zu jedem n € N\ {0} gibt es ein J, C I, so daf} fur alle J C [ mit
I, =@ gilt: || 3. 7]l < L. Insbesondere ist ||z;|| < + fiir alle i ¢ J,. Sei
Iy :== U2, Jy, dann ist Iy abzihlbar, und fiir ¢ ¢ I, gilt ||z;]| < & fiir alle n, also
x; = 0.

Wir kénnen I = I abzéhlbar annehmen. Sei {.J,}22, eine beliebige Familie
endlicher Teilmengen von Iy mit .J, C J,1 und Iy = |, J». Nach Definition
der Summierbarkeit gibt es zu € > 0 ein Jy C o mit [z — > . ;| < e fiir alle

J D Jo. Da Jy endlich ist, gilt Jo C Jy fiir ein N € N. Also ist [z =3, || <&,
und damit die Summe unabhéngig von der Anordnung der Elemente.

Die Umkehrung von ii) ist klar. O
Beispiel 13.3 Die alternierende harmonische Reihe ((n +)1 )neN ist nicht sum-
mierbar. <

Absolute Summierbarkeit ist hinreichend:

Lemma 13.4 Sei (X, || ||) Banach-Raum. Ist (||z;||)icr summierbar in R, so ist
(z3)ier summierbar in X, und es gilt | Y., x| < D0, [l
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Beweis. Zu € > 0 gibt es ein Jy C I, so daB fiir alle J' € I mit J' N Jy = & gilt
> jer ll7ill < € Daes endliche Summen sind, gilt || 3=, p 2zl <3755 2]l <,
d.h. (z;)ier ist summierbar nach Lemma [32i). Damit konnen wir nach Lem-
ma[[32Aii) eine Abzéhlung wihlen, und die verallgemeinerte Dreiecksungleichung
folgt dann wie {iiblich. O

Definition 13.5 Sei H ein (Pra-)Hilbert-Raum. Eine Familie (v;);cr heiBt Orthogo-
nalsystem, falls v; L vy fiir alle i,i" € T mit ¢ # 4, und Orthonormalsystem (ONS),
falls zusatzlich ||v;|| = 1.

Fiir Orthogonalsysteme in Hilbert-Réaumen gilt die Umkehrung von Lemma [[3.7k

Lemma 13.6 Sei H ein Hilbert-Raum und v; € H.
i) Ist (v;)ier summierbar zu v, so folgt (w,v) =Y. (w,v;) fiir allew € H.

ii) Pythagoras: Ist (v;);e; ein Orthogonalsystem, so ist (v;)ie; genau dann
in H summierbar, wenn (||vi|*)ic; in R summierbar ist, und es gilt

1> ser vill* = ieq il

Beweis. i) Fiir eine beliebige Abzéhlung der v; # 0 konvergiert nach Lemma
die Folge ihrer Partialsummen gegen v. Das Skalarprodukt ist stetig, so dafl
Grenzwert und Skalarprodukt vertauschen.

i) Wegen der Orthogonalitit gilt || Y-, v;[|* = 2, ;v [Ji|? fiir alle endlichen
Teilmengen J' C I. Sind €, Jy gegeben, dann gilt fiir alle J" mit J' N Jy:

(|lvil|?)ier summierbar < Z vl |? = || Z%‘Hz <€ & (v5)ier summierbar .
jeJ jeJ

SchlieBlich folgt fir v = ) . ;v; die Gleichung (v,v) = > . (vi,v) =
Zi,i’e]<vi7vi’> = Zig[(vi7vi>- 0

Satz 13.7 Fir ein ONS (v;)ie; in einem Hilbert-Raum H gilt:
i) Besselsche Ungleichung: Z |(vi, v)|? < |Jv||* fiir alle v € H.

i€l
ii) Parsevalsche Gleichung: ZKU:‘,UHQ = ||v||* genau dann, wenn v =
i€l
Z(Ui,?})%‘-
el

Beweis. Fiir alle endlichen Teilmengen J C [ gilt

0% [lo = S tos o)us]| = el = 3 o o)

jeJ jedJ
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Damit existiert s := sup ;Y i, [(vs, v)[> < [lvll?, und ([(vi, v)[*)ies ist in R

summierbar zu s, wobei wegen s < ||v||? die Besselsche Ungleichung gilt. Gilt in

der Besselschen Ungleichung Gleichheit, so folgt v = Z@i’ v)v;. U

el

Es wird nicht behauptet, dafl das ONS (v;);e; summierbar ist (was auch nicht
gilt)! Dennoch sind (|(v;, v)|?)ie; summierbar in R und ({v;, v)v;);e; summierbar
in H, und zwar fiir alle v € H.

Satz/Definition 13.8 (Orthonormalbasis) Fir ein ONS (v;)ic; in einem
Hilbert-Raum H sind dquivalent:

1) (v;)ier ist mazimal, d.h. fir jedes ONS (w;)ier, welches (v;)ier enthilt,
gilt (v;)ier = (wy)ier als Mengen.

i) Gilt v L v; fir allev € X, so folgt v = 0.
iii) H =span{v; : i € I} (Norm-Abschluf).

iv) Die Abbildung T : (*(I) 3 (x;)icr — Y ;e ¥ € H ist ein isometrischer
Isomorphismus mit Umkehrabbildung T (v) = ({(v;,v))ser-

v) Fir allev e H gilt v = Z(vi, vyv;  (Fourier-Entwicklung).

i€l
vi) Fir alle v,w € H gilt (v,w) = Z(v,vi)(vi,w).
el
vii) Fir allev € H gilt ||v|)* = Z |(vi,v)|*  (Parsevalsche Gleichung).
el

Ein ONS (v;)ier, das eine (und damit alle) der Bedingungen i)-vii) erfillt, heifst
Orthonormalbasis (ONB).

Beweis. 1)=1i) Wére v # 0 und v L v;, so wire (2;)ies U{ﬁ} ein groferes
ONS.

ii=ii) X :=span{v; : i € I} ist abgeschlossener Untervektorraum von H.
Wire X # H, dann H = X & X+ mit X+ # {0}. Somit gibt es ein 0 # v €
X1 C H mit v L v fiir alle i € I, im Widerspruch zu ii).

iii=iv) Nach Lemmal[36ii) ist (z;v;)scs in H summierbar genau dann, wenn
(Jlzivi||*)ier in R summierbar ist, d.h. wenn = € ¢*(I) wegen ||z;z;||* = |z;]*. Die
Isometrie von T ist dann Lemma [30ii) (Pythagoras). Es gilt span{v; : ¢ €
I} € T(3(I)) C H, also ist T(¢*(I)) dicht in H. Weiter gilt ¢2(I) = L*(I, u)
fiir das ZdahlmaB p, also ist ¢2(I) vollstéindig. Dann ist auch T'(¢*(I)) vollsténdig,
insbesondere Norm-abgeschlossen, somit gleich H.

iv=v) Jedes v € H besitzt eine eindeutige Darstellung v = . , x;v; mit
(z:)ier € £*(I). Nach Lemma [[381) gilt (vj,v) = >, i(v;, v;) = z;. Insbeson-
dere ist T7(v) = ((vs, v))ier-
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v=>vi) Seiv =), (v, v)v; und w = Y, (vy, w)vy, dann gilt nach Lem-

ma mi): <1), w) = Zi,i’e[ <vi7 'U> <'Ui’> ’LU) <viv sz> = Zie]<v7 Ui> <'Uiv w>'

vi=vii) setze w = v.

vii=i) Existenz eines weiteren v € H mit ||v]| = 1 und v L v; fiir alle i ist
im Widerspruch zu vii). O

Folgerung 13.9 Jeder Hilbert-Raum H # {0} besitzt eine Orthonormalbasis.

Beweis. Die nichtleere Menge B der ONS in H ist geordnet. Sei K eine Kette,
dann ist S := (Jpg g B eine obere Schranke von K. Nach dem Lemma von

Zorn besitzt B ein maximales Element, nach Satz/Definition [3:81) ist dieses eine
ONB. U

Folgerung 13.10 Jeder Hilbert-Raum H # {0} ist isometrisch isomorph zu
(1) fiir eine geeignete Index-Menge I.

Beweis. Satz/Definition [3:8iv) und Folgerung [[3:9. O

Sei H separabel (in der Norm-Topologie), d.h. es gibt (nach Lemma EE20) eine
abzahlbare Teilmenge A = {z, : n € N} C H mit H = span(z, : n € N}.
Durch Entfernen iiberfliissiger Elemente kann (z,),eny als linear unabhéngig
angenommen werden. Das Orthonormalisierungsverfahren von Gram-Schmidt
tiberfithrt (z,)n,eny dann in ein ONS (v,,)peny mit H = span(v, : n € N}. Nach
Satz/Definition ist dann (v,)nen eine ONB. Somit besitzt jeder separable
Hilbert-Raum eine abzéhlbare ONB und ist isometrisch isomorph zum Hilbert-
schen Folgenraum ¢*(N).

Satz 13.11 (Gram-Schmidt) Sei H ein (Prd-)Hilbert-Raum und (x,,)nen €ine
linear unabhdingige Familie von Vektoren. Dann gibt es ein ONS (vp)nen mil
span{z, : n € N} =span{v, : n € N}

Beweis. Aus der linearen Unabhéngigkeit folgt x, # 0 fiir alle n. Setze

vy = ﬁ und konstruiere v, per Induktion. Seien wvyg,...,v; bereits kon-
struiert, mit (v;,v;) = d;; und span(xg,...,zx) = span(vy,...,vx). Setze
~ k . ~ .

Vg1 = Thpy1 — Zj:(](vk,xkﬂ)vk. Dann ist 0.1 # 0, denn ansonsten wire
Tp41 € span(vo,...,v;) = span(xo,...,r;). Nach Konstruktion gilt 04, L
v; fir alle 7 = 0,...,k. Setze vy ”U:ﬁ”, dann ist (vg,...,vky1) ein
ONS. Nach Basisaustauschsatz (der linearen Algebra) gilt span(vo, ..., vg11) =
span(vo, - - ., U, Dg41) = span(vo, - - ., Vg, Tpy1) = span(o, - . ., Tpi1)- O]

Beispiel 13.12 In den Ubungen wird gezeigt: L*([0, 27]) ist separabel, und eine
mogliche Orthonormalbasis ist gegeben durch (e, ),ez mit e,(t) = ™. Die Dicht-
heit der stetigen 27-periodischen Funktionen in L?([0, 27]) folgt daraus, dafl die
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Treppenfunktionen dicht in L*([0,27]) sind beziiglich || ||z, und jede Treppen-
funktion 148t sich beziiglich || |2 durch stetige Funktionen approximieren. Die
27-Periodizitéit ist fiir L*([0, 271]) unerheblich.

Somit gilt fiir beliebige Funktionen [f] € L*([0,27]) die Fourier-Entwicklung
[ =Y ,czlen, f)en, dh. die Reihe konvergiert in L*([0,27]) gegen f und da-
mit fast {iberall punktweise. In den Ubungen wurde als Folgerung des Prinzips
der gleichméfiigen Beschrianktheit gezeigt, dafl selbst fiir stetige 2m-periodische
Funktionen die Fourier-Reihe nicht {iberall punktweise konvergiert. Dagegen gilt:
Ist f stetig auf [0,27] und stiickweise stetig differenzierbar, so konvergiert die
Fourier-Reihe von f sogar gleichméflig gegen f. <

Analog ist auch L*([a,b]) separabel fiir beliebige a,b € R mit a < b, und durch
Translation und Skalierung der Fourier-ONB aus Beispiel wird eine ONB
in L?([a,b]) erhalten. Es kann aber sinnvollere ONB geben, die sich z.B. durch
Orthogonale Polynome ausdriicken:

Beispiel 13.13 i) (y/n+ 3Put)),y ist ONB in L*(] - 1,1[), dabei sind
P,(t) = 545(t2 — 1) die Legendreschen Polynome. Andere wich-

tige ONB in L*(] — 1,1]) sind durch Jacobi-Polynome, Tschebyschew-
Polynome und Gebenbauer-Polynome definiert.

ii) (e*%Ln(t))neN ist ONB in L*(]0, 0o[), dabei sind Ly (t) := Le' L (t"e™")
die Laguerreschen Polynome. Die zugeordneten Laguerre-Polynome de-
finieren eine andere wichtige ONB in L?(]0, ool).

iii) (ﬁe‘éh’n(t)) ist ONB in L?*(R), dabei sind H,(t) :=

(—1)"6'52(%—7:1(6*152) die Hermiteschen Polynome.

Diese ONB entstehen als Losungen von Differentialgleichungen 2. Ordnung.
Vereinfacht gesagt definieren diese Differentialgleichungen einen selbstadjungier-
ten Operator T': H — H, fiir den es ein Eigenwertproblem gibt. Die zugehorigen

Eigenfunktionen sind orthogonal und bilden damit die ONB. <

neN

14 Operatoren auf Hilbert-Riumen

Sei H ein Hilbert-Raum. Wir nennen eine lineare stetige Abbildung A € L(H) :=
L(H, H) einen linearen stetigen Operator auf H, meistens nur “Operator”. Unser
Ziel ist die Konstruktion des zu A adjungierten Operators A*. Wir betrachten
die allgemeinere Situation A € L(H,, Hy).

Satz/Definition 14.1 Seien Hy, Hy Hilbert-Riume und A € L(Hy, Hy). Dann
gibt es genau ein A* € L(Ha, Hy), so daf fir alle v € Hy und w € Hy gilt:

(w, Avy = (A*w, v) (*)
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Diese durch (*) eindeutig bestimmte lineare stetige Abbildung A* € L(Hsy, Hy)
heifit der zu A adjungierte Operator. Es gilt ||A*|| = ||A]|.

Beweis. Aus der Stetigkeit der Abbildung v — Av und der Stetigkeit des Ska-
larprodukts folgt, daB fiir alle w € Hy das lineare Funktional f(v) := (w, Av) g,
auf H, stetig ist. Nach dem Rieszschen Darstellungssatz existiert genau ein Ele-
ment A*w € Hy mit (w, Av)g, = f(v) = (A*w,v)y,. Ist w = Aw; + Aws,
Dann gibt es auch zu wy, wy eindeutig bestimmte Vektoren A*wq, A*wy € Hy mit
(wy, Av) g, = (A*wy,v) gy, und (we, Av) g, = (A*we, v) g,. Somit gilt

(A*w, vy, = (w, Av) g, = )\_1<w1,AU>H2+)\_2(w2,AU>H2 = (MA w1+ A W, V) gy,

Subtrahieren wir (A*w,v)y, und setzen v = A\ A*w; + Ao A*wy — A*w, so folgt
die Linearitdt von A* : Hy — H;. Fiir die Operatornormen gilt mit ||w|/y, < 1
und Cauchy-Schwarz

A w3, = (A"w, A*w)g, = (w, AA"w)n, < |w]ml|AA w8, < [AlA™w] 5,

also ||A*|| < ||A||. Durch analoge Abschéitzung von ||Aw| g, beweist man die
Umkehrung [|A*]] < ||A|. Damit ist A* stetig. O

Einige offensichtiche Konsequenzen sind:

i) Seien A, Ay, Ay € L(Hy, Hy) und A\j, Ay € K, dann gilt

(MA + AA)" = A_lAT +)‘_2A§ ) (A)"=A.

ii) Ist Hs ein weiterer Hilbert-Raum und A € L(Hy, Hs), B € L(Hs, Hj),
dann gilt (BA)* = A*B* € L(Hs, Hy). Dabei ist AB := Ao B, und es
gilt [[AB|| < [IA[ || B]].

Weniger offensichtlich ist:
Satz 14.2 Seien Hy, Hy Hilbert-Riume und A € L(Hy, Hs). Dann gilt:
i) ||A*A| = ||A|? (C*-Figenschaft)
ii) ker A = (im A*)*
iii) ker A* = (im A)*
Dabei bezeichent im A C Hy das Bild von A € L(H1, Hs).

Beweis. 1) Nach Dreiecksungleichung gilt ||A*A| < ||A*[|||All = ||A]|*. Fiir die
Umkehrung gilt mit Cauchy-Schwarz

JAv]]? = (Av, Av) = (A" Av,v) < | A" Av| o] < [A°A] o]l
und dann [|A]| = sup,c,, |40 < /[A7A].
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ii) Sei v € H; mit Av = 0. Fiir alle w € Hy gilt 0 = (w, Av) = (A*w,v),
also ker A C (im A*)*. Sei umgekehrt v € (im A*)*, d.h. fiir alle w € H, gilt
0 = (A*w, v). Dann folgt (w, Av) = 0 fiir alle w € H,, insbesondere fiir w = Av,
somit Av = 0.

iii) aus A™ = A. O

Lemma 14.3 Sei H Hilbert-Raum und X C H Untervektorrraum. Dann gilt
X =XHt = x+t

Beweis. Sei w € X+ und v € X. Zu jedem ¢ > 0 gibt es ein v, € X mit
|v —ve|| < €. Dann folgt [{(v,w)| = [{(v —v., w)| < €]|w]|, also auch w € X*. Somit
X+ = X+ Nach Lemma [[ZIT gilt: X' ist abgeschlossen, und H = X+ @ Xt
Andererseits ist H = X+ @ X, und aus der Eindeutigkeit der Zerlegung folgt die
Behauptung. O

Folgerung 14.4 Fiir A € L(Hy, Hy) gilt im A = (ker A*)L und im A*
(ker A)*.

|

Folgerung 14.5 A € L(H, Hs) injektiv < im A* C H dicht.

Die folgenden Definitionen besonderer Operatoren sind von grofler Bedeutung.

Definition 14.6 Sei H Hilbert-Raum und A, N, E, P € L(H). Mit 15 € L(H)
werde der identische Operator bezeichnet, 15v = v fiir alle v € H.

i) A heiBt selbstadjungiert (oder hermitesch), falls A = A*.
) N heiBt normal, falls N*N = NN*.

iii) E heiBt idempotent, falls E* = E.
)

iv) P heiBt (Orthogonal-)Projektor oder (orthogonale) Projektion, falls P =
P? = p*,

Seien Hy, Hs Hilbert-Raume und U, S € L(H;, Hs).
vi) U heiBt unitar, falls U*U = 1y, und UU* = 1p,.

vii) S heiBt isometrisch oder Isometrie, falls S*S = 1.
viii) S heiBt partielle Isometrie, falls S*S € L(H;) Projektor ist.
Einige offensichtliche Konsequenzen sind:

i) Jeder selbstadjungierte Operator (somit jeder Projektor) ist normal.

ii) Fiir jeden Operator B € L(Hy, Hy) ist B*B € L(H;) selbstadjungiert.
Fir B € L(H) ist B + B* selbstadjungiert.
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iii) Ist H komplexer Hilbert-Raum, dann besitzt jeder Operator B € L(H)
eine eindeutige Zerlegung B = A;+iAs mit Ay, Ay selbstadjungiert: Setze
A;:=1(B+ B*) und Ay := +(B — B*).

iv) Jeder unitédre Operator ist isometrisch.

v) Ist U € L(H) unitér, so ist U auch normal.

Lemma 14.7 i) S € L(Hy,Hy) ist genau dann Isometrie, wenn
(Sv1, Sve)y, = (vi,v9) g, fiir alle vi,ve € Hy, bzw. wenn ||Sv| = ||v||
fiir alle v € Hy.

i) U € L(Hy, Hy) ist genau dann unitdr, wenn U surjektiv ist und
(Uvy, Uv) g, = (v1,v9) g, fiir alle vi,ve € Hy, bzw. wenn U surjektiv
ist und ||Uv|| = ||v|| fir alle v € Hy.

iii) A € L(H) ist genau dann selbstadjungiert, wenn (Avy,ve) = (v1, Avy)
fiir alle vi,vy, € H.

iv) N € L(H) ist genau dann normal, wenn (Avy, Ave) = (A*vy, A*vy) fiir
alle vi,v9 € H.

Beweis. 1) (=) ist klar. Gilt umgekehrt (vq, ve) gy, = (Svy, Sve) g, = (S*Sv1, v2) m,
fiir alle vy, vy € Hy, so folgt ((S*Svy —wv1),va)y, = 0 fiir alle vy € Hy, insbesondere
fir vy = S*Sv; —v;. Damit ist S*Sv; = vy fiir alle v; € H;. Die weitere Aquivalenz
ergibt sich aus den Polarisationsformeln.

ii) Ist U isometrisch und surjektiv, so ist U bijektiv, und nach dem Satz vom
inversen Operator (Folgerung B12) ist U~! € L(H,, H,). Fiir alle v € H; und
w € H2 gllt

(U,U_lw)H1 = (Uv, UU_lw)H2 = (Uv,w)py, = (v, U w)py, .

also U™! = U*. Ist umgekehrt UU* = 1p,, dann ist w = U(U*w) fiir alle w € Ha,
also U surjektiv.

iii) (=) ist klar. Gilt umgekehrt (vq, Avy) = (Avy, v9) fiir alle vy, vy € Hy, so
folgt ((A*vy — Avy),v9) = 0 fiir alle vy € H, somit A* = A. Analog folgt iv). [

In endlich-dimensionalen Vektorrdumen ist jede injektive lineare Abbildung auch
surjektiv. Im Unendlich-dimensionalen gilt das nicht!

Beispiel 14.8 (einseitiger Shift) Sei H  ein  separabler  unendlich-
dimensionaler Hilbert-Raum mit Orthonormalbasis (v,)nen. Der durch
Sv, = v,y fiir alle n € N und lineare Fortsetzung definierte lineare Operator
S : H — H heifit einseitiger Shift. Ist v =Y 0" A\yv,, mit [[v||? = 307 |,
dann ist Sv = > 7 AUny1 und damit [|[Sv|| = ||v| fir alle v € H, dh. S
ist Isometrie. Es gilt (S*v,,,vn) = (Un, SUm) = Gmpi1, also S*v, = v, fir
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n > 1 und S*vy = 0. Damit ist ker S* = Kuvg, und nach Satz [[£2iii) folgt
(im S)+ = Kuvg. Somit ist S nicht surjektiv, also auch nicht unitér.

Sei jetzt P € L(H) definiert durch Pv = (vg, v)vg. Dann ist P2 = P, auflerdem
gilt fiir beliebige v, w € H

(w, Pv) = (w, (vy, v)vg) = (w, vg){ve, v) = ((vo, w)vy, V)

und damit P = P* nach Lemma [Ziii), d.h. P ist Projektor. Dann ist auch
1y — P Projektor (Ubungen), und es gilt SS* = 15 — P. Wegen SS* = (5*)*S*
ist S* eine partielle Isometrie. <

Lemma 14.9 Sei P € L(H) Projektor. Dann gilt:
i) P=0 oder ||P|| =1
ii) im P = ker(1y — P), insbesondere ist im P abgeschlossen.
iii) H =1im P & ker P.

Beuweis. i) folgt aus || P| = || P?| = | P*P|| = || P||*

ii) Sei w € im P, also w = Pwv fiir ein v € H. Dann gilt (1y — P)w =
(P — P?)v =0, also im P C ker(1y — P). Ist umgekehrt (15 — P)w = 0, dann
w=PwecimP.

iii) H = ker P @ (ker P)* = ker P @ im P* = ker P @ im P. O

Bemerkung 14.10 Sei S € L(Hy, Hs) eine partielle Isometrie, d.h. S*S = P
fiir eine Projektion P € L(H,). Ist v € im P, dann ist Pv = v und damit S*Sv =
v fiir alle v € im P = (ker P)* = im S*. Somit ist im S* abgeschlossen und
dann (ker S)* = im S* = (ker P)* nach Satz [Z2ii) und Lemma [[Z3 Dadurch
erklart sich die Bezeichnung “partielle Isometrie”: Die Einschrankung von S auf
(ker S)* ist eine Isometrie. Der Untervektorraum (ker S)* ist abgeschlossen in
H, damit vollstindig. Wegen ||Sv|| = ||v]| fiir alle v € (ker S)* ist dann auch
im(.9) vollstéindig, somit abgeschlossen. Damit ist S : (ker S)* — im S = im S =
(ker S*)* surjektiv, also (in diesen Einschriinkungen) unitéir, und S* ist die inverse
Abbildung S* : (ker $*)* — im S* = (ker S)*. Somit ist auch SS* = id e 542,

d.h. auch SS* ist eine partielle Isometrie.

Wir diskutieren nun selbstadjungierte Operatoren. Unser Ziel ist zu zeigen:

Satz 14.11 In einem komplezen Hilbert-Raum H ist A € L(H) genau dann
selbstadjungiert, wenn (v, Av) reell ist fir alle v € H.

Beweis. (=) (v, Av) = (Av,v) = (v, Av).

(<) (v, Av) = (v, Av) = (Av,v) = (v, A*v), also (v,(A — A*)v) = 0 fiir
alle v € H. Die Behauptung folgt dann aus den folgenden beiden Lemmata von
eigenem Interesse. O
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Lemma 14.12 FEs sei H ein Hilbert-Raum, A € L(Hy, Hy) und v € Hy sowie
w € Hy. Dann gilt

1) ((w, Av)| < Al o]l
i) Ist |(w, Av)| < c||lw||||v]| fir alle v € Hy und w € Hy, dann ist ||Al| < c.
iii) ||A|| = sup{|(w, Av)| : v € By, , w € Bp,}.
Beweis. 1) folgt aus Cauchy-Schwarz und der Definition der Operatornorm.

ii) Es gilt ||Av|]? = (Av, Av) < ¢||Av]||jv]] < c||All||v]|* und damit [|A] :=
sup [ Av[ < Ve[ Al

vGBHl

iii) Insbesondere gilt ii) auch fir ||v|| = 1 = ||lw]|, d.h. ist |(v, Aw)| < ¢
fir alle v € By, und w € Bp,, dann ist [|A|,, < c. Das ist erfiillt fiir ¢ :=
sup{|(w, Av)| : v € By, , w € Bp,}. Die Umkehrung ¢ < ||A] folgt ausi). O

Lemma 14.13 Gilt in einem komplezen Hilbert-Raum (v, Av) = 0 fir alle v €
H, so folgt A=0.

Beweis. Wir zeigen, daf§ dann auch (v, Aw) = 0 fiir alle v,w € H gilt. Nach
Lemma [[A T2 ist dann ||A|| = 0, also A = 0. Zunéchst gilt

0=@w+w,Alv+w)) — (v —w,A(v —w)) = 2(v, Aw) + 2(w, Av) .

Ersetzung von v +— v liefert 0 = —2i(v, Aw) + 2i(w, Av) fiir alle v,w € H und
damit A = 0. O

Damit ist Satz [[ZT]] bewiesen. Lemma 4T3 wére falsch in reellen Hilbert-
Réaumen! Fiir selbstadjungierte Operatoren vereinfacht sich Lemma [M4.12 wie
folgt:

Satz 14.14 Ist A € L(H) selbstadjungiert, dann gilt | Al = sup |(v, Av)|.

vEBE

Beweis. Es sei a := sup,¢p,, |(v, Av)|. Dann gilt [(v, Av)| < al|v||? fiir alle v € H.
Nach Lemma [ZT2ist a < ||A]|. Wegen

(v+w), Alv+w)) — ((v—w), A(v —w)) = 2(v, Aw) + 2(w, Av) = 4Re({w, Av))
gilt mit der Parallelogrammgleichung fiir alle v,w € H

ARel(w, Av)| < [((v+w), A(v +w))| + [{(v = w), A(v — w))]

<
< allv +wll* + lv — w]|*) = 2a([[o]|* + [|wl]|*)

und damit sup, ,cp, Re|(w, Av)| < a. Fiir K = R ist das wegen Lemma [ZT2iii)

die Behauptung. Fiir K = C kénnen wir durch Drehung w — e®w stets (w, Av) €
R erreichen, so dafi die Behauptung wieder aus Lemma [Z.T21iii) folgt. O
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Definition 14.15 Ein Operator A € L(H) heiBt positiv, geschrieben A > 0, falls
(v, Av) > 0O fiir alle v € H. Fiir selbstadjungierte Operatoren A, B € L(H ) schreiben
wir A> B, falls A— B > 0.

Insbesondere gilt A= B < (A > Bund B > A). Aus der Definition folgt, daf
in einem komplexen Hilbert-Raum jeder positive Operator auch selbstadjungiert
ist. Sind A, B positiv und a, 5 € Ry, so ist auch aA + B > 0. Fiir alle B €
L(H) ist A = B*B positiv, denn (v, B*Bv) = (Bv, Bv) > 0 fir alle v € H.
Insbesondere ist jeder Projektor positiv wegen P = P*P. Die Ordnungsrelation
> aus Definition definiert damit eine partielle Ordnung auf der Menge der
Projektoren, die viele wichtige Informationen enthélt. Zunéchst charakterisieren
wir Projektoren wie folgt:

Lemma 14.16 Durch X = im P wird eine 1 : 1-Korrespondenz zwischen abge-
schlossenen Untervektorriumen X C H und Projektoren P = P* = P*> € L(H)
erkldrt.

Beweis. Ist P Projektor, dann ist X = im P abgeschlossener Untervektorraum
nach Lemma [[£9ii). Sei umgekehrt X C H abgeschlossener Untervektorraum,
dann gibt es nach Lemma [[Z1] cine eindeutige Zerlegung H = X @& X+, d.h.
jeder Vektor v € H besitzt eine eindeutige Zerlegung v = v; + v mit v; € X und
vy € X*. Definieren wir Pv := vy, dann gilt P2 = P. Mit der analogen Zerlegung
w = wi + wy folgt (w, Pv) = (wy + wa, v1) = (wy,v1) = {(wy,v1 + v9) = (Pw,v).
Damit ist P selbstadjungiert. O

Satz 14.17 Seien P,Q € L(H) Projektoren und Xp, X¢q die zugehirigen abge-
schlossenen Untervektorrdume von H nach Lemma[I{.10 Dann sind dquivalent:

i) Xp C Xg
ii) QP = P = PQ
iii) ||Pv|| < [|Qu|| fir allev € H
iv) P<Q
In diesem Fall gilt: Auch () — P ist Projektor, und zwar auf den Orthogonalraum
zu P(H) in Q(H).
Beweis. 1)=>ii) Fiir alle v € H ist Pv € Xp C X und damit QPv = Puv, also
QP = P. Esfolgt P=P*=(QP)" = P*Q* = PQ.
ii)=iii) |[Po] = [|PQu] < |P|[|Qu]] < [|Qu]].

iii)=iv) (v, (Q—P)v) = (v, Qu) — (v, Pv) = (Qu, Qu) — (Pv, Pv) = ||Qu]|* -
[Pv]* = 0.

iv)=i) Fir w C Xp gilt ||w|]* = (w, Pw) < (w,Quw) < [|Qu|* < ||w]?
d.h. sogar | Quw|* = ||w|*. Da (1 — Q)w und Quw orthogonal sind, gilt ||w||* =
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(L — Q)+ Qull? = (L — Quwl*+ | Qu, also [[(Ly — Q)uw]? = 0 und damit
Qw =w und Xp C Xq.

Auch Q — P ist selbstadjungiert, und aus ii) folgt (Q — P)? = Q* — QP —
QP+ P>—(Q—P. 0

Fiir o € R ist auch a1 selbstadjungiert, so dafl sich selbstadjungierte Ope-
ratoren und reelle Zahlen vergleichen lassen. Dabei gilt —||Al| < A < ||A||. Wir
kénnen dann monotone und beschrinkte Netze selbstadjungierter Operatoren
betrachten:

Satz 14.18 Sei (Ay)xea €in monotones und beschrinktes Netz selbstadjungierter
Operatoren Ay € L(H), d.h. es gilt (fiir monoton wachsend) Ay < A, fir alle
A€ A mit A < p osowie Ay < B fir alle X\ € A. Dann ist (A))ren in der
schwachen Operatortopologie konvergent gegen einen selbstadjungierten Operator
Ae L(H), d.h. fir alle v,w e H gilt (w, Ayv) — (w, Av).

Beweis (fiir monoton wachsend). Fiir v € H ist das Netz ((v, A\v))rea be-
schrankt in R, besitzt also ein Supremum s. Somit gibt es zu € > 0 ein u € A mit
s —e < (v,A,v) <s. Aus der Monotonie des Netzes folgt: s — e < (v, Axc) < s
fiir alle A > p, d.h. ((v, Ayv))rea ist konvergent gegen s. Aus den Polarisati-
onsformeln folgt, daf8 fir alle v,w € H das Netz ({(w, A\v))yean in K konver-
giert. Da die schwache Operator-Topologie eine Fréchet-Topologie ist, wird durch
(w, A\v) — (w, Av) ein Operator A : H — H erkldrt. Ahnlich wie beim Riesz-
schen Darstellungssatz beweist man die Linearitiat von A, und die Beschréinktheit
ist Teil der Voraussetzungen. Analog zur Linearitét folgt A = A*. U

Die Aussage gilt auch in der starken Operatortopologie, benttigt dann aber Be-
weistechniken, die uns noch nicht zur Verfiigung stehen.
Wir wenden diesen Satz auf Projektoren an:

Satz 14.19 Jedes monoton wachsendes Netz (Py)aen von Projektoren ist konver-
gent in der schwachen Operatortopologie, und der Limes P ist wieder Projektor.
Es gilt ker P = [, ker Py.

Beweis. Fiir jeden Projektor Py gilt Py, < 1. Nach Satz konvergiert das
Netz (Py)xea in der schwachen Operatortopologie gegen einen selbstadjungierten
positiven und durch 15 beschriankten Operator P € L(H). Das bedeutet insbe-
sondere: Fiir alle e > 0 und v, w € H gibt es u € A, so dafi die drei Abschéatzungen

[(w, (P — Py)v)| <e, [(Pw,(P—P)v)|<e, [{((P—P\w,Pw)| <e
gelten fiir alle A > u. Es folgt
[(w, (P* = P)v)| = [(w, P(P = P\) + (P — PA)P\ + (Px — P))v)| < 3¢

fiir alle v,w € H und € > 0. Damit gilt P2 = P.
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Ist v € ker P, so auch v € ker P, fiir alle A wegen P, < P. Ist umgekehrt
v € ker P, fir alle A, dann ist (Pv, Pv) = lim,(Pv, Pyv) = 0 und damit v € ker P.
O

Der Satz spielt eine wichtige Rolle bei der Konstruktion von Spektralscharen.

15 Das Spektrum

Die Spektraltheorie verallgemeinert die Theorie der Eigenwertprobleme in
endlich-dimensionalen Vektorrdumen. Ergebnisse der Spektraltheorie sind von
fundamentaler Bedeutung in der Theorie der Operatoralgebren. Uns interessie-
ren vor allem Operatoren auf Hilbert-Rdumen. Manche Aussagen gelten sogar
allgemeiner auf Banach-Rédumen.

Definition 15.1 Sei X ein Banach-Raum und A € L£(X) := L(X,X). Eine
komplexe Zahl A € C heiBt Spektralwert von A, wenn die lineare stetige Abbil-
dung A — Alx : X — X nicht bijektiv ist. Die Menge aller Spektralwerte von A
heiBt das Spektrum von A, bezeichnet mit sp(A). Dabei heiBt \ Eigenwert, falls
ker(A — Alx) # {0}, und ein Vektor 0 # v € ker(A — A1x) heiBt Eigenvektor.

Das Komplement R(A) := C \ sp(A) ist die Resolventenmenge von A, und
Werte 11 € R(A) heiBen reguldre Werte von A. Die Funktion R(A) > pn— R, (A) :=
(A — ulyx) € L(X) heiBt Resolventenfunktion.

Nach dem Satz vom inversen Operator (Folgerung 6E17) ist € R(A) genau dann,
wenn A — ulx beideitig beschrénkt invertierbar ist.

Jeder Eigenwert ist Spektralwert, insbesondere auch die Eigenwerte quadra-
tischer Matrizen. Es gibt aber auch andere Arten von Spektralwerten:

Beispiel 15.2 i) Sei (Y, p) ein MaBraum und X = LP(Y, p). Dann definiert
jede stetige beschréankte Funktion f € Cy(Y') durch Multiplikation einen
linearen beschrankten Operator f : X — X. Das Spektrum von f besteht
dann aus den Funktionswerten: Denn ist f(y) = A fiir ein y € Y, so gibt
es zu f — Al keine inverse Funktion. Aber A ist (aufler fiir f konstant)
kein Eigenwert.

ii) Sei H unendlich-dimensionaler separabler Hilbert-Raum mit ONB {v,,}
und Sv, := v,41 der Shift-Operator. Dann ist 0 Spektralwert, da .S nicht
surjektiv ist. Dagegen hat S keinen Eigenwert. <

Bemerkung 15.3 Man unterscheidet fiir A € £(X) folgende Spektraltypen:

i) sp,(A) ={A €K : A— Alx nicht injektiv } heilt Punktspektrum.

ii) sp.(A) ={A € K : A — Alx injektiv, nicht surjektiv, aber mit dichtem
Bild } heifit kontinuierliches Spektrum.
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iii) sp,(A) = {A € K : A— Al injektiv, ohne dichtes Bild } heifit Residu-

alspektrum.

Lemma 15.4 Seien XY Banach-Riume, A € L(X,Y) bijektiv und B €
L(X,Y) mit |A— B|| < ||A7Y|7 . Dann ist auch B bijektiv.

Bewers. Nach dem Satz vom inversen Operator ist A~! stetig. Wir betrachten die
Abbildung C := Z YA-B)"A™': Y — X mit (A"'(A - B))° = 1x. Die

Reihe konvergiert nach dem Cauchy-Kriterium und der Vollstandigkeit von X,
denn sei ||[A — B|| < q||[A7Y|7! mit 0 < ¢ < 1, so gilt

| iw Z (A= (4 = B)"A~Y|

M
_ I 1—g¢q _
< (ATA = B IAY| Squi_qHA H—0.
n=N

Weiter gilt

BZ HA=B))"A™' =) AA'(B-A+A) (A (A-B)"A™",

=AY (A A=B) AT = Y (AT A B) AT
— 1y —_A(Aﬂ(A — B)Ntigt )

<i(A‘1(A - B))"A—l)B - i(A‘l(A —B)"A B - A+ A)A A

n=0 n=0

N N+1
- <Z(A‘1(A ~B)" AT =S (A A B))"A—l)A
n=0 n=1
— 1y — (A7} (A B)N*
Fiir N — oo folgt BC' =1x = CB. U

Folgerung 15.5 Fir A € L(X) ist die Resolventenmenge R(A) offen, das Spek-
trum sp(A) abgeschlossen.

Buweis. Ist A — uy1x bijektiv, also beidseitig beschrénkt invertierbar, und ist
|2 — p1| geniigend klein, so ist nach Lemma [[54 auch A — uslx beidseitig
beschriankt invertierbar. O

Satz 15.6 Sei X komplezer Banach-Raum und A € L(X). Dann ist sp(A) kom-
pakt, nicht leer, und enthalten in der Kreisscheibe in C mit Mittelpunkt 0 und
Radius ||A]|.
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Beweis. Sei |A| > ||A|l. Wegen A\ # 0 ist B := —\1x bijektiv mit | B~ = |A|7'.
Damit gilt ||(A — A1x) — B| = ||A]] < |A| = ||[B7||7!, und nach Lemma [5.4
ist A — Aly beschriankt invertierbar, also A reguldrer Wert. Somit ist sp(A) be-
schriankt (durch [|A|]), auBlerdem abgeschlossen nach Folgerung MoH, d.h. kom-
pakt.

Ist ¢ € C reguldrer Wert und z € C mit |z — (| < ||(A — {1x)7!||~!. Dann
ist A — z1x beschrénkt invertierbar nach Lemma 04l und es gilt R,(A) =

e e} o0

(A=21x)"" =) (Re(A)(z = )" Re(A) = Y (Re(A)"™ (2 — ()" Somit ist die
n=0 n=0
Resolventenfunktion ¢ — R:(A) in jedem Punkt ( € R(A) holomorph (in eine

Potenzreihe entwickelbar).

Angenommen, sp(A) wire leer, die Resolventenfunktion somit eine ganze
Funktion (auf ganz C holomorph). AuBerhalb der kompakten Kreisscheibe K
mit Mittelpunkt 0 und Radius 2||A|| ist |R¢(A)| < ”T}”, und auf K ist R:(A) be-
schriankt als stetige Funktion. Somit ist R.(A) eine beschrinkte ganze Funktion,
nach dem Satz von Liouville (der fiir Potenzreihen mit Koeffizienten aus £(X)

genauso gilt wie in C) dann konstant, und wegen lim,_,o, R¢(A) = 0 identisch 0.
Somit ist auch Ry(A) = A~! = 0, Widerspruch. O

Nach dieser allgemeinen Theorie des Spektrums von Operatoren auf Banach-
Rédumen steuern wir nun auf die besondere Situation fiir normale Operatoren
auf einem Hilbert-Raum zu. Es stellt sich heraus, daf§i Spektralwerte “nahezu”
Eigenwerte sind. Als Vorbereitung dieses Ergebnisses benotigen wir Aussagen
zum inversen Operator, die wir allgemein in normierten Vektorrdumen zeigen.

Lemma 15.7 Seien X,Y normierte Vektorrdume, S : X — Y linear und stetig
und T 1Y — X linear mit ST = 1y. Es sei a := inf{||Sz| : = € im(T), ||z|| =
1}. Dann gilt: T ist genau dann stetig, wenn a > 0, und in diesem Fall gilt
7] = a™".

Beweis. Wegen ST = 1y ist T injektiv, und betrachtet als 7" : Y — im(7T)
bijektiv mit Inversem S ‘im(T). Es gilt:

% : yGY\{O}}:sup{||"5TZ{J;’|| : yEY\{O}}

_ l=ll
—sup{m : :1:€1m(T)\{0}}

=sup {(||Sz[)™" : z€im(T), |jz|=1}=a".

17 = sup {

Insbesondere ist 17" unbeschrankt fiir a = 0. ]

Ist S bijektiv, so kann T als Inverses von S angenommen werden, und die
Stetigkeits-Bedingung reduziert sich auf a := inf,cp, [|[Sz|| > 0 und dann
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|T|| = a!. Hier ist zu beachten, dafi der Satz vom inversen Operator (Folge-
rung B.12) nicht gilt, wenn X, Y nicht vollstdndig sind.

Lemma 15.8 Seien H Hilbert-Raum, A € L(H) normal und a =

inf,cp,, ||Av]| > 0. Dann ist A beidseitig beschrinkt invertierbar mit ||[A™Y|| = a™.

Beweis. Fiir a > 0 ist ker A = {0}, d.h. A: H — im(A) ist bijektiv mit Inversem
T :im(A) — H, mit |T|| = a~!. Ist (v,) Cauchy-Folge in im(A), so ist (Tv,)
Cauchy-Folge in H, somit konvergent gegen ein w = Tv € H mit Aw = wv.

Damit ist im(A) vollstandig, insbesondere abgeschlossen. Angenommen, es gibt
ein 0 # v € (im(A))* mit ||v]| = 1. Dann gilt

0= (v, AA*v) = (v, A*Av) = || Av||* > a* > 0,

Widerspruch. Somit ist im(A) = H, und A ist auf ganz H beidseitig beschrankt
invertierbar. U

Satz 15.9 Sei H Hilbert-Raum und A € L(H) normal. Eine Zahl A € C ist
genau dann Spektralwert, wenn es eine Folge (v,,) von Einheitsvektoren in H gibt
mit ||(A — Alg)v,|| — 0 fir n — oo.

Beweis Mit A ist auch A — A1y normal. Aus Lemma folgt:

A Spektralwert < A — A1y nicht beschriankt invertierbar
< a:= inf ||[(A—=Alg)v||=0
vEBy

< es gibt (v,) mit den genannten Eigenschaften. [
Theorem 15.10 Sei H Hilbert-Raum und A, P,U € L(H).

i) Ist A = A* selbstadjungiert, so ist sp(A) eine kompakte Teilmenge des
reellen Intervalls [—|| Al || Al[]-

ii) Ist A > 0 positiv, so ist sp(A) eine kompakte Teilmenge des reellen In-
tervalls [0, || A|].

iii) Ist P = P* = P? Projektor, so besteht sp(P) C {0,1} hdchstens aus den
Zahlen 0 und 1.

iv) Ist U wnitdr, so ist sp(U) eine kompakte Teilmenge des Einheitskreises

St c C.

Ferner gilt (allgemein in £(X)): sp(A*) = {\ : X € sp(A)}. Ist A invertierbar,
dann gilt sp(A™Y) = {\7! : X esp(4)}.

Beweis. In i)-iv) handelt es sich um normale Operatoren, so dafl Satz an-
wendbar ist. Die Kompakatheit und Beschrianktheit durch || A|| war in Satz [0
gezeigt.
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i) Ist A selbstadjungiert und A € sp(A), dann gibt es eine Folge v, von
Einheitsvektoren in H mit ||[(A — Alg)v,|| — 0 fiir n — oco. Dann ist aber auch
(Uny (A= A1pg)vy) = (Un, Avp) — (Un, Av,) — 0, d.h. ((v,, Av,,)) konvergiert gegen
A. Aber (v, Av,) ist fiir alle n reell, somit ist A € R.

ii) Analog wie i), zusétzlich ist (v,, Av,) > 0 und damit A > 0.

iii) Es gilt ||P(P—A1g)v,|| = [[(1=A)Pv,|| = [[(1=A)(P=A1lg+Alg)v,| — 0
fiir n — oo, somit [|(1 —A)Av,| — 0. Wegen |[|v,|| = 1 fiir alle n muB3 A(1—X) =0
gelten.

iv) Es gilt 1 = (v,,v,) = (Uvy, Uvy,). Die rechte Seite konvergiert gegen
IA* (v, v,), somit [A|? = 1.

Ferner ist klar: A—\1y ist genau dann beschréinkt invertierbar, wenn A*—\1x
beschrankt invertierbar ist.

Sei A invertierbar (dann ist 0 regulidrer Wert) und A # 0. Dann gilt A™! —
Ay = My — A)(AIAY). Da A71A7! bijektiv ist, gilt: A7t € sp(A™)) &
A € sp(A). O

Bemerkung 15.11 Es gelten alle Umkehrungen von Theorem [5.10L1)-iv) in fol-
gendem Sinn: ist A € L(H) mit sp(A) C R (und H komplexer Hilbert-Raum!),
so ist A = A*. Analog fiir ii)-iv). Diese Umkehrungen ergeben sich aus dem
Spektralsatz fiir normale Operatoren.

Wir geben nun stetigen Funktionen f(A) selbstadjungierter Operatoren einen
Sinn. Eine besonders wichtige Funktion wird die Quadratwurzel positiver Ope-
ratoren sein, so daBl wir den Betrag eines Operators erklaren konnen als |A| =

VA*A.

Satz 15.12 Sei X komplezer Banach-Raum, A € L(X). Jedes Polynom p =
p(t) = Sop_oct®™ mit ¢ € C einer Variablen t defininiert durch p(A) =
Yo ckAR, mit AY := 1x, einen linearen stetigen Operator p(A) € L(X). Es
gilt sp(p(A)) = {p(A) = A €sp(A)} =: p(sp(A4)).

Beweis. p(A) € L(X) ist klar. Sei A € sp(A). Dann gilt

n

P(A) — pALx) = 3 ep(AF — Moiy)
k=1
Fiir k > 1 gilt (AF=X\F1x) = Zf;ol Aj)\k_l_j> (A=X1x),sodaBp(A)—p(\lx) =
B(A—\lx) fiir ein B € £(X). Nach Voraussetzung ist (A — A1x) nicht bijektiv,
damit ist auch p(A) — p(A1lx) nicht bijektiv, somit p(\) Spektralwert von p(A).
Sei umgekehrt u € sp(p(A)). Die Gleichung p(A\) — ¢ = 0 hat (nach Fun-

damentalsatz der Algebra) n mit Vielfachheit gezéhlte Losungen Ai,..., \,. Da
komplexe Polynome in Linearfaktoren zerfallen, gilt

87

Preliminary version — 8. Juli 2011



Da p Spektralwert von p(A) ist, konnen nicht alle A — A1 x bijekiv sein. Also gilt
A; € sp(A) fiir mindestens ein j € {1,...,n}. Aber u = p(};), d.h. sp(p(4)) C
p(sp(4)). m

Folgerung 15.13 Ist A = A* € L(H) selbstadjungiert, so ist zumindest eine der
Zahlen || A|| oder —||A|| Spektralwert.

Beweis. Das ist klar fiir A = 0. Ansonsten koénnen wir durch Skalieren mit || A||~*
annchmen: A = A* € L£(H) mit ||A|] = 1. Also gibt es eine Folge (v,) von
Einheitsvektoren in H mit ||Av,| — 1 fiir n — oco. Fiir diese Folge gilt:

0 < ||(1er — A?)vn|? = [Jonll* + [|A%0n]|* — 2Re(vy, A%0p)
=1+ [|A%0,|* — 2||Av,|| <2 —2||Av,|| — 0.

Nach Satz ist 1 Spektralwert von A?, damit 1 € (sp(A))? nach Satz
und schliefllich 1 € sp(A) oder —1 € sp(A). O

Diese Aussage fiihrt (zusammen mit der C*-Identitét) auf eine rein algebrai-
sche Definition der Norm von A € L(H): Es gilt

|Al| = sup{A >0 : A*A — A\?1y ist nicht bijektiv} .

Definition 15.14 Fir A € £(X) heiBt r(A) := sup{|\| : X € sp(A)} Spektral-
radius von A.

Es gilt r(A) < ||AJ|, fiir selbstadjungierte A = A* € L(H) sogar r(A) = ||A|| nach
Folgerung [H.T3

Bemerkung 15.15 Uber den holomorphen Funktionalkalkiil beweist man fiir
A € L(H) die sehr wichtige Spektralradiusformel r(A) = lim,_o ||A"||. Insbe-
sondere existiert dieser Limes und kann dann durch n = 2* verdichtet werden.
Ist A normal, so folgt

r(A) = lim A% = lim [|(A7)2 A% |7 = lim [|(A*A) |70
= [[(A"A)[[> = [IA]] -
Theorem 15.16 (stetiger Funktionalkalkiil) Ist H komplexer Hilbert-Raum,
A = A* € L(H) selbstadjungiert und f eine stetige Funktion auf sp(A) C
[—||All, [|All], dann gibt es genau ein f(A) € L(H) derart, daf$ die Zuordnung

C(sp(A)) > f+— f(A) € L(H) stetig ist und fiir Polynome die elementare Bedeu-
tung aus Satz[I213 hat.

Beweis. sp(A) ist kompakter Hausdorff-Raum. Nach dem Satz von Stone-
Weierstrafl gibt es eine gegen f in der Supremums-Norm konvergente Folge (py)
von Polynomen (vom Grad ny), die somit eine Cauchy-Folge auf sp(A) bilden: zu
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€ > 0 gibt es ein N € N, so daf fiir alle k,1 > N gilt: sup,eqpa) [Px(t) — pi(t)] <€
Andererseits gilt fiir ein beliebiges Polynom p nach Satz

Ip(A)[| = r(p(A)) = max{|u| : € sp(p(A))} = max{[p(\)| : A €sp(A)} = |lp[| .

Somit gilt auch ||pr(A) — pi(A)|| = supseqpay [Pr(t) — pi(t)| < € fiir alle k,1 > N,
d.h. (pr(A)) ist Cauchy-Folge in L£L(H), die einen eindeutigen Grenzwert f(A) €
L(H) besitzt. Wieder durch polynomiale Approximation folgt, daf§ die Abbildung
f— f(A) stetig ist. O

Fiir f,g € C(sp(A4)) und «, 8 € C gilt:
DAL= 1
) (af +B9)(A) = af(A) + Bg(A)
) (f9)(A) = f(A)g(A)
iv) (f(4)" = f(4)
)
)

111

v) f(A) ist normal

vi) [[F (A= IfIl = supespiay [f (2]

Dabei ergibt sich vi) durch polynomiale Approximation und ||p(A)|| = ||p||, die
anderen Eigenschaften sind klar.

Theorem [[5.T0 hat fundamentale Bedeutung fiir die Theorie der Operatoral-
gebren. Wir geben eine Reihe von Anwendungen an, die z.T. benutzen, dafl die
Umkehrungen von Theorem gelten (Bemerkung [[5.TT]).

Satz 15.17 Sei H komplexer Hilbert-Raum. Jeder selbstadjungierte Operator
A= A* € L(H) besitzt eine eindeutige Zerlegung A = Ay — A_ mit Ay, A_ >0
und ALA- = A_A, = 0. Es gilt ||A]| = max(||AL|],||A-]|). Insbesondere ist je-
der lineare stetige Operator eine eindeutige Linearkombination von (héchstens)
4 positiven Operatoren.

Beweis. Wir betrachten die stetigen Funktion f(t) = t, fi(t) = max(t,0), f_(t) =
max(—t,0). Fir diese gilt f = f. — f_ und fif- = f_f. = 0. Dann haben
A; = f(A) und A_ := f_(A) die behaupteten Eigenschaften, und ihr Spektrum
ist positiv. Angenommen, es gibt eine weitere Zerlegung A = B—C mit B,C > 0
und BC' = C'B = 0. Dann folgt A™ = B"+(—C)", somit p(A) = p(B)+p(—C) fiir
jedes Polynom p ohne konstante Komponente. Es gibt eine gegen f. konvergente
Folge solcher Polynome, so daB gilt f,(A) = f(B)+ fi.(—C). Aber f,(—-C) =0
und f,(B) = B, somit ist die Zerlegung eindeutig.

Theorem 15.18 Se: H komplexer Hilbert-Raum. Jeder positive Operator 0 <
A € L(H) hat eine eindeutige positive Quadratwurzel 0 < Az € L(H), mit

1

A= (A3)2
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Beweis. Wegen sp(A) C [0, ||A|] ist f(t) := /t stetig auf sp(A). Wir setzen
Az := f(A), dann ist f(A) positiv und (f(A))2 = A. Angenommen, es gibe ein
weiteres 0 < B € L(H) mit B?> = A. Es gibt eine Folge (p,) von Polynomen, die
auf sp(A) gleichmiflig gegen f konvergiert. Sei ¢,(t) := p,(t?). Wegen sp(A
sp(B?) = {t* : t € sp(B)} gilt lim, .o ¢,(t) = lim, .o p,(t?) = f(t?) =
gleichmiBig auf sp(B), und es folgt B = lim, .o ¢u(B) = lim, .o p,(B?)
limy, oo pn(A) = f<A>

Definition 15.19 Sei H komplexer Hilbert-Raum und A € L(H), dann heiBt
|A| := (A*A)2 € L(H) der Betrag von A.

Ol

Theorem 15.20 (Polarzerlegung) Sei H komplexer Hilbert-Raum und A €
L(H), dann ezistiert eine partielle Isometrie S € L(H) von (ker A)t nach
(ker A*)L, so daf gilt A= S|A|.

Beweis. Wir definieren einen Operator 7' : im |A| — im A durch T'(|A|v) := Av fiir
alle v € H. Dann gilt |||A|v]]* = (v, |A]*v) = (v, A*Av) = ||Av||? = | T(|A]v)]|?,
d.h. T ist eine Isometrie. Diese setzt sich stetig fort zu V' : im|A|] — im A =
(ker A*)L: Wihle eine gegen w € im|A| konvergente Folge w, aus im|A| und
definiere T'w := lim,, o, T'w,. Die rechte Seite ist konvergent in im A. Diese stetige

Fortsetzung setzen wir zu S € L(H) fort durch S}kerA = 0 und S}(kem)l =T.
Dabei ist (im|A])t = ker |A|, und wegen |||A|v]|? = [|Av]||? ist ker|A| = ker A,
somit S die partielle Isometrie zu T : (ker A)* — (ker A*)L. O

Es 148t sich zeigen, dafl diese Polarzerlegung eindeutig ist.

Theorem 15.21 Sei komplexer Hilbert-Raum. Jeder Operator A € L(H) ist Li-
nearkombination von hdchstens 4 unitiren Operatoren.

Beweis. Es geniigt zu zeigen: jeder selbstadjungierte Operator A = A* mit [|A|| <
1 ist Linearkombination von 2 unitiren. In diesem Fall ist sp(A4) C [—1, 1], so daf§

f(t) = t+iv1—* auf sp(A) stetig ist. Es gilt ¢ = 2(f(t) + f(¢)) und f(t)f(t) =

F(@)f(t) = 1. Setzen wir U := f(A), also U* = f(A), so folgt A= 1(U+U*) und
UU=U"U=1yg. n

16 Kompakte Operatoren

Viele Anwendungen fiihren auf sogenannte kompakte Operatoren, fiir die sich
Eigenschaften zeigen lassen, die analog zur endlich-dimensionalen Situation sind.
Das Spektrum kompakte Operatoren hat eine sehr einfache Struktur.

Definition 16.1 Seien X,Y Banach-Raume. Eine lineare Abbildung 7': X — Y
heiBt kompakt, falls folgende aquivalente Bedingungen erfiillt sind:

i) T(Bx) C X (Norm-AbschluB) ist (Norm-)kompakt.
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ii) Ist (z,) eine beschrankte Folge aus X, so enthilt (T'z,) eine in Y (Norm-
Ykonvergente Teilfolge.

Mit IC(X,Y") werde die Menge der kompakten Operatoren 7" : X — Y bezeichnet.
In metrischen Rdumen sind Kompaktheit und Folgenkompaktheit &quivalent;
daraus folgt die Aquivalenz. Es gelten:
i) Jeder kompakte Operator ist stetig (da kompakte Mengen beschriankt
sind).

ii) Ist X endlich-dimensional und T stetig, so ist T kompakt (da T'(Bx)
endlich-dimensional, beschrankt und abgeschlossen).

iii) Ist 7'(X) endlich-dimensional und 7T stetig, so ist 7" kompakt (da T'(By)
endlich-dimensional, beschriankt und abgeschlossen).

iv) Ist X unendlich-dimensional, so ist 1x nicht kompakt (da By nicht kom-
pakt ist).

Lemma 16.2 Seien X,Y, 7 Banach-Rdume.
i) K(X,Y) ist abgeschlossener Untervektorraum von L(X,Y).
i) Sei S € LY, Z) und T € L(X,Y). Ist S oder T kompakt, so auch SoT.

Insbesondere gilt: K(X) := K(X, X) ist norm-abgeschlossene Unteralgebra von
L(X).

Beweis. i) Seien 11, Ty € K(X,Y) und (z,,) beschriankt. Dann hat (T} z,,) eine kon-
vergente Teilfolge (T1z,, ), und (Tox,, ) hat konvergente Teilfolge (Thx,,,). Somit
hat ((T7 + 13)x,,) die konvergente Teilfolge ((71 + T%)xy,,). Da AT; trivialerweise
kompakt, ist (X,Y) C L(X,Y) Untervektorraum.

Verbleibt die Abgeschlossenheit. Sei 7' € K(X,Y). Dann gibt es zu € > 0
ein S € K(X,Y) mit [|T — S|| < e. Sei Y} := S(Bx). Da Y] kompakt ist, wird
Y1, und damit Y;, von endlich vielen e-Umgebungen aus Y mit Mittelpunkten
{Szy,...,Sz,} iberdeckt. Somit folgt: fiir jedes © € B, gibteseini € {1,...,n}
mit ||Sx — Sz;|| < e. Fiir dieses i folgt

|Tx —Tx;|| < ||[Tx — Sx| + ||Sx — Szy|| + || Sz; — Tx;|| < 3e,

d.h. endlich viele 3e-Umgebungen iiberdecken T'(Bx) und damit T'(Byx). Somit
ist 7" kompakt.

ii) folgt direkt aus der Definition. O

Folgerung 16.3 Ist T € L(X,Y) mit T = lim, .71, (Norm-Limes) und
dim(7,, (X)) < oo fir allen € N, so ist T kompakt. O

Satz 16.4 Seien H,,H, Hilbert-Riume und T € L(Hy, Hy). Dann sind
Gquivalent:
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i) T ist kompakt.

i) T bildet schwach-konvergente Folgen in Norm-konvergente Folgen ab,
d.h. ist (v,) Folge in Hy mit (w,v,) == (w,v) fir alle w € Hy, so

n—oo

folgt || Tv, — Tv|| — 0.

iii) T*T ist kompakt.

iv) T* ist kompakt.
Beweis. i)=-ii) Nach Folgerung aus Banach-Steinhaus ist jede schwach-
konvergente Folge beschrénkt. Damit besitzt T'v, eine in H; Norm-konvergente
Teilfolge (O, )ren. Sei @ der Limes. Zu zeigen ist: Die gesamte Folge (T'v,,) kon-
vergiert gegen w. Angenommen, es gibt ein € > 0 und eine Teilfolge (vy,, )ren mit
| Tvy,, — @|| > € fiir alle k. Da v,,, beschrankt ist, besitzt (7'v,, ) eine konvergente

Teilfolge, die wir vereinfachend als (T'v,,) selbst annehmen kénnen. Sei w ihr
Limes. Dann gilt:

o — @] = Jim (T, — @, w0 — @) = lim (v, T*(w — @)} — {0, w — )

= (v, T"(w — W)) — (W,w — W) = I}Ln(}o(ﬁnk,T*(w —w)) — (W, w — W)

:klim<Tf)nk,w—ID)—(1D,w—ID):O,

Widerspruch.

ii)=1) Da H; reflexiv ist, besitzt jede in H; beschrénkte Folge (v,) nach
Satz eine schwach-konvergente Teilfolge v,, . Sei v der Limes. Nach Voraus-
setzung ist limg_o || 70, — Tv|| = 0, also T" kompakt.

1)=-iii) und iv)=iii) ist Lemma [6.2ii).
iii)=-ii) Ist (v,) schwach-konvergent gegen v, so ist 7*Tv,, Norm-konvergent
gegen T*Tv nach i)<ii). Es folgt

IT (v = )1 = [{vn = 0, T*T (v = V)| < Jlow = 0 IT*T (v = v)l| = 0

wegen (v, — v) beschrankt nach Folgerung .8
i)=iv) Nach Lemma [6.2ii) ist 77 kompakt, dann 7™ nach iii)=-ii)=-1) fir
T™ statt T'. U

Der folgende Satz charakterisiert eine wichtige Beispielklasse von kompakten
Operatoren: die Theorie der Integralgleichungen.

Satz 16.5 Es sei (X,p) und K € L*(X x X, pu X p). Dann definiert

(Tf)(x) = / dnly) Ko ) fy),  fel’(X.n

X

einen kompakten Operator T € L(L*(X, p)).
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Bewers. Je nach Wahl der Integrationsvariable schreiben wir dz bzw. dy fiir du.

Zunéchst existiert nach Fubini das Integral / dx( / dy |K (:c,y)|2), d.h. bis
X X
auf eine Nullmenge N C X ist / dy |K(z,y)]* < oo fiir alle z € X \ N. Damit
X

existiert nach der Holderschen Ungleichung das Integral / dy |K(z,y)f(y)| fur
X
alle z € X \ N, und auBerhalb einer Nullmenge gilt mit Cauchy-Schwarz

P =| [ ay x| < [ avikeP [ aisopr.

17113 I/dev (T (@) < KIS

dh | T]| < | K]l und T € £(I2(X, 1),

Nach Definition der Integrierbarkeit gibt es zu K eine Folge (K,,) endli-
cher Treppenfunktionen mit lim,, ., [|[K — K,|l2 = 0. Nach Fubini diirfen wir
Kn(w,y) = 77" ¢jla;(2)1p;(y) annehmen fiir Borelmengen A;, B; C B(X) mit
1(A;), p(Bj) < oo. Dann ist

Damit gilt

T'n

/Xdy Ku(x,y)f(y) = chlAj(x)/B dy f(y)

j=1 j

wieder eine endliche Treppenfunktion auf X. Der Vektorraum der endlichen Trep-
penfunktionen ist endlich-dimensional. Somit ist das Bild einer beliebigen be-
schrinkten Teilmenge in L?(X, u) unter T}, endlich-dimensional und beschrinkt,
sein Abschlufl damit kompakt. Damit ist 7}, ein kompakter Operator. Da (K,)
in L?(X x X, u x p) norm-konvergent gegen K ist und die Abbildungen K + T
und K, — T, stetig sind, ist auch T" kompakt nach Folgerung [[6.3. U

Satz 16.6 Definiert K(z,y) den kompakten Operator T € K(L*(X, 1)) entspre-
chend Satz [0, so definiert K(y,x) den adjungierten Operator T*. Gilt also
K(z,y) = K(y,z) fir alle x,y € X, dann ist T selbstadjungiert.

Beweis. Fiir f,g € L*(X, p) ist die Funktion (z,y) — g(z)f(y) in L*(X x X, p x
w). Damit ist die Funktion (z,y) — K(z,y)f(y)g(z) integrierbar, und nach Fu-
bini gilt

0.1 = [ 5@ [ ayK@so) = [ v ( [ doKGwa@) )
= [ ao ([ ay Kluzlow) £ = (Ta.5) a
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Damit lassen sich Integralgleichungen der Form

Af(w)z/xdyK(x,y)f(y% K(z,y) = K(y,z) € L*(X x X, pu x i),

welche sich z.B. aus Differentialgleichungen ergeben, auf das Eigenwertproblem
T f = \f fiir kompakte selbstadjungierte Operatoren zuriickfithren. Insbesondere
wird es nicht fiir alle A eine Losung geben. Eine erste Aussage zum Spektrum ist
schnell zu erhalten:

Satz 16.7 Sei H Hilbert-Raum mit dim(H) = oo und T' € K(H) kompakt. Dann
ist 0 € sp(T), d.h. T ist nicht invertierbar.

Beweis. Wire 0 ¢ sp(T'), so ist T-' € L£(H) und dann 15 = TT! kompakt,
somit H endlich-dimensional. U

Es gibt viele Beispiele von Differentialoperatoren D,, deren Inverses ein kom-
pakter Operator ist, z.B. ein Integraloperator. Das Inverse ist dann zu verstehen
als D, [ dy K(z,y)f(y) = f(z). In diesen Féllen liefert die Spektraltheorie des
kompakten Operators zu K wichtige Daten iiber das Spektrum des Differential-
operators.

Lemma 16.8 Seien Hy, Hy Hilbert-Riume, T € K(Hq, Hy) und 6 > 0. Sei (v;)ier
ein ONS in Hy. Dann gilt: Js == {i € I : ||Tv| > 0} ist endlich, somit
Iny:={iel : Tv; # 0} abzihlbar.

Beweis Wiare J; nicht endlich, so gibt es eine Folge (i,,) in Js mit i, # i, fiir alle
n # m. Nach Besselscher Ungleichung gilt fiir alle v € H;

(v, v, )" < [0l

NE

Il
o

n

Die Summe kann aber nur konvergieren, wenn (v,v;,) — 0 fiir n — oo, d.h.
(v;,,) ist schwach-konvergent gegen 0. Nach Satz[[6.4lii) ist T'v;, Norm-konvergent
gegen 0, im Widerspruch zu ||Tv;|| > 0.

Die Aussage zu I, folgt aus Iy = J —, J%. O

Folgerung 16.9 Seien Hy, Hy Hilbert-Riume und T € K(Hy, Hy). Dann ist
(ker T)* C H, separabel.

Beweis. Sei (v;);er eine ONB in Hy und Iy = {i € I : Twv; # 0}. Dann gilt
Hy =ker T @ (ker T)*. Da (v;)ien 1, ONB von ker T ist, ist Iy ONB von (ker T')*,
damit (ker T)* separabel. O

Satz 16.10 Fir Hilbert-Riume Hy, Hy bezeichne F(Hy,Hy) = {T €
L(Hy, Hy) : dim(im7T) < oo} die Menge der Operatoren mit endlichem Rang.
Dann gilt IC(Hy, Hy) = F(Hy, Hy) (Norm-Abschlufs).
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Beweis. D ist Folgerung Sei umgekehrt T' € KC(Hy, Hy). Wir konnen uns
in der Zerlegung H; = (ker T)* @ (ker T') auf (ker T')* beschrinken und deshalb
annehmen: H; ist separabel und unendlich-dimensional (sonst ist bereits T €
F(Hy, Hs). Sei (vy)neny ONS in Hy und Py die Projektion auf span(vy, . .., vg). Fir
beliebige v € H; gilt nach der Parsevalschen Gleichung v — Pyv — 0 fiir £ — oo.
Zu jedem k € N wihlen wir ein wy, € By, mit ||(T'Py—T)wy|| > 3| TP,—T|. Dann
ist wy — Prwy, schwach-konvergent gegen 0, damit || (7' P,—T1")wy|| Norm-konvergent
gegen 0, somit ||T'P, — T'|| Norm-konvergent gegen 0. Wegen TP, € F(H;, Hs)
folgt die Behauptung. O

Theorem 16.11 Se: H komplexer Hilbert-Raum, D C C offen und zusam-
menhdingend und T : D — L(H) eine holomorphe Operator-wertige Funktion,
so daff T'(z) kompakt ist fir alle z € D. Dann gilt entweder

i) (1 —T(2))~! existiert fiir kein z € D,
oder

i) (1y —T(2))"" ewistiert fiir alle z € D\ S, wobei S C D eine diskrete
Menge ohne Hiufungspunkt ist. In diesem Fall ist (1 — T(2))™! holo-
morph auf D\ S, und T(z,)w = w hat fir jedes z, € S eine Lisung
0#4AweH.

Beweis. Wir zeigen, dafl in einer Umgebung jedes Punktes zy € D entweder 1)
oder ii) gilt. Da D offen und zusammenhéngend, somit wegzusammenhéngend
ist, wobei eine offene Umgebung des Weges in D liegt, gilt die Alternative i) oder
ii) konstant auf D.

Nach Holomorphie-Voraussetzung gibt es zu 2o € D ein r > 0, so dafl || T'(z) —
T(z)|| < & fiir alle z € U,(2). Nach Satz[IGI0 gibt es einen Operator R € F(H)
mit ||T(z) — R|| < . Dann ist ||T(z) — R|| < 1, so da nach Lemma 54 der
Operator 1 —T(z)+ R fiir z € U,(zo) invertierbar ist mit holomorphem Inversen.

Da R endlichen Rang hat, gilt R(v) = le\il R;(v)e;, wobei imR =
span(ey, ..., ey) und die R; lineare Funktionale auf H sind. Nach dem Rieszschen
Darstellungssatz ist R;(v) = (w;,v) fiir ein w; € H, somit R(v) = Y2 (wy, v)e;.
Jedes w; definiert eine Funktion U,(z9) 2 2 +— ¢;(2) := ((1g —T(2) + R)~')*w; €
H. sowie eine Operator-wertige Funktion R(z) := R(1y — T'(z) + R)™1), fiir die
gilt

R0 = R((Lu=T()+R))0) = 3w (=T B) e = S (6i(2), vhes

Esgilt 1y —T(2) = (1g — R(2))(1g — T'(2) + R), so daf} folgt:
a) 1y — T'(z) ist bijektiv genau dann, wenn (1 — R(2)) bijektiv ist,
b) T'(z)w = w ist genau dann 16sbar mit w # 0, wenn R(z)w = w losbar ist
mit @ # 0.
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Sei nun R(2)w = w = Yon (¢i(2),@)e;, also w = SN Bie; und B, =
SN {(dn(2), €:)Bi. Fiir festes z ist das ein lineares Gleichungssystem zur Be-
stimmung der [;, welches genau dann l6sbar ist, wenn fiir die Determinante
d(z) := det(Spmn — (Pm(2),€n)) gilt: d(z) = 0. Sei S, :={z € U,(2) : d(z) =0}.
Da auch d(z) holomorph ist, gilt nach dem Identitétssatz fiir holomorphe Funk-
tionen: Entweder es gilt S, = U,(zp) und damit Behauptung i), oder Sy hat keinen
Hiufungspunkt. Im zweiten Fall ist d(z) # 0 fiir z € U,.(29)\ S, und die Gleichung
(1 — R(2))w = 7 ist fiir alle & € H 16sbar durch den Ansatz @ = o + S~ | aye;,
der auf

5= (¢i(2), D)e; + Zaiel > ai(dilz),ej)e =1
= = (a(2).0) + > _(Ba(2) )y

fithrt. Wegen d(z) # 0 ist dieses Gleichungssystem fiir alle © € H losbar, d.h.
(1g — R(z)) und damit (15 — T'(z)) ist bijektiv fiir alle z € U,(29) \ S,. Das ist
die Behauptung ii). O

Folgerung 16.12 (Fredholmsche Alternative) IstT € K(H) kompakt, dann
ist entweder (1 — T') bijektiv, oder ker T' # {0}.

Beweis. Theorem [[GTT mit 7'(z) = 27T fir D = C. Der Fall i) ist fir z = 0
ausgeschlossen. O

Satz 16.13 Ist H komplexer Hilbert-Raum und T € K(H) kompakter Operator,
dann gilt:

i) sp(7T) ist diskrete Teilmenge von C ohne Hdufungspunkt aufler eventuell
0.

ii) Jedes 0 # X\ € sp(T) ist Eigenwert, und die zugehdrigen Eigenrdume
Ey\ =ker(T — A1) sind fiir A # 0 endlich-dimensional.

iii) Das Spektrum von T' ist abzdhlbar oder endlich.

Beweis. 1) Die Operator-wertige Funktion C 5 z — T'(z) := 2T € K(H) ist auf
ganz C holomorph. Nach Theorem MG.IT] ist die Menge S := {z € C : 2Tv =
v hat Lésung v # 0} diskret (da 0 ¢ S) und ohne Haufungspunkt. Ist § ¢ S,
dann existiert (' — Ap)™t = —3(1y — +7)7", und fiir £ € S gibt es nach
Folgerung einen Eigenvektor.

ii) Die Einschriankung von T auf den Eigenraum FE) = ker(T — Alp) ist
ebenfalls kompakt. Diese Einschrinkung ist aber A\1g,, so dafi dim(F)) < oo fiir

A 0.
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iii) Nach Folgerung [6d ist (ker T')* separabel, so dafl es hochstens abzihlbar
viele linear unabhéngige Eigenvektoren zu A # 0 geben kann, somit hochstens

abzahlbar viele 0 # \ € sp(T). O

Lemma 16.14 Ist H komplexer Hilbert-Raum und T € K(H) kompakt und nor-
mal. Seien \ # p verschiedene Figenwerte von T (einer mdglicherweise = 0), so

Beweis. Ist T normal, so gilt ||(T" — Alg)v|| = |[(T* — Mpg))v| nach Lem-
ma [Z7iv), somit E\(T) = E5(T%). Ist 0 # vy € E) und 0 # w, € E,, so
folgt

M(UMU}!J = <U>\7Twﬂ> = <T*U>\7wu> = )\<U)\,w“>

und damit (vy, w,) = 0. O

Theorem 16.15 (Spektralsatz fiir selbstadjungierte kompakte Operatoren)
Es sei H ein Hilbert-Raum und T = T* € K(H) ein selbstadjungierter kompakter
Operator. Seisp,(T) :={A € R : Ey =ker(T — 1) # {0}} das Eigenwertspek-
trum und P\ : H — FE)\ die orthogonale Projektion auf den Figenraum E\. Dann
qgilt:
i) H= ®A6spp(T) Ex und T = 3 5o AP\ mit Konvergenz der Reihe in
der starken Operator-Topologie.

i) H besitzt eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren wvon T, wobei
hdchstens abzihlbar viele Basiselemente zu Eigenvektoren aus sp,(T)\{0}
gehoren.

Beweis. i) Nach Lemma [6I4 gilt E, L FEy fir A # p. Sei dann H =
@Aespp(T) Ey C H=H® H". Wir zeigen H+ = {0}. Wegen TE\ C Ej ist
TH c H. Da T selbstadjungiert ist, iss TH- c H*, denn sei v € H und
w € H*, dann gilt (Tw,v) = (w, TU> =0.Seinun T :=T|,, : H- — H*
die Einschriinkung. Wegen der Abgeschlossenheit von HL ist T ein kompakter
selbstadjungierter Operator, sein Spektrum ist nicht-leer, und jeder Spektralwert
# ( ist Eigenwert von T und damit von 7. Damit ist nach Konstruktion 0 der
einzige Spektralwert von 7', d.h. der Spektralradius ist (7' [) = 0. Da fiir selbst-
adjungierte Operatoren T gilt r(T) = ||T|, folgt T = 0. Somit ist Tw = Ow fiir
allew e H+, dh. H+ c H.

Somit gibt es zu v € H eine eindeutige Zerlegung v = Z)\ESPP(T) vy =

> Aespy( ) Pav, mit Norm-Konvergenz der Reihe. Damit folgt
Tv = T( Z UA) = Z Tl))\ = Z )\UA = Z )\P)\’U = ( Z )\P)\)
Aesp,(T) Aesp,(T) Aesp(T) Aesp(T) Aesp(T)

Damit gilt T" = Z/\ESP(T) APy in der starken Operator-Toplogie. Der mogliche
Spektralwert 0 liefert keinen Beitrag zur Summe.
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i) Ist By = {v!™, ..., %)} Orthonormalbasis von Ej fiir 0 # A € sp(T)
und By = {v; : i € I} eine Orthonormalbasis fiir Ey im Fall 0 € sp(T), so ist
B={ resp(r) B eine Orthonormalbasis von H aus Eigenvektoren von 7. 0

Da sp(T') hochstens abzihlbar ist, gilt fiir eine beliebige Abzéahlung {\, : n €
N) der Spektralwerte T =3 ;A\, Py,. Ordnen wir [Xg| > [A;] > ..., dannn gilt
|Xo| = ||T|| und A, — 0 fiir n — oo.

Eine wichtige Anwendung ist der beschrdankte Funktionalkalkiil fir kompakte
selbstadjungierte Operatoren 7' = ) esp(T) AP. Ist f: A — C eine beschriankte
Funktion, so werden durch

f(T):= Y fAP ()

Aesp(T)

beschrénkte Funktionen des kompakten Operators T" definiert, mit Konvergenz in
der starken Operator-Topologie. Fiir stetige Funktionen stimmt diese Konstruk-
tion mit dem stetigen Funktionalkalkiil aus Theorem [[.T6l iiberein: wegen der
Orthogonalitédt P\P, = 0 fiir A # p folgt T" = >y ) APy, d.h (%) gilt fiir
Polynome und damit nach Stone-Weierstral auch fiir stetige Funktionen, dann
sogar mit Norm-Konvergenz der Reihe. Dagegen gilt (*) auch fiir blof§ beschréankte
Funktionen, aber die Reihe konvergiert i.a. nur in der starken Operator-Topologie.

Der Spektralsatz verallgemeinert sich auf weit grofiere Klassen von Operato-

rern.

Definition 16.16 Eine Abbildung R 5 A +— P, € L(H) heiBt Spektralschar, wenn
gilt
i) P, ist Projektor fiir jedes A € R
i) limy_o Px = 0 und limy_;o P = 1pg in der schwachen Operator-
Toplogie.
iv) A — P, ist rechtsseitig stetig, d.h. lim, \ P, = P\

Gilt statt iii) bereits P, = 0 und P, = 1y fiir a < b € R, so hat die Spektralschar
kompakten Trager.

Fiir v € H ist die Funktion A\ — (v, Pyv) mononon wachsend und definiert ein
Lebesque-Stieltjes-MaB d(v, Pyv). Ist f eine beschriankte Funktion auf dem Trager
der Spektralschar, so kann man in sinnvoller Weise einen beschrénkten linearen
Operator A definieren durch

(0, ) ::/ FO) dv, P} oder A, ::/ £V dP,
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im Sinne der schwachen Operator-Topologie. Man zeigt folgendes: Ist A = A* €

L(H) selbstadjungiert und P! die Projektion auf ker((A — A1), ) (dabei ist B,

der positive Anteil von B), so bildet {P{} eine Spektralschar, und fiir stetige
b

Funktionen f stimmt das Integral f(A) = / f(X) dP{ mit der Konstruktion

b
aus Theorem iiberein. Insbesondere gilt A = / A dP;*. Fiir jeden unitéren

Operator U findet man einen selbstadjungierten Operator A mit sp(A) € [—m, 7],
so daB gilt U = exp(iA). Dann lassen sich Funktionen unitédrer Operatoren er-
klaren als

F(U) = / " H(e) dapg

Dadurch 148t sich die Spektraldarstellung auf unbeschrinkte selbstadjungierte
Operatoren T' : dom(7T") — H erweitern. Man zeigt, dal Ur = (T — ilg)(T +
i1)~! unitér ist, somit U; = exp(iA). Dann gilt fiir v € dom(T')

(v,Tv) = /] [tan% d{v, P{v) .
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