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0 TUberblick

In der Quantenfeldtheorie und Statistischen Physik geht es um Systeme mit un-
endlich vielen Freiheitsgraden. Ziel ist die Konstruktion von Funktionen, die einen
Grenzwert besitzen, wenn moglich auch die Berechnung der Grenzwerte. Die da-
bei entwickelten Methoden haben sich als duflerst fruchtbar in Mathematik und
Physik erwiesen.

0.1 Historische Anmerkungen

Statistische Physik

1859

1872

1900

1902
1925

1931

1944

1966
1967

1970

1971

Maxwell: ~ Geschwindigkeits-
verteilung der Gasmolekiile

Boltzmann: statistische Be-
schreibung  der  Entropie,
Boltzmann-Verteilung

Planck:  Quantenhypothese
und Strahlungsgesetz

Gibbs: Statistische Physik

Ising: Losung des eindimen-
sionalen Ising-Modells

Bethe: Losungsansatz fiir ein-
dimensionale Quantenmodelle

Onsager: Losung des zweidi-
mensionalen Ising-Modells

Kadanoft: Block-Spins

Lieb: Losung des 6-Vertex-
Modells (Eismodell)

Wilson: Renormierungsgrup-
pe, e-Entwicklung, kritische
Exponenten

Baxter: Losung des 8-Vertex-
Modells

Quantenfeldtheorie

1905 Einstein: Spezielle Relati-
vitatstheorie

1907 Minkowski: vierdimensionale
Raum-Zeit

1925 Heisenberg; Born, Jordan: Matri-

1926

1927
1928

1932

1936

1947

1948

1953

1956

1958

1970

zenmechanik

Schrodinger: Quantisierung als Ei-
genwertproblem

Pauli: Spin

Dirac: relativistische Gleichung,
Spin, Antiteilchen

von Neumann: Mathematik der
Quantenmechanik

Murray, von Neumann: Opera-
toralgebren

Lamb: Verschiebung der Spektral-
linien (Experiment)

Feynman, Schwinger, Tomona-
ga, Dyson: Quantenelektrodyna-
mik und Renormierung
Stueckelberg, Petermann: Renor-
mierungsgruppe

Wightman: Axiome der Quanten-
feldtheorie (QFT)

Thirring: 16sbares Modell einer 2-
dimensionalen QFT

Glimm, Jaffe: Konstruktion des
¢3-Modells

Beitrdge zur Verbindung von Statistischer Physik und QFT
1959 Schwinger: Euklidische Quantenfeldtheorie
1964 Symanzik: Fuklidisches Funktionalintegral als Feynman-Kac-Formel
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1973 Osterwalder, Schrader: Axiome der Euklidischen Quantenfeldtheorie

1974 Glimm, Jaffe, Simon: Konstruktion von Modellen der Quantenfeldtheorie

1981 Aizenman, Frohlich: Trivialitidt von ¢,

1991 Rivasseau: Konstruktive Renormierung

0.2 Plan der Vorlesung

Wir beginnen mit grundlegenden Begriffen und Methoden der Quantenmecha-
nik in der urspriinglichen Formulierung durch Dirac und von Neumann (1930-
32). Zentral sind kanonische Vertauschungs- und Antivertauschungsrelationen
und der Fock-Raum. Wir berechnen die Spektren des harmonischen Oszillator
und des Wasserstoffatoms. Wir behandeln die Grundgleichungen des freien Bose-
Feldes (Klein-Gordon-Gleichung) und des freien Fermi-Feldes (Dirac-Gleichung);
aus letzterer folgt die Existenz des Spins.

Abweichungen zwischen berechneten und gemessenen Spektren der Atome
fithrten zur Entwicklung der Quantenelektrodynamik 1948 /49 als Prototyp einer
Quantenfeldtheorie. Diese und ihre Verallgemeinerung auf nichtabelsche Eich-
theorien werden wir nicht behandeln. Wir springen direkt zur axiomatischen
Charakterisierung einer Quantenfeldtheorie nach Wightman. Diese Axiome be-
treffen Feldoperatoren ®(¢,Z) und Vakuum €2 und verbinden die mathematische
Formulierung der Quantenmechanik mit Erfahrungen aus der Quantenelektro-
dynamik (die aber die Axiome nicht erfiillt!) und grundlegenden physikalischen
Prinzipien. Zum Zeitpunkt ihrer Entstehung (1956) war unklar, ob es, abgesehen
von freien Bose- und Fermi-Feldern, Beispiele fiir Quantenfeldtheorien gibt, die
die Wightman-Axiome realisieren. Solche Beispiele wurden anschlieflend gefun-
den (z.B. Thirring-Modell 1958, Schwinger-Modell 1962, P(¢), 1974, minimale
Modelle der Konformen Feldtheorie 1984, Gross-Neveu-Modell 1985), allerdings
ausschlieBlich in Dimension < 3.

Direkte Beweise der Axiome sind duflerst schwierig. Deshalb wurden Varianten
der Axiome entwickelt, die andere Aspekte betonen:

e Lokale Quantenfeldtheorie. Hier geht es um Algebren von Operatoren mit
lokalisiertem Triager. Die Axiomatisierung geht auf Haag-Kastler (1964)
zuriick. Im Gegensatz zur Wightman-Theorie kommt man mit stetigen
Operatoren aus und kann umfangreiche mathematische Methoden aus der
Theorie der Operatoralgebren (C*-Algebren und von-Neumann-Algebren)
einsetzen. Es ist die einzige Variante von Quantenfeldtheorien, die sich
auf gekriimmte (Lorentz-)Mannigfaltigkeiten verallgemeinern 1aft. Wir
werden die lokale QFT in der Vorlesung nicht behandeln.

e Fuklidische Quantenfeldtheorie. Ausgangspunkt sind die Wightman-
Funktionen, d.h. Vakuum-Erwartungswerte der Feldoperatoren. Diese
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Wightman-Funktionen koénnen analytisch auf komplex-wertige Zeiten
t + it fortgesetzt werden. Werte an rein imagindren Zeiten i7 definieren
dien Schwinger-Funktionen mit Eigenschaften, die aus den Wightman-
Axiomen folgen. Osterwalder-Schrader konnten 1973-75 zeigen, dafl die-
se Eigenschaften (bis auf wesentliche Regularititseinschrinkungen) sogar
hinreichend zur Rekonstruktion der Wightman-Funktionen sind. Anderer-
seits kann man sich Kandidaten fiir Schwinger-Funktionen als Momente
(bzw. Kumulanten) eines Wahrscheinlichkeitsmafles verschaffen. Formal
ist ein solches Maf} eine Verallgemeinerung von Maflen, die in Modellen
der Statistischen Physik auftreten. In der Vorlesung sollen Aspekte dieses
Programms skizziert werden.

Motiviert durch die Osterwalder-Schrader-Korrespondenz befassen wir uns
mit Grundlagen der Statistischen Physik und einfachen Modellen. Ausgangspunkt
ist immer die Zustandssumme, aus der thermodynamische Funktionen wie Ener-
gie, freie Energie und Entropie gewonnen werden. Wir betrachten einfache Spin-
modelle. Darunter versteht man ein Gitter in D Dimensionen und die zuféllige
Zuordnung einer diskreten Variable (Spin) zu jedem Gitterpunkt. Jeder solchen
zufélligen Konfiguration X wird eine bestimmte Energie F(X) zugeordnet. Die
Zustandssumme ist dann definiert als Z = ), exp(—fE(X)) mit 8 := wobei
T die Temperatur und k& die Boltzmann-Konstante ist.

Die Zustandssumme kann so nicht berechnet werden. Es zeigt sich jedoch, dafl
sich das Problem stark vereinfacht im Limes unendlich grofler Gitter. Sei N die
Zahl der Gitterpunkte. Die Zustandssumme selbst divergiert im Limes N — oo,
jedoch sollte limy_, o % In Z existieren, d.h. die Dichte der freien Energie. In vielen
Féllen 148t sich eine Transfer-Matrix einfiithren. Die freie Energiedichte ist dann
durch den grofiten Eigenwert der Transfer-Matrix gegeben, und dieser Eigenwert
kann in einfachen Beispielen berechnet werden.

Zu diesen Beispielen gehoren das eindimensionale Ising-Modell, das XXZ-
Modell und das zweidimensionale Ising-Modell, die in der Vorlesung behandelt
werden sollen. Deutlich anspruchsvoller sind das 6-Vertex-Modell und das 6-
Vertex-Modell. Hier fithren kommutierende Transfer-Matrizen zur Losung. Die
Kommutativitét ist dquivalent zu einer Yang-Baxter-Relation, aus der die Quan-
tengruppen hervorgegangen sind.

Typischerweise héngt die Energie E(X) der Zufallskonfiguration X von Pa-
rametern K ab, die als Funktionen von Materialkonstanten und der Temperatur
aufgefafit werden konnen. Per Konstruktion ist Z fiir endliche Gitter eine ste-
tig differenzierbare Funktion der K. Fiir den Limes N — oo mufl das nicht
mehr gelten. Diese kritischen Punkte im Parameterraum, an denen hohere Ab-
leitungen von Z divergieren, sind von gréfftem Interesse. Man spricht von Pha-
seniibergéngen, die tatséchlich in vielen Experimenten (z.B. Gefrieren/Tauen und
Verdampfen/Kondensieren von Wasser) beobachtet werden. Modelle und Expe-
rimente zeigen kritisches Verhalten: In der Ndhe des kritischen Punktes T, wird

L
kT’
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eine Funktion f(7") der Temperatur beschrieben durch f(7')— f(T.) = C|T—T.|*.
Dabei sind C, T, abhingig von den Materialkonstanten, wihrend die kritischen
Exponenten « (verschieden fiir T > T,, T' < T. und spezifisch fiir Funktion f)
weitgehend universell sind. Wir werden die kritischen Exponenten fiir einfache
Modelle berechnen.

Ein Versténdnis der kritischen Exponenten wird durch die Renormierungs-
gruppe erzielt, die den Einflul von Skalentransformationen auf die Modelle be-
schreibt. Die Renormierungsgruppe hat verschiedene Aspekte und spielt auch eine
zentrale Rolle in Modellen der Quantenfeldtheorie (wo sie urspriinglich entdeckt
wurde). Wir beschrdnken uns zunichst auf Spin-Modelle. Eine Moglichkeit der
Skalentransformation besteht darin, nur den jeweils n-ten Gitterpunkt in jede
Richtung zu nehmen und als Spinkonfiguration eine geeignete Mittelung X . Bei
geeigneter Transformation E(X) +— E(X) der Energie (idealerweise eine einfache
Transformation K + K der Parameter) kann Gleichheit der Zustandssummen
Z =% yexp(—BE(X)) =3 s exp(—BE(X)) erreicht werden: Das urspriingliche
Modell kann deshalb auf groflerer Langenskala durch ein effektives Modell be-
schrieben werden. Wir werden sehen, daf§ Fixpunkte dieses Renormierungsgrup-
penflusses den Phaseniibergang lokalisieren und dafl Linearisierungen und zu-
gehorige Eigenwertprobleme erkliren, weshalb Systeme aus 10% Freiheitsgraden
sehr genau durch wenige makroskopische Parameter zu beschreiben sind.

Diese Vereinfachung wird noch drastischer in der Nihe des kritischen Punktes,
wo die makroskopischen Funktionen linearisiert werden kénnen. Das Potenzver-
halten wird reproduziert, aber zusétzlich werden Ungleichungen zwischen den
kritischen Exponenten erhalten, die in vielen Féllen sogar Gleichungen werden.
Oft geniigen schon zwei kritische Exponenten, um alle anderen auszurechnen. Es
zeigt sich, dafl verschiedenste Phanomene in gleichen Universalitétsklassen (d.h.
gleiche kritischen Exponenten) fallen.

AbschlieBend betrachten wir Modelle der Quantenfeldtheorie. Wir starten
mit kontinuierlichen Variablen auf dem Gitter: Heisenberg-Modell und Gitter-
¢*-Modell. Solche Modelle stellen die Verbindung zur Quantenfeldtheorie her.
Genauer gesagt handelt es sich dabei um die rigorose Konstruktion der Quan-
tenfeldtheorien iiber die Gitter-Regularisierung. Wir diskutieren die Osterwalder-
Schrader-Axiome und versuchen, die Trivialitit des ¢*-Modells in 4+ ¢ Dimensio-
nen nachzuvollziehen. Falls Zeit bleibt, behandeln wir echte Kontinuumstheorien
wie das Thirring-Modell und das Luttinger-Schwinger-Modell.
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Teil 1
Grundlagen der Quantenfeldtheorie

1 Quantenmechanik

Die Quantenmechanik beschreibt die Physik der Atome, in der die Naherung
der klassischen Physik versagt, aber die Energien noch so klein sind, daf3 Effek-
te der Quantenfeldtheorie vernachlassigt werden konnen. Die Quantenmechanik
wird mathematisch in der Sprache der (komplexen, separablen) Hilbert-Réume
und der linearen Operatoren beschrieben. Genauer gesagt wurde dieser Teil der
Mathematik durch von Neumann erst fiir die Quantenmechanik in vollem Um-
fang geschaffen. Grundkenntnisse dazu werden als bekannt vorausgesetzt. Das
Skalarprodukt ist linear im rechten Argument.
Im wesentlichen beruht die Quantenmechanik auf folgenden Postulaten:

Definition 1.1

(QM1) Die reinen Zustande eines quantenmechanischen Systems sind Strahlen (d.h.
Einheitsvektoren mit beliebiger globaler Phase) im Hilbert-Raum .

(QM2) Quantenmechanische Observablen (d.h. beobachtbare GréBen) sind selbstad-
jungierte lineare Operatoren auf 7. Der Erwartungswert einer Observablen A
im reinen Zustand ¢ € H, mit (Y, ¢) =1, ist Ey(A) := (¢, AY).

(QM3) Die Zeitentwicklung wird durch eine stark-stetige Einparametergruppe
unitdrer Operatoren U(t) im Hilbert-Raum beschrieben (d.h. U(t) unitar fiir
jedes t € R, es gilt U(t1)U(t2) = U(ty +1t2) und U(t) konvergiert fiir t — ¢
in der starken Operatortopologie gegen U (ty)).

(QM4) Teilchen gleicher Masse und gleichen Spins sind ununterscheidbar. Ein Zu-
standsvektor ist symmetrisch unter Permutation identischer Bosonen und an-
tisymmetrisch unter Permutation identischer Fermionen.

Diese Axiome bediirfen einiger Erlduterungen.

Axiom (QM1) liefert die Wahrscheinlichkeitsinterpretation der Quantenme-
chanik. Sind 1)y, 15 zwei Strahlen in H, insbesondere ||1;|| = v/(¢¥1, ;) = 1, dann
gilt nach Cauchy-Schwarz 0 < [(19,%7)]?> < 1, und man postuliert |(is,1)|?
als Ubergangswahrscheinlichkeit des Systems vom Zustand v in den Zustand
)y (symmetrisch in 1,2). Sind ¢y, 19 € H (verschiedene) Zusténde, dann ist fiir
jedes ¢, co € C* die Linearkombination (=Superposition) % wieder ein
Zustand.

Axiom (QM2) laBit sich auf gemischte Zustédnde, d.h. konvexe Linearkombi-
nationen ¢ := Y . oy mit (¢;, ;) = d;5, o > 0 und ) . a; = 1, verallgemeinern
durch Ey(A) = . i By, (A). Im Axiom (QM2) fordern wir nicht unbedingt, dafl
die linearen Operatoren beschriankt (und damit stetig) sind. Zwar kann man die
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Quantenmechanik weitgehend mit linearen beschréankten Operatoren (und der
von ihnen erzeugten Operatoralgebra; sogar der Hilbert-Raum ist dann verzicht-
bar) formulieren, sie wird dadurch aber nicht einfacher. Der Preis fiir die Arbeit
mit selbstadjungierten unbeschrinkten Operatoren ist die Notwendigkeit grofiter
Vorsicht vor allem hinsichtlich der Definitionsbereiche:

Einen unbeschrénkten linearen Operator 7" kénnen wir bestenfalls als linea-
re stetige Abbildung 7" : dom(7") — H auffassen, wobei der Definitionsbereich
dom(7") C H ein linearer Teilraum von H ist. Die Definition selbstadjungierter
beschriinkter Operatoren als (1)1, Athy) = (A, o) fiir alle ¢y, 9y € H ist damit
hinfillig. Wir miissen fordern, dafl dom(7T") dicht in H ist. Dann 148t sich der ad-
jungierte Operator T* wie folgt erkldren: Wir definieren dom(7™) als Menge aller
¢ € H, sodaBl dom(T") 5 ¢ — (£, T) € C stetig ist, d.h. es gibt ein C' > 0 mit
(€, TY)| < C||psi|| fur alle » € dom(7T"). Wegen der dichten Definiertheit setzt
sich diese Abbildung fiir festes £ € dom(7T™) zu einer linearen stetigen Abbildung
auf ganz H fort. Nach dem Rieszschen Darstellungssatz gibt es zu & € dom(T™)
einen eindeutig bestimmten Vektor n € H mit (n, ) = (£, AY). Man zeigt, dafl
die Zuordnung & +— n := A*¢ linear ist.

Definition 1.2 Sei T ein dicht definierter linearer Operator.
i) T heiBt symmetrisch, falls (11, T1q) = (T, 1b5) fiir alle ¢y, 19 € dom(T).

i) T heiBt selbstadjungiert, falls T symmetrisch ist und dom(7) = dom(7T™)
(kurz T = T*) ist.

iii) T heiBt wesentlich selbstadjungiert, falls der AbschluB T' selbstadjungiert ist.

Einige Bemerkungen: Aus i) folgt T = T*t fiir alle ¢ € dom(T). Der Definiti-
onsbereich von T* kann jedoch grdfler sein, im einfachsten Fall z.B. der Abschluf3
von T'. Dieser ist wie folgt erklart:

Definition 1.3 Die Teilmenge
D) ={(y,TY) e HxH : ¢ € dom(T)}

heiBt der Graph von T', und T heit abgeschlossen, falls I' abgeschlossen in H x H
ist.

Stetige lineare Operatoren sind (nach Satz vom abgeschlossenen Graphen) immer
abgeschlossen. Es gilt:

Lemma 1.4 (z.B. Reed-Simon, Bd. I, Thm VIIIL.1) SeiT dicht definierter
linearer Operator. Dann gilt:

i) T* ist abgeschlossen.

ii) T ist genau dann abschliefbar, wenn dom(T™) dicht ist, und in diesem
Fall gilt T'="T"* und T* = T"*.
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Insbesondere sind dicht definierte symmetrische Operatoren 7" immer abschlief3-

bar und haben den Abschlul T = T**. Selbstadjungierte Operatoren sind abge-

schlossen, es ist jedoch fast immer schwierig, den Definitionsbereich zu charakteri-

sieren. Oft gelingt es aber zu zeigen, dafl ein Operator wesentlich selbstadjungiert

ist, und im Prinzip geniigt das, da der Abschluf} eindeutig ist. Fiir Vertiefung,

Beispiele und Gegenbeispiele sei auf Band I+1I von Reed-Simon verwiesen.
Abgeschlossene Operatoren T' besitzen eine Spektraltheorie:

Definition 1.5 Eine Zahl A € C gehért zur Resolventenmenge o(7T') eines abge-
schlossenen Operators T, falls Aid — T' : dom(7") — H bijektiv ist. In diesem Fall
heiBt der lineare stetige Operator R)\(T) := (Aid — T)~! : H — H die Resolvente
von T"in A. Das Komplement C \ o(T") heiBt das Spektrum o(T") von T.

Fiir A € o(7T) ist Aid — T nicht injektiv (in diesem Fall ist ker(Aid — T") # {0},
und A ist Eigenwert) oder nicht surjektiv. Es gilt:

Theorem 1.6 Fin symmetrischer Operator T ist genau dann selbstadjungiert,
wenn o(T) C R.

Wir erinnern daran, dafl jeder endlich-dimensionale Hilbert-Raum eine Or-
thonormalbasis aus Eigenvektoren ; eines selbstadjungierten Operators besitzt.

Ist ¢ = Zz ctpy mit (Y, ) = Zz |Ci|2 =1 und A = A* mit AY; = A\, so folgt
A =" c; vy und (wegen der Orthonormalitét der ;)

Ew(A) = (¢, AyY) = ZMCHZ .

Somit lassen sich fiir endlich-dimensionale Hilbert-Rdume die Erwartungswerte
aus der Spektraltheorie bestimmen. Dieses Spektraltheorem verallgemeinert sich
auf selbstadjungierte Operatoren in unendlich-dimensionalen separablen Hilbert-
Réaumen. Abgeschlossene symmetrische Operatoren reichen dazu nicht!

Theorem 1.7 (z.B. Reed-Simon, Bd I, Prop VIII.1 und Thm VIII1.4)
Ein linearer Operator T auf einem separablen Hilbert-Raum H ist genau dann
selbstadjungiert, wenn es einen Mafraum (X, p), einen wunitiren Operator
U:H — L*(X, ) und eine reellwertige Funktion f auf X gibt mit

) ¢ edom(T) & f-(U) € LA(X, )
ii) Fiir jedes p € Udom(T) gilt (UTU Y¢)(x) = f(x)p(x).
Das Spektrum von T ist der wesentliche Wertebereich von f, d.h.

o(T) =ess-im(f) ={A € C : firallee>0 gilt p({z : |f(z) — A <e€})>0}.

Auf diese Weise kénnen wir Borel-Funktionen h(T') selbstadjungierter Opera-
toren bilden: Sei h eine Borel-Funktion auf R und f die zu T gehorige Funk-
tion aus obigem Theorem, und bezeichne M, die punktweise Multiplikation
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(Myp)(x) = g(x)¢(x). Dann definiert h(T) := U ' MU einen linearen dicht
definierten Operator auf H. Von besonderer Bedeutung sind die so konstruierten
Operatoren el aus der sich unitiire Operatoren bilden lassen, und yqo(7) fiir die
charakteristische Funktion yq der Borel-Menge 2 C R, aus der sich Projektoren
bilden lassen. Funktionen wie z.B. arctan(7") sind beschrankt und enthalten die
gesamte Information iiber T. Aus diesem Grund konnen unbeschrinkte Opera-
toren letztendlich vermieden werden.

Beispiel 1.8 Wir betrachten auf H = L?(R), versehen mit dem Lebesgue-MaB,
die beiden unbeschrinkten Operatoren

(QU)(z) = xf(x),  (PY)(z) = —iY(z) .

Der Definitionsbereich beider Operatoren umfafit den Schwartz-Raum S(R) der
schnell fallenden glatten Funktionen. Nach maximaler Erweiterung des Defini-
tionsbereichs sind @), P selbstadjungiert, und zwar @) direkt mit U = id nach
Thm. [[7 und P unter Verwendung der Fourier-Transformation (Ut)(p) =
U(p) = \/%7 Jg dz (x)e” . Nach Plancherel-Theorem liefert diese einen unitéren

Operator von L2(R) nach L%(R) mit Inversem (U~'¢)(z) = \/%7 Jodp O (p)er®,
und es gilt (UPU™)¥)(p) = pt(p).

Im allgemeinen muf fiir zwei selbstadjungierte Operatoren das Produkt nicht

definiert sein. In diesem Fall gilt jedoch QS(R) = PS(R) = S(R) und deshalb

QP - PQ=:[Q,P] =i (1.1)

zunéchst auf dem dichten Teilraum S(R), nach Fortsetzung dann auf ganz ‘H =
L3(R).

Es sei bemerkt, daf3 P auf anderen Hilbert-Riumen wie L?([0, 1]) oder L*(R.)
ganzliche andere Eigenschaften hat, da die Inversion der Fourier-Transformation
Randbeitrige liefert. Es 13t sich zeigen, dafi es auf L?([0, 1]) eine kontinuierliche
Familie von selbstadjungierten Erweiterungen von P gibt mit Definitionsbereich
gegeben durch quasi-periodische Funktionen mit f(0) = €!? f(1). Dagegen gibt es
auf L?(R,) keine selbstadjungierte Erweiterung von P. <

Die skizzierten Eigenschaften selbstadjungierter Operatoren sind auch die
Grundlage fiir das Postulat (QM3). Aus den Bemerkungen nach Thm. [7 folgt,
daf3 fiir einen selbstadjungierten linearen Operator H durch t — Ugy(t) := e 1*H
eine Abbildung von R in die unitdren Operatoren auf H erklart wird. Diese hat
folgende Eigenschaften:

Theorem 1.9 (z.B. Reed-Simon, Bd. I, Thm VIIL.7) Sei H selbstadjun-
giert und Uy (t) := e . Dann gilt

1) Ug(s+t) = Un(s)Ug(t) (d.h. Uy ist Einparametergruppe unitirer
Operatoren)
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ii) Konvergiert t gegen to, so konvergiert Uy (t)y gegen Uy (to)y fir jedes
Y eH (d.h. Uy ist stark-stetig)

iii) Falls limy_0 1(Ug ()0 — ) =: 0 fiir ein 4 ezistiert, dann ¢ € dom(H)
und n = —iH1.

Nach einem fundamentalen Theorem von Stone gilt die Umkehrung:

Theorem 1.10 (z.B. Reed-Simon, Bd. I, Thm VIIIL.8) Seit — U(t) eine
stark-stetige Einparametergruppe unitirer Operatoren. Dann gibt es einen selbst-
adjungierten Operator H auf H mit U(t) = e 1t

Somit liefert Postulat (QM3) die Existenz eines ausgezeichneten selbstadjungier-
ten Operators H, des Hamilton-Operators, welcher Translationen in der Zeit gene-
riert. Es gibt zwei (extremale) Betrachtungsweisen: Im Schriodinger-Bild werden
die Operatoren als zeitlich konstant angesehen, und allein die Zusténde tragen
die Zeitentwicklung: ¥ (t) = U(t)y. Es folgt die Schrodinger-Gleichung

Lue) = Holt) (1:2)
Typischerweise withlt man auf # = L*(R) den Hamilton-Operator H = %P2 +
V(Q) mit den beiden Operatoren P, () aus Beispiel [L§ und einer beliebigen Borel-
Funktion V' (Potential), gegebenenfalls verallgemeinert in D Dimensionen. Dann
kann die Schrédinger-Gleichung i4¢(t, z) = Hy(t, x) fiir ¢(t,.) € L*(R) als par-
tielle Differentialgleichung aufgefafit und mit entsprechenden Losungsmethoden
behandelt werden.

Alternativ nimmt man im Heisenberg-Bild die Zusténde als zeitlich konstant
an, wihrend die Operatoren die Zeitentwicklung tragen, A(t) = U(t)"*AqU(t).
Anwenden auf Vektoren und Differentiation liefert

%A(t) =i[H,A(t)] .= i(HA(t) — A(t)H) .

Die Erwartungswerte sind in beiden Bildern die gleichen: Ey ) (A) = Ey(A(t)) =
(Yo, UH(t) AgU (t)1bg). Auch die Ubergangswahrscheinlichkeiten sind die gleichen
und bleiben zeitlich konstant: (y(t), ¢(t)) = (Yo, ¢o). Eine Verallgemeinerung ist
folgendes Theorem von Wigner:

Theorem 1.11 (Wigner 1931) Jede Symmetrie des Zustandsraums, d.h. eine
Bijektion S von H auf sich selbst, die die Wahrscheinlichkeiten erhilt | (1%, $%)| =
|(v, @)| fiir alle Strahlen ¢,v in H, lafit sich entweder durch einen unitiren oder
durch einen anti-unitdren Operator implementieren.

Das verbleibende Postulat (QM4) wird relevant in Systemen mit Teilchenin-
terpretation, also solchen, die der Quantenfeldtheorie nahekommen. Teilchen sind
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unitéire irreduzible Darstellungen der Poincaré-Gruppe RY x SO(1,3) mit posi-
tiver Energie. Nach einem weiteren Theorem von Wigner werden solche Darstel-
lungen klassifiziert durch Masse und Spin. In der Quantenfeldtheorie ist (QM4)
jedoch kein eigenes Postulat, sondern kann in D > 3 Dimensionen aus den ande-
ren Axiomen bewiesen werden.

2 Der harmonische Oszillator

Wir betrachten den Operator H = £(P? + Q?) auf dem Hilbert-Raum H =
L?*(R) mit Lebesgue-MaB fiir P,Q definiert in Beispiel [C8 Zwar sind P? und
Q? wieder selbstadjungiert nach Funktionalkalkiil, fiir die Summe mufl das aber
nicht gelten. Ziel ist die Bestimmung des Spektrums von H und der Beweis der
Selbstadjungiertheit.

Dazu betrachten wir

1 , N U
ZE(Q+1P), a—\/é(Q P) (2.1)

mit Definitionsbereich dom(a) = dom(a) := dom(P) N dom(Q)). Bezeichne F die
Fourier-Transformation, so gilt fiir ¢ € dom(a) und ¢ € dom(a*)

1
a

L iF! _ 1 r—iF! = {a”
<§,a¢)=ﬁ<€,($+1}— P}")@—\/ﬁ« FpF)E ) = (a”E 1)

wegen Unitaritdt der Fourier-Transformation, d.h. a und a* sind zueinander
adjungiert, wegen (a*)* = a jeweils abgeschlossen. Zumindest auf dom(P?) N
dom(Q?) zeigt elementares Nachrechnen, daf

1
[a,a”] =idy , H=N+ §idH fir N :=a*a . (2.2)

Auch hier ist zu betonen, dal wir noch nichts iiber Selbstadjungiertheit von N
sagen konnen. Da dom(N) jedoch dom(a) enthilt, gilt zumindest

(n, Nm) = (an,an) = (Nn,n) = 0 fiir alle n € dom(N) , (2.3)

d.h. N ist symmetrisch und positiv. Diese Positivitatseigenschaft sowie die zu-
mindest auf dom(P?) N dom(Q?) giiltigen Vertauschungsrelationen

[N;a] = —a, [N,a*]=a"
erlauben folgende Aussage:

Satz 2.1 Angenommen, es gibt ein ¢ € S(R) mit Hy = M. Dann gilt:
i) Es gibt ein ¢y € H mit Hiy = %1/}
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ii) Die Vektoren i, :=
( 5)1/}11

Beweis. Sei A = p+ 5. Aus Na = aN — a und Na* = a*N + a* giiltig auf S(R)
folgt

T( V"o bilden ein ONS in H, und es gilt Hi, =

Namp = (u—n)a™p,  N(@)) = (u+n)(@)y
Da a"y € dom(N) fiir alle n, folgt

<a’n,¢)7 Nanw> = (/L - TL) <a’n,¢)7 an¢> :

Das ist nur dann mit der Positivitat (23) Vertraglich wenn es ein ng € N gibt
mit a1 # 0 aber a1 = 0. Normierung 1y := Tamou] e w liefert dann ayy = 0 und
N1, = ni,. Die Orthonormalitéit der v, folgt aus der Derivationseigenschaft des
Kommutators [a, (a*)"] = n(a*)"! und elementarer Rechnung. O

Der Beweis, dafl H iiberhaupt Eigenwerte hat, ist nun schnell nachzuholen.
Die Gleichung ayy = 0 lautet fiir Schwartz-Funktionen einfach

1 1 1

— (zpo(z) + Yy(z)) =0 = r)=—=e 2" ¢ S(R). (24

\/5(@/)0()%()) o(z) 7 (R) . (2.4)

Somit ist die Voraussetzung von Satz BTl erfiillt, und N + % ist die Gesamtheit

aller Eigenwerte von H. Das Problem ist damit jedoch noch nicht gelost, da wir

auch die Spektralwerte kontrollieren miissen, die keine Eigenwerte sind.
Nachrechnen zeigt ¥, = P,(z)e"2*", wobei P,(z) = \/— o+ S0 gt

ein Polynom vom Grad n ist. Wir zeigen:

ay =

Lemma 2.2 Sei f € L*(R) mit (i, ) = [z dx ¢,(x)f(z) = 0 fir alle n € N,
Dann ist f(z) =0 fast dberall.

Beweis. Nach Linearkombination gilt auch [, dx a"e~ 2% f(x) = 0 fiir alle n. Fiir

jedes z € C sind elvz—3e? und pelrz—3 quadratlntegrierbar, so dafl nach Cauchy-

Schwarz die Funktion F'(z) := [, dx e™*~ 2** () und ihre Ableitung F’(z) (nach
Satz von der dom1n1erten Konvergenz) in jedem Punkt z € C absolut konvergent
sind. Somit ist F' eine ganze Funktion (auf ganz C holomorph), insbesondere
beliebig oft differenzierbar in 0 mit F(™(z) = i" Jp dx z"e” —3’ f(z) = 0. Nach dem
Identitatssatz fiir holomorphe Funktlonen ist F'(z) = 0 fiir alle z, insbesondere
alle z = p € R, d.h. ez’ f(z) hat verschwindende Fourier-Transformation. Da

die Fourier-Transformation nach dem Plancherel-Theorem unitar ist, ist auch
e~2% f(x) = 0 fast {iberall, somit f(z) = 0 fast iiberall. O

Damit ist eines der Kriterien dafiir gezeigt, dafl (i, ),en eine ONB von
H = L*(R) ist, insbesondere ist L?*(R) separabel. Folglich definiert die Abbildung
U(®) = ({¢n, V) )nen einen unitéren Operator U : H — (*(N). Wir definieren nun
einen selbstadjungierten Operator H auf H iiber das Spektraltheorem [T
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Definition 2.3 Sei ¢y = =37, 1), == - (:1: - %)"we und U : H — (N)

definiert durch U(¢)) = ({(¢n, V) )nen. Dann werde ein selbstadjungierter Operator H
auf H erklart durch

I) dom( ) - {Zn Ocnwn . Zn O(n+ ) |Cn|2 < OO}
i) Hi:= U MU fiir ¢ € dom(H) und f(n) =n+ 3.

$

Nach Konstruktion stimmt H auf S(R) mit a*a + % iiberein, so dafl wir von nun
an beide identiﬁzieren. Das Spektrum von H ist der wesentliche Wertebereich von
f,also N+ 1 5, 50 dafl H keine weiteren Spektralwerte als die zuvor bestimmten
Eigenwerte hat

Fiir A € o(H) ist die Resolvente Ry\(H) = (H — Xidy)~! ein beschrinkter
Operator. Mehr noch: Ry (H) ist kompakt.

Definition 2.4 Ein linearer beschrankter Operator T' € B(H) heiBt kompakt, wenn
er eine der folgenden aquivalenten Eigenschaften hat:

i) Fiir jede beschrankte Folge (v,,)nen besitzt (Tw,)nen eine konvergente Teil-
folge.

ii) T bildet beschrankte Teilmengen von H in relativ kompakte Teilmengen ab.
iii) T bildet schwach-konvergente Folgen in #H in norm-konvergente Folgen ab.

iv) Es gibt eine Folge (F),)nen von Operatoren mit endlichem Rang, die in der
Operatornorm gegen 1" konvergiert.

v) Fiir jedes € > 0 gibt es einen endlich-dimensionalen Teilraum X C H, so daB

sup  ||[Tw]| <e.
weX L, [w|[<1

Die letzte Eigenschaft ist fiir Ry(H) wegen Ry (v,) = ﬁwn leicht zu zeigen.
Wihle ein N > |A| + % und X = span(¢y,...,¥n_1). Dann hat ein Vektor
w € X+ mit ||w|| <1 eine Darstellung w = Y _\ cyth, mit >,y |cu? <1, und
es folgt

1 2

Ri( 2 e’ £ ———
Il = Z| S

Die Kompaktheit von H ! fiir den harmonischen Oszillator erlaubt Riickschliisse
fiir eine grofle Klasse komplizierter Quantensysteme. Wir erwéhnen zunéchst:

Satz 2.5 Sei H unendlich-dimensionaler komplexer separabler Hilbert-Raum und
T € B(H) kompakt. Dann gilt:

i) 0eo(T)
ii) o(T) \ {0} ist entweder eine Nullfolge oder einer endliche Menge von
Figenwerten, und 1 < dim ker(T — Aidy) < oo fir alle X € o(T') \ {0}.
12
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iii) Ist T selbstadjungiert, dann besitzt H eine ONB {¢,} aus Figenvektoren
von T, genaver T'¢, = Ay, mit N\, — 0 fiir n — oo.

Hat ein Quantensystem einen Hamilton-Operator H; mit eidy < H < cH; fiir
e,c > 0, so ist H; invertierbar und A := HH; ' beschriinkt. Dann ist H; ' =
H~'A kompakt nach Definition EZi), so daB auch H;' und deshalb H; ein
diskretes Spektrum aus Eigenwerten besitzt und H eine ONB aus Eigenvektoren
von H; hat. Eine wichtige Beispielklasse ist der anharmonische Oszillator mit
H, = H+c4Q*+c,Q+co mit ¢, > 0. Obwohl eine explizite Losung unmoglich ist,
wissen wir nach obigen Uberlegungen, da8 o(H,) nur aus Eigenwerten besteht und
das Eigenwertproblem eine ONB liefert. Mit deutlich groflerem Aufwand kann
bewiesen werden (z.B. Reed-Simon, Bd IV, Thm XIIL.16), daB 3 P? + V(Q) mit
V reell, beschrinkt auf jeder kompakten Teilmenge von R, aber mit V(z) — oo
fiir |z| — oo, stets ein reines Punktspektrum besitzt.

Wegen der Ununterscheidbarkeit von Teilchen ist der harmonische Oszillator
ein fundamentaler Baustein fiir Modelle der Quantenmechanik und Quantenfeld-
theorie. Sei H = ¢*(.J) Hilbert-Raum eines Einteilchen-Quantensystems mit ONB
{n;};es gebildet aus reinen Zustdnden. Dann ist ein Zustand im Vielteilchen-
Quantensystem vollstdndig charakterisiert durch Angabe der Anzahl n; der Teil-
chen im Zustand n;. Die Dynamik 148t sich beschreiben als Anderung dieser n;.
Die elementaren Bausteine sind dann die Operationen der Erhéhung a} und Ver-
ringerung a; der Teilchenzahlen im Zustand 7;. Diese Operatoren erfiillen

la;,a;] =0, [al,aj] 0, [ai,a;] = 0;j - (2.5)
Wir nutzen diese Operatoren zur Konstruktion des Hilbert-Raums F (= Fock-
Raum) des Vielteilchen-Quantensystems. Dazu postuliert man einen ausgezeich-
neten Zustand Q = ®;1¢y (das Vakuum) mit @, = 0 fiir alle j € J und
(©2,9) = 1. Dann erklart man

F = span{(n;)jes} , (nj)jes "JQ (2.6)

]EJ

und vereinbart, dal a; und a} zueinander adjungiert beziiglich des Skalarpro-
dukts sind. Die Kommutatorrelationen (ZH) sichern dann ((n;)jes, (m;)ecs) =
[1;cs0n;m,- Alternativ kann man den Operator N = 3. aja; fiir die Gesamt-
teilchenzahl nehmen und die Teilrdume F,, := ker(N — nidx) betrachten. Dann
wird Fy = CQ durch das Vakuum aufgespannt, und F; = H ist der Einteilchen-
Hilbert-Raum. Offenbar gilt F = @, , F.

Die obige Konstruktion bezieht sich auf Systeme identischer Bosonen. Fiir
Fermionen diirfen die Besetzungszahlen nur die Werte n; € {0,1} annehmen
(Pauli-Prinzip). Das wird erzwungen, indem man statt (3) Antikommutator-
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Relationen postuliert:

{blabj}zoa {b;k)b;} :Oa {b27 J}:(Sija (27)
bO=0 YjeJ, (2,0) =1

F=span{(nj)jes}t,  (ny)jes = [J0)" 9.

jeJ

Dabei bezeichnet {A, B} := AB + BA den Antikommutator. Insbesondere ist
(b5)"Q2 = 0 fiir ny ¢ {0, 1}.

Im gravierenden Unterschied zu den bosonischen aj,a; sind die fermioni-
schen b;, b5 beschrinkte lineare Operatoren. Wir kénnen sie durch b; = b(n;)
und b5 = b*(n;) mit linearen beschrédnkten Operatoren b,0* € B(H) auf dem
Einteilchen-Hilbert-Raum H identifizieren. In dieser Identifikation lauten die An-
tivertauschungsrelationen

b(¥)b(¢) +b(@)b(1) =0, b(¥)b"(¢) +b"(9)b(¢) = (¥, ¢) idy (2.8)

(und fir b* durch Adjungieren). Die von allen b(1)), b*(v)) zusammen mit den
Relationen (Z8) erzeugte C*-Algebra heifit CAR-Algebra. Sie spielt eine wichtige
Rolle in der Theorie der Operatoralgebren. Es gibt auch eine bosonische Variante,
die CCR~Algebra. Da die a, a* unbeschréinkt sind, mufl die CCR-~Algebra anders
konstruiert werden.

3 Der Drehimpuls

Wir betrachten nun auf H = L*(R?) die dreidimensionale Verallgemeinerung
je€{1,2,3}
1, ., i, ,
Qj = (aj + a’j) ) PJ = —(CL]» o a’j) ) J € {17273} (31>

V2 V2

von Beispiel [L8 Wir definieren folgende Drehimpuls-Operatoren:

L1:Q2P3_Q3P27 L2:Q3P1_Q1P37 L3:Q1P2_Q2P17 (3'2>
=L+ L3+ L

(kurz L; = Z?,k:l €ijxQ; Pr, wobei €;;, der vollstandig antisymmetrischen Ten-
sor mit €193 = 1 ist). Als Definitionsbereich nehmen wir zunéchst den Raum
der endlichen Linearkombinationen von Eigenfunktionen des dreidimensionalen
harmonischen Oszillators:

X = span(Yn, nymg @ M € N), Yy mans (T1, T2, T3) Hwnj ()
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Nach Lemma 2 ist X" dicht, andererseits ist X invariant unter L;, P;, ;. Weiter
sind die Operatoren L;, L? symmetrisch. Nach einem fundamentalen Kriterium
von von Neumann, das wir hier auch beweisen, sind dann die L;, L* wesentlich

selbstadjungiert auf X. Der Ubersichtlichkeit wegen schreiben wir 7' — X statt
T — Nidy.

Theorem 3.1 Fiir einen symmetrischen dicht definierten Operator sind
Gquivalent:

i) T ist selbstadjungiert
ii) T ist abgeschlossen und ker(T* £1) = {0}
i) im(T +i) = H
Beweis. 1)=-ii) Abgeschlossenheit folgt aus Lemma [[4 Angenommen, T*¢) =
iy, dann

—i{Y, ¢) = (i, ¥) = (T"¢, ¢) = (¥, Tp) = (¢, T") = i, ¥)

somit ¢ = 0. Allgemein folgt ker(7* — z) = {0} fiir jedes z € C\ R.
ii)=-1ii) Angenommen, 7" — i wére nicht dicht in H. Dann gibt es ein 0 # ) €
(im(7T — 1))t = (im(T —i))*, so daB fiir alle ¢ € dom(T) gilt 0 = (¢, (T —1)¢).
Wegen der Beschranktheit ist ¢ € dom(7™), und es gilt 0 = (7" + i)y, ¢) =0
jetzt fiir alle ¢ € H (nach stetiger Fortsetzung), also (7% +1)1 = 0, Widerspruch.
In umgekehrter Reihenfolge gelesen: Ist im(7"—1i) dicht, dann hat 0 = (¢, (T'—1)¢)
fiir alle ¢ € dom(7") die einzige Losung ¢ = 0, somit ker(7* +1) = {0}.

Zusétzlich ist T' abgeschlossen, d.h. wenn ¢,, € dom(T") gegen ¢ € ‘H konver-
giert, und T'¢,, gegen ein n € H konvergiert, dann gilt ¢ € dom(7") und n = T'¢.
Somit konvergiert auch (7" —1i)¢,, gegen (T'—1i)¢ € im(T —1i), d.h. im(7" —1i) ist
abgeschlossen und damit (wegen der Dichtheit) gleich H.
iii)=-1) Sei ¢ € dom(7T™) beliebig. Da T' — i surjektiv ist, gibt es ein n € dom(T")
mit (7" —1i)¢ = (T' — i)n. Wegen dom(7") C dom(7™) nach Symmetrie gilt Ty =
T*n und deshalb (T —i)(n — ¢) = 0. Nach obiger Bemerkung zur Umkehrung
ist aber ker(7T* —1i) = {0}, also n = ¢ und deshalb dom(7") = dom(7™). O

Durch Weglassen der Abgeschlossenheit folgt:

Folgerung 3.2 Fiir einen symmetrischen dicht definierten Operator sind
dquivalent:

i) T ist wesentlich selbstadjungiert
ii) ker(T'+1) = {0}
i) im(7 £ 1) ist dicht in H
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Wir kommen nun zuriick auf die Drehimpuls-Operatoren L;. Diese sind sym-
metrisch, surjektiv auf X (Losung einer Differentialgleichung), haben also dichtes
Bild in ‘H und sind somit wesentlich selbstadjungiert auf X'.

Definition 3.3 Zwei selbstadjungierte dicht definierte Operatoren S, T" auf H kom-
mutieren, wenn sie in Theorem [L7] durch den gleichen unitdren Operator U : H —
L?(X, 1) auf dem gleichen MaBraum (X, 1) dargestellt werden kénnen und dort gilt
[xa(S), xo(T')] = 0 fiir charakteristische Funktionen beliebiger Borel-Mengen €2, ¢/

in (X, p).

Theorem 3.4 (Z.B Reed-Simon, Bd I, Thm VIII.13) Zwei selbstadjun-
gierte Operatoren S, T kommutieren genau dann, wenn fir ein (und dann alle)
A € 0(S) N o(T) gilt [RA(S), RA(T)] = 0, oder (folglich und) wenn [e***, el'T] = 0
fir alle s,t € R.

Zumindest auf dem dichten Teilraum X rechnet man folgende Kommutator-
relationen nach:

[Ly, Lo) =iLs,  [Lo,L3) =1Ly,  [L3,Li)=iLy, [L* L;]=0. (3.3)

Die letzte Relation [L?, L;] = 0 setzt sich stetig auf H fort. Wir kénnen nun das
gemeinsame Eigenwertspektrum von (L2, Ls) ausrechnen:

Satz 3.5 Angenommen, es gibt ein 0 # ¢ € X mit L*) = X\ und Lsp = pap.
Dann gilt X = (({ + 1) fir ein 0 € N und p € {—0,—C+1,...,0—1,(}.

Bewets. Fiir Ly = Ly 1Ly gilt L}, = L+ und
[Ls,Li] = +L. , L*=L5F L3+ LyL+ . (3.4)

Die erste Relation zeigt, dafl auch L.t Eigenvektor von (L? L3) ist mit
L*(Lytp) = Mp und L3(Liv)) = (4 1)3p. Aus der zweiten Relation folgt

ILe|l* = (Latp, Lot) = (4, Le Lith) = (0, (L* = L3F La)v)) = A—p(pE1) [0

Schrittweise Wiederholung des Verfahrens zeigt

Il = A=+ D) A= (u+ 1) (e +2)) - (A= (ptn) (u+n+ 1))

In der Folge der Norm-Quadrate (||(L4)"%[|?)nen kommt genau dann keine nega-
tive Zahl vor, wenn A = (u + my)(p + my + 1) fiir ein my € N. Analog gilt

Il = A= p(p=1)) A= (e =1 (1 =2)) -+ A= (p=n)(p—n—=1)¥]*.

In der Folge der Norm-Quadrate (||(L_)"|?)nen kommt genau dann keine nega-
tive Zahl vor, wenn A = (u—m_)(u —m_ — 1) fiir ein m_ € N. Beide Bedingun-
gen zusammen liefern 0 = p(2my + 2m_ + 2) + (my — m_)(my + m_ + 1)
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und deshalb 1 € 1Z. Daraus folgt A\ = ((¢ + 1) fiir ein ¢ € IN und dann
p=me{l,l—1,...,1 -0 —(}. O

Sei nun ¥y, € X mit L*p,, = L(€ + 1)Ypm, L3tben, = mibe, und |[te,|* = 1.
Diese bilden ein ONS: Ist m # m’ # 0, dann

1

(Yem, Vo) = %Wém, Latbey) = E(Lé’»wémﬂ/%m/) = %(Wm, Yomy) = 0.

Ist £ # ¢ # 0, dann

_ <w€maL2w€’m’> o <L2w€m7,¢)ﬁ’m’> o €(£+ ].) -
Wem, ) = v+ ee+1) e+ 1)<Wm’w’m’> =0

Im Beweis von Satz haben wir nur die Kommutatorrelationen ([B3) sowie
Symmetrie und Positivitdt genutzt. Sieht man sich die konkrete Konstruktion

von Ly = Q1P — Q2P in Zylinderkoordinaten (r, ¢, z) an, so folgt L3 = —1%
und deshalb das Eigenwertproblem

L31/}ZWL<T7 ®, Z) = mw€m<ra 2 Z) = _i%wém(ra 2 Z)

mit Losung Ve, (1, 0, 2) = Wun(r, 2)e™?. Wegen der Periodizitdt des Winkels
0+ @+ 2 muB 2™ = 1 gelten, d.h. m € Z und dann ¢ € N. Die halben
ganzen Zahlen kommen als Figenwerte des Spin vor, der die gleichen Vertau-
schungsrelationen (B3)) erfiillt. Wir kommen spéter darauf zuriick.

4 Storungen selbstadjungierter Operatoren

Wir betrachten nun den Hamilton-Operator

1 1
H=_-P> &+

2 Q2
mit Q? = Z?Zl 2 P = 25’:1 P? und der Quadratwurzel nach Funktional-

kalkiil. Nach Spektraltheorem gilt o(P?) = R,. Die Frage, wie der Zusatzterm
—_ die Selbstadjungiertheit modifiziert, wird durch das Kato-Rellich-Theorem

V@2

beantwortet.

(4.1)

Theorem 4.1 Sei Hy selbstadjungiert und Hy, symmetrisch auf H mit Definiti-
onsbereich dom(Hy) 2O dom(Hy). Falls es reelle Zahlen a,b gibt mit a < 1, so dafs
fiir alle ¢ € dom(Hy) gilt

1|l < al Howl| + bl (4.2)
dann ist H := Hy + H; selbstadjungiert mit dom(H) = dom(Hy).
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Beweis. Wir zeigen, daf$ fiir A > 0 der Operator By := H;(Hy£i\)~! beschrinkt
ist mit ||Bs|| < 1 fiir A geniigend grof. In diesem Fall ist idy + By = 1+ By
bijektiv mit Inversem gegeben durch die Neumann-Reihe. Nach Theorem BJlii)
ist 20 +i injektiv, nach Theorem Bliii) surjektiv. Aus (H+i)) = (14 By)(Ho%i\)
folgt dann, dal H 1A : dom(Hy) — H surjektiv ist. Nach Theorem Bl ist dann
% und somit auch H selbstadjungiert.

Verbleibt der Beweis von ||B.|| < 1. Fiir ¢ € dom(Hy) gilt ||(Hy £ i\)|]? =
|2+ N2, also [[Hob | < I1(Ho X2 und 162 < lI(Eo + iAo
Da Hy + i\ : dom(Hy) — H bijektiv ist, hat jedes n € H eine Darstellung
n = (Ho £ i\)"'¢. Somit gilt unter der Voraussetzung (E2)

1Banll = [ Hiv|l < all Ho |l + blll] < all (Ho £\ + 3{I(Ho =N
= allnl| + %[l ,

somit ||Bin|| < ||n]| wegen a < 1 und A geniigend grof und deshalb ||By| < 1. O

Ist Hy > M von unten beschriankt, dann zeigt man durch Ersetzen von +i\ —
M — ¢, daB auch H von unten beschrénkt ist mit H > M — max(Z, a|M| + b).

Definition 4.2 Sei A € B(H) oder dicht definierter abgeschlossener Operator auf
H. Ein Punkt A € 0(A) gehort zum diskreten Spektrum, A € o4(A), falls X isolierter
Punkt von o(A) ist und dimker(A — Aidy) < oo ist. Das Komplement o.s5(A) :=
o(A)\ 04(A) heiBt wesentliches Spektrum.

Nach folgendem Theorem von Weyl ist das wesentliche Spektrum invariant unter
relativ kompakten Storungen:

Theorem 4.3 (Z.B. Reed-Simon, Bd. IV, Thm XIII.14+Cor 1) Seien
S, T selbstadjungiert. Falls R,(S) — R.(T) kompakt ist fir ein (und dann alle)
z€ 0(S)No(T), dann gilt 0ess(S) = ess(T).

Es sei bemekt, dafl fiir die Differenz der Resolventen die zweite Resolventen-
Identitat gilt:

R.(T) - R.(S) = Ro(T)(S — T)R.(S) . (4.3)
Wiéhlen wir T'= H, S = Hy und z = +i\, dann folgt:

Folgerung 4.4 Seien Hy, Hy wie in Theorem 1] und By := Hy(Hy+i\)~" mit
|B+|| < 1. Ist By sogar kompakt, dann gilt 0ess(Ho) = Oess(H ).

Wir betrachten nun Hy = 1P? und H; = V(Q).
Lemma 4.5 Sei v € dom(P?) C L*(RP) mit D < 3. Dann ist v € L*(RP),
und fiir jedes a > 0 gibt es ein b mit ||[¢||o < al|P?| + b||¢]|.
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Beweis. Sei zunéchst ¢ € C5°(RP) N L2(RP) und A > 0. Dann gilt nach Fourier-
Transformation und Cauchy-Schwarz

[l = sup (27517/2 e i) < o [ an [0

xcRP

1
G L, wpmw\
1

27T>D/2 </ p +)\2) )é(/RD dp |(p* + )\2)1/;@)‘2)%

- G ([, W) 1

wobei im ersten Integral der vorletzten Zeile p — Ap skaliert wurde und im zwei-
ten Integral das Plancherel-Theorem eingesetzt wurde. Wegen der gleichméfligen
Beschrinktheit kann ¢ auf dom(P?) C L?(RP) fortgesetzt werden. O

Satz 4.6 Sei V =V, +Vy mit Vo, € L®(R3) und Vo € L*(R?), beide reell. Dann
erfillt Hy = V(Q) die Voraussetzungen von Theorem [{_1] beziiglich Hy = %PQ.

Beweis. Folgt aus ||V < ||Vaolloo|¥]| + [ ]loc]| V]2 und Lemma 5L O

Wir zeigen nun, dafl unter den gleichen Voraussetzungen V(Q)(Hy & i\)~*
kompakt ist. Dazu erinnern wir an den Faltungssatz der Fourier-Transformation:

F i) = ol +0)@) = oy [ v S —ule)- (04)

Somit folgt

1

e /dy Ve —gh) mit i) =g

Es gilt 7y € L*(RP) fiir D < 3, somit auch ry, € L*(R”) nach Plancherel. Ist
V e L*(RP), dann ist (z,y) — V(z)r(y) und nach Transformationssatz auch
(x,y) — K(z,y) = V( )ra(z —y) in L2(RP x RP). Man weif, dafl Integralkern-
Operatoren (T9)(z) = [pp dy K(z,y)t(y) mit K € L*(R” xR”) immer kompakt
(sogar Hilbert- Schmldt) sind. Mit ein wenig genaueren Abschédtzungen lafit sich
die Kompaktheit (aber nicht Hilbert-Schmidt) ausdehnen auf Potentiale V' €
L>(R), die im Unendlichen verschwinden, lim ;|- V(z) = 0.

(V(Q)(Ho £iN) ') (x) =

Folgerung 4.7 Der Hamilton-Operator H = %P2 + \/—1Q—2 aus ([£1) ist selbstad-
gungiert auf L?(R3) mit dom(H) = dom(P?), ist nach unten beschrinkt und hat
wesentliches Spektrum oess(H) = R
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Beweis. Sei B := {x € R? : ||z < 1} der Einheitsball und x g seine charakteristi-

sche Funktion, dann gilt V(x) = ”x” = Va(z)+ Ve (x) mit Vo(x) := Xfx(lgf) € L*(R?)

und Vi (7) 1= 58 € L2(R?) mit im0 Vao () = 0. -

1

Fiir das positive Vorzeichen gilt %PZ + > %PZ, so daf} dieser Operator

keine weiteren Spektralwerte hat. Verbleibt die Bestimmung des in [—C 0[ enthal-
tenen diskreten Spektrums von H = %PQ — \/% Wir werden sehen, dafl dazu die

Eigenschaften des Drehimpuls-Operators geniigen. Zunéchst gilt [L;, P?] = 0 und
[L;,Q?] = 0 und deshalb nach Funktionalkalkiil auch [L;, H] = 0. Als nichstes
wird der Lenz-Runge-Operator eingefiihrt:

Qu

—_

Al =

3
2—§ZejklPLk+LkP) 1=1,2,3. (4.5)
7,k=1

Durch elementares (aber ldngliches) Nachrechnen zeigt man:

Lemma 4.8 (Z.B. Strocci, §5.5+5.6) Fir den Lenz-Runge-Operator gilt:

3

3 3
[Lj, Ak] = IZ GdeAl s 0= Z LjAj = Z Aij s
=1 j=1 j=1
3

[H, AJ] = O y [Aj, Ak] = —IZ EjlelH y

=1

3
2 :ZA§:1+2H+2HL2.

j=1

Sei xpx die charakteristische Funktion von R*. Dann ist H_ := xpx (H)H der
Unterraum von ‘H, auf dem der Hamilton-Operator negativ ist. Auf diesem 148t
sich der Operator (—2H )_% definieren. Da H mit L;, A; kommutiert, kommutiert
auch xpx(H) mit L;, A;, so daB L;, A; den Tellraum ’H invariant lassen. Somit
sind auf H_ die folgenden Operatoren korrekt erklért:

l(Lj +(—2H)24;), K;:= %(Lj — (=2H) 2 4;) . (4.6)

Jj2:2

Elementares Nachrechnen zeigt mit Lemma und [L;, Li] = iZ?:l €irly:

3 3
[T Tl =1 e (K Kl =1)_ euk
=1 =1
1
[J;, K] =0, J=K*= —1(1 + (2H)™) . (4.7)
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Da J (oder K) den Kommutatorrelationen (B3) eines Drehimpulses geniigt, ist
das Spektrum von J? (oder K?) nach Satz gegeben und somit bewiesen:

Satz 4.9 Das diskrete Spektrum wvon H = %P2 — \/% ist enthalten in
Beweis. 4J? + 1 hat Spektrum 4¢(¢ + 1) +1 = (2(+1)? und ¢ € iN. O

Genau genommen ist noch zu zeigen, daf} alle Eigenwerte tatsachlich vorkommen.

Allgemein 148t sich zeigen, dal das N-Teilchen Coulomb-Problem neben
dem wesentlichen Spektrum = R, (=Streuzusténde) diskretes nach unten be-
schranktes Spektrum in R” hat. Dieses entspricht gebundenen Zustédnden (=Ato-
me) und erklért die experimentell gefundenen diskreten Spektrallinien. W#hrend
die Energie im klassischen Coulomb-Problem nach unten unbeschréinkt ist und
klassische Ladungen nach Energieabstrahlung in den Kern fallen wiirden, sichert
die Quantenmechanik die Stabilitdt der Materie. Lieb und Koautoren haben dazu
detailierte Abschétzungen bewiesen.

5 Die Dirac-Gleichung

In der Quantenmechanik ist die Zeit ein ausgezeichneter Parameter und spielt
eine ginzlich andere Rolle als der Orts-Operator. Der erste Schritt zu einer re-
lativistischen Gleichberechtigung von Raum und Zeit besteht darin, einen in
P-linearen Hamilton-Operator zu konstruieren, so dafl in der Zeitentwicklung
i44(t) = Hi(t) rdumliche und zeitliche Ableitungen gleichberechtigt sind. Ande-
rerseits darf aber die Rotationsinvarianz nicht verletzt werden. Die Losung dieses
Problems wird durch die Clifford-Algebra ermoglicht. Wir geben nicht die kor-
rekte mathematische Definition, sondern nutzen die daraus folgende universelle
FEigenschaft. Aus dieser folgt, dafl unsere Konstruktion dquivalent zur Definition
ist.

Sei V' ein D-dimensionaler reeller Vektorraum mit symmetrischer Bilinear-
form g : V x V — R (2z.B. eine Metrik). Durch eine Konstruktion analog zum
fermionischen Fock-Raum bzw. zur CAR-Algebra erweitern wir V' zu einer Alge-

bra C¢(V, g) mit 1. Wir definieren eine Abbildung v : V' — C¢(V, g) durch

Y(w)y(w) +y(v)y(w) = 29(v, w)l, (5.1)

durch die C¢(V,g) als Vektorraum, und dann als Algebra, eindeutig bestimmt
ist. Zu beachten ist, dafl in der mathematischen Literatur die rechte Seite als
—2g(v,w)1 gewdhlt wird. Da V' eine Basis aus Eigenvektoren von g besitzt, gibt

es linear unabhéngige e1,...,ep € V, so daf
g(ei,ej) = 62‘51']‘ mit € € {—1,0, +1} . (52)
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Entsprechend folgt fiir y(e;) := 7; die Relation v;v; + 7,7 = 2€;6;;. Somit bildet
1 zusammen mit

(Vi Y 2 1< <dg--- <ip < D}

eine Vektorraum-Basis von C/(V,g). Produkte der Basiselemente sind dann
aus (l) zu erhalten, allgemeine Produkte durch lineare Fortsetzung. Es folgt
dim(C¥(V, g)) = 2P. Die Clifford-Algebren werden dann klassifiziert durch die
Signatur (r,s) von g, d.h. r der ¢; in (B2) sind +1 und s der ¢; sind —1. Ist
r+s = D (dann heifit g nicht ausgeartet) und C¥, s die Clifford-Algebra zum
r + s-dimensionalen Vektorraum der Signatur (r,s), dann gilt z.B:

Clyp =R, Cly, =C, Clyo =H,
064,0 - 060,4 — 06173 = MQ(H) y 063,1 - M4<R) . (53)

Dabei ist H die Algebra der Quaternionen, ein vierdimensionaler reeller Vektor-
raum mit Basis (1,101,109, i03), dessen Produkt sich aus dem Matrix-Produkt der
wie folgt dargestellten Basiselemente ergibt:

(10 . (0 (0 1 . (i0
“\No1) Tl i0) 2T 1 0) T 0 4

(5.4

Dagegen werden die komplexifizierten Clifford-Algebren Clc(V, g) := CU(V, g)®C
sehr einfach: C'lc(V, g) = Myp2(C) fiir D gerade und Clc(V, g) = Myw-1),2(C) @
Myp-1y2(C) fir D ungerade.

Man iiberzeugt sich nun leicht, dafl die folgende Teilmenge von C¢(V, g),

Spin(V, g) :== {y(v1) - - - y(vm) : m gerade, g(v;,v;) = +1 Vi} (5.5)

aus invertierbaren Elementen besteht: das Inverse ist einfach £v(v,,)---y(vy).
Diese Gruppe heiit die Spin-Gruppe von (V,g). Identifizieren wir jetzt V' mit
v(V) C CU(V,g), dann zeigt eine einfache Rechnung Ad,(v) := a tva € V fiir
alle a € Spin(V, g). Genauer gilt:

~—

Satz 5.1 Sei g nicht ausgeartet, d.h. €; # 0 in [ZA). Dann gilt:

i) Ad,(v) = R(v) fir ein R € SO(V,g), d.h R € End(V), det R > 0 und
9(Rv, Rw) = g(v, w),

ii) Ad: Spin(V,g) = SO(V, g) ist surjektiv mit ker Ad = £1.

Man sagt, Spin(V, g) ist zweifache Uberlagerung von SO(V, g).
Die Endomorphismen R € SO(V, g) sind wie folgt gegeben: Ist (eq,...,ep)
eine Basis mit g(e;, e;) = g;;, dann gilt fiir (Re); = Zszl Riiex,

D
k=1
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Im letzten Schritt fassen wir die g;; als Kompenenten einer Matrix g
auf. Sel nun V* der duale Vektorraum mit durch ef(e;) = 0d;; definier-
ter dualer Basis (ej,...,e}). Diese transformiert sich unter e; — (Re);
als (R*¢*); = P (R*)ie;, und aus der Dualitiit folgt (R*e*);((Re);) =
S (B)aei(Ruer) = Y (R)aRj, = 6y, also B = (RY)™L. Fiir ei-
ne R*-invariante Metrik ¢g* auf V* mufl deshalb R*¢g*(R*)! = g* gelten, also
(R)'g*R™! = ¢* und deshalb g* = g~

Definition 5.2 Sei V reeller Vektorraum mit nichtausgearteter symmetrischer Bili-
nearform g und (V*,g~!) sein Dualraum mit Clifford-Algebra v : V* — C¢(V*, g7 1).
Sei (e;) eine beliebige Basis von V' und (e}) die zugehdrige duale Basis von V*. Dann
heiBt

D:=1) 7(e))V,, (5.6)

der Dirac-Operator, wobei V, eine g-kovariante Ableitung in Richtung v ist.

Aus der Linearitit von v : V* — Cl(V*,g7!) und der Linearitiit von V, folgt
sofort, dafl die Definition von D unabhéngig von der Wahl der Basis ist.

Zu klaren bleibt, auf welchen Raum der Dirac-Operator wirkt. Ist S ein Dar-
stellungsraum der (e), so konnen wir C*°(R”, §) oder einen geeigneten Abschluf
wie L?(RP,8S) nehmen, auf dem D ein unbeschrinkter selbstadjungierter Opera-
tor wird. Die konkrete Wahl von § héngt von der Signatur (r, s) der Metrik ab.
Fiir (1,3) und (4,0) konnen wir gemi8 (.3) S = C* wiihlen.

Die Dirac-Gleichung der Quantenmechanik verwendet nicht den Dirac-
Operator (B.6), da die Zeit ihre ausgezeichnete Rolle behilt. Die Fortsetzung
der quantenmechanischen Dirac-Gleichung in eine Formel fiir D war jedoch ent-
scheidend bei der Entwicklung der Quantenfeldtheorie. Ausgangspunkt der Dirac-
Gleichung ist die relativistische Beziehung E? = p? +m? fiir die Energie, die wir
als Spektrum der Operatorgleichung H? = P? + m? auffassen. Auf einem Un-
terraum mit Eigenwerten p? < m? ist die Wurzel niherungsweise gegeben durch
H=(P2+m?)2 =m+ 5—P? (in den bisherigen Abschnitten zum harmonischen
Oszillator und zum Wasserstoffatom hatten wir m = 1 gesetzt). Eine andere
Wurzel wird durch die Euklidische Clifford-Algebra vg : R* — CU(R*, gg) zu
g(ei, ej) = 0;; geliefert:

3
HD = Z’YE<€;)Pej +’y(eZ)m .
j=1

Dabei ist P, = —i0,,; der Impulsoperator in Richtung e;. Aus der Kommutati-
vitét aller P., untereinander und mit dem Skalar m folgt H3 = P? 4+ m?. Die
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Zeitentwicklung eines Zustands ¢ € L*(R3 C?) wird gemi (Z) beschrieben
durch die Dirac-Gleichung

() = Hou() (Zw VB, Fapem)u) . (67)
Aus Sicht der Quantenmechanik hat (B7) ein gravierendes Problem: Wegen
o(P;) = R ist das Spektrum von Hp nach unten unbeschrinkt. Der von Dirac
vorgeschlagene Ausweg besteht in einer Annahme, die erst in der Quantenfeld-
theorie zu rechtfertigen ist: Alle Zustdnde negativer Energie sind besetzt.

Die Dirac-Gleichung (B1) wurde nur deshalb nicht sofort verworfen, weil sie
als Nebenprodukt den von Pauli aus experimentellen Zwéngen eingefiihrten Spin
beschreibt. Dieser bewirkt eine Verschiebung des Spektrums in einem &ufleren
Magnetfeld. Magnetfelder werden durch eine Translation des Impuls-Operators
P., = P; — P; + Aj(z) beschrieben. Nach ([£3) gilt yg(e;) € Mz(H). Eine
mogliche Wahl ist (jeder Eintrag ist eine 2x2-Matrix!)

ey = (0 ) msean wen- (g 0). 69

—10']'

Schreiben wir entsprechend ¢ = < i ), wobei ¢, x jeweils zwei Komponenten

haben, dann entsteht das Eigenwertproblem

o= (5= (g gy a0 ) () oo

Fir £ > 0 ist E + m invertierbar, so dafl die 2. Komponente zu y =

E+—m(—12 i=105(P; + Aj))¢ gelost werden kann. Einsetzen in die ersten Kom-

ponente liefert dann

Die Pauli-Matrizen (B4) erfiillen 0,04, = ;1 + iZ;’:l €jk107, so daB

3 .3
Z ojop(Pj+ Aj))(Py + Ay) = PP+ A+ 2A- P + % Z €k Py, Arloy
_],k;:l jvkvlzl
mit P? := 23 P2 A% El A2 und A- P = Zz AP Wegen P = —i9,
ist B = %Z]k e]kl[ Ak] das Magnetfeld. Nach Eichfixierung 375, ,(A;) = 0
entsteht

(P+A)2+B-a+m>¢’

E¢=( . (5.11)
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wobei B-o 1= Z?:1 Byoy. Schreiben wir E = E+m, dann folgt auf Unterrdumen,
in denen das Spektrum von P, A klein gegen m ist, die Pauli-Gleichung

E¢%%((P+A)2+B~J)¢. (5.12)

Die Spin-Operatoren % erfiillen die gleichen Vertauschungsrelationen (B3) wie

die Drehimpuls-Operatoren L;, ndmlich [0—23, ] = 12?:1 €k % . Offenbar hat %
die Eigenwerte i%, so daf} die Spin-Operatoren die halbzahligen Losungen in
Satz B0 realisieren.

Wie bereits betont, hat Hp zusétzlich zum oben diskutierten Spektrum £ > m

auch das gespiegelte Spektrum E < —m. Wir postulieren, dafl

e es in H = L*(R3 C*) einen ausgezeichneten Zustand Q gibt (das Vaku-
um), und

e daf} sich jeder Zustand realisieren a8t als ¥(t,z) = U(t,x)2 fiir einen
Feldoperator V(t,z) auf H.

Nach Multiplikation mit yg(e}) entsteht dann aus der Dirac-Gleichung (B7) die
Operator-Gleichung

D NR L D
(17E(e4)§ + 1;719(64)%;(6]»)8—% — m)‘ll(t, x)=0. (5.13)
Nun ist leicht zu sehen, dafl
T (€;) == ypler)ye(e;) fir j € {1,2,3},  yule}) == ve(el)

gerade die Clifford-Algebra Cl(R**, g,}') beziiglich der Minkowski-Metrik
gM(€4ue4) :+1 ) gM<ejaek) = _5_714: ) gM(€j7€4> =0 fllI' Jvke {17273}

der Signatur (1, 3) definiert. Somit wird (2I3)) die relativistisch kovariante Ope-
ratorgleichung (D — m)¥ = 0, wobei iZ]D:lvM(e;)Vej der Dirac-Operator im
Minkowski-Raum (R?, g5/) ist. Das Vakuum € kann nun tatséchlich so gewé#hlt
werden, daB ein (korrekt definierter) Hamilton-Operator positiv ist. Die vorma-
ligen Zustidnde negativer Energie werden dann zu Antiteilchen positiver Energie.
Wir werden in Beispielen zur Quantenfeldtheorie darauf zuriickkommen.

6 Wightman-Axiome

Im Zusammenhang mit der Dirac-Gleichung haben wir gesehen, dafl wir
Zustéande eines relativistisch-kovarianten Systems nicht mehr durch Strahlen im
Hilbert-Raum, sondern durch Operatoren auf dem Hilbert-Raum charakterisie-
ren miissen. Im Prinzip ist das schon in der Quantenmechanik moglich. Z.B.
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kénnen wir den n-ten Eigenzustand ,, des harmonischen Oszillators auch durch
den Operator &, := \/—%((a*)" + a") charakterisieren, denn @, = 1, mit
Q := 1)y. Formal geht es also in der Quantenfeldtheorie um Operatoren (¢, %)
mit + € R und # € RP~!. Zu beriicksichtigen ist jedoch, daf eine L2-Funktion
Z — O(t,2)§2 in einem einzelnen Punkt gar nicht definiert ist. Nur Mittelungen
wie ®(f) == [o mp d(t, @) f(t,Z)P(t, ) konnen, fiir geeignete Funktionen f,
einen Sinn haben.

Die Formulierung als Objekte in oder auf Hilbert-Rdumen, die Feinheiten un-
beschrénkter Operatoren, die Forderung nach relativistischer Kovarianz und vor
allem die Kausalitdt bestimmen die zu fordernden Eigenschaften der Feldopera-
toren ®(f) nahezu eindeutig. Die Liste wurde in den 50er Jahren erstmals von
Wightman und Garding zusammengestellt und spielt eine zentrale Rolle in den
Biichern von Streater-Wightman, Glimm-Jaffe, Reed-Simon Bd II, Strocchi, . ...
Allerdings werden die Eigenschaften in verschiedener Weise zu Axiomen grup-
piert; wir folgen hier einer Konvention von J. Yngvason.

Wir beschrinken uns auf den einfachsten Fall eines einkomponentigen Ska-
larfeldes und erwdhnen im Anschlufl einige Verallgemeinerungen. Wir schrei-
ben von nun an Vektoren im D-dimensionalen Minkowski-Raum RP als z =
(2% 2, ... 2P~ = (20, 7). Diese werden meist als Spalten aufgefafit (ohne be-
sondere Kennzeichnung). Ferner ist ¢ = diag(1, —1,...,—1) die Metrik der Si-
gnatur (1,D — 1). Mit & := gz wird = - § = (z, gy) = 2%° — Ef;ll Py =y 7
das Minkowski-Skalarprodukt. Zwei Vektoren 0 # z,y € R? heifien

e raumartiq o <0
e zeitartig fir (z—vy) - (z—y)¢ >0
e lichtartig =0

Die Teilmenge V := {p € R” : p-p > 0} heiflt abgeschlossener Lichtkegel, und
Vi={peRP : p-p>0, p° > 0} heifit abgeschlossener Vorwdirtslichtkegel.
Die Symmetriegruppe des Minkowski-Raums ist die Poincaré-Gruppe P =
RP xSO(1,D—1). Die SO(1, D—1) hat 4 Zusammenhangskomponenten, und wir
beschrinken uns auf die Untergruppe 501(1, D—1) der orientierungs- und zeitori-
entierungserhaltenden Lorentz-Transformationen, d.h. jene A € SO(1, D —1) mit
det A > 0 und (1,0)A(1,0) > 0. Diese Gruppe liBt das Minkowsi-Skalarprodukt

invariant, - = (Az)-(Ay) wegen A'gA = g. Zusammen mit den Translationen in
RP bilden diese die orthochrone Poincaré-Gruppe PL > (a, A) mit Multiplikation
(ay, A1) (ag, Ag) = (a1 + Ajas, A1 Ay) und der Wirkung (a, A)r = Ax + a auf RP.

Definition 6.1 Eine skalare Quantenfeldtheorie auf R” nach Wightman-G3rding
ist ein Tupel (H,D, ®,U,2) mit folgenden Eigenschaften:

[WAQ] Hilbert-Raum-Struktur und Temperiertheit. (H,(, )) ist ein separabler
Hilbert-Raum und D C H ein dichter Teilraum. Es gibt ein 2 € D mit
(Q,Q) =1 sowie zu jedem f € S(RP) einen linearen Operator ®(f) : D —
D, so daB
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o [ (¢, P(f)) ist linear und stetig fiir jedes ¢, € D.

o (0, 2(f)¥) = (2(f)¢, ) fir alle ¢, 4 € D.
o span(®(fy)---®(fy)Q : NeN, f, € S(RP)) ist dicht in H.

[WA1] Relativistische Kovarianz. Es gibt eine stark-stetige Darstellung der or-
thochronen Poincaré-Gruppe 791 > (a,A) durch unitare Operatoren U, y)
auf H. Diese Operatoren erfiillen Uq 7D C D, Uy 02 = Q und

U @(N)Ugy = @(FY) 0 fON(y) = F(A7 (y —a)) .

[WA2] Spektrumsbedingung. Fiir die durch U1y = HDO eiarP; definierten,
untereinander kommutierenden, selbstadjungierten Operatoren Py, ....,Pp_4
gilt: Py und M? := P? — ZD 1 P2 sind positiv.

[WA3] Mikroskopische Kausalitdt bzw. Lokalitit. Falls f,g € S(R”) raumartig
getrennten Triger haben, d.h. fi(z)f2(y) = 0 fiir alle 2,y € RP mit (z —

y) - (x —y) >0, dann gilt
[D(f1), (fo)]l =0 firalley € D.

Aus technischen Griinden fordert man manchmal zusatzliche Axiome, die die Beweise
stark vereinfachen:

[WAA4] Eindeutigkeit des Vakuums. Q) ist (bis auf Phase) der einzige Vektor in
H mit (2, Q) =1 und U(a, A)Q = Q fiir alle (a, A) € P.

WADB| Teilcheninterpretation. Der Operator M? = P? — l‘: P? hat einen
0 j=1"7
isolierten Eigenwert m?.

Eine mogliche Verallgemeinerung besteht in der Wahl von K unabhéngigen
Skalarfeldern @y, ... ®x zusammen mit einer Verallgemeinerung der Kovarianz

WAT zu
Ut ®r(F)Ugpy = ZSzk Na, (V)
wobei S : SO(1,D — 1) — Mg(C) eine Darstellung der Lorentz-Gruppe ist.

Operatoren W, (f) fiir K Fermionen erfordern zwei Anpassungen. Zum einen ist
WAT1 zu verallgemeinern in

Uan)Pa(f)Ujny = Zsﬁa NWs(fN)

wobei A € Spin(R”, g) eines der beiden Urbilder (fiir D # 3) von A € SO(1, D —
1) unter der Abbildung Ad aus Satz Bl ist und S : Spin(V,g) — Mg(C) eine
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Darstellung der Spin-Gruppe ist. Zum anderen ist die Kausalitat WA3 fiir Fermi-
Felder zu andern in {¥(f1), V(f2)}y = 0 fiir alle ¢ € D, falls fi, fo raumartig
getrennte Tréger haben.

Im Rahmen der Wightman-Theorie kénnen einige wichtige Theoreme bewie-
sen werden.

Theorem 6.2 (Spin-Statistik-Theorem) Sei D > 4. Dann hat die jeweils an-
dere Wahl in [WA3| (Antikommutator fiir Bosonen, Kommutator fiir Fermionen)
die einzige Losung ) =0 bzw. ¥, = 0.

Bewers. Streater-Wightman, §4-4, insbesondere Thm 4-10. U
Die Lokalitat kann sogar abgeschwécht werden:

Theorem 6.3 Seien 0,0y C RP zwei raumartig getrennte nichtleere abge-
schlossene Gebiete. Falls [®(f1), ®(f2)] = 0 fiir alle f1, fo € S(R) mit supp(f1) C
O1 und supp(f2) C Oy, dann folgt bereits [WA3].

Beweis. Streater-Wightman, Thm 4-1. O

Viele wichtige FEigenschaften kénnen fiir die Wightman-Distributionen

W(flv"'afN) = <qu)(f1)(1>(fN)Q>

bewiesen werden, die wir im iibernéchsten Abschnitt behandeln. Zunéchst geben
wir das wichtigste Beispiel: das freie Feld.

7 Das freie Skalarfeld

Das freie Skalarfeld ist das fundamentale Beispiel fiir die Realisierung aller
Wightman-Axiome. Fiir D > 4 ist es, neben dem analog zu konstruierenden frei-
en Fermionfeld, das einzige zur Zeit bekannte Beispiel. Modelle fiir experimentell
realistische Quantenfeldtheorien sind im Kontinuum bisher nur als Storungen des
freien Feldes zu beschreiben, d.h. als formale, nicht konvergierende Potenzreihen
in Operatoren des freien Feldes. Wir folgen im wesentlichen der Darstellung in
Reed-Simon Bd. II, Kapitel X.7.
Es sei X,, das obere Impulsraum-Hyperboloid der Masse m,

X = {Pm = (Wan(p), 0) €RY + win(p) == +/[IP]|> + m?} ,

versehen mit dem Maf3

/ v - | vt

RD-1 2wm(p)
= /RD_l dﬁ/R dpo ©(po)d(py — (IP1° +m?)) f (po, ) - (7.1)
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Dabei ist © = xg, die Heaviside-Funktion und ¢ die Dirac- Distribution. Aus
letzterer Darsteliung folgt die Lorentz-Invarianz des Mafles, fRD L 2w ( Tk v(pm) =

fRD . 2w ﬁ) v(A™p,,). Es ist sogar (bis auf skalare Vielfache) das einzige Lorentz-
invariante Mafl auf X,,, (Reed-Simon Bd II, Thm IX.37).

Lemma 7.1 Durch
(U(a, A)v)(pm) = €“P™ v(A™ ' pp,)

wird eine unitdre Darstellung der orthochronen Poincaré-Gruppe 731 auf dem
Hilbert-Raum L*(X,,, dpuy,) definiert.

Beweis. Fiir Punkte p,, € X,, gilt p,, - p, = m? und deshalb auch (A~!p,,) -

—_—

(A~1p,,) = m?. Weiter gilt

U@l = [ s a P = [ )P = o

wegen Lorentz-Invarianz des Mafles. Somit ist U eine Isometrie, insbesonere in-
jektiv. Das Produkt zweier Operatoren ist

(U(a, A)U(b, A2)v)(pm)

= T (U(b, Ag)o) (AT pin) = T (AN T )
= ei(“+A1b)'ﬁ”v((A1A2)_1pm) = (U(a + A1b, A1 A2)v) (pr,) -

Somit ist U eine Darstellung von 731, und insbesondere ist U auch surjektiv. [J

Wir wihlen nun (H,( , )) als den Fock-Raum zum Hilbert-Raum
(L2(Xum, dpt), { » ). Im folgenden bezeichnen v,w Vekoren aus L?(X,, djy)
und ¢, Vektoren aus H bzw. D. Ist (v,,),en eine beliebige ONB in L?(X,,, du),
dann hatten wir in (28] ausgehend von einem Vakuum € € H die Erzeugungs-
operatoren a; auf H erklart. Fassen wir nun o' = a*(v,) auf, dann wird durch
a*(v) = a* (Do Caln) = Done g Caa*(v,) = En o Cn filr v = Y v, eine
lineare Abbildung a* : L?(X,,, dpt,,) — End(H) erklért. Damit a(v) der beziiglich
des zu definierenden Skalarprodukts zu a*(v) adjungierte Operator ist, mufl die
Zuordnung a : L*(X,,,du,,) — End(H) eine antilineare Abbildung sein, d.h.
a(v) = a( Y07y catn) 1= Dot Cra(vy) = D or (Cny. Aus den Vertauschungsre-
lationen [ay, af] = d,x nach (ZH) folgt somit

[a(v), a*(w)] = (v, w)idy ,  a(v),a(w)] =0, [a"(v),a’(w)] =0. (72)

Ausgehend von einem Vakuum Q € H mit a(v)Q2 = 0 fiir alle v € L*(X,,, dpt,,)
definieren wir nun

D .= span(a*(vl) cea" () s keN, v,y € LQ(Xm,dum)) , (7.3)
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mit a*(2)Q = Q fiir & = 0. Das Skalarprodukt wird nun auf D ausgehend von
(Q,Q) = 1 eindeutig erklart durch

(@ (), ¥) = (¢, alv)y) ,  (a(v),¥) = (¢,a"(v)y) fiir beliebige ¢, ¢ € D .

Denn unter Verwendung von (C2) und a(v)Q2 = 0 und (Q,Q) = 1 lassen sich
beliebige Skalarprodukte in D eindeutig zuriickfithren auf Skalarprodukte in
L*( Xy, djty). Wir definieren nun H = D als den L2-Abschlufl beziiglich dieses
Skalarprodukts.

Fiir die Basis-Monome folgt aus den Kommutatorrelationen (Z2)

a(v)a*(vy) -+ a*(v,)Q = i(v, vj>(ﬁa*(vk)) < ﬁ a*(vk)>Q

=l (1) - a" (@) QP = ) H Uo(i): Vi) < n'H vl (7.4)

oeS, j=1

Bezeichne
D, = span<“*(v1) e aT ()2t vy, v € LZ(Xm’d“m)>

den “n-Teilchen”-Unterraum von D, und fassen wir a*(v) : D,, = D41 auf, dann
ergibt sichll

la*(W)l@,.p0) = VR + 1l lla@)ls@,p, = Vallvll . (7:5)
Wir sehen aus ([Z0) aber auch, daf a*(v) auf D und erst recht auf # unbeschriankt
ist.
Der Feldoperator ®(f) wird in zwei Schritten eingefiihrt. Als erstes definiert
man fiir v € L*(X,,, djt,,) den Segal-Operator

Pg(v) :=a(v)+a*(v) : D —D. (7.6)
Zu beachten ist, das ®g nur reell-linear, nicht aber C-linear ist. Aus ([L2) folgt
[@5(v), Ps(w)] = (v, w) — (w,v) = 2iIm(v, w) . (7.7)
Durch Fourier-Transformation bilden wir zu f € S(RP) die Operatoren
O(f) = s(Fm Re(f)) +1®s(Fn Im(f)) , (7.8)
1 S
(fm f)(pm) = D1 dx e®m f(ZL‘) ) Pm = (wm(ma@ .
(2m)"z Jrp
Die so konstruierten ®(f) haben die in [WAQ] geforderten Eigenschaften:
! Beweis. Nach Skalierung kénnen wir [[v]| = 1 annehmen. Wir erginzen v = wp
zu einer ONB (vg) von L*(X,,,dunm). Ein Vektor ¢ € D, hat dann die Form 1 =
Zk0+k1+---:n Ckok1---(a8)k0 (aT)kl -+ Q. Dann ist ”wHQ = Zko+k1+~~~:n |Ck0k1~..|2k0!k1! .-+ und

llagw|]? = > kokyeen lckoky.. |2 (ko + 1)k1!--- < (n + 1)|¥]|?> mit Gleichheit genau fiir
P = c(af)"2. Die Norm von a(v) folgt durch Adjungieren.
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e Die normale D-dimensionale Fourier-Transformation ist eine Isometrie
auf S(RP). Stetigkeit der Einschrinkung E,, : RP? — X, auf die Hy-

perfliche X, wire falsch fiir L2-Funktionen. Da Schwartz-Funktionen f
jedoch durch | f(pm)| < - +|”f i e abzuschitzen sind mit beliebigem £ > 0,
gilt | Fnfll < Ci|l f], mit einer geeigneten Halbnorm || ||}, auf S(RP). Z

festem 1, ¢ € D gibt es ein n € N mit ¢, € D,,. Dann gilt
(0, 2(f)v) < 2([8l|Vn+1([[Re fI| + [[Tm fI]) [¥[] < Cllgl[Vr+1] fII} 1]

d.h. f = (P, P(f)) ist stetig.

Die R-Linearitat ist klar. Im allgemeinen zerlege man cf in Real- und
Imaginérteil, benutze die R-Linearitdt und fiige alles zu c¢{¢, ®(f)v) zu-
sammen.

o Sei f = fr+if; € S(RP) mit fg, f; reell, dann

(6, ®(frtifi)0) = (&, (" (Fufr) + a(Fufr) +ia” (Fufr) + ia(Fofr)) )
= ((a(Fufr) + " (Ffr) —ia(Fufr) —ia"(Fnfr)) 6,0)
= (D(fr—ifr)d, ) .

e Die Dichtheit gilt ebenfalls (Reed-Simon, Bd II, Thm X.41.b), ist aber
mithsam zu zeigen.

Es verbleibt der Beweis von [WA1]-[WA5].

Satz 7.2 Die durch Ugp) (a*(vl) . ~a*(vk)Q) = a*"(U@nyv1) - a*(Ug,ayv)S2
und lineare Fortsetzung zundchst auf D und dann auf den Abschluf$ H definierte
Abbildung erfullt [WA1] und [WA4].

Beweis. Nach Konvention a*(@)Q = Q gilt Uy, )2 = Q. Die Darstellungseigen-
schaft folgt aus der Definition, die Isometrie aus ([ZZ]).
Zunéchst gilt mit der oberen Gleichung (IZZ)

Ufa,nya" (U)U(;IA) (a*(v1) -+ - a*(vk)Q) = a*(Uayv) (a*(v1) - - - a*(vg) ),

U(a,A)a(v)U(;lA) (a*(v1) -+ a* (v)Q) = Ugany (Z v, UaA v, <Ha aA Uk ) )

k#j

(U(Q,A)U, Uj> ( H a*(%)) Q
= oy
(Uanyv) (a*(vr) - - - a* () )

<

Q
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und somit fiir den Segal-Operator U(a7A)<I>S(v)U(;1A) = ®g(Ug,ayv). Es verbleibt
fiir reellwerte f € S(R”) zu berechnen:
ia-pm —

(UtayFnf ) (m) = P (Fn f) (A pm) = % de P f(x)

(2m) %" Jeo

1 . .
= D_1 /R dx 61(A$+a) pmf(x)

(2m)
1

D

= 717_—1/ dy P f(AH(y — a)) = (Fuf ) (pm) -
(2m)"z Jrp

Damit ist U, ®(f )U(;IA) = ®(f(@N) gezeigt. Per Konstruktion ist (2 der einzige

unter Ulg a) invariante Vektor [WA4]. O

Satz 7.3 Sei e, € RP der k-te Standardbasisvektor. Dann gilt fiir die durch
Pk = —i%U(t%l)w definierten Erzeugenden

a(P%) = {0} U [m, o[, o(P-P)={0}U{m?} U[4m?, oo .
Insbesondere sind [WA2] und [WAD] erfillt.

Beweis. Die Operatoren U, ) lassen die n-Teilchen-Riaume D, und ihre Ab-
schliisse H,, invariant. Deshalb gilt o(P°) = U~ ,0(P°,) und o(P - P) =
Ur o (P - ]5|Hn)- Wegen der Invarianz des Vakuums gilt P°ly, = 0 und
P - Py, = 0; dieses liefert die 0 in den Spektren.

Nach Spektraltheorem [ gibt es eine Darstellung U : H,, — L*(X, u) fiir
einen Mafiraum (X, it), in der Uy, 1) als punktweise Multiplikation dargestellt ist.
Nach einer alternativen Realisierung des Fock-Raums sind das gerade die sym-
metrischen Funktionen auf Xx", die beziiglich des Produktmafles J}_, %
quadratintegrabel sind. Die Abbildung U ist auf den Basis-Monomen wie folgt
erklért:

1
Ua* (v "'a*vnQ m,1y -y Pmmn) ‘= —— Vo m,1) " Vo(n)\Pmmn) »
(Ua (@)@ @)D Bty Pnn) = = D V) (Prmt) = Voo (Prn)

. UGSn

(7.9)

auf #H, dann durch lineare Fortsetzung. Aus (L) folgt die Isometrie von U;
Surjektivitit folgt per Definition L?(X, u) := UH,. Aus der Formulierung in
Satz ergibt sich sofort

(UUaay®) (Pt - - - s Prnn) = €9Z5=12m5 (U (A oo s A P -

Die U(,,1) wirken, wie gefordert, multiplikativ, und es folgt

(UP0) s+ o) = (3 5y ) V) Bt D)
j=1
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Das Spektrum ist der wesentliche Wertebereich der multiplikativen Funktion
f@mas- s Pmn) = D0y Py, ;- Somit lesen wir ab:

o (Pls,) = {wm(B) + -+ wn(Pr) = p; €RP7} =[nm o0l (7.10)

Das Spektrum O(P P |7—ln) ist fiir n = 1 grundlegend verschieden von n > 1. Fiir
n =1 gilt

(P Plhy) = {(@n@))? B2 : B €RP '} ={m?},  (T11)
d.h. das Spektrum besteht aus einem einzigen Punkt. Fiir n = 2 erhalten wir

o (P Plhw) = { (wn(B]) + wn(@)? ~ |5 + BI? : 51,7 ¢ R7'}

Zur weiteren Auswertung benutzt man die Lorentz-Invarianz von P - P = (AP) -

— — s
(AP). Es ist dann immmer moglich, in das Schwerpunktsystem Ap; = —Apy zu
transformieren. Somit entsteht

o (P Ply,) = {<wm(5{) Fun(—PD)? : Pl e RD—l} = [4m?, 00[.  (7.12)
Analog folgt o (P - f’|Hn) = [(nm)?, ool O

Theorem 7.4 Die Feldoperatoren ®(f) erfiillen das Lokalititsaxiom [WA3].

Beweis. Wegen der C-Linearitiat von ® geniigt der Beweis fiir reellwertige fi, fo €
S(RP) mit raumartig getrenntem Triger. Dann gilt nach () und (ZF) im Sinn
der starken Operator-Topologie (d.h. als Operator auf ¢ € D)

[®(f1), ®(f2)] = 21 Im({Fon f1, Fon fa))

dp dx dy N T
= o T oo s DR — )

= _i/RD - dedy fi(x)An(x —y)fa(y)

. i g
A = Pmt _ lPm ) 1
mit A, (z) m) /}RD1 Som(7) (e e ) (7.13)

Es geniigt zu zeigen, daf die Distribution A,,(x) ihren Trager im abgeschlossenen
Lichtkegel hat, d.h. A, (x —y) = 0 fir (x — y) - (r —y) < 0. Innerhalb des

—_—

Lichtkegels (x — y) - (x —y) > 0 war aber fi(z)f2(y) = 0 vorausgesetzt, somit
verschwindet der Kommutator.

Wegen der Lorentz-Invarianz des Mafles dp,, gilt A, (Az) = A, (x). Wir
zeigen im folgenden Lemma: Ist x -2 < 0, dann gibt es eine orthochrone Lorentz-

—

Transformation A mit Az = (0, ). Dann folgt aber (Substitution p'— —p)

i A7 o ns
A, (0, Z) = pd) _ —HPE)) — ) 0
(0.7) = Z5 /RDI 2o (D) (e )
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Lemma 7.5 Es gibt genau dann eine Lorentz- Transformation A € 501(1, D-1)
mit (Az)? =0 wenn z - & < 0.

Bewers. Offenbar kann durch rdumliche Drehungen R ein beliebiger Vektor x €
RP in Rz = (2°,21,0,...,0) iiberfithrt werden mit |2!| = ||Z||. Es geniigt deshalb,
den Fall D = 2 zu behandeln. Dann gehort

A — cosht —sinht
t= \ —sinht cosht ’

fiir beliebige ¢ € R zur orthochronen Lorentz-Gruppe. Es folgt
t
A (20 2Y) = (xo cosht — z* sinh ¢, —2%sinh ¢ + x' cosh t) :

Fiir |#!] > |z°], also (2°)? — |2!|?* = 2 - Z < 0, kann die erste Komponente durch
Wahl von tanht = % zu 0 gebracht werden. Wegen (2°)> > z - Z ist das nicht
moglich fiir x -2 > 0 und fiir - £ = 0 nur fiir z = 0. g

SchliefSlich gilt:

Satz 7.6 Das Quantenfeld ® der so konstruierten Wightman-Theorie
(H,D,®,U,Q) erfillt im distributionellen Sinn die Klein-Gordon-Gleichung,

D1 9

@((%2)2 — ;WijQ)f(x)) =0 fiir alle f € S(RP)

(und heifit deshalb freies Skalarfeld).

Beweis. Trivial wegen Fm<<%§)2 _ 2?2_11 %3)2 + m2> = 0. O

Wir sehen uns am Ende des néchsten Abschnitts die Wightman-
Distributionen des freien Feldes an. Zunéchst beweisen wir jedoch jene Eigen-
schaften, die in jeder Wightman-Theorie gelten.

8 Wightman-Distributionen
Die Vakuum-Erwartungswerte der Feldoperatoren

W (fi, - fn) = (Q, @(f1) - - - ©(fn)2) (8.1)

einer beliebigen Wightman-Quantenfeldtheorie (#H,D,®,U,()) haben wegen
[WAO] zunichst folgende Eigenschaft:

e Wy ist multilinear und getrennt-stetig auf (S(RP))N, d.h. fiir jedes
je{l,...,N} und jedes fest gewdhite Tupel fi,..., fj_1, fix1,.-., v €
S(RP) ist die Abbildung

SRP)> f=Wn(fi, -, fist, £, fiz1,-- -, fn) € C  linear und stetig.
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Nach dem Kernsatz von Schwartz folgt daraus bereits:

i) Wy besitzt eine eindeutige Fortsetzung zu einer Distribution Wy €
(S(RVP)) | die wieder mit Wy bezeichnet wird (siche Reed-Simon, Bd
I, Thm V.12). Somit ist Wy sogar gleichzeitig stetig in allen f;.

ii) Diese Distribution definiert einen Integralkernoperator (siehe Reed-Simon,
Bd I, Thm V.10) Wy (z1,...,xy) mit der Eigenschaft

Wn(fi,-- 5 [n) = /RND d(xy,...,zN) WN($U1,---,SCN)Hfj(3?j) . (8.2)

Definition 8.1 Die auf diese Weise erhaltenen Wy € (S(RVP))" heiBen
Wightman-Distributionen, oft auch nur Wightman-Funktionen, Korrelationsfunktio-
nen oder N-Punktfunktionen.

Satz 8.2 Die Folge W = Wy, Wi, Wh,...), mit Wy = 1, der Wightman-
Distributionen einer Quantenfeldtheorie, welche die Aziome [WAO]-[WA3] in De-
finition erfiillen, hat folgende Eigenschaften:

[WDO0] Temperiertheit. Wy € (S(RVP))'.
WD1] Poincaré-Invarianz.  Fiir alle (a,A) € P1 gilt
[ + 9

Wy (Azy +a, ..., Az, +a) = Wy(z1,...,2,) . (8.3)
Zu Wy ezistiert eine Distribution Wy € (S(RWV=1P)) mit
Walh) = [ daWalfe) firfeS®™), (84
R
f(:v)(gla'-wf]\/'fl) = f(56’7117—§1,5€—f1 &y, =& — "'_ngl)
bzw. symbolisch W (1, xa, ..., xy) = Wy (21—22, To—23, ..., Tn_1—TN).
[WD2] Spektrumsbedingung. Fir die Fourier-Transformation [Vorzeichen ist
wichtig!]
W(as, - an-1) (8.5)
1 [SN-1g -
= W/ d(€1,. . Enr) €25 STWy (), Enm)
(271-)# R(N-1)D

welche wieder in (S(R(N*I)D))legt, qilt W]\V(ql, cooyqn—1) = 0, falls ein
q; nicht im Vorwdrtslichtkegel V. liegt.

[WD3] Lokalitét.

WN(JH, ey Ty Ljg1y - - ,.I‘N) = WN(l’l, s L1, L1, Ly Tjg2y - v - ,.TN)

Jalls (xj — xj1) - (2 — 2j11) < 0.
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[WD4] Hermitizitit und Positivitit. Es sei fV) € S(R¥P) mit N € {1,..., K}
sowie f© € C und f™) =0 fir N> K. Sei (f™")* € S(RMP) definiert
durch (fN)*(xy,...,2oy5) == fM(zy,...,21) fir N > 1 und (fO) =
FO. Dann gilt Wy (fO) = W((f™)*) sowie

K

Y Wyanl(fM)y e M) >0, (8.6)

N,M=0

mat (.f(N)®f(M))("L‘17 e TN Y1, yM):f(N)(xla i 7$N)f(M)(y17 e 7?/M)
Falls die Wightman-QFT das Axiom [WAA4] erfillt, gilt auflerdem
[WD5] Clustering.  Fiir beliebiges a € RP mit a-a < 0 gilt

timWN+M(y17'-'7yN7xl +ta7"'7xN+ta)

:WN(yla'-'ayN)WM(xla'"7:L‘N) .

Beweis. [WDO] ist der Schwartzsche Kernsatz.

[WD1] Schreibt man in (&1 Q = Uy a2 (wegen [WA1]) und setzt idy =
Uta, ) U, 1y zwischen ®(f;) und @(f;4+1), so entsteht mit [WAI]

WN(fla---afN) = WN(fl(mA)v"'af](\(fl’A)) .

Fiir die Integralkerne heifit das
/ d(xy,...,zn) Wy(x1,...;zn) fi(z) -+ fa(zn)
RND
_ /ND (1, o) W, o) fr(A (g — a) -+ f(A~Y(ax — )
R
= /ND d(z1,...,o8) Wyn(Azy +a,...,Azy +a) fi(z1) - - fn(on)
R
Wegen der Hausdorff-Eigenschaft von S(RP) folgt (B3).
Die Substitutionen xny = rny_1 — Ev_1, Tn-1 = Tn_2 —EN_o, oo, Tg = T —

& und schlieflich z; = x fithren mit f(z1,...,2y) = fi(z1) - fx(zy) und
Translationsinvarianz der Wy auf

/ d(l’l,...,x]\[) WN<SL’1,...,ZL’N)f(.Tl,...,ZL’N)
RND
:/ dff/ (&, Env—1) W (0, =&, —6-&, ..., —&—. . . —En-1)
RD R(N-1)D
X f(z,x=&, 2= &, ..., 0= —. . . —ENn—)
:;/ dx/ d(Er, . Ent) WlEr oo o) f(Enreensnct) . (8T)
RD R(N-1)D
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[WD2] Wir beginnen mit allgemeinen Vorbemerkungen zu projektorwertigen
MafBen. Ist T" ein unbeschriankter selbstadjungierter Operator, dann gibt es nach
Spektraltheorem [[7 einen unitidren Operator U : H — L*(X, ) und eine Dar-
stellung

(UTU o) (t) = tp(t) , teR,

fir alle ¢ € Udom(7'). Ist B C R eine Borel-Menge, dann ist nach Funktional-
kalkiil der Projektor xg5(T") € B(H) erklart durch

(Uxs(T)U ) (t) = xa(t)e(t) -

Dabei ist xp(t)p(t) = 0 falls B C o(T'). Die Eigenschaften der Projektoren xp
garantieren, dafl fiir beliebiges ¢ € dom(T") die Zuordnung

B (¢, x5(T)9)
ein Borel-Maf} auf R definiert. Ist nun h eine beschriankte Borel-Funktion auf R,
dann ist iiber Grenzwerte von Treppenfunktionen das folgende Integral erklért:

l4WW@M@AATWW:<¢MTWW (8.8)

Mittels Polarisationsformeln kann daraus (¢, h(T)v) erklart werden fiir ¢,¢ €
dom(T).

Nun zur Spektrumsbedingung. Nach dem Theorem von Stone gilt U(a,1) =
P Da simtliche B, (Pj) miteinander kommutieren, definieren sie eine Familie
gemeinsamer Projektoren RP? D B +— xp(P) € B(H). Die Spektrumsbedingung
[WA2] besagt nun

xs(P)¥ =0  fiir alle B C R”\ V, und alle ¢y € D.

In Kombination mit (B8) entsteht

(p,U(a, 1)) = / P d{p, x,(P)) fiir alle ¢, € D . (8.9)

Vi
Wir betrachten jetzt
Wi(fi, - B B ) = (@) - () U (a, DO(fi11) - - B(fx) )
= [ e dton g P ) 10
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Fiir h € S(RP) gilt dann unter Verwendung von (87)

/ dah( )WN(fla-- f]af(illv"w.f](\?l))

[ aa [ dn [ ) M)A W o)
RD N-1)D
X Fn(& —x,6,..., 81,8 +a,& 41, - En—1)

N k
mit FN(yh .. .nyl) = ka< — Zyl) .
k=2 =1

Bezeichnen wir jetzt mit (Sh)(a) := h(—a) die Spiegelung und fithren (Sh ®
fi)(a,z) = (Sh)(a) fi(x) ein, dann kénnen wir folgendes Faltungsintegral definie-
ren:

(Sh® fi) * Fn)(&, - En-1)

- /Rw d(a,7) (Sh® f1)(a,2) Fy (61— 2,6, & 1,6 — 4, E5a1s e En1)
Somit folgt

/RD da h(a)Wn(fis- s [ £ F0Y)

_ /R(MD dEr, - en1) Wa(€rr o En ) (Sh® f1) % Fa)(€, - Eny)

:/( ) d(Qlw"qufl) W]\V(q177q1\771)((5h(®/f?* FN)(qlv"'qufl) .
R(N=-1)D

Im letzten Schritt ist das Parsevalsche Theorem benutzt, welches ebenso fiir das
Paar S(RX) und (S(RX))" gilt. Die Vorzeichen in der Fourier-Transformation

miissen dabei entgegengesetzt sein, d.h. wenn wir W\N(ql, ..., qn—1) wie in [WD2]
definieren, dann

((Sh @* FN)(Ch, e ,C]N—1)
= %/ d(&, ..., 6n-1) €7izg;11£j'@(<5h ® f1) * Fn)(&s - €v-) -
(277)T R(N-1)D

Nach dem Faltungsatz der Fourier-Transformation gilt aber

((Sh® f1) * Fx)(q, - av—1) = (2m)"Sh(g;) fi(a) Fw(ar, .- an-1) -
Multiplizieren wir (BI0) mit h(a) und integrieren iiber a, so entsteht mit
Jep da h(a)e? = [, da (Sh)(a)e P = (2m)P/2Sh(p) die Identitét

(271-)1)/2 7Sh(p)d<¢f1 ----- wap(P)wfjﬂ ----- fN> (8'11)

Vi

= (2m)" /( ) d(qi,---,qn-1) WJ\V(QM---,QN—l)Sh(Qj)ﬁ(91)EV(Q1a---,QN—l) :
R(N-1)D
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Waéhlen wir jetzt den Tréger von Sh im Komplement des Vorwértslichtkegels
V., so ist die linke Seite der Gleichung (BTII) identisch Null fiir beliebige fy.
Auf der rechten Seite von (8TITl) wird Wy dann ausgewertet auf einer beliebigen
Testfunktion, deren Triger in der j-ten Komponente in R” \ V. liegt. Da S(R)

die Punkte von (S(R*))’ trennt, muf Wy in der j-ten Komponente den Triger
in V; haben. Da j beliebig war, folgt die Behauptung.

[WD3] ist klar.
[WD4] Die Hermitizitdt folgt aus

(€, (f1) - (fn)) = ((f1) - - B(fn)E, )
= (2, 2(f5) - 2(f1)Q) -

Ist zundchst f™N) (21, ..., 25) = fxi(21) - - fun(zy), dann driickt (86) die Tat-
sache aus, dafl

Yy = (fo +O(f1)+ D B(fw) - '(I)<fNN>)Q

nichtnegative Norm hat, (¢, %) > 0. Nach Fortsetzung iiber den Schwartzschen
Kernsatz folgt die Aussage fiir alle f(V) € S(RVP).

[WD5] wird z.B. in Streater-Wightman, Thm 3-4, unter der (nicht notwendi-
gen, aber den Beweis stark vereinfachenden) Annahme [WA5| bewiesen. U

Im Fall mehrkomponentiger Felder und/oder von Fermi-Feldern gibt es offen-
sichtliche Modifikationen von [WD1] und [WD3].

Wir beweisen im néchsten Abschnitt folgende wichtige Umkehrung von
Satz Ist eine Folge W := Wy, Wi, Wh,...) mit Wy = 1 gegeben, welche
[WDO]-[WD4] erfiillt, so konstruiert man eine Wightman-Theorie (H, D, ®, U, ),
die [WAOQ]-[WA3] erfiillt. Wir kénnen also den Unterbau von Operatoren auf
Hilbert-R&dumen vergessen und uns allein mit den Wightman-Distributionen be-
fassen. Es stellt sich heraus, dafl die Wy eine Fortsetzung ins Komplexe besitzen,
welche einerseits das PCT-Theorem beweist und andererseits eine Euklidische
Quantenfeldtheorie definiert. Auch hier gilt die Umkehrung: erfiillt die Euklidi-
sche Quantenfeldtheorie einen Satz von Axiomen, so rekonstruiert man die Wy
und somit auch eine Wightman-Theorie. Dieses Verfahren ist der Schliissel zur
Konstruktion weiterer Modelle neben dem freien Feld.

Der Vollstandigkeit halber sehen wir uns noch kurz die Wightman-
Distributionen des freien Feldes an. Fiir reellwertige fi, fo erhalten wir:

Wa(f1, f2) = (€ a(Fn fr)a" (Fnf2)2) = (Q (Fmfr, Fuf2)0) = (Fanfr, Fnf2)

dp dzx dy I
:/RDIQ(,um(ﬁ) RDXRDW fi(x) fa(y)e ™™ (z=y)
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Nach Konstruktion der Feldoperatoren bleibt die Gleichheit zwischen dem ersten
und letzten Ausdruck auch fiir komplexe f; bestehen. Im distributionellen Sinn
folgt somit

Wa(z,y) = —iAL(x —y) &  Wa(&) = —1A(8)

. i dp .~
t AL = Epm 8.12
mit An() = Gopm /RM 2om(p) (8.12)
Wir kénnen nochmals die Trégereigenschaften (zumindest formal) bestétigen.
Ausgedriickt als D-dimensionales Integral folgt mit der distributionellen Identitét
5<p — q) — (%r% fRD dg eig'(p_Q)
- i -
Wale)i= —p [ de€TAL (O
(2m)z Jro
1 - i€ (g—p)
= ——5— [ d(p,&) O(°)s(p-p—m?) P
(2m) 2 R2D
1 -
= (271_)%_1@((]0)5@ “q— m2> .
Somit ist W5(q) eine Distribution, deren (singulirer) Triiger das obere Hyperbo-
loid zur Masse m ist, und dieses liegt im Vorwiartslichtkegel. Es gilt sogar folgende
bemerkenswerte Verallgemeinerung:

Theorem 8.3 (Killén-Lehmann) Sei Wy(¢) die  2-Punktfunktion einer
beliebigen Wightman-QFT mit Wi(f) = 0. Dann gibt es ein polynomial
beschrinktes Maf$ p auf Ry mat

Wa(€) = / " dp(m) (—iA5(0))
& W)= g [ o) [ I )

(27‘()5‘1 RD 12wm(15)
Beweis. Reed-Simon, Bd II, Thm IX.34. U

Nun zu N # 2. Wegen a(v)Q2 = 0 gilt W, (f) = 0 fiir alle f. Seien zunéchst
alle f; reell. Dann gilt wegen a(v)Q2 = 0 und [a*(v), a*(w)] =0

W (fr, - In) = (Q,@(f) - @(fv-1)a” (Finfn))
= SR Ry 201, 0 (Fufa)] B(fr) - DU )
= 3y Fa MO B B )P B )
= A_ Wh(fi, In)Wn—2(f1, - fi—1, fje1 -5 fy—1)
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Rekursion im jeweils rechten fj liefert:

Satz 8.4 Fiir die N-Punktfunktion des freien Feldes gilt:
0 fiir N ungerade

Wn(fis- o fn) = Z W2<fi17fj1) .. .W2(fiﬂ,fw) fiir N gerade

Paarungen i, <jg

Die Summe lduft iber die (N—1)(N—=3)---1= #;V)' verschiedenen Partitionen
2 )

von {1,...,N} in & Paare. O

Wegen der Faktorisierung der hcheren N-Punktfunktionen in Produkte von 2-
Punktfunktionen wird die Quantenfeldtheorie zum freien Feld als trivial bezeich-
net. Wegen der Abschétzung [Wh(f1, fo)| < C?||fill'll f2]|’ fiir geeignete Halbnor-
men auf S(RP) folgt

IWx(fr, - f)l S CYVNUAN Dl fnll

9 Das Wightmansche Rekonstruktionstheorem

Wir kommen nun zur Umkehrung von Satz

Theorem 9.1 (Wightman) Sei W := Wy, Wi, Wh,...) eine Folge von Dis-
tributionen, fir die die Eigenschaften [WDO|-{WD4] aus Satz[8A gelten. Dann
gibt es eine Wightman-QFT (H,D,®,U,Q), die die Aziome [WAO]-{WA3] aus
Definition erfillt und aus der sich die Wy wie in (81) ergeben. Gilt
zusdtzlich [WD5], so folgt auch [WA4], und die Wightman-QFT ist bis auf unitdre
Aquivalenz eindeutig bestimmt.

Beweis. [WAO] Es sei A die Menge der endlichen Folgen f =

(FO, O . £ 0,...), bestehend aus f@ € C und f™ e S(RMP). Dann
gilt:
e A ist ein Vektorraum beziiglich
hHitcfy= (PO 4 efO f 4 efD P ey

Die Familien von Halbnormen auf S(RV”) induzieren eine lokal-konvexe
Hausdorfl-Topologie auf A.

e A ist eine Algebra, die Borchers-Uhlmann-Algebra, beziiglich
M
(Lo )M =3 e[,
N=0

A @ N @) = S @ an) T v e)

Es gelten alle Assoziativ- und Distributivgesetze. Die Folge 1 := (1,0,...)
ist das Einselement.
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o Auf A ist eine Involution erklart durch
(FO, fOF@ ) = (FO, (D) (fO), ),
(f(N))*<'r17 s ,SUN) = (f(N))<xN7 s 73:1) :

Es gilt (/1 @ f2)" = (f2)" © (f)".

Dann definiert

W) => Wn(f™) (9.1)

(die Summe ist endlich) einen Zustand auf A, d.h. W: A — C ist
e lineares stetiges (wegen [WDO)),
e positives W(f* ® f) > 0 wegen [WD4])
e und normiertes (W(1) = 1)
Funktional. Insbesondere (Ubungen Blatt 2, Aufgabe 3) gilt W = W([") sowie
die Ungleichung von Cauchy-Schwarz
W @ f)I WA ® WL ® f) - (9.2)

Der Hilbert-Raum wird jetzt durch GNS-Konstruktion aus (A, W) erhalten (nach
Gelfand-Naimark-Segal). Sei

IT:={gecA: WG ®g) =0}.

Der Quotientenraum D := A/Z der Aquivalenzklassen [f] = f +Z ist ein Vektor-
raum, dessen Nullelement durch [0] = Z gegeben ist. Nach Cauchy-Schwarz (I2)
héngt W(f1" ® f2) nur von der Klasse ab ( W(f*®Z) =0 = W(Z* ® f) fiir alle
feA und definiert deshalb ein Skalarprodukt auf D: B

(Sl [fo]) = WA ® fo) - (9-3)

Wir definieren
H:=D (d.h. L*>-Abschlu} bzgl. (, )), Q:=[]. (9.4)

Wieder wegen Cauchy-Schwarz ist eine Linksmultiplikation von A mit D er-
klart:

fW]:=1fed],

denn f®Z € T wegen W((f QL)*®@ f@I)P = WIT* @ (f*® fRI))] =0.
Damit kénnen wir zu h € S(R?) eine Abbildung

®h):D—=D, ) :=(0,h0,0,.. )0 firy=[]eD (9.5)
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erkldren. Fiir feste [¢], [¢] € D folgt

gl oML = Y Wrimn (™) @he (00)7). (9.6)

N,M=0

(I

Weg_en [WDOQ] ist h = ([¢], ®(h)[¢]) stetig, und es gilt ([¢], ®(h)[Y]) =
(@(h)[2], [4])-

Durch Entwicklung nach Eigenfunktionen des harmonischen Oszillators folgt,
daB jedes f) € S(RNP) durch Linearkombination von h; ® --- ® hy appro-
ximiert werden kann, mit A € S(RP). Somit sind Linearkombinationen von
®(hy)-- - ®(hy)Q = [h1 @ -+ ® hy] dicht in D und damit auch in H = D.
Insgesamt ist [WAOQ] bewiesen.

[WA1]  Wir definieren U p)[1)] als [Ugg,a)t] mit

(U(a,A)y)(N)(xl, ce TN = w(N)(A_l(:El —a),...,A"xy —a))

fir N > 1 und Ua 9@ = 9@, Insbesondere folgt U, a2 = Q. Die Darstel-
lungseigenschaft ist leicht nachzurechnen, die Isometrie folgt aus [WD1]:

<Ua,A [¢]7 Ua,A WD

o
— E / d(x1, . TN Y1y Y)WNe (T, - o XN, Y1y - Yr)
M N g JROVHMD

X M (AN yy —a),...,A" (y; — a))z/J(M)(Afl(xl —a),...,A"Hay —a))

(o.0]
— E / d(x1, . TN Y1y Y)W (T2, - o XN, Y1y - Yr)
M N g/ ROVHMD

X <;5(N)(yN,...,yl)w(M)(xl,...,xM)
= ([¢]. [¢]) -

Nach Konstruktion gilt

Utay@ (U W] = [M*Y @ 9] = @(h*V)[y] .

[WA2] Ohne Beriicksichtigung von Trager-Eigenschaften lautet das allgemein
giiltige Analogon von (BIT)

2m)?? [ Ship) ol (P (07

—n)? 3 [ dlae ) Wl Shia) B o
N,M=0 /R
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wobei Fyw) y0n € S(RWHM=1)Y ip einer Weise aus ¢™), )M entsteht, die analog
zur Konstruktion von fi*Fy im Beweis von (811]) ist. Wéhlen wir jetzt den Tréger

von S%(QN) in RP \ V., so verschwindet jetzt die rechte Seite von (1)) wegen
[WD2], withrend sich das Integral auf der linken Seite von () auf R \ V,
reduziert. Dieses Integral kann aber nur dann Null ergeben fiir alle solche Sh
sowie alle [¢],[¢)] € D, wenn xp(P)[¥)] = 0 ist fiir eine beliebige Borel-Menge
B C RP\ V. und alle [¢], [)] € D. Somit liegt das gemeinsame Spektrum von P
in V,.

[WA3] folgt direkt aus [WD3].

[WA5]  Angenommen, es gibt einen weiteren, von ) linear unabhéngigen

Poincaré-invarianten Vektor ¥ € H mit ||Q2]] = 1. Dieser kann nach Q' —
% als zu ) orthonormal angenommen werden. Zu jedem e¢ > 0 gibt

es ein Qp € D mit [|Qp — || < ¢, wobei ||Q2p]| = 1 gewéhlt werden kann. Es
folgt

1= <Q’,Q’) = <Q’, U(a,l)Q/)
= (Q' = Qp, U, + (2, Uay (' = Q) + (2, U1y 20))

also (Qp, U(a,l)QD) > 1 — 2¢ fiir alle a € RP. Das ist aber im Widerspruch zu
[WD5]. Ist a - a < 0, so folgt mit Qp = [f] und [WD2]

thjgo(QD, Uta,)$tp)

= lim Z / d(x1, . TN Y1y - YM)WNem (T2, - o XN, Y1y - YUnr)
R(N+M)D

t—o00
M,N=0

X f(N)(xNa"'vxl)f(M)(yl_aa~-->yM_a)

= Z/ d(xy, ..., N, Y1, - Y)WN (T, - 2n) W (Y1, - - )
M N/ ROVFA)D
X f(N)(xNa s 7x1)f(M)(y17 s 7yM)
= <Q'D,Q><Q,QD> = |<QD — Q/,Q>|2 < € ,

Widerspruch. )
Die Eindeutigkeit dieser Konstruktion (bis auf unitdre Aquivalenz) wird in
Streater-Wightman, Thm 3-7, gezeigt. U

10 Analytische Fortsetzung der Wightman-Funktionen

Zunéichst einige motivierende Vorbemerkungen. Falls die Fourier-Transformierte
f € C(R) ihren Trager nur in R hat, so hat die urspriingliche Funktion f =
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\/%? fooo dp e*ipr(p) eine Fortsetzung zu x — x — iy mit y > 0, also in die untere

Halbebene. Die fortgesetzte Funktion ist hier die Laplace-Transformation von f ,

fla=in) = o= [ dp o).

welche in einem Halbraum Re(y) > so holomorph ist. Im allgemeinen bestimmt
sich sy durch exponentielle Schranken an f (p); fiir beschréinkte f ist sp = 0. In
diesem Sinn ist f(x) Randwert einer holomorphen Funktion. Wahrend f(z — iy)
fiir y > 0 insbesondere beliebig oft differenzierbar ist, mufl das fiir die Randwerte
nicht gelten. Z.B. ist f(z) = \/%? I dp i;;; zwar iiberall stetig, aber in z = 0
nicht differenzierbar. Wir zeigen, dafl solche Holomorphie-Eigenschaften richtig
bleiben, wenn in D Dimensionen der Tréager von f in einem Kegel liegt.
Holomorphie einer Funktion f(zi,...,z2,) in n komplexen Variablen z; € C
im Punkt (wy,...,w,) € C" bedeutet zunéchst Darstellbarkeit als absolut kon-

vergente Potenzreihe

[e.9]

o 2n) = Foi (s =)+ (zm—w)™ (10.1)
k1 kn,=0

-----

mit absoluter Konvergenz fiir |z; — w;| < R; und R; > 0. Nach einem tiefen
Theorem von Hartogs ist das dquivent zu separater Holomorphie in jeder Variable
21, bei festen z; mit j # k. Somit haben in n Variablen holomorphe Funktionen
eine Darstellung iiber die Cauchy-Formel

1 d(Crs---Ga) F(G-- - G) ] 10.2
) /ZiC¢|=7’i ( )

Forsen ) = o) (G2

(2mi)"
Aus dieser ergeben sich Schranken

(OFrtthn £ (20,00 2) ‘ < C

3Zf1 < Dzkn - r,»fl corkn

1
Tl k!

fiir die Ableitungen. o
Liegen ¢ = (¢7,q), y)®°, %) € RP im Vorwirtslichtkegel V,, davon y
tatséchlich im Inneren V.,

¢" >0, [lg* < (¢")* und 3" >0, |I7]* < ("),

dann folgt fiir festes y € V.
O E = ) = = 17 2 PP~ ) = Va dis(y, 9V

Sei zunéchst f (q1,-..,qn) eine stetige und in q? polynomial beschrankte Funkti-
on, die in jedem der ¢; € R? ihren Triiger in V, hat. Ist z; = x; —iy; mit z; € RP
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beliebig und y; € V., so sichert der exponentielle Dampfungsfaktor in q;-) (die
¢;-Integrale erstrecken sich fiir festes g iiber einen kompakten Ball), dafl

1

N . ~ A
f(zh ceey ZN) (277) ND /V d(ql, e ,QN) eilzjzl(xily)-q]f(ql, ceey qN) (103)
2 +

und ihre partiellen Ableitungen konvergieren. Aus der Giiltigkeit der Cauchy-
Riemannschen Differentialgleichungen folgt, dal f(z1, ..., zy) in der sogenannten
Vorwdartsréhre (da translationsinvariant im Realteil)

Tv =A{(z1,...,2n) €CYP | 2z e RP — iV} (10.4)

zunéchst getrennt-holomorph und nach dem Theorem von Hartogs auch gleich-
zeitig holomorph in allen Variablen ist. Nach dem Satz von der dominierten Kon-
vergenz gilt aulerdem

f(xla"'al‘]\f) = lim f(zla"'azN) :
yo—0
In diesem Sinn ist f(z1,...,zy) Randwert einer holomorphen Funktion. Nach

einem technischen Theorem, dessen Kern das Lemma von Bros-Epstein-Glaser
ist, tibertragt sich alles auf Distributionen:

Theorem 10.1 Sei T € (S(RNP)' cine temperierte Distribution, so daff die
Fourier-Transformierte (bei Vorzeichenkonvention wie in (83)) ihren Trager in

(VN hat. Dann gibt es eine in der Vorwdirtsrohre Ty holomorphe, eindeutig
bestimmte Funktion F' derart, dafs

T(fr,-- -5 fn) (10.5)

= hm d([L‘l,...,l‘N) F(ZL‘l—iyl,...,ZL'N—in)fl(l‘l)"'fN(l‘N) .
Vi3yi—0 JpnD

Dabei konvergieren die y; von innerhalb des Lichtkegels gegen die Spitze 0. Diese
Funktion ist gegeben durch

1 - .
F(z1,...,28) = ——5 / d(q, ..., qN)eﬂZj'V:lZJ ST (qr,...,qy)  (10.6)
(2m) 72" Jy

und geniigt einer Abschdtzung

N
[F (21,020 < TP DT+ (dist(y;, 0V4)) )
J=1

fiir ein Polynom P und ein K € N.
Ist umgekehrt F' : CNP — C holomorph in Ty, und fiir jedes fest gewdhlte
(M, - ,mw) € (Vi) gelte
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i) [F(er =iys, oy = iyn)| < Py ({25, 95) fiiry; € ny + Vi und ein
Polynom P,

Dann definiert (I3) eine temperierte Distribution T € (S(RYP)), deren
Fourier-Transformierte T ihren Triger in (V)N hat.

Beweis. Siehe Reed-Simon, Bd II, Thm IX.15 und Thm IX.16 (insgesamt 6 Sei-
ten!). O

Aus der Spektrumsbedingung [WD2] in Satz folgt sofort:

Folgerung 10.2 Die reduzierte Wightman-Distribution Wy (&, ..., En—1) st
Randwert im Sinne von (L) einer eindeutig bestimmten, in der Vorwdrtsrohre
Tn—1 holomorphen Funktion

WN(fl —in, .. 6N — iTINfl)

! —iSNY e in )G T
= W/(V_)N ) d(ql,...,qN_l)e ijl (& WJ)QJWN(ql,...,qN_l) (107)
m) 2 )N-

mit&; € RP undn; € V. Fiir Wy (&—in, . .., En—1—iny-1) gilt eine Abschitzung
wie in Theorem [T O

Insgesamt konnten wir damit ein kompliziertes Problem fiir unbeschrénkte und
zu mittelnde Operatoren im Hilbert-Raum auf die beste Funktionsklasse (holo-
morphe Funktionen) zuriickfiihren! Selbst fiir das freie Feld ist die Darstellbarkeit
der Korrelationsfunktionen als Grenzwerte aus dem Komplexen, sogenannte ie-
Vorschriften, von grofler praktischer Bedeutung. Sie iibertrdagt sich insbesondere
auf die Storungstheorie.

Tatséchlich stellt sich das Holomorphiegebiet der Wightman-Funktionen als
noch grofer heraus. Da Lorentz-Transformationen den Vorwértslichtkegel erhal-
ten, AV, C V, fiir alle A € SOL(1, D—1), folgt aus () in Kombination mit

[B3), daB
WN(Cl) ey gN—l) = WN(Agl, .. -aAgN—l) fur alle A € 501(1, D—l) .

Dabei ist ¢; = & — in;, & € R und n; € V... Die Lorentz-Gruppe 501(1, D-1)
kann nun komplexifiziert werden:

SOc(1,D—1) = {A. € GL(D) : AfgA. =g, detA.=1}. (10.8)

Definiert man A := g%Acg*% (im Komplexen hat ¢ eine Wurzel), so folgt
AA = 1, dh. SO¢(1,D—1) ~ SO(D,C). Insbhesondere ist SO¢(1, D—1) zu-
sammenhéngend und verbindet im Komplexen die beiden Zusammenhangs-
komponenten SO' (1, D—1) und SO* (1, D—1). Solche Transformationen A, €
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SOc¢(1, D—1) fithren nun aus Ty_; heraus, kénnen aber andererseits genutzt wer-
den, um Wy in solchen Punkten zu definieren. Dabei besteht die prinzipielle Ge-
fahr, daf diese Konstruktion in einem Punkt (wy, ..., wy_;) € C¥71 der sich auf
zwei verschiedene Arten w; = A.1(j1 = AcaG2 aus ({(a}), ({¢j2}) € Ty er-
gibt, zu verschiedenen Werten fiir Wy (wy, ..., wy_1) fithrt. Nach einem Theorem
von Bargmann-Hall-Wightman ist das aber nicht der Fall:

Theorem 10.3 (Bargmann-Hall-Wightman) FEs sei
N = {(wy, ..., wy_g € cW-up .
3¢; € R — iV, und A° € SOc(1,D—1) mit w; = A°¢;}  (10.9)
die erweiterte Vorwdrtsréhre. Dann wird durch
Wa(wy, ..., wy_1) == WA wy, o A oy 1), (wr, .o wn-) € Ty

fir ein A, € SOc(1,D—1) mit Aj'w; € RP — iV, fir alle j = 1,...,N — 1,
eine eindeutige holomorphe Fortsetzung der Wightman-Distributionen nach Ty _,
definiert.

Beweis. Siehe Streater-Wightman, Thm 2-11 und das Lemma davor. O

Eine weitere Fortsetzung wird durch die Lokalitdt [WD3] erhalten. Zunéchst
definieren wir fiir eine Permutation ™ € Sy

W}\rf(l‘l,...,l‘]v) = WN(I‘F(U,...,ZL‘W(N)) . (1010)
Daraus gewinnt man eine reduzierte Wightman-Funktion

W;\T[(fl, e ey §N71) = WN<O, .TW(Q) - xﬂ(l), e ,SL’W(N) — l’w(l))‘ (10.11)

zj—xjp1=E;

Ist m = m; ;11 die Transposition 7(j) = j+1,7(j+1) = j und ansonsten 7 (k) = k,
so ergibt sich beispielsweise

WA (o En) = WN (& &y &+ &m1, =650 & + &ty Sy -, Ent).
Durch holomorphe Fortsetzung der rechten Seite ist W™ in den Punkten
W (g =i +my), & +iny, Ein — 1 + 1))

definiert, wobei &, — in; steht fir & ¢ {j — 1,5,7 — 1} und n, € Ry fir al-
le [. Man beachte das andere Vorzeichen in der j-ten Komponente! Allgemein
folgt aus (LTI, daB W in allen Punkten (zy,...,zy_1) definiert ist, fir die
(Cl, e gN—l) € T]\e/fl ist mit

o= { Zr(j) T Zn()+1 T T Zr(1)-1 fir 7(j) < w(j + 1)
! —Rr(j+1) T Rr(G+D+1 T T Rr()—1 fiir 7(j) > n(j +1)
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Wir scheiben nun (21,...,2y_1) = 70((1,...,(n_1) € moTE fiir diese Zuordnung
und nennen
TNDy = U mo TNy
TESN_1
die permutierte erweiterte Vorwdrtsrohre.

Wir zeigen nun, dafl Wy sogar auf 75", holomorph ist. Die Vorwiértsrohre Ty
enthilt keine reellen Punkte. Dagegen enthiilt die Erweiterung 7 sehr viele reelle
Punkte, die Jost-Punkte genannt werden. Wir {iberzeugen uns davon fiir N = 1.
Ist w=ALmit(=¢&—ine Ty, danmmw-w=C-C=E-&—n-i—2i - 7. Damit
ist notwendig fiir w € RP daB ¢ L 7. Nach (reeller) Lorentz-Transformation
kénnen wir 77 = (1,0) annehmen, somit ist ¢ raumartig und deshalb w - @ < 0.
Tatséchlich wird jeder solche Punkt erhalten: Nach rdumlicher Rotation kann
w = (wp, w1, 0,...,0) angenommen werden mit w; > |wg|. Es geniigt deshalb,
D = 2 zu betrachten. Dann ist

w’\ [ cosa isina w? cos v —iw? sin o
wl isina cosa w? cos v —iw® sin «v
N /

S\

det( )=1 ERP_iV,
Allgemein gilt:
Satz 10.4 (Jost) (wy,...,wy) € TS NRYY genau dann, wenn alle konvexen
Linearkombinationen wy = Z;VZI Ajw; mit Aj > 0 und 325 A; = 1 raumartig
sind, wiywoy < 0.
Beweis. Siehe Streater-Wightman, Thm 2.12. O

Aus der Lokalitét folgt nun:

Theorem 10.5 W} und Wy definieren dieselbe holomorphe Fortsetzung und
sind umgekehrt verschiedene Randwerte derselben in Ty™, holomorphen Funk-
tion.

—~—

Beweis. Ist (x1—x2, ..., xn_1—2y) ein Jost-Punkt, so folgt (x;—x)-(z; — x) <0
fiir alle j # k. Wegen der Lokalitdt [WD3] gilt fiir jede Permutation m € Sy

Wh(z1,...,28) = WN(Tz@), . - - Tryy)  fiir alle z; € R? derart, daB

(x1 — x9,...,xNy_1 — xy) Jost-Punkt.

Somit folgt Wy (w1, ..., wy_1) = WT (w1, ..., wy_1) fiir jeden Jost-Punkt. Wegen
Stetigkeit des Skalarprodukts wird in Satz[[0.4] das Supremum angenommen, d.h.
es gilt sogar w(y) - wp) < —e < 0 fiir alle A; > 0 mit Zj\;l A; = 1. Damit besteht
auch eine reelle Umgebung von (wy, ..., wy_1) aus Jost-Punkten, und nach dem
Identitétssatz fiir holomorphe Funktionen (etwas eleganter: Edge-of-the-wedge-
Theorem, siche Streater-Wightman) stimmen die holomorphen Fortsetzungen von
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Wy und W} auf ihrem gesamten Holomorhiegebiet iiberein, definieren also die-
selbe holomorphe Funktion Wy (21, ..., 2y_1) fiir (z1,...,28v-1) € Tx"1- O

Aus der Giltigkeit von Wy(z1,...,28v-1) = WZ(z1,...,2y-1) fir alle
(z1,...,2n-1) € Ty, folgt keinesfalls Gleichheit der Wightman-Distributionen
W (&, ..., En—1) und WE(E, ... Eny) fiir alle (&4,...,¢6n-1) € RV=DDI Fiir
jede Permutation m # 1 haben die Imaginérteile von ((j,...,({y_1) und 7 o
(C1,-..,Cn—1) zumindest in einer Komponente verschiedene Vorzeichen, so dafl
der Limes V > n; — 0, der die Wightman-Distributionen liefert, von verschiede-
nen Seiten ausgefiihrt wird. Die reellen Kegel &; € V sind somit Verzweigungs-
schnitte auf dem Rand von 75",.

Es gibt jedoch eine ausgezeichnete Permutation, die zu Gleichheit fiir die
Distributionen fiihrt, namlich die vollstindige Umkehr Wy ((y,...,(n-1) =
Wn(—=Cn-1,...,—C1). Ist D gerade, dann ist auch —1 eine komplexe Lorentz-
Transformation, somit auch

WN(Q,---,QN—1) :WN(CN—la"'7C1) . (1012)

Der Limes n; — 0 von innerhalb des Kegels wirkt nun in gleicher Weise auf beide
Permutationen und liefert die Giiltigkeit von ([LTZ) als Distribution in allen
¢; € RP. Ausgedriickt durch Wy ist damit das PCT-Theorem bewiesen:

Theorem 10.6 Sei D gerade. Fiir jede Familie von Wightman-Distributionen,
die [WDO]-[WD3] erfiillt, gilt

Wi (21,...,2n) = Wx(—an,...,—x1) fir alle z; € RP .

Gilt zusdtzlich [WD4], so daf$ eine Wightman-QFT (H,D,®,U,Q) rekonstru-
tert werden kann, dann gibt es einen anti-unitiren Operator © auf H mit

OD(f)0~! = B(Sf), wobei Sf(x) = J(—a).

Beweis. Nur die Aussage fiir den Feldoperator verbleibt zu zeigen; wir verweisen
hier auf Streater-Wightman. U

11 Euklidische Quantenfeldtheorie
Es sei EP = {(i2%,2) € CP : 22 e R, 7 € RP7!} der reelle Vektorraum der
Euklidische Punkte.

Lemma 11.1 Die Teilmenge der komplexen  Lorentz-Transformationen
SOc(1,D—1), welche EP invariant lassen, besteht genau aus den Matrizen

A = g’%Rg% mit R reell und R'R = 1 und ist somit isomorph zur Gruppe
SO(D).
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Beweis. Nach den Bemerkungen im Anschluff an ([LY) besteht SO¢(1, D—1) aus
Matrizen A, = ¢~2Rg? mit R'R = 1. Dabei wihlen wir gz := diag(1,i,...,1).
Dann ist £P = ig*%RD invariant unter g*%Rg% mit R reell. U

Ein Tupel (z1,...,2x) € (EP)Y heiBt nichtzusammenfallend, falls z; # 2,
fiir alle j # k. Wir bezeichen mit £XP die Menge der nichtzusammenfallenden
Euklidischen Punkte in (EP)N. Wir zeigen, dafi die Differenzen im maximal fort-
gesetzten Holomorphiegebiet der Wightman-Funktionen liegen.

Satz 11.2 Fir jeden Punkt (z1,...,2y) € EXP gilt (21 — 2z,...,2v-1 — 2n) €

e,

N-1-
Beweis. Sei y; = —igézj € RP. Betrachte die w Einheitsvekoren ey, :=
||zi§:zﬁ|| mit & < [ und der Euklidischen Norm. Der Orthogonalraum zu ey, ist eine

Hyperebene im RP. Somit ist die Menge der Vektoren, die orthogonal zu irgend-
einem ey, ist, Vereinigung von @ Hyperebenen, insbesondere verschieden von
RP. Es gibt folglich ein e € R? mit (e, ey;) # 0 fiir alle k, . Somit sind alle (e, ;)
paarweise verschieden, und es gibt es eine eindeutig bestimmte Permutation 7
mit
<€7y7T(1)> <€ Yr(2) > < < » Ym( > :
Durch SO(D)-Rotation R erreichen wir Re = (1,0) und deshalb (Ry=1))" <
1
2

(Ryﬂ@))o << (Ryw(zv))o. Setze nun xj = 1ig
gilt fiir die reduzierte Wightman-Funktion

Ry; =g 2Rgzz = A.z;, dann

WR (G, Cvat) = WN () - - Tav)) = W (Aczrq), - - - Aczany)
daB (Cl, ey gN—l) € TN—l- Somit (2’1 — 29y s AN—1 — ZN) € T]\ef’fl. D

Es sei bemerkt, dafl die Vorwéartsrohre 7y_; nur ein Vorzeichen realisiert und
deshalb nicht alle Euklidischen Punkte erreicht.

Definition 11.3 Die auf RY” := {(y1,...,yn) € R¥? : yp # 5, Yk, 1} definierte,
reell-analytische Funktion

Sx(yis - yn) == Walig 21, ..., ig 2yn) (11.1)
heiBt die zu Wy gehdrige Schwinger-Funktion.

Wir stellen nun Eigenschaften der Schwinger-Funktionen zusammen und
benotigen dazu einige Vorbetrachtungen.

o1

Preliminary version — 17. Juli 2015



Lemma 11.4 Die Positivitit [WD4] der Wightman-Distributionen schreibt sich
im Impulsraum als

OS Z / d<p17"'7pN717T7q17"'7QM71)

M.N—o ! (Vi)MH+N=1
XWigim (DN=1, - P17 015 - Q=) f (01, - o) FD (s qa, - qu—1)
mit (11.2)

S (rsqu, ... qu-1)

. ~ . M-1 ~
= / d’yl / d(?’]l, R ,7’]]\/[_1) f(yl)(’lh, Ceey ’I]M_l)elyl.r_lzkzl el (113)
RD R(M~-1)D

Beweis. Nach z; — xy41—; lautet die Positivitdtsbedingung [WD4]

[e.9]

OS Z /(NJFM)DdCUla"'7xN7y17"'7yM)
M,N=0“R

X WNJrM(xNa"'7'r17y17"'7yM)f(N)<x17'"7xN)f(M)(y17"'7y1) .

Ausgedriickt durch Differenzen §; = x; — ;41 und 0, = yi — Y41 ergibt sich nach
Translationsinvarianz, Ubergang zu reduzierter Wightman-Distribution (87) und
Fourier-Transformation ([L77)

Wrim (TN, - 1, Y1, - Ynr)
=Wnim(0, 281 — TN, -, T1 — TN, Y1 — TN, -, UM — TN)
= Wi (0,6n—1, - - €1t HEL Enaat - ATy,
Evart oAy~ v A T — )
=Wnim(=n-1,- -, =&, 210 — Y1, M1, - M)
:/ d(pr, -, PN-1,75 Q15 -+ s Qu—-1)
(V=1
X mga]v,l, e DT, e qM,l)eizévzlﬁj'ﬁfi(mryl)-ffizﬁ’:l medk - (11.4)

Unter Beriicksichtigung von fOM)(y;, ... y1) = f((;l/f)) (M, -..,Mn—1), siehe (K1),
folgt nun die Behauptung. O

Im Gegensatz zu Wightman-Distributionen gibt es keinen Grund, sie gegen
Testfunktionen zu integrieren. Mehr noch: die Nichtdefiniertheit der Sy an zu-
sammenfallenden Punkten ist kritisch. Dennoch erfordert die Formulierung einer
zentralen Eigenschaft den Ubergang zum Schwinger-Funktional. Dazu betrachten
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wir folgende Untervektorrdume der Borchers-Uhlmann-Algebra A = @y_, AV:
AN = {fM) e SRNP) . f™N) = 0 mit allen Ableitungen auf RV? \ RYP},
ASy =" € A+ supp(f™) S {(ur, ) ¢ ) 2 0953,
ALY = {f e S®Y) - supp(FN) S {(yr, - yw) © yi<yd<... <yd}},
AZ = {fW e S®™P) = supp(fN) € {(yr,. - uw)  0<yi<yp<...<yy}}.

Entsprechend sei A, = @y_,AY mit e € {0,04, <, <+} und AJ = C. Keiner
dieser Vektorrdaume ist Unteralgebra. Definiert man jedoch die Reflexion

(ei)(N) ((y?; gl)a SRR (y]0V7 ZjN)) = f(N) ((_y?7 51)7 RN <_y]0\f7 ZjN)) (115)
an der Hyperebene x° = 0 und Involution * und Produkt ® wie zuvor, dann folgt
fi,p€A = (Bfi)'®fr €A,

fheAy = (Ofi))®frcAc. (11.6)

Nach diesen Vorbereitungen beweisen wir

Satz 11.5 Es seien (Wo, Wi, Wh,...) Wightman-Distributionen mit FEigen-
schaften [WDO]-[WD4] aus Satz [8A. Dann haben die zugehérigen Schwinger-
Funktionen folgende Figenschaften:

[SO] Regularitit. Sn(yi,--.,yn) < Pv({y})(1+ (ming<; [|yx —wi||) %) fiir ein
Polynom Py und ein K € N.

[S1] Euklidische Invarianz. Sn(Ry1 +a,...,Ryny +a) = Sn(v1,...,yn) fir
alle (a, R) € R” x SO(D).

[S2] Reflexionspositivitit. Sei f € Ay. Dann wird durch

S(i) = f(O) + Z/ d(yla ce 7yN)SN(y17 .. 7yN)f(N)(y17 s 7yN)
N=1/REP
(11.7)

ein lineares stetiges Funktional auf Ay definiert. Dieses erfillt

S(0f)y®f)=>0  firalle fe Ay . (11.8)

[S3] Symmetrie. Sn(y1, ..., Yn)=Sn(Yr(1): - - -, Y=(r)) fiir jede Permutation .
Falls die Wightman-Distributionen die Clustering-FEigenschaft [WDb5] haben, gilt:

[S4] Clustering.
tlggo Snam (Y1, - YN, YNg Fta, . yNem T+ ta)

:SN(yla---ayN)SM(yM—I—la---ayM—l—N) fur’ 01”6(17&0.
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Beweis. [S1] ist klar.

[S0] Nach Ubergang zu den Differenzen ist |y —4?| in einer der Permutationen
(bis auf einen Faktor v/2) der Abstand zum Rand 9V, des Vorwirtslichtkegels.
Die Behauptung folgt dann aus Theorem [l zusammen mit [S1], falls wir
|(Ryr)® — (Ry,)°| > C|lyx — wi]| zeigen kénnen fiir eine Rotation R € SO(D).
Dazu #quivalent ist |(e,yr — v1)| > C|lyx — wi|| fiir ein e € R” mit ||e|| = 1, bzw.

|{e, er)| > C mit ey : = Mo Betrachte folgende Funktion auf (SD) My rD,

f({ew}) = sup min|{e, ex)] .
eesD k<
Nach der gleichen Uberlegung wie in Satz folgt: Fiir jedes feste {ex} ist
F({ew}) > 0. Da (SP)"5 kompakt ist, gilt f({ew}) > C = mf f({en}) > 0.

[S3] Nach Theorem MO ist Wy (z1,...,2n) = Wn(zzq),-- -, z,T(N)) fiir alle
{z;} im Inneren des Holomorphiegebiets. Dieses enthélt die Euklidischen Punkte.

[S2] Zunéchst ist die Konvergenz des Integrals (IT7) zu zeigen. Da fV) an zu-
sammenfallenden Punkten mit allen Ableitungen verschwindet, liefert die Taylor-
Formel mit Restglied

f(N)(y17 cee 7yN) = f(N)(y17y27y37 B 7yN) - f(N)(y27y27y37 cee 7yN)
= 37 @ SV + (g — 1) Y Y yw) - (1 — )"

la|l=K

fie cin 0 < 7 < 1. B folgt [/ (g, v s .- u0)| < | F Il minge e — sl fi
jedes K € N und eine geeignete Halbnorm || f||% auf S(RVP). Verwendet man
diese Abschitzung im Integral iiber ||z; — ;]| < 1 und ansonsten den schnellen
Abfall im Unendlichen, so folgt die Konvergenz aus [S0].

Die Definitionen von 6, *, ® und Substitution z; — 0z x;_; fiihren auf

S(( ..
( N;O/RNJrM Xy, y TN, Y1, 7yM)
X8N+M<9xN7"'79x17y17"'7yM)f(N)(x17"'7xN>f(M)<y17'-'7yM)'
(11.9)
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Unter Beachtung von Syyar(...,y,...) = Wyin(...,ig7%y,...) erhalten wir
mit ([T4) (die Lage im Holomorphiebereich wird anschlieBend diskutiert):

5N+M(99CN, N AT T ,yM)

= / d<p17 < s PN-1,T, 41, - - '7QM71) WNJrM(prla <P, 74, '7QM71)
V1)

M+N-1

xexp (= Y (97308) - B+ (973 0y — ) T+ (97 - @)

j=1

= / d(pla < s PN-1,T,41, - - '7QM—1) WN+M(pN—1a <P, 7,41, - -aqM—l)
(Vi

7)M+N—1
N M
X exp (Z(&?p? —17py) — (2f + y))r’ +i( Z Mg’ + ik ) :
j=1 k=1

(11.10)

Wihlen wir nun f € A.,, dann haben fN (2, ... 20) = f((ﬁg(fl,...,fN,l)
M N
FM(yy, . yn) = f((yl))(nl, ... yNa—1) den Tréger in z1,y; > 0 und &, n, < 0.

Somit liegt (Ozn,...,0x1,y1,...,yn) in der Vorwértsrohre und das Integral in
(IT10) konvergiert. Sei nun
FOrs a1, )
= / d(y17 s ayM) f(yl)(nla s 7nN—l)6_y(1)ro_iFg1ezgi_ll(ngqg-i_iﬁkq‘k) : (1111)
RND
Dann liefert Einsetzen von (ITI) in (ITH) unter Verwendung von ([IT)
S(0f) @ f)

:/ d<p17"'7pN7177,7q17"'7QM71) WNJrM(prlu---7p177,7q17---7QM71)
(Vi )M+N-1

X f(ripr, . on-) FY (g, qren) (11.12)

Da es unerheblich ist, ob m(p]v_l, DL T 1, - qar—1) gegen Testfunktio-

nen f/(ﬁ),ﬁl‘?) oder fN), fM) integriert wird, folgt S((0f) ® f) > 0 fiir alle
f € A<y aus der Positivitdt (IT2) in Impulsraumdarstellung.

[S4] Nach SO(D)-Rotation kann a = (0, ||a|,0,...,0) angenommen werden,
was in der Wightman-Funktion einer Verschiebung um einen raumartigen Vektor
entspricht. O

Einige Bemerkungen:
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e Die Reflexionspositivitdt [S2] fiihrt auf die allgemeinere Eigenschaft
S((0f)*® f) > 0 fiir alle f € Agy. Dazu ist fV) in Linearkombinationen
zu zerlegen, die nach Rotation wie in Satz geordnete Zeiten haben.
Eine geeignete Permutation reduziert dann das Problem auf f € A.,.

e Man kann in Analogie zu Lemma [[T.4] die Hermitizitét

Wn(qr, . qnv-1) = Wx(gn-1,---,q1)

der Fourier-transformierten Wightman-Distributionen zeigen, aus der sich

ergibt.

Wir geben nun ohne Beweis das fundamentale Theorem von Osterwalder-

Schrader (1973-75) an:

Theorem 11.6 Gegeben sei eine Familie S = (1,81, Ss,...) reell-analytischer
Funktionen auf nichtzusammenfallenden Punkten, die die Eigenschaften [S1]-[S3]
aus Satz [T erfillen. Die Figenschaft [SO| sei in stirkerer Form realisiert:

[SO’] Es gibt eine Halbnorm || ||' auf S(RP), ein C > 0 und ein K € N derart,
dap fiir alle f; € S(RP) gilt

N
[Sn(fr@---@ fi)l < CINS TR (11.14)
j=1

Dann gibt es eine eindeutig bestimmte Familie von Wightman-Distributionen
W = (1, Wy, Wh,...), die die Eigenschaften [WDO|-[WD4] aus Satz B4 haben
und fiir die die zugehdrigen Schwinger-Funktionen genau die Sy sind. Erfiillen
die Sy zusdtzlich Clustering [S4], so gilt Clustering [WD5] auch fiir die Wy

Einige Anmerkungen:

e EBigenschaft [SO0] sichert, dafi f™) s Sy (f™) ein lineares stetiges Funk-
tional auf A" wird. In der ersten Arbeit von Osterwalder-Schrader fand
sich deshalb die Forderung, dal S temperierte Distribution ist. Da-
mit lieB sich zeigen, dafl Sy in jeder Variablen separat eine Laplace-
Transformation ist; benttigt wird aber Darstellbarkeit als gemeinsame
Laplace-Transformation. Die neue Bedingung [S0’] ist dazu hinreichend,
sie ist aber viel starker als die Forderungen an Wy.

e Die Symmetrie [S3] impliziert, daB Schwinger-Funktionen Korrelations-
funktionen kommutierender (also klassischer) Variablen sind. Die Momen-
te eines beliebigen klassischen Wahrscheinlichkeitsmafles sind damit Kan-
didaten fiir Schwinger-Funktionen. Das Osterwalder-Schrader-Theorem
weist damit auf eine tiefliegende Aquivalenz von Statistischer Physik und
Quantenfeldtheorie hin.
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e Da auch die Euklidische Invarianz automatisch ist, verbleibt (neben
Wachstumsschranken ([[II4) die Reflexionspositivitit [S2] als einzige
nichttriviale Bedingung. Es ist hochst bemerkenswert, dafl diese Positi-
vitit, die zunédchst nur die Wightman-Positivitat [WD4] zu beschreiben
scheint, auch die Spektrumsbedingung [WD2] liefert!

Es bietet sich nun an, einen mafitheoretischen Zugang zur Quantenfeldtheorie
zu entwickeln und die Reflexionspositivitiat fiir wichtige Beispiele zu beweisen.
Dieser Weg wird in Glimm-Jaffe eingeschlagen. Wir ziehen es vor, einen groflen
Schritt riickwérts zu gehen und zunéchst Grundlagen und Modelle der Statisti-
schen Physik auszuarbeiten.
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Teil 11
Modelle der Statistischen Physik

12 Uberblick

In diesem Teil sehen wir uns Teilaspekte der Statistische Physik an, die spéter fiir
die Formulierung von Modellen fiir Euklidische Quantenfeldtheorien wichtig wer-
den. Neben exakt losbaren Beispielen geht es uns vor allem um Singularitéten, die
aus der unendlichen Zahl von Freiheitsgraden resultieren, und ihre Behandlung.
Eine Klasse solcher Singularitdten sind Phaseniibergénge. Die zum Studium von
Phaseniibergéngen entwickelten Methoden haben sich auch in der Quantenfeld-
theorie als &uflerst niitzlich erwiesen. Wir geben keine axiomatische Beschreibung
der Statistischen Physik, sondern starten mit dem Unterraum des Fockraums zu
fester Teilchenzahl sowie dem Postulat der Entropie.

Seien ¢ Eigenzustinde des Einteilchen-Hamilton-Operators H mit Eigen-
werten Hy® = E@y® Wir betrachten im A -Teilchen Unterraum Fyr des Fock-
raums jenen Zustand ¢ = (N1, N, ...), in dem sich A; Teilchen im Einteilchenzu-
stand ¥ befinden. Noch offensichtlicher Fortsetzung von H auf Fy, ist Hy = U
mit der Gesamtenergie U = >, N;E®W. Bei Temperatur T = 0 wird der Zustand
mit niedrigster Gesamtenergie angenommen, d.h. (N1, N, ... ) bestimmt sich (bei
Entartung nicht eindeutig) aus der Forderung U = ZZ_./\/'Z-E(") minimal bei Ne-
benbedingung zumindest Y. N; = A und bei Fermionen zusétzlich NV; € {0,1}.

Bei Temperatur 7" > 0 kommt ein gegenldufiger Effekt ins Spiel, der die
Entropie maximiert. Die Entropie ist definiert als Logarithmus der Zahl der un-
unterscheidbaren Mikrozustéinde zur Konfiguration :

N
=ln—"——77—
NING! -
(Wir setzen die Boltzmann-Konstante gleich 1, d.h. die Temperatur hat die Ein-

heit der Energie). Fiir grofie N; fithrt die Stirlingsche Formel Inn! ~ nlnn —n
auf

S (12.1)

N,

SlenN—Z/\/}ln/\/}:—Z/\/}lnﬁi. (12.2)

Die Temperatur 7' ist nun das relative Gewicht zwischen den zu minimierenden
Groflen Energie und negative Entropie:

F::U—TS:Z/\/}(E(i>+TlnAW/;>—>min, YN =N (123)

Fiir endliche Summen ist das ein Standardproblem zur Bestimmung von Extrema
_pl)
= \ = const mit Losung % =T,

mit Nebenbedingungen und fithrt auf gﬁ
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wobei sich der Lagrange-Multiplikator A aus der Nebenbedingung > N; = N
ergibt:

(%) (4)
M:/Xe*ET L 2=y e (12.4)

Der dabei auftretende Normierungsfaktor Z heifit Zustandssumme, und F' in
([23) heiBt Freie Energie. Aus der Zustandssumme (bzw. dessen Logarithmus)
kénnen alle thermodynamischen Groéflen erhalten werden:

dn Z OF U OF

= 2 = —_ E— = — = —_——
U=NT* == =F-Tor,  S=_+NhZ=-op.
F=-NThZ. (12.5)

Eine weitere thermodynamische Grofle ist die spezifische Wéarme
ou olnZz ) _ 7 OPF
or or /=~ or?’

Da die Eigenvektoren 1) von H eine ONB bilden, ergibt sich nach Funktio-
nalkalkiil

_ _ a 2
c=r =N (T (12.6)

Z = Z e @) = Tr(e 7)) | (12.7)
_A_/ O oty DHET)
U_Zzi:w JHe T >_/\/Tr<67%) =N - (H) .

Allgemein definieren wir den thermodynamischen Erwartungswert eines Opera-
tors A als

Tr(Ae™T)
A) = ) 12.8
W=ty (129

Diese Formeln lassen die typische Problematik erahnen: e~ 7 muB ein Spurklasse-
Operator sein (auBerdem A beschriankt relativ zu e_%). Ist H nach oben un-
beschréankt, so folgt T" > 0. Wir nehmen jedoch die Positivitdt der Temperatur
auch fiir Modelle mit beschrianktem H an. In Modellen mit Bezug zur Quan-
tenfeldtheorie ist e~ 7 kein Spurklasse-Operator. Deshalb sind diese Modelle zu
reqularisieren, d.h. als Grenzwert einer Folge von Modellen zu schreiben, in denen
e T Spurklasse-Operator ist. Ziel ist es, fiir gewisse renormierte Erwartungswerte
die Existenz des Limes zu beweisen.

Falls e~ 7 fiir alle T > 0 Spurklasse-Operator ist und A = A* positiv und
relativ beschrénkt, dann gilt die Ungleichung

<A2>—<A>2 _ Tr((AT;OiA;);e_T) _ Tl"(((A - <A>)er;;e)*g{() - <A>)6_ﬁ)) > 0.
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Aus dieser folgt z.B. 3% = %(<H2> — (H)?) > 0. Somit ist die spezifische Wirme
¢ > 0, und die Abhéngigkeit U(T") kann invertiert werden zu 7'(U). Aulerdem
folgt aus ([ZH), daB die freie Energie eine konkave Funktion der Temperatur ist.

Eine wichtige Klasse von Modellen sind Spin-Modelle. In diesen héngt die
Energie in affiner Weise von einem #uBeren Magnetfeld h ab, so da wir E® —
E® — ho( schreiben. Teilchenzahlen und Zustandssumme im Magnetfeld werden
somit zu

N; = %/eE;anm . 2= Ze*Ey)“"Tm . (12.9)

Wir halten die Beziehungen ([ZH) bei, d.h. Energie und Entropie bekommen
eine Magnetfeld-Abhéangigkeit. Zusétzlich konnen wir nun die Magnetisierung,
d.h. den Gesamtspin, einfiihren:

, olnZ oF
M = =Y NoW = NT— = = ——— . 12.1
Nie) = SN =NTE = (12.10)
Die nochmalige Ableitung nach h heift Suszeptibilitdt:
2
oM _ _oF (12.11)

N o T T ome
Es gilt wieder x = AT[ ({(6?)—(0)?) > 0, so daf die freie Energie auch im Magnetfeld
konkav ist.

Solange die Summen {iiber ¢ endliche Summen sind, ist F' eine analytische
Funktion von T, h. Im Limes zu unendlichen Reihen mufl das aber nicht mehr
gelten, und ¢, M,y (bzw. deren Inverse) kénnen an einer bestimmten kritischen
Temperatur T, divergieren. Empirisch findet man ein Potenzverhalten f(7") =
const - (%)"i in der reduzierten Temperatur T := |T;TC|, was spéater durch die

Renormierungsgruppe bewiesen wird. Die x(f) heiBen kritischen Ezxponenten, und
wir schreiben f ~ 7. Die folgenden kritischen Exponenten sind von Bedeutung:

c~1 ¢ fir T — T,
M~ 7P fir T 7T,
X~=7 7 tir T — T, ,
M(T=T,,h) ~ h» fiir A\, 0 . (12.12)

Gegebenenfalls fithrt man verschiedene Exponenten «, ~y fiir links- und rechtssei-
tige Grenzwerte ein. Die Magnetisierung ist Null fiir 7" > T...

Daneben gibt es zwei weitere kritische Exponenten v, 7, die mit der Korrela-
tionsldinge & zusammenhéngen. Bezeichne

Tr(ajak e*%*%”) Tr(aj e*%*%’) Tr(ak e,%,gqg)

(0jon)c = (0jor) — (0)) (o)) = o

Tr(e*T*T) Tr(e*%*%) Tr(e*%*th
(12.13)
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den zusammenhingenden Teil der Spin-Spin-Korrelationsfunktion im D-
dimensionalen Spin-Modell (o; ist verschieden von o) wir prizisieren diese Be-
ziehung im Isingmodell), dann gilt fiir 7' # T,

_li=k

e ¢ .
(0j0%)c = e fir |7 — k| — oo, T#T,. (12.14)

Wir hatten ein dhnliches Verhalten bereits fiir die Wightman-Funktion kennenge-
lernt, was wegen der Verbindung von Euklidischer QFT und Statistischer Physik
nicht iiberrascht. Dort entsprach £ der inversen Masse. Es zeigt sich nun, dal am
kritischen Punkt die Korrelationslange divergiert:

£V (12.15)

Damit reduziert sich die Spin-Spin-Korrelation bei 7" = T, scheinbar auf W
In Wirklichkeit ist es etwas komplizierter, es kann eine anomale Dimension n
auftreten:

1 ‘
(0j0k)c =~ 7= kP fir |7 — k| — o0, T=T,. (12.16)

Die kritischen Exponenten sind nicht unabhéngig. Eine elementare Rechnung
zeigt simultane Konkavitat der Freien Energie in h und T

(2 22y rmz) = (o a0y - (Ho 20y 5

or Ooh T
fiir alle A und deshalb (wie im Beweis von Cauchy-Schwarz)
c OM 2
— x> (=) . 12.1
7%= (5r) (12.17)

Fiir T 2T, und h N\, 0 folgt 777 > const - 72%~2 und deshalb die Rushbrooke-
Ungleichung

a+28+7>2. (12.18)

Tatséchlich findet man in allen Modellen und auch experimentell sogar Gleich-
heit a + 28 + v = 2. Mit Renormierungsgruppenmethoden, auf die wir spéter
eingehen, beweist man die Widom-Identitit v = (6 — 1), aus der dann die
Griffith-Ungleichung o + (1 + 0) > 2 (tatéchlich eine Gleichung) folgt.

Fiir weitere Ungleichungen sei auf das Buch von Stanley verwiesen.

13 Das Isingmodell: Lésung fiir D = 1 und Molekular-
feldndherung

Das Isingmodell ist ein besonders einfaches Spielzeugmodell zum Verstehen der
kritischen Phédnomene im Ferromagneten. Es lafit sich in einer Dimensionen
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(D = 1) exakt losen; mit deutlich gréBerem Aufwand und auch nur bei ver-
schwindendem Magnetfeld fiir D = 2; fiir D > 3 dagegegen nur ndherungsweise.
Das Isingmodell hat fiir D > 2 einen Phaseniibergang.

Wir betrachten ein D-dimensionales toroidales Gitter aus N Gitterpunkten
(Z/NZ)P und eine Abbildung

0:(Z/NZ)P 3 n+s 0, € £1

Jedem Gitterpunkt n wird ein Spin o, zugeordnet, der nur die Werte +1 ha-
ben kann. Eine realistischere Beschreibung des Ferromagneten liefert das (spéter
diskutierte) Heisenberg-Modell, in dem die Spins Werte o,, € SP~! auf der Ein-
heitssphére annehmen.

Die Summation iiber ¢ in der Zustandssumme ([ZJ) lduft nun iiber die 2V Y
verschiedenen Spin-Konfigurationen. Wir kénnen deshalb i = (oq,...,0xp) als
Binsirzahl auffassen. Der Spin ¢® der i-ten Konfiguration ist der Gesamtspin
o) = ZnN:Dl on,. Als Energie dieser Konfiguration wird die Korrelation ndchster
Nachbarn gewéhlt:

ED=-J> 040m. (13.1)
(n,m)

In D Dimensionen besitzt jeder Gitterpunkt genau 2D néchste Nachbarn. Sum-
miert wird also in n iiber alle Gitterpunkte und fiir festes n iiber die mit
m, = {1,...,2D} numerierten néchsten Nachbarn. Fiir J > 0 ist der Grund-
zustand durch parallele Spins gegeben, d.h. bei T' = 0 wird ein Ferromagnet
realisiert.

Wir berechnen nun die Zustandssumme des Ising-Modells fiir D = 1. Es
werden sich keine interessanten Effekte ergeben, aber das prinzipielle Vorgehen
wird deutlich. Mit Identifikation oy, = o7 gilt

Z = Z e Z H exp (%Uncrnﬂ + i(an + an+1)) =tr(VY), (13.2)

2T
o1==x1 on=%x1n=1

wobei
eEt T
V = (V0n0n+l> = ( e—J J=h ) (133)

die Transfer-Matriz ist. Dabei haben wir den Spins (0,,0,41) € (&, £) bijek-
(++) (+-)
(=+) (=)
berechnet sich nun durch Diagnalisierung von V: Wir haben fiir das charakteri-
stische Polynom

tiv auf die Matrixelemente < ) abgebildet. Die Zustandssumme

J+h J—h —2J

(et —=XN)(eT —A)—eT =0

2J

h ‘ h
= )\i:e%coshfi\/e%sinhQTJre_T )
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Dann ist Z = tr(VY) = AY¥ + A%, und fiir die freie Energie pro Teilchen und
Gitterplatz gilt

F

=—J—TIn <COSh% + \/sinhQ%Jre%)

=8 _TIn(2cosh(J/T)) . (13.4)
Die Magnetisierung pro Teilchen und Gitterplatz ergibt sich zu
oflh, T sinh £ _
fé}; I _ T =, (13.5)
\/ sinh? % te T

Somit gibt es keine eindimensionalen Ferromagneten. Gesamtenergie und spezi-
fische Wirme folgen aus elementarer Rechnung; die Formeln sind aber ldnglich
(siehe McCoy-Wu, Kapitel I11.2). Wir geben deshalb nur die Ergebnisse fiir A = 0
an:

m[h,T] = —

J J?

T h=0)=—Jtanh = , Th=0)=—"(. 13.6
u( ) an T C( ) T2 COSh2 % ( )
Als néchstes betrachten wir die Spin-Spin-Korrelation fiir j < k
h
(ojor) = Z Z 00 - H exp ( OnOni1 + 2T(On + an+1))
01 ==+1 on==%1
1 j—1 k—j N—k+1 ) 1 0
- Etr(v S,VEIS,V ) CSi=Se=(y ). (187

wobei V' die Transfer-Matrix ([33)) ist und S; = (0;) = ( <Uj3++ (o ()] )

i)——
berticksichtigt wurde. Diagonalisierung VW = WA von V', mit A := diag(A, A_)
und

(i

w1 J, J=h s . . h g . h
W:( 1 —w)’ w:=—eT(e'T —)\+):62Ts1nhf+\/1+(e2 s1nhf)2,

2 _
fithrt mit W := W~ S{] W = 2+1 ( v 1 2w ) auf

2w 1 — w?

1 N~ L
(ojo) = ztr <AN*(k*J)WAk*JW>

Bl VS R D SO V)
S (w1 (w 1) (AT +AY)
2 h _4J .
o sin” = AN k=il
Moy BT g 2iT < ) (13.8)
sin® 2 + e~ 7 sin —|—6_T At
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(Das Endergebnis mufl symmetrisch in k <> j sein). Analog folgt

LAY = AY) v sin 2

1 ~ w? —
(0;) = —tr(ANW> - ) Ng T (13.9)
=z w1 (N 1Y) Jow b ¥

und somit fiir den zusammenhéngenden Anteil

4J

o SN kil
lim (0;0)c = %(—) g (tanh%) " (13.10)

N—roo sin? Fte T At

Wir bestétigen den exponentiellen Abfall der Korrelation. Weitere Interpreta-
tionen hinsichtlich kritischer Exponenten sind unschliissig, da es keinen echten
kritischen Punkt gibt.

Als néchstes diskutieren wir am Beispiel des Isingmodells ein hédufig benutz-
tes Néherungsverfahren: die Molekularfeldnéherung (englisch: mean field theo-
ry). Wir folgen hier Abschnitt 1.1.4 in Grosse. Die Ndherung besteht in der
Vernachlassigung der Spin-Fluktuationen. Man ersetzt in ([[3]) einen der Spins
durch den Mittelwert (o) = A5 = m[h,T], d.h. die Magnetisierung pro Spin
und Gitterpunkt:

ND
EW — —2DJY " o,(0) = —2DJm|h, T]o"

n=1

denn jeder Gitterpunkt n hat 2D néchste Nachbarn. Die Zustandssumme wird
somit zu

Z Z 2DJth]+h (1) _ Z Z H 2DJth]+h on

o=+l  oyp=+ln=1
_ (2 cosh 22T Ml T +h>ND. (13.11)
T
Andererseits war die Magnetisierung 2 Nv=T 8};}12 , d.h.
m[h, T] = tanh QDJm[;’ f+h (13.12)

Fiir h = 0 &ndert sich das qualitative Verhalten an der kritischen Temperatur
T. = 2DJ: Fir T > T, hat (I312) die einzige Losung m|0, 7] = 0, wihrend es
fiir T' < T, drei Losungen gibt. Unter Verwendung des Additionstheorems folgt

mTe h _ mTe
_ tanh = J;tamh Th  tanh ﬁ _ m — tanh TT ’
1+tanh%tanhf T 1 —mtanh%
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das wir fir kleine m in eine Potenzreihe entwickeln:

3

tanh% =m(1- ?) + m?’(% (1- ?) + 37%3) + O(m®) (13.13)

Sei nun h = 0. Der Koeffizient von m3[0,T)] ist positiv in einer Umgebung von
T.. Somit gibt es fiir T' > T, nur die triviale Nullstelle m = 0, wihrend wir fiir
T < T. als weitere Losung

TC—T m3 1 1
m( T >_? = mx~T2 = 6—5 (13.14)

erhalten. Setzen wir in (I313) exakt 7' =T, und h # 0, so folgt

h 3
2T o b T=T]~hs = §=3. (13.15)
T. 3
SchlieBlich berechnen wir aus ([(313) die magnetische Suszeptibilitdt x = amg}i’ﬂ
iiber deren Inverses:
10h 1 T-T, /3T, T—T» T°
- = —a 13.16
Tom T T m(T( T )+T3> (13.16)
Sei nun h = 0. Dann haben wir m = 0 fiir 7" > T, und deshalb
1
T>1T, = ~ = =1. 13.17
T T gl (13.17)
Ist T < T,, so miissen wir m? = 37 aus ([[3.14) einsetzen:
Tr>T7T = ~—T7+31 = ~y=1. (13.18)

C

Wir finden also gleiche links- und rechtsseitge Expnenten ; nur die Vorfaktoren
sind verschieden. Wir bestétigen die Widom-Identitit v = 5(6 — 1).
Die spezifische pro Spin und Gitterplatz war nach ([Z0]) definiert als

c 0 <T281n2>
N NP NPOT or
_ E(T%anh m[h, T]T. + h (_ mlh, T|T. + h L _or e+ ))
oT T T2 T
m[h,T|Tc+h omlh, T 2
(s ompriy
2 mh,T|Teth
cosh %
0?m[h, T h, T\T. + h
+ (h + T%Tc) tanh % : (13.19)
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Sei nun A = 0. Dann sind fiir T" > T, die Magnetisierung m und alle Ableitungen
identisch Null, somit auch ¢ = 0. Fiir T" < T, haben wir in fiihrender Ordnung

3(TC_T) / \/g

. V3 5
=/ — = =——T,-T)2 = "= ———(T.-T) 2.
m T, m 2\/7_2( ) m 4\/Tc( )
Einsetzen in ([Z19) liefert fiir T 7 T,
2
¢ ( —m+ m,TC) "2
= T7 tanh
N - NP cosh® m i tanhm
— /313 — LBr3)? 3 1
:( v3 : ) +<—§7’3>'\/§7’2:3+0(1). (13.20)
Der erhaltene Wert 3 ist nicht korrekt, da in Wirklichkeit m = W ist

und es deshalb reguldre Anteile in m’; m” gibt. In jedem Fall gilt jedoch, daf die
spezifische Wirme eine Sprungstelle bei 7' = T, hat und sich in konstanter Weise
von beiden Seiten dem kritischen Punkt ndhert. Das bedeutet beidseitig o = 0,
und die Rushbrooke-Ungleichung ist tatséchlich eine Gleichung o + 28 + v = 2.

Wir sehen, dafl die kritischen Exponenten der Molekularfeldndherung un-
abhdngig von der Dimension D sind. Tatséchlich zeigt eine numerische Behand-
lung, daf fiir D > 4 das Isingmodell sehr gut durch die Molekularfeldndherung
beschrieben wird. Das zwei- und dreidimensionale Isingmodell zeigt groflere Ab-
weichungen.

SchliefSlich sei bemerkt, dal die van der Waals-Gleichung der realen Gase
ein kritisches Verhalten besitzt, welches identisch zur Molekularfeldnéherung ist.
Der Beweis soll in den Ubungen gefiihrt werden. Die van der Waals-Gleichung be-
schreibt den Phaseniibergang fliissig-gasforming, wobei die Dichtedifferenz beider
Phasen die Rolle der Magnetisierung iibernimmt. Es gibt eine kritische Tempe-
ratur, an der der Unterschied fliissig/gasformig verschwindet.

14 2D-Isingmodell: Kramers-Wannier-Dualitét

Es gibt verschiedene Methoden zur Losung des zweidimensionalen Isingmodells.
In grober Einteilung diagonalisiert man entweder die Transfer-Matrix, oder man
setzt kombinatorische Techniken ein. Wir geben im néchsten Abschnitt eine feld-
theoretische Diagonalisierung, die von Lieb-Mattis-Schultz vorgeschlagen wurde.
Dieser Abschnitt ist einer von Kramers-Wannier entdeckten Dualitéit im Ising-
modell zwischen hohen und tiefen Temperaturen gewidmet, aus der der Wert der
kritischen Temperatur bereits bestimmt werden kann.
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Wir setzen h = 0 und K := % Dann gilt

Z = Z H Kojor — Z H (CoshK + oo sinh K)
01500 N2 = ==+1 (7,k) O1,.. 7(7N2=:|:1 (4,k)
= (cosh K)*V? Z H (1+0jo,tanh K) | (14.1)

01,0 N2= =+1 <j k?

nach Entwicklung von e%7i%* in eine Potenzreihe und Resummierung der geraden

und ungeraden Potenzen. Die letzte Zeile folgt aus der Tatsache, dafl es in einem
kubischen Gitter mit N? Gitterpunkten genau 4- N2 halbe Kanten gibt oder 2- N2
Paare néchster Nachbarn. Das Produkt wird ausmultiplizert und nach gleichen
Potenzen von tanh’ K geordnet:

2N?
H (1+ojontanh K) =1+ Z tanh® K Z (0j,0%, -+~ 0},0k,) -
(]7k> £=1 <j17k1>7"'7<j57k€>

Summiert wird iiber alle L-Tupel aus verschiedenen Paaren néchster Nachbarn.
Die anschlieBende Summe iiber o,, = £1 in (A1) liefert

e 0 falls 0,, in ungerader Zahl in (o; 0%, - - - 0,0%,) vorkommt,
e 2 falls 0, in gerader Zahl in (¢} 0%, - - - 0,0%,) vorkommt.
Insgesamt ist > - (0j,0%, -+ - 0j,0k,) gleich 0 (falls zumindest ein o, in

ungerader Zahl vorkommt) oder 2V “:

Z = 2% (cosh K)*V* Z g(¢)tanh’ K |, (14.2)

£=0,2,4,6,...

wobei ¢g(¢) die Zahl der (nicht notwendig zusammenhéngenden) Wege aus ¢ Kan-
ten ist, die jeden Gitterpunkt mit einer geraden Zahl von Nachbarn verbinden.
Die ersten dieser Zahlen sind ¢g(0) = 1, g(2) = 0, g(4) = N2, g(6) = 2N?
g(8) = w; sie geniigen fiir die Hochtemperaturentwicklung (kleines K) von
Z. Im Prinzip 148t sich Z auf diese Weise berechnen. Das ist jedoch ein schwie-
riges kombinatorisches Problem, welches wir hier nicht behandeln.

Wir sehen uns nun eine andere Entwicklung der Zustandssumme an, die vor
allem das Verhalten bei tiefen Temperaturen beschreibt. Bei 7' = 0 und unter
Annahme eines infinitesimalen Magnetfelds sind alle Spins parallel o, = +1 und
liefern einen Beitrag Z, = 2V *K yur Zustandssumme, da es DN Paare néchster
Nachbarn gibt. Die weiteren Beitrdge ordnet man nach der Zahl negativer Spins.
Es gibt N? Méoglichkeiten, genau einen Spin negativ zu withlen. In dessen Umfeld
liefern 2D = 4 der DNP Paare nichster Nachbarn einen Beitrag (e %)? statt
(et5)* zur Zustandssumme, insgesamt also Z; = e2V°K . N2¢78K_ Im niichsten
Schritt gibt es L
sind

Moglichkeiten, genau zwei Spins negativ zu wéihlen. Diese
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e entweder benachbart, was zu jedem der N? ersten Spins auf 2
Méglichkeiten hinauslauft (horizontal+vertikal); hier gibt es 6 umgedreh-
te Paare,

e oder nicht benachbart, somit w Moglichkeiten; hier gibt es 8 um-
gedrehte Paare.

Es folgt 2, = e2V° K. (2N2e712K 4 %6716}(). Ein weiterer Beitrag mit e =105

kommt von drei negativen Spins, die alle benachbart sind. Man iiberlegt sich, dafl

es ¥ 23'!4'6 = 4N? Moglichkeiten dazu gibt; hinzu kommen Beitriige mit e=2°X und
e~ %K Insgesamt entsteht die Entwicklung
N2(N?+3
Z =V (14 N2 8K p aNZe 12K %elw{ +...)  (14.3)

Es ergeben sich exakt the kombinatorischen Faktoren der Hochtemperatorent-
wicklung! Das ist nicht iiberraschend, da sich beide Entwicklungen graphisch
entsprechen. Um das zu sehen, zeichnet man fiir jedes Paar benachbarter Spins
verschiedener Vorzeichen die symmetrische Mittelsenkrechte der Lénge 1. Zeich-
nen wir e fiir Spin +1 und o fiir Spin —1, so sind die ersten Beitriage

rroer srrre e
o o0 0 o o o0 0 0o e o 0 0 o (14.4)

Nach Verschiebung um eine halbe Kante, allgemein Ubergang zum dualen Gra-
phen, ergeben sich exakt die Wege aus ¢ Kanten, die jeden Gitterpunkt mit einer
geraden Zahl von Nachbarn verbinden.

Wenn wir nun in ([[£3)) die Kopplungskonstante K redefinieren als

tanh K* := ¢ 28X = coth K* — tanh K* = 2K — ¢ 72K
sinh(2K)  sinh(2K™)

—  ginh(2K)sinh(2K*) =1 und - ,
sinh(2K) sinh(2K°) o cosh?(2K)  cosh?(2K*)

(14.5)

so zeigt der Vergleich mit ([Z2) die Giiltigkeit der folgenden Identitét zumindest
fiir die niedrigsten Ordnungen:
Z[N, K*] Z[N, K]

= = tanh’ K . 14.
(coth(K*))N*  (2cosh® K)N? l=oz2;1___g(£) an (14.6)

Unter Verwendung von ([ZH) 148t sich diese Fomel symmetrisieren z.B. zu

sinh? K* \ N? sinh? K \ N?
_— ZIN K| = | ———— ZIN, K| . 14.
(sinh(4K*) ) [N, K7 (sinh(4K) ) [N, K] (14.7)

Die Identitéit ([ZH), die auf der Identifikation ([Z4) von Paaren gegengesetzter
Spins mit Wegen im dualen Giter beruht, ist nur richtig fiir £ < N2. Fiir grofiere £
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kommen Randeffekte ins Spiel: die Wege haben nicht genug Platz, und die Sym-
metrie 0 <> —o wird génzlich ignoriert. Die Fehler werden bei geniigend kleine K
bzw. K* unterdriickt, so dal im Limes N — oo die Gleichung (A8 fiir kleine K
bzw. K* richtig ist. Damit gilt sie aber auch im gesamten Analytizitétsbereich.
Bei gewissen kritischen Werten von K, K* bricht die Analytizitdt zusammen.
Nimmt man nun an, dafl Z nur einen kritischen Punkt hat, so mufl dieser bei
K = K* = K, liegen, d.h. bei sinh(2K,) = 1 oder K, = 1In(1 + v2) ~ 0.441.
Die exakte Rechnung bestétigt das. Auch die Giiltigkeit der Dualitat (IZ47) 148t
sich ohne Zuriickfithrung auf eine Potenzreihenentwicklung beweisen.

15 Losung des zweidimensionalen Isingmodells
15.1 Definition des Modells

Wir folgen Lieb-Mattis-Schultz, Review of Modern Physics (1964). Wir betrach-
ten ein rechteckiges N x M-Gitter mit Spin 0, = £1 am Punkt (nm). Wir neh-
men Periodizitét o, ar41 = 0,1 in M-Richtung an, wiahrend wir die N-Richtung
an eine zusétzliche 0-te Reihe koppeln, welche einstellbare Randbedingungen vor-
gibt. Sei ¥, = (0nm)m=1...m die Konfiguration der n-ten Spin-Reihe, periodisch
mit o, p41 = 0n1, so ist der Beitrag einer Konfiguration (oy,...,on) zur Zu-
standssumme gegeben durch

N
,,,,, )
A exp (Z(HS + H, + Hf)) Lo ; (15.1)
n=1
h < .
HS = ? Z Onm H,i = Kl Z On—1,m%nm HZ - K2 Z OnmOn,m+1 -
m=1 m=1 m=1

Die Zustandssumme kann dann reihenweise berechnet werden durch die Rekur-
sionsformel

Z= > Zn(n),

(En)eEE1M
Z,(3n) = exp(Hg + HS) (eXp(Hrlz)Zn—l(Zn—l)) ) (15.2)
Ynh—_1€ :I:I)JM
und Z5(Xo) = e~ 't . Wegen o, = £1, somit 02 = 1 und 62+ = 5, hat
Zn_1(Xn_1) eine Darstellung
ZN71<UN71,17 cee O'Nfl,M)
M
=ap+ Z AmON—-1,m + Z AmimaON—1,m1ON—1,mq + ...
m=1 1<mi<mo<M
+ a2 MON-11" " ON-1,M - (15.3)
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Entsprechend  ([[52) ist diese Darstellung mit  exp(Hy) =
H%zl exp(K10NmON_1,m) zu multiplizieren und itber X¥n_1 = (On_1,m)m=1
zu summieren. Dabei treten nur zwei Moglichkeiten auf:

M

IEREE)

Z exp(K10NmON—1,m)1 = 2 cosh(K 0ny,) = 2 cosh(K7) ,

ON-1,m=%1

Z exp(K10NmON—1,m)ON-1,m = 2sinh(K 0ny,) = 2sinh(K;)on, -

UN—I,m::l:1

Somit gilt, falls Zy_1(Xx_1) als Entwicklung ([23) dargestellt wird, in der jeder
Spin on_1,, aus X y_; hochstens einmal vorkommt,

ZN(O'Nl,...,O'NM) (154)
= exp(HY + Hy)(2 cosh K1) Zy_; ((tanh K)oy, .. ., (tanh K1 )onar) -

15.2 Fockraum-Darstellung

Im néchsten Schritt geben wir dieser Rekursionsformel eine Interpretation im
1

Fockraum. Dazu betrachten wir die Eigenvektoren v* := % ( 1 ) der ersten

Pauli-Matrix ¢* zu den Eigenwerten 41 sowie die Matrizen

+ 1 1 —1 L 1 1 1
=9\ 1 1) 7 T3\ -1 -1 )
Wir betrachten den Hilbert-Raum

Fu=0®---0C
~—_———

M Faktoren

und definieren fiir m € {1,..., M} Operatoren o= : Fy; — Fyr als die Multipli-
kation mit ¢ im m-ten Faktor,

OV @ ®Uy) =V @ Uy ® O Uy @ U1 @ - @ Uy

und analog Operatoren o, als die Multiplikation mit ¢ = < (1] _01 ) im m-ten
Faktor. Es gelten die Kommutatorrelationen
[0, 0%,] =0 fiir m # m’, {oh oy =1, (6})*=(0,)>’=0. (15.5)

Als Vakuum wéhlen wir in jedem Faktor den Eigenvektor von ¢” zum Eigenwert
—1,

D=v"® Qv . (15.6)
~———

M Faktoren
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Dann gilt fiir allem =1,..., M

0,.02=0, o) =0,0. (15.7)

m

Die Koeffizienten a,,. m, der Entwicklung ([I53) fiir Zy_1(Xy) (Achtung:
die Spin-Konfiguration ist verschoben!) definieren dann den Vektor

Zn1(EN)Q (15.8)
M
= <a0 + Z amo, + Z UmymaOry Oy - 4 Q120107 - - ~JZT4>Q
m=1 1<mi<mo<M

im Fockraum, wobei wir die Spins der N-ten Zeile abkiirzen zu oy,, =
Om. Wegen (tanh K{)#on = (1 — oo) + (tanh K)o o ist die Erset-

m-m m-m

zung oy, — (tanh K)oy, in () durch Multiplikation mit dem Operator
M

(tanh K- 1)Zm=1"7+”"7" gegeben. Ausgedriickt durch die duale Kopplungskonstante
tanh K| = e~ 251 folgt somit

Zy(En)Q = ViVaViZn 1 (En)Q = (VVEVA)Y Zo(En)02 (15.9)
mit
V1 := (2 cosh Kl)Me_sz Y=t T — (2 sinh(QKl))%e_sz Y1 (0hom=3) ,

Vy = ek Come1 OmOmt1 Vg = T Lm=1om (15.10)

Nun iiberlegt man sich, dafl die urspriingliche Zustandssumme Z =
ZzNe( LM Zn(Xn) nichts anderes ist als die Spur von Zy aufgefafit als Ope-

rator auf Fy,. Da o spurfrei ist, iiberlebt allein der ag-Koeffizient von Zy(3y) in
der Entwicklung ([[3), d.h es gilt Z = ao(Zy) - tr(1) = 2Ma(Zy). Andererseits
ist ag(Zy) nach ([.F) genau der Vakuumerwartungswert, d.h.

Z =2M(Q, Zn(Zn)Q) = 2M(Q, (ViVIVI)N Z0(Z8)Q) . (15.11)
In der Wirkung auf Q oder ¢,-Q gilt 0,,, = 0.}, + 0,
ov_ =octv_ = (o +o_)u_, ovy =v_ = (ot +o )oTu_ .
Deshalb diirfen wir die Matrizen V{, VJ ersetzen durch
Vy o= R Tnniehtom)@hntonin) = ef Smciohtom) (15.12)
Wihlen wir z.B. Z5(EZn)Q = 517 VoV5Q unabhéngig von Xy, so folgt
Z = (2, (W11) " 11h2) = ((1210) 20, VN (1512)202) |
V= (VoVa) 2 Vi(VoVa)® . (15.13)
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Im Limes N — oo konnen die Matrixelemente von (%‘/2)% sowie der Diago-
nalisierungsmatrix gegen V" logarithmisch vernachliissigt werden. Somit ist die
Berechnung von Z wieder zuriickgefiihrt auf die Berechnung des grofiten Spektral-
werts von V. Problematisch dabei ist der gemischt-kommutative Charakter ([5H)
der . Dieser kann durch eine nichtlineare (und nichtlokale) Jordan-Wigner-
Transformation in rein fermionische (antikommutierende) Operatoren iiberfiihrt
werden.

15.3 Jordan-Wigner-Transformation

Die Jordan-Wigner Transformation lautet

m—1 m—1
Crm 1= (exp <7Ti Z aja;))a;b : = (exp (ﬂ'i Z aja;))a;; . (15.14)
j=1 j=1

Wegen der Kommutativitit [0, 0] = 0 fiir m # k geniigt zur Berechnung der
verschiedenen Produkte und (Anti-)Kommutatoren:

(o0 (st )" = (oo (s (3 o)u 1)) =0 (T V) 0t =1 s

fiir eine geeignete Matrix U sowie

- P R
miol o, _— - — mwiol o} — 7wi(l—o; o)
J 7 .= . . J ] = . J = —Q0. ] = —0;
€ O] CT] s 0]6 0]6 CTJG gj,

insgesamt also

{oF, ey =0,  [of, ™0 ] =0 firm#j. (15.16)

jo m?
Daraus folgen rein fermionische Antikommutatoren
{Cons CY Y =6, {Cn, O} ={C1 . CT}=0. (15.17)

Auflerdem ergibt sich

cem=0ro (15.18)
m—1 m—1
= Oy = (exp <7Tiz c}cj))cm , ol = (exp (ﬂ'i Z c}cj_))cjn
j=1 j=1

nach Kombination mit (Io14)) und (I5IH). Schlieflich gilt fiir m < M — 1

tom o —f S S
OmOm+1 = CnCm+t1 5 OmOm+1 = CmCm+1 s
-+ _ f - -
OmOm+1 = ~CmCnpy1 s OmOm+1 = —CmCm+1 - (1519)
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Fiir m = M &ndern sich jedoch die Vorzeichen:

ohor = —em Xt 1CJCJcMcl : ohof = —emEit 1CJC]CMCJ{ :
o0 =e€ miTiiic “eper ooy = ™ it 1CJCJCMCJ{ . (15.20)

Deshalb bleiben Vi, Vs bis auf Vorzeichenwechsel quadratisch in ¢, c!. Dagegen
wird der lineare Term in Vj kompliziert, so dafl die Losung des 2D-Isingmodells
nur fiir A = 0 moglich ist. Setzen wir h = 0, dann kommen in Vj, V5 nur gerade
Potenzen der c ct vor. In Anwendung auf das Vakuum, das ebenfalls gerade ist,
folgt emiXiticle — +1 in jedem Zwischenzustand. Wir kénnen dann die beson-
dere Behandlung der Rand-Spins m = M auffangen, indem wir anti-periodische
Randbedingungen fordern:

Cri1 = —Cp, c}r\“l —ci ) (15.21)

Nun folgt

Vi = (28inh(2K,)) ¥ e 2K1 Enima (ehen—3)

V, = eX2 Szt (ch—em)(ch i tems) | (15.22)

I

15.4 Fourier-Transformation

Wir nehmen M gerade an. Die antiperiodischen Randbedingungen erlauben die
Fourier-Transformation
i

€ 4 e i
Cp = \/M Z e Mmqnq , Cjn = \/M Z e Mmqn; .

q==+14+3, . £M—1 q==+14+3, . £M—1

ENE]

(15.23)
Es folgt
M
D Chem= . W,
m=1 q=+1,..,£M—1
M M
D cwemii= >, SEmm, Y cpaem= ) <Himg,
m=1 q==+1,..,.=M-1 m=1 q==1,...,.£M—-1
M
chncirwrl: Z ie“ﬁ(‘q)?ﬁ,niq, Zcmcm—f—l: Z (—1)e = Dngn_,
m=1 q=+1,..,£M—1 m=1 q=+1,..,£M—1
und deshalb
1 1 M 1 1
ViV = (2sinh(2K))2 [ VVagVad (15.24)
q=1,3,.,.M—1

Vig = G—ZKT(nanJrniqn—q—l)

9

Vyy = e22eosGhmlmatn’ yn-o)+26 sin(FH(0" nltngn-o)
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Dabei wurde verwendet, dafl alle V;, untereinander kommutieren. Die Wurzel

1
Vog st einfach durch 2K, +— K, zu bilden. Die V;, sind Endomorphismen
des vierdimensionalen fermionischen Fockraums C? @ C?. Waihlen wir die Basis
(ngﬁq,niqﬂq, Q,niqngﬁq), mit 7,2 = n_,Q = 0, so sind diese Matrizen gegeben
durch

1 0 O 0
01 0 0
‘/1‘] = 00 62K1 0 ) (1525)
00 0 e?2K
Kgcos— 0
V% ( Kgcos% ) O
2a 0 Ky sin 3
P Kysin 71 2K cos 57

1
Die rechte untere Ecke in V52 berechnet sich zu

in T4 _ ™ &ip T4

ox 0 Ky sin 7} Kocos T g cos 37 sin 3/
P s Tq Tq - p 2 s Tq Tq
Kysin 3} 2K cos 37 sin =t cos &1

M M M
mq 10 ) —cos @ sin 24
= 52537 ( cosh K, + sinh K M M
01 sinj;  cos3f

Somit folgt

Vy = (Vag)2 Vig(Vag)? = (2sinh(2K,)) % e2F2 s it < é 8 ) , (15.26)
(cosh K — sinh K cos 47)%e?K7 2 sinh K sin 4 ( cosh(2K7) cosh(K>)
b + sinh® K sin? e~ 2K1 — sinh(2K7) sinh K, cos 47)
! 2sinh K, sin 47 ( cosh(2K7) cosh(K>) (cosh K + sinh K, cos 47)%e K1
— sinh(2K7) sinh K5 cos L) + sinh? K, sin® ek
(15.27)
Die Eigenwerte Ay von )V, koénnen ohne Rechnung abgelesen werden. Wegen
A A = detV, = 1 gilt (eventuell bis auf Vorzeichen) Ay = e*, und aus der
Spur folgt

1
coshe, = itr(Vq) = cosh(2K>) cosh(2K7) — sinh(2K,) sinh(2K3 ) cos (47) .
(15.28)

Die positive Losung €, > 0 liefert den grofiten Eigenwert.
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1 1
Insgesamt erhalten wir fiir den gréfiten Eigenwert von V2V, V,2:

1 1
Amax(V2VIVY) = (2sinh(2K)) 2 J[  eXeosites
q=1,3,...M—1

= ( (2sinh(2K)) exp (% . QMF Z eq)>M (15.29)

q:173 7777 M-1

g __
wegen Y .14 gy 1008 3f = 0. Im Limes M — oo konvergiert die Summe iiber

q in ein Rlemann-lntegral so dafl bewiesen ist:

) 1 1 ) 1 (7
M}J{[rgm UV InZ = 5 In(2sinh(2K,)) + %/0 dx €, (15.30)
€r = arcosh(cosh(QKg) cosh(2K7) — sinh(2K5) sinh(2K7) cos x) .

Fiir die weitere Behandlung nehmen wir Symmetrie M = N und K; = Ky =
K an. Dann folgt aus (T2.30) zusammen mit ([4H), dafl

1 Z[N, K] 1 ("
lim —In — = o=
N=oo N2 (9ginh(2K))® 27

dx arcosh ( cosh(2K) cosh(2K™) — cos :L‘)

existiert und symmetrisch unter K <» K* ist (Kramers-Wannier-Dualitét).

15.5 Freie Energie und spezifische Warme
Unter Verwendung von [Gradsteyn-Ryshik §4.224.9]

1 ™
—/ dy In(2a £ 2cosy) = In(a + vVa? — 1) = arcosh(a)
0

T
folgt aus ([30) fur die freie Energiedichte f pro Teilchen und Gitterplatz,
fo1 COSh2(2K )
— L = Zm(2sinh(2K)) In —9 )
T=3 n(2sin 27r2 d:c dy s1nh(2K) (cosz + cosy) |,
(15.31)

wobei wieder K1 = Ky = K gesetzt ist. Nach Umformen 2(cosx + cosy) =
4 cos Hy cos %3¢ und Varlablentransformatlonﬁ Zu s = Hy , 0 = x — y erhalten

2Der Variablenwechsel ist ersichtlich aus

y Al ¢
."G/ "
NB' | B C=0C": cos(z)+cosy > cos(y) + cosx
C A=A": cos(m —y)— cos(m+y)
- B=DB": cos(x)+— cos(—zx)
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wir fiir das Integral

h?(2K
— dx/ dy ln p cosh” (2K) 2(cosx+cosy))

27?2 s1nh(2K)
cosh cosh™(2K) o
— [ ds [ ds1 ~ 4cost —)
27T2 5/ y n smh(QK) CoSELOsy

h?(2K) cosh?(2K) 2

= L [ a5(m(@eos ) + 1 (< .

27r/0 ( n(2cosy) + H(ZSinh(ZK)Cosg * (QSinh(ZK)cosg) ))
1 cosh?(2K) 1 (2 4sinh?(2K)

= 5 1I1 (m) + ; /0 d¢ hl (1 + \/1 — 7@05}14(2[() Sin gb) (1532)

Im letzten Schritt ist ¢ = § — g gesetzt. Insgesamt folgt

f = —TIn(2cosh(2K)) — g/_ d¢ In (% (1+y/1-r2sin?0)),  (15.33)
0

2sinh(2K
n::%, K = 2tanh®(2K) — 1, A= /1—K2sin*¢ .
cosh”(2K)
I
Die Dichte u der innenen Energie kann als u = —ng—jT, = % geschrieben
werden:
— _2J tanh(2K) + / N sin’ ¢
- o “aK AT+ A)
J Ok - A
= —2Jtanh(2K) + ——— d — 15.34
amh(2K) + ok o0 A (15.34)

Mit —2tanh(2K) — ig—f{ = — coth(2K) und %j—; = —2k' coth(2K) folgt

w= —J coth(2K) (1 n %/{,K(KJ)> , (15.35)

_ / : d¢
0 \/1—/£251n2¢.
Dabei ist K (k) das elliptische Integral erster Art. Dieses divergiert fiir kK — 1,

das Produkt 'K (k) ist jedoch reguldr. Wir zeigen nun, daf§ die Ableitung (also
die spezifische Warme) divergiert:

0= ot = —— = 2K coth?(2K) (tanh?(2K) 1)(1+—/~£ K(H))

2K dr’ dK (%) 1 dr
2 oth(2K) (Y /
+ = coth(2K) (K () + =5 S )
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Mit Z—f(/ = 2coth(2K)(1 — (k')?) = 2coth(2K)x?* und unter Verwendung vorfl

dK (k) 1 1

ergibt sich

2

c= % coth?(2K) (sz) _2B(k) — (1 — fa)(g + faK(H))) . (15.36)

Somit divergiert die spezifische Warme bei k = 1, d.h. bei sinh(2K) = 1 in

Ubereinstimmung mit der Vermutung aus der Kramers-Wannier-Dualitiit. Wegen

K (k) 2 n 2 handelt es sich um eine logarithmische Divergenz, d.h.

a=0. (15.37)

Die weiteren kritischen Exponenten erfordern zumindest ein infinitesimales
Magnetfeld und miissen von neu berechnet werden. Diese Rechnungen sind deut-
lich schwieriger als die hier vorgestellte Berechnung von o = 0. Im Ergebnis einer

komplizierten Rechnung (auf die wir nicht eingehen kénnen) zeigt sich:
! 1
m ~ (1 —sinh *(2K))s = p=3 (15.38)

Diese Beziehung wurde bereits von Onsager angegeben, jedoch ohne Beweis. Der
erste Beweis stammt von Yang (1952), beruht aber auf Grenziibergénge in den
Transfer-Matrizen, die nicht vollig schliissig sind. Nachfolgende Beweise haben
(T3]) schlieBlich bestéitigt.

Der einfachste Weg, die weiteren kritischen Exponenten zu bestimmen, beruht
auf der Renormierungsgruppe. Diese liefert folgende Relationen zwischen den
kritischen Exponenten:

U D+2—n

Aus der spezifischen Wiarme folgt v = 1, so daf§ die Bestimmung der anomalen
Dimension n der Spin-Spin-Korrelation verbleibt. Dazu reicht es, das Ising-Modell
exakt am kritischen Punkt k = 1 zu kennen, was eine enorme Vereinfachung ist.
Dieses kritische Ising-Modell hat sich als wegweisend fiir ein ganzes Gebiet der
Physik, die konforme Feldtheorie, herausgestellt.

(15.39)

3folgt aus

2 d sin¢cos ¢
0= dp — —————
/0 ¢d¢\/1—f$2sin2¢

:/gdqﬁ 1—25in2q23 n %dﬂﬁ (,%2—1)sin2¢—|—(1—RQSinjqﬁ)-sianb
0 Vv1—kZsin®¢ Jo (V1 - K2sin® ¢)
%/%d(bun?sm%)uﬁ)(1n2)i/%d¢ 1

K= Jo 1 — k2sin’ ¢ Kk dk Jo V1 — k2sin? ¢
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16 Zur Beziehung zwischen Isingmodell und Fermion-
Wirkung

Wir folgen Itzykson-Drouffe und skizzieren eine alternative Herleitung von (T:31])
nach Samuel (1980), in der das Isingmodell mit einer Euklidischen Quantenfeld-
theorie freier Fermionen identifiziert wird. Der Ausgangspunkt ist die Form ([Z2)
der Zustandssumme, welche sich als ein (Berezin-) Integral iiber Graffmann-
Variablen schreiben 1&8t:

Z = 2% (cosh K)*NV / (H H 483,060, 0E0, 0L, ) €, (16.1)

n=1m=1

Mz

M
S = Z <tanh K fnmfn—l—l m + fnmfn m—l—l)

1 m=1

n

Alle v ehv antikommutieren miteinander, und das bis auf Vorzeichen einzige

nm’ Snm

nichtverschwindende Integral (am Punkt nm) ist

[ G0 €l =1 (16.2)
Entwickelt man e in eine Potenzreihe, so kann man den Beitrigen wieder ei-
ne graphische Interpretation geben. Die erste Zeile von S liefert ¢ horizontale
und ¢ vertikale Kanten und einen Faktor tanh’** (K). Die Kanten miissen
notwendig verbunden sein zu geschlossenen Linienziigen, die sich zwar kreu-
zen diirfen (8, &h &k ch &t €€l mE ), aber nie tangential beriihren
(Eh i) = 0. An jedem Gitterpunkt nm miissen sich 4 Kanten (die Kreu-
zung), 2 Kanten (das Komplement wird durch genau einen Faktor der 2. Zeile
von S geliefert) oder 0 Kanten (s.u.) treffen. Ein ungerades Produkt der Kanten
(1. Zeile von S) erlaubt kein Komplement (aus der 2. Zeile von S) zum Inte-
gral (I6.22). Das eigentliche Problem, auf das wir nicht eingehen, ist zu beweisen,
dal das Berezin-Integral von Gitterpunkten, welche 0 Kanten tragen, genau die
kombinatorischen Faktoren g(¢) liefert.

Wenn wir die Giiltigkeit von ([6J]) annehmen, so folgt nach Fourier-
Transformation

v 1 " " i(pn+gm [ n+qm) [
=g [ o [ g dn— o [y [ ageomem

(16.3)
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mit 7pg = (Tpgs Mg i nh)! fiir die Wirkung

1 1
S = 5 T3 dp/ dqn" - p—qBrallpg (16.4)
0 1 + (tanh K')e' 1 1
R —(1 + (tanh K)e™'7) 0 -1 1
P -1 1 0 1 + (tanh K)e'
—1 -1 —(1+ (tanh K)e ) 0

Nach einigen z.T. formalen Schritten folgt mit [ dnd; - - - dn,dij, e — det R
fiir den Logarithmus der Zustandssumme

InZ 1 1 T T
N = In(2 cosh? K) + 3 12 de/wdq Indet R,
1
det Rpyy = ——5— ( cosh?(2K) — sinh(2K)(cos p + cos q)) , (16.5)
cosh™ K

in Ubereinstimmung mit ([531]).
Die Wirkung ([I64) kann auf Blockdiagonalform transformiert werden:

Ao 0 0 1
77—1’7 —q pqnpq 177Z) -p, Q( p(;] N T ) wp,qv J = ( 1 0 ) (166)
Prq

Einer der beiden Eigenwerte (z.B. \,,) verschwindet bei 7' = T, und (p, ¢) = 0, so
daB der obere Block als freies masseloses Fermion angesehen werden kann. Dieses
stellt die einfachste konforme Feldtheorie dar. Mit Techniken aus der konformen
Feldtheorie (z.B. Di Francesco, Mathieu & Sénéchal) 148t sich dann n = i bewei-

sen, in Ubereinstimmung mit g = %. Die anderen Exponenten ergeben sich aus

(539 zu v = I und 6 = 15.

17 Das 6-Vertex-Modell
17.1 Das Eismodell

In einem Eiskristall bildet jedes der beiden H-Ionen im HyO eine Wasserstoff-
briickenbindung mit einem weiteren O-Ion. Es entsteht ein Gitter, in dem jedes
O-Ion vier néchste O-Nachbarn hat. Jede Kante zwischen einem Paar benachbar-
ter O-Gitterpunkte ist mit einem H-Ion besetzt. Dieses hat eine echte Bindung
zu einem der O-Ionen (dem nédheren) und eine Wasserstoffbriickenbindung zum
anderen (entferntere) O-Ion. Dieser Unterschied wird durch orientierte Kanten
beschrieben. In D = 3 bilden die O-Gitterpunkte alternierende Zentren und Ecken
regulérer Tetraeder.

Wir betrachten das Eismodell in D = 2, d.h. ein ebenes M x N-Gitter mit
orientierten Kanten. Entsprechend der Eisregel hat jeder Gitterpunkt zwei einlau-
fende und zwei auslaufende Pfeile, so dafl sich 6 mogliche Vertex-Typen ergeben
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(deshalb 6- Vertex-Modell):

(17.1)

Geben wir dem Vertex i die Energie ¢;, so lautet die Zustandssumme

6

Z = Z exp ( - %Z el-ml-(C)) , (17.2)

C - Eiskonfigurationen =1

wobei die Summe {iber alle Konfigurationen C lauft, die kompatibel mit der Eis-
regel ist. Mit m;(C) wird die Zahl der Typ-i-Vertices in der Konfiguration C
bezeichnet.

Wir geben eine alternative Kodierung der Vertices. Wir zeichnen die Kan-
te im Gitter, falls der Pfeil nach links oder unten zeigt; in den anderen Fillen
(rechts oder oben) wird keine Kante gezeichnet (siehe untere Zeile in (IZZ1])). Bei
Interpretation der Kreuzung in Vertex 2 als sich vermeidende Linien folgt fiir das
unendliche oder periodische Gitter, dafi diese Linien niemals beginnen, enden,
kreuzen oder verzweigen.

Wir nehmen periodische Randbedingungen in vertikaler Richtung an (d.h.
einen Zylinder) und starten mit n vertikalen Linien in der 0-ten Reihe. Die Eisre-
gel impliziert, dafl es im Streifen zwischen der j-ten und (j + 1)-ten Reihe immer
n vertikale Linien gibt, fiir alle j. Somit laufen die Linien ohne Kreuzung bis zur
obersten Reihe. Jede Reihe hat n von unten kommende und n nach oben abge-
hende Linien, und Ankunfts- und Abgangspunkte wechseln sich ab. Die Summe
iiber C zerfillt also

e in eine Summe iiber die Zahl n der Linien,

e fiir jedes solche n, und fiir jede der M Reihen, in eine Summe iiber die
Positionen X7 := (27, ..., 27) der vertikalen Kanten zwischen den Reihen
j—1und j (es gibt (V) mogliche X7),

e fiir jede Reihe j iiber die horizontalen Linienkonfigurationen, die mit
X7, X7+ kompatibel sind.

Wir nehmen im weiteren €5;_1 = €9; fiir ¢ = 1, 2,3 an, d.h. fehlendes elektrisches
Feld, und definieren a := exp(—%), b := exp(—+%) and ¢ := exp(—£2). Damit
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folgt nach periodischer Randbedingung XM+ = X1

Z- Z Z Va(XL X2Va(X2X3) - V(XM XD = u (™), (173)

falls A kompatible horizontale
Verbindung zwischen X, and Y,

falls die horizontale Verbindung
Zam1+m25m3+m4cm5+m6 h.V. m; Vertices vom Typ i
h.V. enthélt.

Es kann {0, 1,2} mit X,,,Y,, kompatible horizontale Verbindungen geben.

17.2 Bethe-Ansatz

Wie iiblich miissen wir den gréfiten Eigenwert A der (2 x 2V)-Transfer-Matrix
V = diag(Vo, V4, ..., V) bestimmen; dann ist an — A. Das Eigenwertproblem
lautet

= Z Vi ( X, Yo)u(Ya) (u(Yy)) € C(Jr\zr) , (17.4)

wobei die Summe iiber die (]Z ) Moglichkeiten fir 1 < y; <yp < -+- <y, < N
verlauft. Fiir n = 0 vertikale Linien ist Yy = &, und eine kompatlble horizontale
Linie ist entweder leer (d.h. sie besteht aus NV Vertices vom Typ 1) oder voll (d.h.
sie besteht aus N Vertices vom Typ 4). Das bedeutet Vo(2, @) = a” + bV, und
der einzige Eigenwert ist Ag = a™ + bV.

Fiir n =1 und Y; = (y) sind drei Félle zu unterscheiden:

e y < x: eine horizontale Linie von 1 bis y und von x bis N,
e y = x: entweder eine leere oder eine volle horizontale Linie,
e y > x: eine horizontale Linie zwischen x und y.

Das bedeutet

z—1
Alu Zby 1C(lx y— 1CbN T ( ) vy

y=1

Yy Yy
+ b" L ab™N " u(z) 4+ o ba™N T u(x) ﬁ’i """" z’ """""
N
Yy
+ Z a”‘“*lcby’xflcaN’yu(y) """" x,—/ """"" (17.5)

y=z+1

Wir versuchen, den Eigenvektor iiber einen Ansatz zu bestimmen, den Bethe
(1931) zur Losung der eindimensionalen Atomkette benutzt hat: u(y) = 2¥ fiir
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ein z € C. Mit diesem Ansatz ergibt sich

N—z x—1 2 2 2\ 2 _ 12
A12$:b a CZ(I—ZN)+bN<a ) — abz yab+ (c b)zzx'

ab — b%z a? — abz

T

Wir wihlen jetzt 2 = 1, um den ersten Term zu beseitigen. Die Gleichung hat
N verschiedene Losungen fiir z, aus der sich NV verschiedene Paare (A, u(z)) von
Eigenwerten und Eigenfunktionen ergeben:

Ay =aVL(z) + bV M(2) , u(z) = 2" mit
ab+ (2 —b%)z ab+ (¢ —a?)z71
L - =
(2) a? — abz b2 — abz~1

) M(z) (17.6)
Alle Eigenvektoren sind unabhéngig von a, b, ¢, was sich spéter als wichtig erwei-
sen wird.

Im Prinzip verfihrt man fiir n > 2 genauso. Der Bethe-Ansatz lautet

w(zy, ..., x,) = Z Ap,..pnZp Zor 2 (17.7)

Eingesetzt in die graphische Aufschliisselung der Moglichkeiten analog zu (ICCH)
ergeben sich einige Terme, die den Bethe-Ansatz reproduzieren. Alle anderen
miissen geschickt beseitigt werden. Bereits fiir n = 2 wird das sehr langlich (4
Seiten im Buch von Baxter). Wir zitieren deshalb nur das Endergebnis aus Baxter,
Kapitel 8.4:

Ay =a " L(z) - L(zy) + 0N M(21) - M(2,) . (17.8)

Die Funktionen L(z), M(z) sind dieselben wie in ([IZH), nur die z; sind entspre-
chend der Losungen der Nebenbedingungen zu wahlen:

N = (_1)n—1H7§li(z“zj) , (17.9)

Apl...pn = Sign(pla s 7pn) H Spjpi(zpj7 Zpi)

1<i<j<n

mit 2 | 2 2
Sij<zi7zj) =1- QAZ]' —+ ZZ'Z]' y A= %7[)_6 . (1710)
a

17.3 Losung der Konsistenzgleichungen

Nun wire die Gleichung (CY) zu 16sen. Es zeigt sich, dafi das Verhalten entschei-
dend von A abhéngt. Fiir A > 1 konnte Lieb (in einem Spezialfall) das Modell
direkt 16sen. Seine Losung 148t sich so interpretieren, da Ay = a” 4+b" der grofite
Eigenwert ist. Damit folgt fiir die freie Energiedichte f = min(ey, €3) unabhdingig
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von der Temperatur: Man sagt, das System hat eingefrorene ferroelektrische Ord-
nung.

Wir beschranken uns deshalb im weiteren auf den Fall A < 1. Die Losung von
([IZ3) ist dann fiir endliche n, N unmoglich, fithrt aber im Limes n, N — oo auf
eine Integralgleichung. FEine intuitive Vorstellung iiber das Verhalten kann bereits
im Spezialfall n = 2 erhalten werden. Dann ist 2 = —‘:—’; und 2z = —Z;—’f, al-
SO T := 2129 eine N-te Einheitswurzel. Die zu diagonalisierende Matrix Vn hat
nach (CZ3)) durchweg nichtnegative Eintrége und féllt in die Irreduzibilitatsklasse,
fiir die das Perron-Frobenius-Theorem gilt. Der Spektralradius von V' liefert den
betragsméfig grofiten Eigenwert, dieser ist einfach, und linke und rechte Eigen-
vektoren (die Perron-Frobenius-Vektoren) lassen sich so wihlen, dafl alle Kom-
ponenten positiv sind. Nun fithrt der Bethe-Ansatz auf die Quasi-Periodizitét
u(zy + 1,29 + 1) = Tu(xy, 22). Dieses u kann nur dann Perron-Frobenius-Vektor
sein, wenn 7 = 1 ist. Setzt man nun z, = % in (CC9)+ (1) ein, so folgt
(2N 4 21)A = 1+ 2N, Mit dem Ansatz z; = €*, und k moglicherweise komplex,
ergibt sich
cos((r + 1)k) N

=——1.
cos(rk) T

Mit A1 = s91 = —2{s12 und Ay = —s7 5 folgt aus dem Bethe-Ansatz ([Z1) fiir

N
den Eigenvektor zu 7 = 1 die Identitdt u(zy, x2) = 242/ cos(k(x1 — za + §)).
Wegen x1 — 29+ % € [—r,r] sind bei entsprechender Wahl von Ay diese u(xy, z2)
genau dann positiv, wenn k € [—7-, 3-]. Nun iiberlegt man sich graphisch, daf

A= % < 1 fiir A < 1 genau eine Losung k(r) € ]0, 2-[ hat und keine
ik(r

imaginédre Losung. Das so bestimmte z; = % =e
Frobenius-Theorem den gréfiten Eigenwert von V5.

Fiir allgemeines n und A < 1 nehmen wir an, daf§ wie im Falln = 1 und n = 2
die Losung fiir den grofiten Eigenwert zu finden ist in der Teilmenge |z;| = 1 fiir
alle 7. Wir setzen also

A:

) liefert nach dem Perron-

_ b Sl _ o=iO(kyk) (17.11)
Sjl

DaB O(k;, k;) reell ist, bleibt zu zeigen: Aus ([IZI0) folgt

<j

1 —2A€? 4 €®T0) cos Bt~ AelZ

e*i@(p,q) — i : —
1 — 2Ael1 + eilpta) ¢ pT-i-q =

)

somit O(p, q) reell und gegeben durch

A sin 24
) (17.12)

1
—O(p, q) = arctan ( 2
2 (P, 9) cos%—Acos%
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Setzen wir den Ansatz ([CZTT) in (CZY) ein, so folgt

eiNkj — (_1)11*1 H eiG(kjvkl) (1713)

=1
n

= Nkj:—z@(k}j,kl)—FQ’YT[j, [jE{

=1

7, fiir n ungerade,
7 + % fiir n gerade.

Wir bestétigen die Konsistenz des Ansatzes (CZITl). Die [; kénnen innerhalb
ihres Definitionsbereichs beliebig gew#hlt werden. Die Wahl I; = j — 1(n+1) mit
j =1,...,n hat sich als sinnvoll herausgestellt; sie fithrt zu um 0 symmetrisch
verteilten paarweise verschiedenen k; und kleinster Ausdehnung.

Das gekoppelte System ([[ZI3)+ ([IZ12) ist fiir endliches n, N nicht geschlos-
sen 16sbar. Wir sind deshalb am Limes n, N — oo interessiert. Nach (IZTI)
zahlt n die nach oben gerichteten Pfeile jeder Reihe. Entsprechend betrachten
wir N,n — oo mit festgehaltener Wahrscheinlichkeit limy, o % = pp, nach
oben gerichtete Pfeile anzutreffen. Das ZahlmaB j0(k — kj)dk wird im Limes
gegen ein MafBl Np(k) konvergieren, welches normiert ist auf [~ p(k)dk = 3.
Mit der Wahl I; = j — 2(n + 1) entsteht

k [eS)
Nk = —m(n+1)+ 27TN/ k' p(k') — N/ k' p(K)O (k, k')

= 2mpk)=1 +/ dk’ p(k')%

—0o0

(17.14)

Nach Einsetzen von ([IZ12) ist das eine lineare Integralgleichung zur Bestimmung
von p(k). Aus dieser Losung sowie ([[ZJ) folgt im Limes N — oo fiir die freie
Energiedichte

TinZ

f==m N (17.15)
— min (61 — T/_ dk p(k)In(L(e™*)), e3 — T/_ dk p(k) ln(M(eik))) :

17.4 Variablentransformation

Wir gehen nicht auf die Losungsansétze fiir (L) und die weitere Diskussion von
(IZ13) ein. Einzelheiten finden sich in Arbeiten von Lieb (1967) sowie im Buch
von Baxter. Stattdessen sehen wir uns die von Baxter gefundenden algebraischen
Besonderheiten der Parameter z; des Bethe-Ansatzes an. Aus der abstrakten For-
mulierung dieser Strukturen hat sich das Gebiet der Quantengruppen entwickelt.

Ausgangspunkt ist die Beobachtung, dafl die Eigenvektoren wu iiber den Bethe-
Ansatz (Z7) und die Losung (CZY) nur von der Kombination A der Boltzmann-
Faktoren a, b, c abhidngen. Nur die Eigenvektoren (I7.6) hidngen individuell von
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a,b,c ab. Somit werden Transfermatrizen zu gleichem A, aber verschiedenem
a, b, ¢, simultan diagonalisiert, d.h. sie kommutieren.

Es erweist sich deshalb als sinnvoll, die a, b, ¢ (fiir A < 1) neu zu parametri-
sieren:

a:psinh)\_y, b:psinh)\;y, ¢ = psinh A (17.16)

sinh® 222 + sinh? 222 — sinh? (25 4 222)
2 sinh % sinh %
h? )‘ Y sinh? % — 2sinh % cosh % sinh % cosh /\;”

2 sinh 2=% ginh 2%
2 2

—2sin

= —cosh \.

Dabei sind p, A, ¥ moglicherwise komplexe Variablen. Im Fall —1 < A < 1 wiirden
wir beispielsweise A — i\ setzen, d.h. A = —cos A\, und analog fiir v. Die Glei-
chung (IZ9) zur Bestimmung der z; kann nun mit folgendem Ansatz gelost wer-
den, in dem die v; in keiner Beziehung zu v stehen:

A
sinh V]

y= 2 (17.17)

X
sinh J;V’

Dann folgt aus (ITZ10)

A—v;
At
2 . A— ‘;Vz

2 2
~54) - (cosh Asinh 252 + sinh 252 )
—’\+”1 sinh —’\J”'J

A—

: A5 (o >\+
sinh =57 (sinh =5

sinh
sinh ’\J”’l sinh A cosh 22% + sinh 2=% sin \ cosh /\Zw
sinh % sinh %
sinh )\ sinh 2%~

— 2 . 17.18
sinh % sinh /\JFT"J ( )

und aus (ICZH)

B 3A+v - A—v
=sinh = sinh =

A\

(ginhQ(M + %) — sinh? ’\er”) sinh 2 5

. _ . . A .
sinh % sinh M sinh +VJ

L(z;) =
( ]) smh2 >\ /\+ Yi _ ginh A >\+u sinh A-vy
smh)\
__sinh % sinh(\ — )‘_Vj) + sinh()\ + %) sinh _TV’ _ sinh LV’;”‘
a sinh J Y sinh A B sinh U;Uj
(17.19)
)
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Analog findet man

sinh Y==2
M(z)= -2 (17.20)

sinh 2= V’

Diese Formeln werden nun in ('Z8) eingesetzt und wieder geschickt parame-
trisiert:

O —v)gn (v + 2\ = 271) + d(A + v)g, (v — 2\ + 27i)
Gn(v)

mit  ¢(p) == p~ sinhNg : Usmh e

A (p, A\ v) =

(17.21)

Dabei ist ¢(A — v) = a und ¢(A+ v) = b. Die Quotienten der ¢, ergeben [[ L(z;)
bzw. [[ M(z;), wenn man sinh(x & ir) = — sinh(z) berticksichtigt.

Nun ist nur noch [IZ9) zu erfiillen. Diese Gleichung kann als die Forderung
interpretiert werden, da8 A,, eine ganze Funktion von v ist: Wegen ¢, (v;) = 0
mufl dann auch der Zahler an der Stelle v; verschwinden, d.h.

PN —vj) qn (v — 2\ + 27i)

— Vi=1,....n. 17.22
Das bedeutet
N sinh™v /\_"j " sinh 71/’_” 22+ 2mi
Z] = SlnhN >\+V] H Slnh vj— Ijl+2>\ 27
2+ —v; n
smh = S
- (-1 n 2 —(—1 n—1 g ’
(=1) H sinh L*’;f = = (b 111 S5

nach Vergleich mit (IZ17) und (IZIX). Die Gleichungen (TZ22)) zur Bestimmung
der v; haben mehrfache Losungen. Zu zeigen, daf es genau (JZ ) sind, erfordert
Arbeit; wir gehen nicht darauf ein. Wichtig ist, da die Losungen v; nur von A
abhéngen, nicht aber von v und p.

17.5 Kommutierende Transfermatrizen

Wir arrangieren die (J:Z) Eigenwerte A,, fiir jedes n in eine Diagonalmatrix Vp,
und setzen diese als Diagonalblécke in eine 2V x 2V-Diagonalmatrix Vp. Die

Eigenvektoren u(X,,) € C(%) werden so mit Nullen zu einem Vektor U (X,) e C*”
aufgefiillt, dafl das Eigenwertproblem VpU(X,,) = A, U(X,,) entsteht. Setzen wir
die 2% verschiedenen Spalten U(X,,) nebeneinander zu einer 2 x 2N¥-Matrix U,
dann lautet das Eigenwertproblem

V=UVpU*.
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Die Matrizen V,Vp héngen von allen drei Parametern (p, A,v) ab, wihrend U
nur eine Funktion von A ist. Die wichtige Abhéngigkeit is jene von v, so daf
wir von nun an V(v) und Vp(v) schreiben. Das zentrale Ergebnis der obigen
Uberlegungen ist, da8 die Transfermatrizen V (v) zu verschiedenen v (aber glei-
chem \) miteinander kommutieren:

Vi)V =V V(v). (17.23)

Vollig analog setzen wir die (%) Zahlen g, (u) (daes (%) Losungen v; gibt) in
eine 2V x 2V_Diagonalmatrix Qp(u) ein. Definiert man nun Q(u) := UQp(u)U ™!,
so wird aus der Relation (CCZI)) (¢ bleibt scalar)

V()Qv) = oA —1v)Q(v + 2\ — 27i) + ¢(A + v)Q(v — 21 + 271) . (17.24)

Per Konstruktion kommutiert Q(v) mit beliebigen Q(¢/) und V (/).

Nach Baxter kann man nun die Losung des Eismodells aus folgenden alge-
braischen Forderungen gewinnen:

Definition 17.1 i) Seien a, b, ¢ nach (IZI6) durch p, \, v ausgedriickt. Dann
kommutieren fiir festes A, p zwei beliebige Transfermatrizen V (v), V (/).

i) Es gibt Matrizen Q(v) mit det Q(v) nicht identisch Null, die mit allen
Q'), V(') kommutieren und (IZ24)) erfiillen, fiir eine geeignete skalare
Funktion ¢.

iii) Die Matrizen V(v) und Q(v) sind ganze Funktionen von v. Die Eigenwerte
von Q(v) haben eine Darstellung Y, D, exp(%"), mit r € Z oder r € Z + 3
und =N <r < N.

Wir {iberpriifen, daf diese Forderungen auf die vorherigen Gleichungen fiihren.
Die verschwindenden gegenseitigen Kommutatoren implizieren simultane Diago-
nalisierbarkeit V(v) = U diag(A(v)) U™ und Q(v) = U diag(q(v)) U™, mit U
unabhéingig von v. Die Diagonaleintrige der Gleichung ([[724]) fithren dann auf
([ZZ1) zumindest fiir jene v, fir die det Q(v) # 0 ist. Aus iii) folgt eine poly-
nomiale Faktorisierbarkeit ¢(v) = [];,sinh 5% mit 0 < n < N und gewissen
Nullstellen ;. Nun folgt (IZ22) aus der Ganzheit von V' (v), und die Losung dieser

Gleichungen liefert die Eigenwerte A,,.

18 Algebraische Losung des Eismodells
18.1 Kommutierende Transfermatrizen

Wir gehen zuriick zur Ausgangsformulierung des Eismodells (erste Zeile von
(CZT), die Linien werden nicht mehr betrachtet). Sei V5 die Transfermatrix ei-
ner Zeile, parametrisiert durch die Orientierungen o = («;) der vertikalen Pfeile
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unter der Reihe und analog 3 = (f;) fiir die vertikalen Pfeile iiber der Reihe.
Diese Zeile ist Produkt

VQ@ - Zw§1a1|51£2w£2a2|52£3 © Wenan|Bré o Wealper =
¢

= (8

von Vertex-Faktoren w € {0, a,b,c} je nach Typ des Vertex. Die Summe lduft
iiber die moglichen horizontalen Orientierungen &, die mit der Eisregel kompati-
ble sind. Da sich horizontale und vertikale Pfeile nicht mischen, kénnen wir die
Orientierungen wie folgt zusammenfassen: + = {1, -} und — = {J}, <+ }. Dann
gibt es genau die folgenden nichtverschwindenden Vertex-Faktoren:

Witlpy =W ==Q, Wiy =W_qp-=b, Wi jp-=w_y 4 =cC.
(18.2)

Unser Ziel ist es, die Kommutativitdt zweier Transfermatrizen V,V’ zu ver-
schiedenen Faktoren w,w’ zu studieren. Das Produkt ist die Summe {iiber die
vertikalen Orientierungen v zwischen beiden Zeilen:

(VV/>2§ = Z VQQV:/@ = Z Sermleanlar B OeamslEsmslasfe " Oennnleimlan By (18.3)
X

&n

B ,
n n

w/

/
Senlern'|ap = Z Wealye' Wy gy = Z v

y=% =% w

£ ¢

Die dabei auftretenden Faktoren S haben folgende Interpretation: Sei W der 2-
dimensionale Vektorraum mit Basis (e, e_). Dann fassen wir fiir festgehaltene
(a, B) die Faktoren Seyjenyjap als lineare Abbildung S(a,3) : W @ W — W @ W
auf, definiert durch

(S(a, 5)(%?/))57,7 = Z Senlern'|asTe Yoy - (18.4)

&

Das Produkt (IX3) kann nun abkiirzend geschrieben werden als

(VV')ap = trwew ( lj__\[[ S(au, 51)) : (18.5)

Analog ist das umgekehrte Produkt

N
(V,V)gﬁ = trwew < H S/(aia Bl)) ) Sén|f'77'|045 = Z wéawg/wm{mn/ . (186)
i=1

==
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Hinreichend fiir Kommutativitit VV' = V'V ist S(«a, ) = TS (a, B)T " fiir
eine lineare invertierbare Abbildung 7': W @ W — W ® W unabhéngig von «, (3.
Wir bezeichnen die Matrix-Elemente von 7" € Aut(W ® W) mit w,..,. Dann
bedeutet ST =T5":

! " _ " !
7,¢ =% 7€' m' =%

Diese Identitét 148t sich graphisch interpretieren als Umformung zwischen zwei
Dreiecken:

!

(18.8)

5”

o [0

Wegen a, 3,&,n,&,n = £ ist (I8) ein System aus 25 = 64 Gleichungen. Wir
nehmen an, dafl neben w € {a, b, ¢} und w' € {a’, ¥, '} auch w” die gleiche Form
([IB32) hat, nur mit Parametern w” € {a”,V","}. Das Problem l&8t sich durch
Symmetriebetrachtungen auf 6 Gleichungen reduzieren, von denen 3 identisch
erfiillt sind (siche Baxter §9.6). Die verbleibenden 3 Gleichungen sind

ac  —bc —ca' a” 0
0 ¢ bad—at |-[ 0V |=10]. (18.9)
c —cad —bc " 0

Damit T invertierbar ist, suchen wir nichttriviale Losungen, d.h. die Matrix hat
verschwindende Determinante. Unter der Annahme a, b, c,a’, b, ¢ # 0 folgt A =
A’ mit A gegeben durch (TZI). Wir bestétigen also das vorherige Resultat aus
dem Bethe-Ansatz: Verschiedene Transfermatrizen mit gleichem A kommutieren.

Nun geht es darum, a, b, ¢ neu zu parametrisieren, so daf§ V' eine ganze Funk-
tion wird. Mit b = ax folgt ¢ = av1 —2Ax 4+ 2? = a\/(:p — ) (z — i) mit
A=i(z+ %1) Die Wurzel 1aft sich vermeiden durch den Ansatz t* = 2=%-. Mit

o
$%—t2
x1(1—t2)

a=pz(l-1), b=p (a3 —t%), c=p(z} -1t (18.10)

wéhrend A nur von z; abhéngt. Es ist nun nicht schwer, auf die Variablen ([IZ10)
aus dem Bethe-Ansatz zu transformieren:

r = und Redefinition von a zur Beseitigung des Nenners ergibt sich

A v—A

T =—e ", 20t =p, t=ecz . (18.11)
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Es sollte klargeworden sein, dafl dieser zweite Weg deutlich einfacher ist.

Nun verbleibt noch die Bestimmung der nichttrivialen Losung a”,b”,¢” von
([IX3). Ausschreiben des Systems zeigt Invarianz unter a” <> a, b" <> b, ¢’ < ¢,
so dal A = A" = A" folgt. Es ist dann sinnvoll, auch a”, V", ¢ wie in ([CZIG) zu
parametrisieren, mit gleichem A\ aber unabhéngigen " (p spielt keine Rolle). Die
erste Gleichung ([I[89) lautet dann aa” — bb"” — a'¢” = 0 oder

. 2— ) 2 % ) . 1" . .
0 =sinh w sinh % — sinh % sinh )”LT” — sinh 2 5% sinh A

. 7 . . ” . .
— sinh? \ cosh 2”++” — ginh A cosh \ sinh 2”++” — sinh 2= sinh \

2
= —sinh A < sinh %”" + sinh /\_2”/)

= —2sinh Asinh ””%’/*”" cosh %“V”*/\ _
Wegen ¢ = psinh A # 0 folgt

A o 7

sinh 2 4” . (18.12)

Es zeigt sich, dafl die beiden anderen Gleichungen auf die gleiche Losung fiihren.

Da v/ +— 1/ + 4kmxi nichts an o', b, ¢ adndert, konnen wir A +v — v/ + 1" = 0

annehmen. Fiihrt man (als letzte Transformation) v = (X 4 v) und analog fiir
v’,v” ein, so ergibt sich die einfache Losung

v =v 4" (18.13)

fiir die Matrix-Elemente w” von T.

18.2 Ausblick: Yang-Baxter-Gleichung

Wir geben nun eine dquivalente Formulierung von (IX7) an, die weitreichende
Konsequenzen in der Mathematik hat. Sei wieder W der zweidimensionale Vektor-
raum mit Basis (ey,e_). Fiir fiihren lineare Abbildungen R‘(v) : WY — WV
ein durch

(Ri<v))g§ = 504151 o .5ai7161—1waiai+1|5i51+1 (v)5a¢+25¢+2 e 504N5N : (18'14)
Dabei ist w = w(v), v’ = w(v’) und w” = w(v"”) mit v + v” = v'. Die Kompati-
bilitiatsbeziehung (I87) lautet dann

R ()R (v + 0" R (") = R\(W")R™ (v +v")R'(v) , (18.15)
R'(v)R!(?) = R(9)R'(v) fiir |i — j| > 2.

Dabei kann fiir © jeder der Parameter v,v’,v” gewéahlt werden. Die obere Glei-

chung (I8TH) heifit Yang-Baxter-Gleichung. Jede nichttriviale Losung dieser Glei-

chung, fiir allgemeine Wahl des Vektorraums W, definiert eine Transfermatrix fiir
ein integrables (d.h. losbares) Modell der Statistischen Physik.
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Es gibt verschiedene Reformulierungen der Yang-Baxter-Gleichung. Schreibt
man R’ =: R%*! so entsteht

R23(U)R12(U 4 U”)R23(U”) — R12(U”)R23<U 4 U”)R12<U) )
Fiihrt man noch eine zusétzliche Permutation P (v; ® v;) = v; ® v; ein, dann
erfiillt RY := PYRY die Relation
RlZ(v)Rl?)(v + ’U”)RQ?’(U”) _ RQ?’(U”)RB(U + UN)RH(’U) ) (18.16)

Dabei wirkt jetzt R' auf die duBeren Faktoren vy, v3 im Tensorprodukt v; @us®us,
withrend R'? und R auf Nachbarn wirken.

Oft unterdriickt man die Parameter v, v” (d.h. setzt sie Null). Die Gleichung
[BIH), fiir v = v"” = 0, liefert eine Darstellung der Zopf-Gruppe und stellt da-
durch Verbindungen zur Knotentheorie dar. Die Gleichung (I8T6) wird fiir das
Koprodukt einer Hopf-Algebra gefordert und schrankt allgemeine Hopf-Algebren
auf die interessantere Klasse der quasi-trianguldren Hopf-Algebren ein. Im wesent-
lichen sind diese dasselbe wie Quantengruppen. Eine besonders einfache Losung

von ([I8T4) ist

Rle, ®e ) =€, Qey , Rle_®e )=e_Qe_, (18.17)

Rles@e ) =qle-®ey) Rle-®@ey)=qles e )+ (1 —g)e-@ey).

Solche g-Deformationen klassischer Relationen (hier der Vertauschung) sind ty-
pisch fiir Quantengruppen.

18.3 Konstruktion von

Zur Losung des Eismodells iiber den algebraischen Zugang fehlt uns noch der
Operator @, der die Gleichung (24 erfiillt. Sei y eine Spalte von Q. Da V
nach (I8 ein Produkt von Vertexfaktoren W, q8. ist, erscheint es sinnvoll, auch
die Spalten von @ als ein solches Produkt anzusetzen: y, = g} g2, - - - g5 . Dann

folgt aus (IXJ])

(V)a =Y Vapys = trw (G4, G2, -GN | (Giee =Y Wealper gy »
B B=+

G = ( agy O ) . Gl= ( bg- cgy ) . (18.18)
cgt byl 0 ag"

Die Matrixdarstellung bezieht sich auf die Basis (e;,e_), z.B. (GY)_4 =

> s W_yprgs = cg'. Die Idee besteht nun darin, die Matrizen G} =

PH! (P ™Y simultan fir beide Vorzeichen o = + in obere Dreiecksmatrizen

i/ il
H! = ( gg‘ gg?” ) zu transformieren (mit PV = P1). Falls das gelingt, folgt

«

N N
(Vy)o = trw (Hy H2, - HY ) =[] gl + [ [ 9t - (18.19)
i=1 =1
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Bezeichne p' € W = C? die erste Spalte von P?, so reduziert sich die erste Zeile
der Gleichung G% P! = P'H! auf

D weapegh = pig (18.20)
B,&’

Fiir jedes 7 sind das wegen (I8IS) vier Gleichungen (entsprechend &, v = +£1)

agipit =plgl gt pitt 4 bglptt = pl gl
bg' pit +cg'pTt = plg” | ag' p™t =ptg” . (18.21)

Diese haben eine nichttriviale Losung (¢, g, g%, g” ), wenn die Determinante der
entsprechenden 4 x4-Matrix verschwindet. Diese Bedingung lautet

1 rtt r i Pl i+1 i
A= —( = + 7«@'+1) , rt = ZZ , = 7" =—rlexp(x)), (18.22)
mit A gegeben durch (TZI0). Somit folgt ' = (—1)r exp(A(c! + -+ -+ ")) mit
unabhingigen Vorzeichen o¢ = %1 bis auf Ziil o' =0 wegen 7y, = r; (auBer-
dem mufl N gerade sein). Da es auf globale Faktoren nicht ankommt, wéhlen wir
g'. =p, =1 und p°. = r". Die Losung von (IZI) ist nun mit (ITZIG)

)
g, =1, gi_:'riia—irbe = pie’3 0
c
' g s
i =a, gt = g e
Die Losung fiir g ergibt sich aus det(GLP'*') = det(P'H.). In dem

vollstindigen Produkt [V, g2 in [[EI9) kiirzen sich die det P, so daB wir
det P? = 1 annehmen diirfen. Insgesamt folgt

gy =", g = —brie"z o
Somit ist gezeigt (als Vektoren in W):

g =hi(v), g¢"=ahi(v+2X—2in), ¢" =0bh'(v — 2\ +2ir),

hi(v) = ( i exp(%(1)\+1/)ai) ) : (18.23)

Fassen wir diese Vektoren wieder zusammen zu yg(v) = hp (v)---hj (v), so

lautet die Gleichung (IZ19)
V(w)y(v) = aVy(v + 2\ — 27i) + Ny (v — 2\ + 27i) . (18.24)

Die Gleichung gilt unabhiingig von der Wahl von o; und r. Bilden wir nun 2V
verschiedene solche Vektoren y durch Linearkombinationen von {y(v,r, o)}, und
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schreiben wir diese Vektoren nebeneindander als Spalten einer Matrix Qg(v), so
wird mit a” = (psinh %)N =: ¢(A — v) und bN = (psinh %)N = oA+ )
exakt die Gleichung ([CCZ4) fiir Q — Qg erhalten,

V()Qr(v) = ¢(A — 1)Qr(v 42X — 2mi) + ¢(A + 1)Qgr(v — 21 + 27i) . (18.25)

Es ist plausibel, wenn auch nicht wirklich beweisbar (siehe Baxter), dafl diese
Matrix invertierbar gewéhlt werden kann.

Nun verbleibt noch, die Kommutativitat von Q(r) mit Q(v'),V (v') zu errei-
chen. Dazu {iberlegt man sich, daf§ Vertauschen von a, b, also v — —v, in (I8IS)
einer Transposition entspricht: V(—v) = V*(v). Baut man aus den zugehorigen
Losungsvektoren y(—v) die Matrix Qr(—v) =: Q% (v), so entsteht durch Trans-
ponieren von ([[827) die Gleichung

Qr(W)V(v) = oA+ v)Qr(v — 2\ + 271) + ¢(A — v)Qr(v + 2\ — 271) . (18.26)

Eine explizite Rechnung (siehe Baxter) zeigt, dafl das Skalarprodukt verschiede-
ner y in folgendem Sinn symmetrisch ist:

<y(_yla ’r/’ 0/)’ y(’/a Ty 0)> = <y(—1/, rla U,)a y(l/’ Ty U)) .

Das ist aber exakt die Kommutativitit Qp (v )Qr(v) = Qr(v)Qgr(V'). Wihlt
man nun ein vy mit det Qr(ry) # 0 und det Qr(—1p) # 0, und definiert
Q) :== Qr(v)QR' (W), so folgt aus dieser Kommutativitit fiir »/ — 14 zunichst
Q) = Q;'(1)QL(v) und dann Q()Q(v) = Q(v)Q('). SchlieBlich ergibt Mul-
tiplikation von ([82ZH) von rechts mit Q' (1y) und von ([[82H) von links mit
Q1" (v) die Kommutativitit Q(v)V (v) = V(v)Q(v). Aus der simultanen Diago-
nalisierbarkeit folgt dann Q(v)V (V') =V (v")Q(v).

Somit sind alle Eigenschaften der Matrizen V, (@ in Definition [[7.1] gezeigt
(die Wachstumsbedingung iii) ist in der Losung h'(v) nach ([[8Z3) enthalten).
Nach Zerlegung des Eigenwertproblems in Blécke der Dimension % (die entspre-
chende Diskussion haben wir unterdriickt), fithrt die algebraische Losung auf das

Eigenwertproblem (IZ21)+(TZ2), also

hN A— 1/] 1nh vj—U— 2)\+27r1

sin

- S
WY A*”ﬂ =-11 mhw ' (18.27)

sin 11 S

Dessen Losung iiber die Integralgleichung (I7I4)) zur Bestimmung des grofiten
Eigenvektors ist natiirlich dennoch notwendig. Die Koordinatentransformation
([ZI0) fiihrt auf einige Vereinfachungen, die wir im folgenden Abschnitt kurz
betrachten.

18.4 Bestimmung des Kontinuumsmafles

Zur weiteren Behandlung von (I8Z7) sind reelle Parameter notwendig. Sei im
folgenden A = —cosh A < —1, also A reell. Die Diskussion von —1 < A < 1 ist
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analog, muf} aber getrennt erfolgen. Fiir A € R erfordert der Ansatz z; € S* fiir die

Lage des groBten Eigenwertes, dal v; = —ia; mit «; € [—m, 7]. Logarithmische
; sinh 2tle
Ableitung der entstehenden Gleichung e*(®) = = E ;Qia liefert
Sin. 5
dk(a) 1 A +ia A — i sinh A
= ~( coth th ) - . 18.28
da 2 (CO teo 2 cosh A — cos a ( )

Somit ist [—m, 7] 3 a — k(a) € [—m, 7] monoton und im Inneren differenzierbar.
Die Faktoren der rechten Seite von (1) werden zu

-0 _ _Smh =5 S L ) _ sinh(2)
~ sinh wf*a) d3  cosh(2)\) — cos(f—a)
(18.29)

Nach Variablentransformation p(k(3))dk'(3) = 5-R(8)dS wird aus der oberen
Integralgleichung in (I.I4)) die Gleichung

Nk(a) = —x(n+ 1)+ N [ ds R(B) — QE / B R(3)O(a,B).  (18.30)

—Tr —Tr

Aus dieser entsteht durch Ableitung nach o unter Verwendung von ([Z2¥) und

([[829) die Gleichung

B sinh A 1 [" sinh(2))
R(a) = coshA —cosa %/ ap R<6)cosh(2>\) —cos(f — ) (18:31)

—Tr

mit Nebenbedingung

% - % /i B R(B) . (18.32)
Fourier-Transformation
Ry e % / W A3 R(B)E™ & R(B) = i Rpe—™  (18.33)
mit m € Z, fiihrt auf
1 (7 €™ sinh A

m
2 ) .

— d do R : 18.34
Z /_ ﬁ/ @ cosh(2\) — cos(f — «) (18:34)

cosh \ — cos o

Nach Verschiebung o — o = a+ [ entsteht ein Integral iiber o/ € [—7+ 3, 74 f].
Fiir 5 > 0 liefert das Teilintegral iiber [, 7+ 3] den gleichen Wert wie das Integral
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tiber [—m, —7 + f], so daB wir « {iber [—m, 7] oder [0,27] integrieren koénnen
(ebenso fiir # < 0). Das verbleibende [-Integral ergibt 276,,;. Residuensatz oder
Gradstein-Ryshik §3.613.1 liefern

1 /2” o cos(ma) sinh A _ —lmlx
27 Jo cosh A — cos ’

so daf} im Endergebnis

- 1

SR — 18.
"™ 2cosh(Am) (18.35)

entsteht. Die Nebenbedingung fiir den Sektor n zum groBten Eigenwert (aus der
Bedingung |z;| = 1) lautet einfach % = Ry = 1.
SchlieBlich verbleibt in ([CZH) die Transformation

bsinh 2512 + 2p cosh A sinh 242 + ¢ sinh 2412

L eik‘(a) — : :
( ) a sinh ’\_% — bsinh ’\Jr%
sinh \ sinh 2“% sinh W
B 1(cosh 22=£=2 — cogh 2Atrtia) ~ sinh viia
und somit (nach analoger Rechnung fiir M)
v —A—ia v—\ A—ia
. eM? —e : eV —e
L(e*@) = : : M)y = —— — 18.36
() = @)= )

In der freien Energiedichte (IZ.TH) bendtigen wir die Logarithmen dieser Funk-
tionen. Fiir v < 0, also a > b, ist €; < €3, so dafl wir (zumindest fiir kleine 7T") die
Entwicklung von In L bendétigen:

©  —mA
In L(eF@) = A+ v+ i — Z € (efm()\Jrl/Jria) —_ gmAria)) (18.37)
m
m=1

Mit (I[835) folgt

T " ik(a)
f‘u<0:61_§/_7rdo‘ R(a) In L(e™')

At+v =, e ™ ginh(m(\ + v
s (3 + 1)

:El_T< 9

(18.38)

m cosh(mA\)

Analog ergibt sich (tatséchlich sind beide Ergebnisse wegen sinh(m(A + v)) =
sinh(m(A — v)) + 2 cosh(mA) sinh(mv) identisch)

flooy =€ — T(A 5 ’ 4 T; c” Wsllzli(h”(ﬂ‘%)_ ”))> . (18.39)
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In volliger Analogie findet man fiir —1 < A = —cos(\) < 1

©  sinh((m —
=€ —T d
f=a /_OO v 2z sinh(mx) cosh(Az)

N
(
B ¢ sinh((m — A)x) sinh((A — v)z)
—eT T/_ d 2z sinh(7z) cosh(A\x) ’ (18.40)

x)sinh((A + v)x)

o0

siehe Baxter, Kapitel 8.8. Im Spezialfall ¢; = 0, also a = b =c=1,v=0und
p = 5 ergibt sich das von Lieb bewiesene Resultat f = —=- ln =

Phasenubergange finden bei A = —1, also A = v = 0 statt da die Trans-
formation (CZI6) dort singulédr wird. Das genaue Verhalten und die kritischen
Exponenten hiangen empfindlich von den gegenseitigen Beziehungen ¢, €3, €5 ab.
Genaueres wird in Baxter, Kapitel 8.104-8.11, diskutiert.

18.5 Ausblick: 8- Vertex-Modell

Diese algebraischen Methoden wurden mit Erfolg zur Konstruktion weiter Model-
le genutzt. Ein wichtiges Beispiel ist das 8-Vertex-Modell, das zusatzlich zu ([II[])
zwei weitere Vertices (Quelle und Senke) hat mit Boltzmann-Faktor d = e~ 7

+

Alle Schritte lassen sich (mit grofierem Aufwand') ibertragen. An Stelle von

. . .. 2_ 22
(CZI0) hat man zwei Diskriminanten A = €4P=—& 4 T — 2b—cd Dy qyrch
2(ab+cd) ab+cd”’

sind die hyperbolischen Funktionen durch Jacobische elliptische Funktionen zu
ersetzen. Einzelheiten finden sich in Baxter, Kapitel 10.
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Teil I1I
Die Renormierungsgruppe

19 Skalenhypothese und Blockspins
19.1 Skalenhypothese (Widom)

Definition 19.1 Eine Funktion f von zwei Variablen heiBt verallgemeinerte homo-
gene Funktion, falls f(\x, \y) = \f(z,y).

Mit A =y~ folgt flz,y) = y%f(i%, 1), d.h. f héngt nur von einer Kombination
der Variablen z,y ab. !

Die Skalenhypothese (Widom, 1965) besteht in der Annahme, dafl der nicht-
analytische Teil der freien Energiedichte f = ﬁ in der Néhe des kritischen
Punktes eine verallgemeinerte homogene Funktion ist.

Fiir das Isingmodell sind die Parameter gegeben durch reduzierte Temperatur
T T = % und Magnetfeld y — h > 0:

f=hof(E 1) =T f(1, L) (19.1)

Im Prinzip darf f fiir positive/negative 7, h verschieden sein; zur Vereinfachung
der Diskussion ignorieren wir diese Moglichkeit. Nach (TZI0) gilt
of

m = —

oh

||
>=
=
L
/N
I
S
\
/-\
—_
S—

)+ L0 ()
—7e (- 8f( ) - (19.2)

Ist 7 =0 und h # 0, so darf die obere Gleichung verwendet werden, wahrend fiir
7 # 0 und h = 0 die untere Gleichung genommen werden mufl. Durch Vergleich

mit ([ZTZ) lesen wir ab:

1— b b
— = 19.
8= 5= s (19:3)
Die nochmalige Ableitung der unteren Gleichung liefert
62f 2b 1 2b
=2l g s =261, 0

Die Skalenrelation v = (6 — 1) hatten wir bereits in (ﬂm) erwéhnt. SchlieBlich
erhalten wir fiir die spezifische Wérme

7—+ 182f (21)(T+1
C = — —_— =T a _—

T, o7 I: (- s,

+(1-b-a) 50, (1, 4) + (

) (19.5)
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Fiir h = 0 folgt durch Vergleich mit (TZT2):

1
a=2—— = a+28+y=2. (19.6)
a

Damit ist in der Rushbrooke-Ungleichung (CZI8) die Gleichheit realisiert.

19.2 Blockspins (Kadanoff)

Die Gleichungen o + 25 + v = 2 und v = [(d — 1) sind in allen wichtigen
Modellen und auch experimentell erfiillt, so daB} wir von der Korrektheit der
Skalenhypothese ausgehen konnen. Eine tiefere Begriindung wurde erstmals von
Kadanoff (1966) gegeben. Ausgangspunkt ist die Annahme, dafl am kritischen
Punkt die Korrelationslédnge divergiert (was wir spéter noch genauer diskutieren).
Deshalb ist das Verhalten des Systems bei kurzen Absténden irrelevant und kann
durch eine Mittelung ersetzt werden.

Sei das System auf einem Gitter der Weite a definiert. Kadanoffs Idee besteht
darin, die Spins o; in einem Wiirfel J der Kantenlinge La zu einem Blockspin
zusammenzufassen. Oft nimmt man das Vorzeichen des Gesamtspins innerhalb
J. Eine Wahl, die spéter in der Quantenfeldtheorie verallgemeinert wird, ist

1
S; = Ezo—j. (19.7)
jeJ

Der Faktor % ist eine Renormierung, die sicherstellt, da§ im Limes L — oo (bzw.
einer unendlichen Iteration des Verfahrens) der Blockspin weder unendlich noch
identisch 0 wird. Sind alle o; parallel, so folgt Z = L”. Wegen der thermischen
Fluktuation erwarten wir aber einen kleineren Wert 7 = LY mit 0 < y < D. Da-
mit nimmt der Blockspin die Werte —LL—]_j, —sz 2 .., Ii—i an. Die Vielfachheiten
beriicksichtigen wir in einem Faktor e*(>7). Ist H (o) der urspriingliche Hamilton-
Operator (der Temperatur und Magnetfeld als Parameter enthélt), dann kann

die Zustandssumme partiell summiert werden in eine Summe iiber Blockspins:

Z = Z e Hl) —, Z e H ) (19.8)

0'17...70'ND::|:1 Sly---ysNDE[fLDivaDiy]
i .
o H'(S) — § : M50 —H(o) it E 59 =1 Vo .
01,0 yp==%1 S1,.S D €[-LP~V,LP-Y]

Der neue Blockspin-Hamilton-Operator H’' wird im allgemeinen sehr kompliziert
sein. Man ersetzt H' deshalb durch einen anderen Operator H, der sich einerseits
méoglichst wenig von H’ unterscheidet und andererseits die Summe iiber S; bere-
chenbar macht. Im einfachsten Fall nimmt man fiir H dieselbe Form an wie fiir
H(o,,h), nur mit o ersetzt durch S und 7 — 7 und h — h. AuBer in speziellen
D = 1-dimensionalen Modellen ist das eine sehr grobe Naherung, so dafl man
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keine quantitative Ubereinstimmung erwarten darf. Qualitativ sind die Ergebnis-
se jedoch erstaunlich gut. Die Begriindung wird spéter gegeben; im wesentlichen
lauft es darauf hinaus, dal der urspriingliche Hamilton-Operator H nur dann ein
sinnvolles Modell beschreibt, wenn H — H die Form behilt.

Da das Magnetfeld h an den Gesamtspin » . o; koppelt, der in H durch > 5
ersetzt wird, miissen wir h = Zh = LYh setzen. Fiir die reduzierte Tempera-
tur kann man i.a. keine funktionelle Abhéngigkeit beweisen, so dafl wir einfach
7 = L*T annehmen. Letztlich ist diese Annahme nichts anderes als die Skalenhy-
pothese. Aus Zyo(7,h) = Zn/1)p (T, iz) folgt dann fiir die freie Energiedichte

F(Lo7, L) = f(7, ) = W In 210 (7, )
= LD% In Zyo(7,h) = LP f(7,h) . (19.9)

Mit der Ersetzung L” = Aund z = aD, y = bD ist das exakt die Skalenhypothese

()

19.3 Beispiel: D = 1-Isingmodell

Wir gehen zuriick zur Transfermatrix (I33) des eindimensionen Isingmodells. An
Stelle von h, T, J fithren wir K = % und b = L& ein. Wir hatten gesehen:

T
€K+b €_K )

Zn(K,b) = tr(VV(K, b)) , V(K,b) = < LK Kb (19.10)

e

Die Idee der Renormierungsgruppe besteht darin, die Zustandssumme in Teil-
schritten auszurechnen. Wir fassen die Spins 03,1 und o5, zu einem Blockspin
zusammen (d.h. L = 2) und summieren tiber alle geraden Gitterpunkte. Offenbar
ist das nichts anderes als die Bildung von V2. Fiir 2 x 2-Matrizen ist nun leicht
nachzurechnen, dafl

(V(K,b))? = DV ((K'(K,b),b/(K,b)) (19.11)

fiir geeignete Funktionen K'(K,b), b'(K,b) und g(K,b). Das ist bereits die Trans-
formation H — H. Explizit findet man

2¢" cosh(2K +b) = e*7eM 2¢ b cosh(2K — b) = Xl
2cosh(t) = e (19.12)

mit der Losung

o lln (COSh(2K +b) c;)sh(ZK - b)) |
4 cosh” b
1 cosh(2K +b)
V=b+—-In(————+—=
- 2 (cosh(ZK - b)) ’
1
9=3 In (16 cosh(2K + b) cosh(2K — b) cosh® b) . (19.13)
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Diese Ausintegration 148t sich wiederholen und fiithrt auf ein Ising-Modell der
viertel Grofie, usw:

(K,b) 22 (K", 0) 22 (K" vy 22 (19.14)

Der auf diese Weise entstehende Flufl im Parameteraum (K, b), bzw. im Raum
physikalischer Modelle, heifit Renormierungsgruppenflufy ode kurz RG-Flufl. Wei-

ter ist klar, dafl (K”,b") auch direkt aus dem Vergleich von V4 mit V' zu er-

halten wére, (K,b) LN (K", b"). Mit anderen Worten, die Transformationen

{R. : L € N} bilden eine Halbgruppe
RL e} RL/ = RLL/ . (19.15)

die Renormierungsgruppe genannt wird. Es ist keine Gruppe, da sich das Ausin-
tegrieren nicht riickgéngig machen 148t.

Die Renormierungsgruppe enthélt schon die wesentlichen Informationen iiber
kritische Phinomene: Wir werden spéter sehen, dafl kritische Punkte gerade sol-
che sind, an denen das Modell selbstdhnlich wird. Mit anderen Worten, es sind
genau die Fixpunkte (K,,b,) der RG-Transformation (K,b) — (K',b'). Im 1D-
Isingmodell findet man, dafl die stabilen Fixpunkte gegeben sind durch die Gerade
K, =0, d.h. T = oo, und b beliebig. Daneben gibt es den instabilen Fixpunkt
K, = oo bzw. T' = 0. Die einzige Kritizitdt bei 7" = oo ergibt sich auch aus
der exakten Rechnung. Zu beachten ist aber, dafl die Diagonalisierung von V' nur
deshalb gelang, weil es nur um 2 x 2-Matrizen ging. Der entsprechende Schritt
H — H kann im allmeinen nur niherungsweise durchgefiihrt werden, dann aber
auch fiir Modelle, die nicht exakt 1osbar sind.

Durch die Renormierungsgruppe kénnen wir das D = 1-Isingmodell am kriti-
schen Punkt direkt 16sen:

In Zy (K", 1)
In Zy (K, b) It A
—2NY T (KLb) + -
N g( ) )+ 2 % )
N—oo 1 ! 1/
= F(KB) = Tg(K.b) + S f(KY). (19.16)

Insbesondere ist f(K,,b) = —2Tg(K,,b). Ndherungsweise gelingt das auch in
hoheren Dimensionen.

19.4 Renormierungsgruppentransformation (Wilson)

Das Prinzip der schrittweisen Ausintegration der Freiheitsgrade kommt vor allem
in Modellen der der Quantenfeldtheorie zur Anwendung. In Modellen der Stati-
stischen Physik kombiniert man die Ausintegration mit weiteren Schritten, die
wieder auf den gleichen Satz von Freiheitsgraden zuriickfithren. Diese Methode
geht im wesentlichen auf Wilson zuriick. Der entscheidende Vorteil ist, da3 auf
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diese Weise eine Transformation in einem Vektorraum der Kopplungskonstanten
entsteht. Zwar ist dieser unendlich-dimensional, aber wichtige Eigeschaften las-
sen sich mit Standardmethoden der linearen Algeba erhalten. Die Transformation
besteht aus folgenden Schritten:

Definition 19.2 (Wilson) Gegeben ein System fiir N” Spins ¢;. Die Renormie-
rungsgruppentransformation ist die Hintereinanderausfiihrung folgender Schritte:

i) Vervielfachung des Systems auf N” := (LN)P Spins oy,. ., o). Fir

N geniigend groB kann die Anderung der freien Energiedichte vernachlissigt
werden.

ii) Blockspin-Transformation z.B. 0; — S, =>"._,0;, J=1,...,N.

jeJ
iii) Renormierung S; = L7YS".

iv) Dezimierung der Freiheitsgrade

LD
( Z e*HND(O')) — (ZND)LD ~ Zgp = Z e Hxp(0)

01,50 ND 01,30 {§D

= S St~ 3 el

S1,...Syp © S1,SyD

(19.17)

Dabei ist Hyn(S,0) = —u(S, o) + Hyp(o) mit 2517...7SND o(So) — 1

4

v) Stauchen aller Lingen ¢ — ( := £,

GroBe schrumpft.

so daB das System auf die urspriingliche

vi) Umbenennung Sy —o; mit j=J=1,...,NP.

Auf diese Weise erhalten wir eine Transformation Hyp(c) — Hyp(c) von
Hamilton-Operatoren fiir dasselbe Spin-System o4, ...,oxp. Sinnvollerweise pa-
rametrisiert man alle moglichen, mit der Symmetrie vertréglichen, Hamilton-
Operatoren durch Kopplungskonstanten K,. Neben dem K des Isingmodells fiir
die Wechselwirkung néchster Nachbarn addiert man Beitrége fiir die Wechselwir-
kung iibernéchster Nachbarn, 4-Spin-Wechselwirlungen, usw. Dadurch kann man
Hyo (o) — Hyp (o) als Transformation K = Ry (K) auffassen.

19.5 Die Korrelationslinge
Die Korrelationslédnge ¢ charkterisiert den exponentiellen Abfall (CZT4)) der Spin-

_li—kl
Spin-Korrlation (o;0%). >~ W, gemessen in Gittereinheiten. Bei der Zusam-

menfassung von je L Spins zu einem Blockspin verringert sich die Korrelati-
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onslédnge entsprechend & — %f . Da die Korrelationslange durch die Kopplungs-
konstanten K bestimmt ist, schreiben wir

1
§(RL(K)) = (K. (19.18)
Diese simple Gleichung hat eine wichtige

Folgerung 19.3 Fizpunkte K, = R (K,) der RG-Transformation entsprechen
divergierender Korrelationslinge & — oo.

Es ist nun naheliegend, diese Divergenzen der Korrelationsldnge mit dem kriti-
schen Verhalten anderer Groflen (spezifischen Wérme, magnetische Suszeptibi-
litdt) in Verbindung zu setzen. Tatséchlich bestétigt auch das Experiment eine
grofle Reichweite der Korrelationen in der Néhe des kritischen Punktes

Schreiben wir abkiirzend &(Ry(K)) =: €, so zeigt der Vergleich von 1 2 mit

der Relation Z = (1)~* aus ([Z9), daB wir £ ~ 7 ~% erwarten. Aus der Definition

e . 1 . o
(ZTH) des kritischen Exponenten v lesen wir v = = ab, und mit z = aD aus

([[I3) folgt
1
Dv=—-=y+2=2—-a. (19.19)
a

Direkt an der kritischen Temperatur 7 = 0, also divergenter Korrelati-

onsldnge, war die Spin-Spin-Korrelation gegeben durch (ojoy). =~ Ij—k\%”"’

wieder gemessen in Gittereinheiten. Aus dem Vergleich der Definition ([ZI3))
der Spin-Spin-Korrelation mit der magnetisischen Gesamt-Suszeptibilitat ([CZTTI)

folgt
XND = Z (0j0k)e = NP Z (000%k) e
.k

wobei im zweiten Schritt die Translationsinvarianz ausgenutzt wurde. Somit gilt
fiir die Dichte der Suszeptibilitét pro Gitterplatz x = ), (000%).. Diese Summe
kann auf |k| < & beschrénkt werden, da jenseits der Korrelationslidnge die Beitréige
exponentiell abfallen:

kPR,
X = Z {o00k). Z kD 240 LD—2+n ~ & (19.20)
|k|<¢ |k|<¢ 0

Setzen wir y ~ 777 und £ ~ 77" ein, so folgt als letzte Relation

vy=2-n. (19.21)
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20 Linearisierung in der Nidhe des kritischen Punktes
20.1 Klassifizierung der Kopplungen

Sei X der Vektorraum der Kopplungskonstanten eines Modells und R : X —
X die RG-Transformation. Angenommen, diese habe in K, = R(K,) einen
Fixpunkt. Dann gilt in der Nédhe dieses Punktes

Ri(K) — Rp(K,) = DRy o (K — K,) , (20.1)

wobei DR, : X — X das totale Differential (Jacobi-Matrix) ist. Wir nehmen an,
(L)

daB das Eigenwertproblem DR (e;) = p; ’e; losbar ist. Hintereinanderausfithrung

mehrer RG-Transformationen fithrt wegen Ry Ry = Ry auf pZ(L) pEL/) = pZ(LLI)
mit Losung ng) = LY. Verschieben wir noch in K, = 0, so entsteht insgesamt
d
RL(ei) = Lyiei s Ld_LRL(eZ) = Y;€; . (202)

Die folgende Definition erweist sich als wichtig:

Definition 20.1 Eigenvektoren e; des linearisierten RG-Operators DR im Vektor-
raum der Kopplungskonstanten eines Modells heiBen

e relevant, falls y; > 0,
e marginal, falls y; = 0,
e irrelevant, falls y; < 0.

Fiir alle irrelvanten Eigenvektoren folgt limy ., Ry (e;) = 0, d.h. der (typischer-
weise unendlich-dimensionale) Unterraum der irrelevanten Kopplungen wird un-
ter der RG-Transformation in den kritischen Punkt K, = 0 geschickt. Die Urbil-
der von K, = 0 unter der RG-Transformation bilden die kritische Mannigfaltig-
keit M, C X. Sie ist dadurch charakterisiert, dafl die relevanten und marginalen
Kopplungen identisch Null sind. Typischerweise hat die kritische Mannigfaltig-
keit endliche Kodimension. Diese endlich vielen Parameter, also die Werte e;
der relevanten und marginalen Kopplungen, charakterisieren somit das System
vollstindig in der Ndhe des kritischen Punktes. Dadurch wird erklart, dafl das Sy-
stem am kritischen Punkt durch nur wenige Parameter beschrieben wird (Univer-
salitét). In Spin-Systemen sind diese relevanten Kopplungen gerade die Kopplung
néichster Nachbarn und der Gesamtspin, und diese kodieren reduzierte Tempera-
tur und Magnetfeld. Obwohl die RG-Transformation zunéchst einen komplizier-
ten effektiven Hamilton-Operator generiert, diirfen wir gefahrlos alles wegproji-
zieren, was nicht die gleiche Form wie der Anfangs-Hamilton-Operator hat. Dabei
ist natiirlich zu beweisen, dafl man zu Beginn alle relevanten/marginalen Kopp-
lungen beriicksichtigt hat! Aber insgesamt wird versténdlich, weshalb makrosko-
pische Systeme aus 10?* Freiheitsgraden so gut durch sehr wenige Parameter wie
Druck und Temperatur beschrieben werden.
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Beispiel: D = 2 Isingmodell

Sehen wir uns das 2D-Isingmodell bei A # 0 an und integrieren wie fiir D = 1 {iber
die Halfte der Freiheitsgrade ohne Blockspin-Bildung. Wie fiir D =1 ist K = =
und b = % Wir fassen das quadratische Gitter als toroidales Schachbrett auf und
summieren iiber die weilen Felder. Sei o5 weifl und o4, 09, 03, 04 die schwarzen
Nachbarn. Der zu o5 beitragende Ausschnitt der Zustandssumme ist

Z €K05(01+02+U3+U4)+b(05+%(01+U2+U3+U4))
os==%1
= 2ei(o1tortoston) cosh(K (o1 4+ 09+ 03+ 04) +b) . (20.3)

Wir haben beriticksichtigt, daf3 die Beitréige %(01 + 09 + 03 + 04) auf die anderen
drei néchsten weiflen Nachbarn aufgeteilt werden.

Man kann nun nicht mehr erwarten, dafl das schwarze Teilsystem identisch
mit dem urspriinglichen wird. Die allgemeinste Wechselwirkung der 4 schwarzen
Spins, die in einem Summationsschritt entstehen kann, ist

1
e exp <§K{(0102 + 0903 + 0304 + 0401) + Ky(0103 + 0904) + K§(<71020304)>
/ /

b
X exp <Zl(crl + 09+ 03+ 04) + 23(010203 + 010904 + 010304 + 020304)) )
(20.4)
Die Produkte dieser Beitrdge aller weiflen Spins liefert den neuen Hamilton-

Operator e~ H(oscivars) | g ergeben sich wegen Zyklizitit 6 Gleichungen fiir die
6 Koeflizienten g, K1, K}, K3, b}, bs:

(++++) 2¢’ cosh(4K + b) = (20 V2R TR TG Ab 4,
(==—) “Pcosh(4K —b) = 20+ 2K H2KY LG, b
’ by bh
S 2074 cosh(2K — b) = MR- FE
/ b
(=+++) 2e7 cosh(2K +b) = %955 +f,f3 7
(++—-) 9 cosh b = 29 2K5+K;3 ’
(+—+-) 2 cosh b = 29 2K1+2K3+K; (20.5)

Die Losung dieser RG-Gleichungen ist

cosh(4K + b) cosh(4K — b)
cosh® b ) ’
cosh® b cosh(4K + b) cosh(4K — b)
cosh*(2K + b) cosh* (2K — b) ) ’

1
ngngzgln(

1
Kg:E1n<

1
g=—1In (28 cosh® b cosh (4K + b) cosh(4K — b) cosh*(2K + b) cosh* (2K — b))
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2

V= b+ 1 In (COSh(4K +b) cosh2(2K + b)) |
4 cosh(4K — b) cosh®(2K — b)

by = 11 (COSh(4K+ b) cosh?(2K — b)) .

i cosh(4K — b) cosh?(2K + b)

(20.6)

Im néchsten Schritt entstehen wieder neue Wechselwirkungen, und insgesamt fin-
det der Fluf} in einem unendlich-dimensionalen Raum X aller Kopplungen statt.
Wie zuvor diskutiert wird dieser Flul manche Wechselwirkungen verstérken, an-
dere abschwiichen. Ahnlichkeit mit dem Ausgangs-Hamilton-Operator erfordert
Ki = 0 = b als irrelevante Kopplung. Sind die Spins langreichweitig korreliert,
dann diirfen wir

1
<0'10'3 + 0'20'4) = 5(0’10’2 + 0203 + 0304 + 0'40'1)

erwarten. Die Beziehung ist richtig fiir 3 oder 4 gleiche o; in (ZL0). In dieser
Néherung entsteht tatsichlich das urspriingliche Modell, um 7 gedreht, mit Kopp-
lung néchster Nachbarn

h(4K h(4K —
K’::K{+K§:ilncos< —i—b)c;)s( b)7
16 cosh” b
1
9=1355 In (256 cosh®(b) cosh(4K +b) cosh(4K —b) cosh* (2K +b) cosh4(2K—b)> :
V=t = b+ 1 In cosh(4K + b) coshz(QK +0b) .
4 cosh(4K — b) cosh”(2K — b)

(20.7)

Diese RG-Gleichungen haben nun einen nichttrivialen Fixpunkt K, = K =
K = %ln cosh(4K,) und b, = 0, numerisch K, = 0.50698. An diesem Punkt
ist tatséchlich K} = —0.05324 recht klein. Im Vergleich zur exakten Losung
K, = K; = 1In(1+ +/2) = 0.4407 ist das gar nicht so schlecht.

Die Renormierungsgruppengleichung liefert

1 12
man]\ﬂ(K, b) :g(K, b) + §manNT2(K',b') .

Entsprechend der Singularitéit der spezifischen Wérme nehmen wir f(K,0) =
A (K —K,)** an. Wegen K' — K, = %—Ig(K — K, ) und unter Berticksichtigung,
dal g(K,0) regulidre Ableitungen nach K hat, folgt

OK'\ 2—a
2AK—K*2‘O‘:A( ) K — K
( ) 0K K»—>K*( )
= g2 o 2 0.1308 . (20.9)
o=9_ : —9_ ~ 0. . :
In %II(( |k=xK, In(2 tanh(4K,))
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Das ist eine durchaus brauchbare Néherung zum exakten Ergebnis o = 0.
Die Relation £ = L*, aus der wir (TZI9) hergeleitet hatten, ist mit L = /2
und z = % dquivalent zu

K' - K, 0K’ x 1
— == 2 — 2”
K- K, 0K |kek, V2
In2
UV =
2In(2 tanh(4K,))

= 0.9346 (20.10)

in Ubereinstimmung mit 2v = 2 — a gem&f (TTI9).

21 Das Gauf3-Modell

Viele Varianten der Blockspin-Transformation fithren im Limes unendlich vieler

[terationen auf kontinuierliche Spins. Das nun einzufithrende Gau3-Modell wird

sich als haufig vorkommender Fixpunkt der RG-Transforamtion erweisen.
Ausgangspunkt ist das Ising-Modell, das wir wie folgt schreiben:

P D
27 Jowr ]1:[1 (453815 = 1) exp <Kzl sispicths)). L)

Dabei ist s, ,; der Spin am zu j € ZP benachbarten Gitterpunkt j+e;. Der Graph
des Mafles o (s? — 1) besteht aus zwei Strahlen bei s; = 1. Diese werden nun zu
Verteilungen gewisser Breite und endlicher Hohe ausgeschmiert und schlieflich
zu einer in 0 zentrierten GauB-Funktion verschmolzen: §(s7 — 1) — e 7%, Es
entsteht

D D B
5(8? - ].)GK 22:1 Sjsj+;+hsj — eK Z%:l sjsj+;7§s?+hsj

— ¢~ Lili(55437)° ~(5-DK)si+hs; (21.2)

D 2

Der Exponent wird nun durch Spinwellen o, = 25:1 e (an) S, ausgedriickt:

KL K B-2DK
2 - 2
> (=g Elepms) =5 S h)
J=1 i=1 _—
K i
= hoy —/[ <o dq§(|e%qi — 1>+ 7)o, . (21.3)
T 202

Dabei ist ¢; in Gittereinheiten gezdhlt. Nimmt man die Gitterweite a mit, also
e%q%“, dann entsteht im Kontinuumslimes a — 0 nach weiteren Reskalierungen
von K, r,q sowie Redefinitionen von o, zu ¢(q)

S(6) ~ —ho(0) + /

llgll<A

g (5(ldlP + r)ola)o(—a) —h6(0?) . (214)
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Der letzte Ausdruck ist exakt die Euklidische Wirkung des freien Skalarfeldes.
Samtliche Transformationen von s; {iber o, zu ¢(g) sind nun noch im verbleiben-

den MaB HjV:Dl ds; in (2I0]) vorzunehmen. Formal entsteht dabei ein sogenanntes

Funktionalintegral
ND
II/%ﬁ%/D¢N
j=1"R

Diese Schritte sind so nicht zu rechtfertigen. Allerdings 148t sich zeigen, daf§ das
Endergebnis tatséchlich ein korrektes Wahrscheinlichkeitsmafl

[T [ aota- (21.5)

llgll<A

dp = %gb e Jian<a da (%(||(I||2JF”W(QW(*Q)*W’(O)Q) (21.6)
definiert.
Wir fithren nun die RG-Transformation im Impulsraum durch:

i) Ausintegration der Freiheitsgrade. Wir integrieren in der Zustandssum-

me Z = / < H d(b(q)) e~®, mit S gegeben durch (ZT4), iiber die Moden

la|<A
¢(q) in der Kugelschale 2 < ||g|| < A. Da e~ faktorisiert in einen Term,
der nur von den Moden in der Kugelschale abhidngt und einen Term, der
nur von den Moden mit ||g|| < £ abhéngt, liefert diese Integration einfach
einen Faktor:

z=e [ (] dota)) e

A
|Q|§z

&:—m@+/

A
llgll<Z

da (50l +ole(—0) . (L)

Die genaue Form des Vorfaktors €2, der von A, L, g, r abhéngt, wird nicht
benotigt.

ii) Reskalierung. Durch g = % transformieren wir auf neue Impulsvariablen
mit gleichem Bereich ||| < A:

S.=~hol0)+ 75 [ da (551l + etho-D) . (@L8)

lal<A

iii) Renormierung. Um wieder auf die Standardform (ZIZ) zu kommen,
ist eine Wellenfunktions-Renormierung der Blockspin-Variablen durch-
zufithren:

). (21.9)

e

(@) =
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In diesen neuen Variablen lautet die Wirkung

S= o)+ [ di (301 + 7)o @o(-0).

D42

F=L%, h=L7=2h. (21.10)

Der interessante Fixpunkt des Gaufi-Modells ist r, = h, = 0. Der Parameter r

ist ein Massequadrat bzw. inverses Quadrat der Korrelationslinge: r = m? = 5%

Somit folgt wie erwartet \/é = % = % Aus der zweiten Beziehung h = LYh ergibt

sich y = % = Db, also b = % + %. Andererseits war r = B_f(DK = BT_JQDJ ~
T ~ f_%, so dafl wir v = % ablesen. Es folgt o = 2 — % und somit a = %. Damit
sind alle kritischen Exponenten bestimmt:
D D -2 D+2
=2—-— =— =1 0= —— 21.11
« 2 7 /8 4 Y ’y ) D _ 2 Y ( )
1

2 )
In D = 4 Dimensionen ergeben sich die Exponenten der Molekularfeldndherung.

In D = 2ist 6 = oo, d.h. es gibt keine spontane Magnetisierung (Mermin-Wagner-
Hohenberg-Theorem).

22 Landau-Ginzburg-Wilson-Modell (bzw. ¢*-Modell)

Eine deutlich bessere Beschreibung des Ising-Mafles §(s3 —1) wird durch etz us)

erhalten. Nach Ubergang zu Spinwellen und Kontinuumslimes entsteht an Stelle
von (2L4) die ¢*-Wirkung

1. -
S6)= [ da glal® + )0l

+ U/d(h dgz dgs dga 6(q1 + g2 + g3 + qu) H Oy — A)olar) . (22.1)

k=1

Der Parameter u wird als sehr klein angenommen. Ziel ist wieder die Integration
iiber Moden ¢(¢) mit 2 < |g[| < A. Durch den ¢*-Term faktorisiert S jedoch
nicht mehr, so daf§ der erste RG-Schritt, im Gegensatz zum Gauf3-Modell, sehr
schwierig wird. Wir erarbeiten uns eine N&herungslosung fiir sehr kleine u. Das
Verfahren 148t sich in D < 4 Dimensionen rechtfertigen.

22.1 Ausintegration der Freiheitsgrade

Wir schreiben ¢(q) — ¢(q) + o(g) mit o(q) = 0 fiir [[¢]| < 2 und ¢(g) = 0 fiir
% <|q|l £ A. Die ‘inneren Quantenfelder’ o sind dann auszuintegrieren, wihrend
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die ‘duBeren klassischen Felder’ ¢ iiberleben und die Variablen der effektiven
Theorie bilden:

/ [[doe 59 = e5@ / H dcr _%(||q||2+r)U(Q)U(—Q)>6—221:1Vi(¢70)’

<llgll<A

(22.2)

Vi(¢,0) =4u [ dgidgsdgs dgs 6(q1 + g2 + g3 + qa)d(q1) P (q2)d(q3) 0 (qa)

Va(p,0) = 6u [ dgydgadgsdgs 6(q1 + g2 + g3 + qu)0(q1)P(q2)0(q3)0(qa)

—— —

Vi(¢,0) =4u | dgidgs dgs dgs 6(qr + g2 + g3 + qa)P(q1)0(q2)0(g3)0(qa)

Vi(p,0) =u / dqy dg2 dgs dqy 5(g1 + ¢ + g3 + q1)0(q1)o(g2)0(g3)o(q4)

Solche Integrale sind typisch fiir die Quantenfeldtheorie. Zu beachten ist jedoch,
dafl nur iiber Quantenfelder mit Impulsen in einer Kugelschale integriert wird.
Wir gehen nun auf einige Techniken ein.

e Quellen. Man fiigt im Exponenten in (22Z3Z) einen sogenannten Quell-

term hinzu:
ef%SHQIISA dq o(q)J(—q) .

Ganz am Ende wird wieder J = 0 gesetzt. Zunichst ersetzt man in den
‘Potentialen’ V; die Quantenfelder o durch (Funktional-)ableitungen nach
den Quellen, ¢(q) = 5 J( ik Diese lassen sich mathematisch als Fréchet
und Gateau-Ableitungen fassen; es geniigt aber eine formale Behandlung

mit der Rechenregel ME” g =d(p—q).

o Gaufs-Integration. Die Ableitungsoperatoren e~Vi(4.37) konnen vor die
o-Integrale gezogen werden. Es verbleibt dann ein (kontinuierlich para-
metriertes) Produkt von GauB-Integralen

/ do(g)do(—q) e~ 3alP+no@at-aro@i-a — 2T ~5Es
R? lall*+r
(22.3)

Insgesamt entsteht

/ [ doeSC = er-s@+s) (22.4)

So=n {€7V(¢7%) <exp </%§||q||sfq %» }JZO |

Dabei wird @ = — [a_ ., dg In qz;rr aus dem Vorfaktor in ([ZZ3) gebil-
L —_ —

det. Dieser Faktor ist bei der Berechnung der freien Energie mitzunehmen,

spielt aber keine Rolle in der RG-Transformation.
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o Storungstheorie. Offenbar gilt
In (e_v(¢’%)eQ(J)) =Q(J) +In (1 +e 9 (e_v(¢’%) —1)e®)) . (22.5)

Man entwickelt nun sowohl e~ in eine Potenzreihe nach V als auch In(1+
x) in eine Potenzreihe nach z. Driickt man die einzelnen Beitrége durch
Graphen aus (s.u.), dann besagt ein Theorem aus der Kombinatorik, daf
sich alle nichtzusammenhéngenden Beitrdge kompensieren und nur der
zusammenhéngende Teil (‘conn’ in der néchsten Formel) iibrig bleibt:

_ k
Q(J V(¢7%)) QW)

k;l

conn.

In (14+e~Q) (7Y (@.3) _1) Q) i
k=1

(22.6)

e Feynman-Graphen. Die Beitrige zu (22Z0) lassen sich am besten auf gra-
phische Weise erfassen. Graphen bestehen Vertizes sowie Linien zwischen
den Vertizes. In diesem Modell gibt es wegen ([222) vier Typen von Ver-
tices. Alle Quantenfelder o sind ausintegriert, was durch innere (durch-
gezogene) Linien symbolisiert wird. Die dufleren Felder ¢ treten nur als
Dekorationen an den jeweiligen Vertizes auf. Jeder der vier Strahlen pro
Vertex triagt eine Impulsvariable ¢. Insgesamt haben wir die folgenden
Bausteine und Gewichte

_ @+ 2)0A — [alhe(lal - 2)

QR: N q2 Tl <7 (22.7)
@
Vv, QQ F = u/d(ql,q2,q3,q4)5(Q1+qQ+Q3+Q4)¢(Q1)¢(Q2)¢(Q3)

vV, ., ;:;{ :u/d(q17q27q3,q4)5(q1+QQ+Q3+Q4)¢(QI)‘b((h)
. a3
q4
Vs : a.... % :u/d(ql,qg,q3,q4)5(Q1+QQ+(.73+Q4)¢(Q1)
q2

q1
q4
‘/21 : >< =Uu / d(q17 q2, 43, q4)5(q1+qQ+Q3+Q4)
q
q3

Dabei sind die g-Ingtegrationen nach Multiplikation mit den Gewichten
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der Linien auszufiihren. Hier ist ein typisches Beispiel:

(h d6 q7 .,-"214
.3<>3. :UQ/d(Qh---aC_IS)5(Q1+QQ+QS+Q6)5(Q7+QS+Q3+Q4)
2. g5 g8 93

8(g5+48)O(A—|lg51)O(llgs||—2) 6(g6+47)O(A—|lg6])O(llgs ]| — )
llgs |+ llgs | +r

X ¢(q1)P(q2)9(q3)(qa) - (22.8)

Weiter sind Vorzeichen sowie kombinatorische Faktoren mitzunehmen.
Diese Faktoren zihlen, auf wieviele Weisen die durchgezogenen Linien
mit den Vertizes zu verbinden sind.

Insgesamt entstehen zusammen mit dem Vorfaktor e=%(® in (2Z2) Terme der
gleichen Form wie in S(¢) selbst, sowie ginzlich andere Wechselwirkungen wie
z.B. O(¢%). Hier ist wieder zu zeigen, daf letztere ‘irrelevant’ sind. Beschréinken
wir uns auf Beitridge der gleichen Form, so ergibt das Integral (ZZZ)) in erster
Ordnung u folgende Beitrige:

—In (/H do e’S("’d’))

1 dp
:—Q’+/ dq - q2+r+12u/ ———— + 0u?) ) p(q)p(—q
lall<2 2<” | acypl<a [IPI?+7 ( )> )¢(=a)
4
+ [ day dasdas das S+ a2+ o+ ) [T 0ol - Do(an)
k=1
dp ©4 \(llar + @2 — pl])
X u—36u2/ L +0wW?)) . 22.9
( s ien TP T T =y +OW0) - @229)

Dabei umfafit 2’ alle ¢-unabhéngigen Beitrige.

22.2 Reskalierung und Renormierung

Durch identische Reskalierung ¢ = % und Renormierung ¢'(q) := \/ﬁ (%) wie

im Gauf}-Modell transformieren wir auf die Standardform des Landau-Ginzburg-
Wilson-Modells. Es ergeben sich die folgenden renormierten Kopplungskonstan-
ten 7, u, wobei 4 geméafl (ZZ9) zunéchst von den duBeren Impulsen §; abhingt:

= L7 (r + 12u/ ‘iip + (’)(uZ)) , (22.10)
scppien PP+

L
dp ©x A (I + F = pll)

U= L47D (u - 12u2/ 2 q1 42 2
acpiea (lpl* + )4 + 2 = pll* +7)
120G G5t — 120G > @)+ O(u3)> . (22.11)
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Die Gleichung fiir u ergibt sich wie folgt: Drei unabhingige Impulsintegrationen

. 11 4-D 1 s
liefern 5 = R - L*~", von denen der erste Faktor — D7z In der Redefinition

L= 2

zu ¢’ absorbiert wird.
Die weitere Behandlung der Integrale geschieht fiir L \, 1. Dann gilt (stark
vereinfachend!)

dp 1 C,p
— —AP(L-1), 22.12
/ﬁsnpngA Ipll2+7 ~ A2+7r4 ( ) ( )
dp ©a (| + 2 —pl|) 1
/ 2 o~ ‘ilL Q2L 2 - A2 Q%AD(L - ]-) y (2213)
Acipea (P2 +r)([2 4+ 2 —pll2+7r)  (A2+7)

wobei £AP(L — 1) das Volumen der Kugelschale & < |[p|| < A ist. Es entsteht

T r 3Cu(L —1)AP~
— = I*— 2 22.14
=L+ s +0(?)) | (22.14)
- _ _ _ 9C (u(L — 1)AP=4)?
_ D—4 _ 74-D _ D-4 3
a(L — 1A L (u(L DA A O(u ))
oder nach Umdefinition R = 5 und U = u(L — 1)AP~*
~ 3CU ~ 9CU*?
_ 72 _ 14D _
R_L(R+1+R), 0=L (U 1+R>' (22.15)

Wir suchen nun die Fixpunkte dieser Gleichungen. Zunéchst gibt es den glei-
chen Fixpunkt R, = U, = 0 wie im Gaufl-Modell. In Abhéngigkeit von der Di-
mension gibt es jedoch einen weiteren Fixpunkt. Wir nehmen an, daf§ R sehr klein
ist und gegen 1 vernachléssigt werden kann. Dann liefert die zweite Gleichung die
Néherungslosung

1 LP 317

Us oc 0 BT

cu, . (22.16)

Wir diskutieren die Dimension:

e D=4 Esfolgt U, = R, =0, d.h. wir finden den Fixpunkt des Gauf-
Modells.

e D >4 Zunichst folgt U, < 0 und R, > 0. Dann ist aber die effektive
Wirkung S ~ [(¢*+ R,)¢* + U, [ ¢* fiir die verbleibenden Freiheitsgrade
¢ nach unten unbeschréankt und ergibt kein sinnvolles Modell. Damit ist
dieser Fixpunkt fiir D > 4 auszuschlieflen.

e D <4 Nunist U, >0 und R, < 0, und die effektive Wirkung bleibt
nach unten beschrankt.
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Dieser Wilson-Fisher-Fizpunkt (Uy, R,) existiert somit in D < 4 Dimensionen.
Er beschreibt ein ginzlich anderes Modell als das GauB-Modell. Die kritischen
Exponenten des Wilson-Fisher-Fixpunkts lassen sich durch die e-Entwicklung be-
rechenen, wobei man D = 4 — ¢ setzt. Das Ergebnis in Ordnung ! ist (siche
Wilson-Kogut, Table 8.1; dort sind die Exponenten bis Ordnung €* und €* ange-
geben):

fy:l—l—%, d=3+¢,
(22.17)

Beriicksichtigt man auch die néchsten Ordnungen, so ergibt sich fiir D = 3, also
e = 1, eine bemerkenswerte Ubereinstimmung mit numerischen Rechnungen des
D = 3-dimensionalen Isingmodells (siche Wilson-Kogut, Table 8.2).

23 Ausblick: Renormierung in der Quantenfeldtheorie

Viele der Renormierungsgruppen-Methoden iibertragen sich auf die Quantenfeld-
theorie in ihrer Euklidischen Formulierung. Ausgangspunkt ist eine Zustandssum-
me der Art

Z(J) = /ng eSOt ] dz J(@)o(@) (23.1)

wobei Do = [ [, cxp dp(z) das formale Funktionalmafl und S(¢) die Wirkung ist.
Ein wichtiges Beispiel ist die ¢*-Wirkung:

S0)= [ do (go@)(=d+mio@ + fol@) . (@282

Nach Ubergang zum Impulsraum (Fourier-Transformation) ist das exakt die Pro-
blemstellung des Landau-Ginzburg-Wilson-Modells (mit m? — r und X — u).
Der entscheidende Unterschied ist jedoch, daf sich die Beschrankung (cut-off) der
Impulse [|¢|| < A, die in der Statistischen Physik durch die Gitterweite hervorge-
rufen wird, so nicht rechtfertigen 148t. Hier muf3 der cut-off A kiinstlich eingefiihrt
werden (Regularisierung), und dann miissen Groflen extrahiert werden, die einen
Limes A — oo haben (Renormierung). Diese Grofien sind formal die Momente

S(xl, .. .xN) = % /D¢ ¢(9U1) .. .¢($N)6—S(¢)+fde(x)¢(x)
1 NE)
 Z6J(xy) -0 (zw)

(23.3)

der Zustandssumme, und diese liefern genau die Kandidaten fiir Schwinger-
Funktionen.
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Die konzeptionell eleganteste Beschreibung dieser Renormierung ist eine Ko-
pie des Vorgehens im Landau-Ginzburg-Wilson-Modell (Polchinski, 1983). Man
gibt sich eine beliebige lokale und Euklidisch-invariante Wirkung vor, parametri-
siert durch Kopplungen K, an der Skala Ay (das war A im LGW-Model). Dann
werden die Fourier-Moden ¢(p) mit A < ||p|| < Ag ausintegriert (im LGW-Modell
war A — %) Das Ergebnis ist eine effektive Wirkung fiir die verbleibenden nie-
derfrequenten Moden, parametrisiert durch Kopplungskonstanten K(A), fiir die
man Differentialgleichungen Aag—/(\/\) = F(K,A,K° Ay) herleitet. Man beweist
Schranken fiir die Losungen und gewinnt so eine Klassifizierung in

e relevante Kopplungen (wachsen mit Potenzen von %)
e marginale Kopplungen (verhalten sich wie Polynome in In %)
e irrelvante Kopplungen (fallen mit Potenzen von AAO)

An der Endskala Ap ~ 0 sind die Beitrédge der irrelevanten Kopplungen génzlich
verschwunden; man kann sie also auch gleich weglassen. Es verbleiben nur we-
nige relevante/marginale Terme (Universalitét). In D = 4 Dimensionen sind die
Poincaré- und Eichsymmetrie-vertraglichen Kopplungen:

i) Skalarfeld: —pAgp, ¢?, ¢*, ¢*

i) Yang-Mills: F, F* mit F,, = 0,4, — 9,4, +i[A,, A,]
iii) Fermion: E(D + A)e, )
iv) Yukawa-Term ¢

Umgekehrt werden die relevanten/marginalen Kopplungen sehr groff bei Ag. Die
entscheidende Idee besteht nun in einem Wechsel der Randbedingungen. Man
fixiert die Werte K der relevanten/marginalen Kopplungen bei Az und be-
stimmt durch inverse Losung der RG-Transformation die urspriinglichen wund
extrem kleinen K°(K® AR, Ay), die diese Werte hervorrufen. Es ist diese in-
verse Ldsung, die typischerweise nur in der Storungstheorie mdglich ist. Ins-
gesamt arbeitet man sehr nahe am kritischen Punkt K° = K® = K, = 0,
aber eben nicht exakt bei K,! Nun sind alle anderen Kopplungen K durch die
RG-Transformation K(K°(K%, Ag, Ag)) bestimmt, und man darf hoffen, dafi der
Limes limy, o K(K°(K®, Ag, Ag)) existiert. Auf diese Weise wird die gesamte
effektive Theorie, also die Schwinger-Funktionen (233), durch wenige Kalibrie-
rungsexperimente K ausgedriickt.

Zu betonen ist jedoch, daf dieses Verfahren (in D = 4 Dimensionen) bisher
nur storungstheoretisch (d.h. als formale Potenzreihe in kleinen Parametern wie
u, A) beherrscht wird. In D = 2 Dimensionen ist wesentlich mehr moglich:

e Das P(¢)>-Modell, also S(¢) = [, dz (3¢(z)( — A)g(z) + P(¢(x))) mit
einem beliebigen, nach unten beschrankten, Polynom P kann mafitheore-
tisch konstruiert werden [Glimm, Jaffe, Simon, Spencer, ~ 1974]

114

Preliminary version — 17. Juli 2015



o Das Thirring-Modell S(1) = [. dx (gb(:p)Dw + )\(EW@Z)Y) ist exakt losbar
[Thirring 1958, Hagen, Klaiber 1967].

e Einige Eichtheorien (Schwinger-Modell und Luttinger-Schwinger-Modell)
sind exakt losbar.

e Die konforme Gruppe ist in D = 2 Dimensionen sehr reichhaltig; die
Symmetrien werden durch die unendlich-dimensionale Virasoro-Algebra
beschrieben. Deren Hochstgewichtdarstellungen liefert mit den Minimalen
Modellen eine ganze Familie von QFT-Modellen.

e Das Gross-Neveu-Modell ist die Verallgemeinerung des Thirring-Modells
auf N Komponenten. Hier 1a8t sich die Storungsreihe (nach etlichen
Tricks) aufsummieren [Disertori4Rivasseau, 2000].

Zumindest einige dieser Modelle und Methoden sollen im néchsten Semester vor-
gestellt werden.
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