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Aufgabe 1. Die Folge (fn)n der Fibonacci-Zahlen ist rekursiv definiert durch f0 = 0,
f1 = 1 und fn+2 = fn+1 + fn für alle n ≥ 0 (vgl. Blatt 1 vom letzten Semester). Für

jedes n ≥ 0 sei v(n+1) =

(

fn+1

fn

)

. Bestimmen Sie

(a) eine Matrix A ∈ M(2,R), die v(n+1) = Av(n) = Anv(1) für alle n ≥ 0 erfüllt;

(b) die Eigenwerte und Eigenvektoren von A;

(c) Zahlen λ1, λ2, c1, c2 ∈ C so, dass fn = c1λ
n
1 + c2λ

n
2 für alle n ∈ N gilt;

(d) den Grenzwert limn→∞

fn+1

fn
.

Aufgabe 2. Für jedes A ∈ M(n,C) konvergieren die Potenzreihen

exp(A) :=

∞
∑

n=0

1

n!
An, sin(A) :=

∞
∑

n=0

(−1)n

(2n+ 1)!
A2n+1.

Seien a, b ∈ R.

(a) Berechnen exp(A), sin(A), exp(B), sin(B) für A =

(

a 0
0 a

)

und B =

(

0 b

b 0

)

.

(Hinweis: B besser nicht diagonalisieren. Denken Sie an cosh und sinh.)

(b) Berechnen Sie exp(C) für die Matrix C = A+B mit Hilfe einer Diagonalisierung.

(c) Vergleichen Sie exp(A), exp(B) und exp(C). Was fällt Ihnen auf?

Aufgabe 3. Die Spur einer Matrix A ∈ M(n,C) ist die Summe der Diagonaleinträge:

Spur(A) =

n
∑

i=1

aii, wobei A = (aij).

Zeigen Sie:

(a) Spur(BC) = Spur(CB) für alle B ∈ M(n×m,C) und C ∈ M(m× n,C);

(b) es gibt keine Matrizen P,Q ∈ M(n,C) mit PQ−QP = En;

(c) ist A diagonalisierbar, so ist Spur(A) die Summe der Eigenwerte von A.
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