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Aufgabe 1. Sei D C C ein Gebiet. Eine Funktion f : D — C sei holomorph und besitze
eine Stammfunktion auf D. Weiter soll fiir alle z € D gelten f(z) # 0. Zeigen Sie:

(a) Dann existiert eine holomorphe Funktion h : D — C mit f(z) = exp(h(2)).
(b) Dann existiert fiir alle n € N* eine holomorphe Funktion H : D — C mit H" = f.

Hinweis: Betrachten Sie die Stammfunktion von f’/f.

Aufgabe 2. Das Hookeche Kraftgesetz und das Newtonsche Gravitationsgesetz kénnen
durch eine komplexe Transformation ineinander tiberfithrt werden.
Sei v(t) eine Kurve, die in der komplexen Zahlenebene das Hookesche Kraftgesetz erfiillt

d?y

a2 —C, (1)

wobei C' € R konstant ist. Dann erfiillt die Kurve n(7(t)) := (y(¢))? mit 9 = |y(¢)|* das
Newtonsche Gravitationsgesetz

d*n .
_ = 2
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wobei C' = 2(|C:1—Z|2 + C|y|?) ist.

(a) Zeigen Sie, daf8 C' tatsschlich konstant ist.

(b) Zeigen Sie, daf§ Gleichung (2) durch 7 erfiillt wird. (Hinweis: Beriicksichtigen Sie

die Kettenregel % — W%)

Aufgabe 3. Sei C' = 1. Bis auf einen globalen Faktor hat (1) die allgemeine Losung
(t) = o€l + ée_it mit o € R, wobei wir o > 1 annehmen.

(a) Zeigen Sie, daf v(t) eine Ellipsenbewegung beschreibt, dessen Mittelpunkt im Ur-
sprung liegt, und geben Sie die Lange der grofien und kleinen Halbachse a bzw. b
an.

(b) Berechnen Sie n(t) aus ~(¢) und zeigen Sie, dafl es sich ebenfalls um eine Ellipse

handelt, wobei nun einer der Brennpunkte im Ursprung liegt.

Bemerkung: Fur den Abstand e zwischen Brennpunkt und Mittelpunkt der Ellipse gilt
e? = a% — b%. Aufgabe 243 beweisen das Newtonsche Gravitationsgesetz aus dem vorher
bekannten Hookeschen Kraftgesetz und den Keplerschen Gesetzen.
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Aufgabe 4. (a) Zeige Sie fiir a € R, |a| < 1 das folgende Integral

/OO 6_(1+id)2t2dt % 1 5 \/E
0

I+a

Konstruieren Sie dafiir ein Dreieck in der komplexen Ebene und nehmen Sie den
Limes limp_, .

Hinweis: Betrachten Sie die Funktion e~ Finden Sie Parametrisierungen fiir
1,72, nutzen Sie vz : [0, R] — C,t — (1 + ia)t und die Losung des Integrals

ettt =1/
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(b) Folgern Sie [;° cos(t?)dt = [;*sin(t?)dt = 3./7.



