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34. Aufgabe (8 Punkte)

Komplezes Hopf-Biindel. Die Biindelmannigfaltigkeit ist die S® C C2?, realisiert durch
p={(a,b) € C*, |al]* + |b|* = 1}. Es werde eine Wirkung der Gruppe U(1) > €, a € R,
auf S? definiert durch vga(a,b) = (ae'®, bel®).

Zeigen Sie, daB die Gruppenwirkung frei ist und dafi der Quotientenraum S*/U(1)
isomorph zur Sphire S? ist. Geben Sie einen moglichst einfachen Diffeomorphismus
¢:S3/U(1) — S? explizit an. Hinweis: Stereographische Projektion.

Sei {Uy, Us} die Uberdeckung der S? durch zwei Karten Uy = S*\{N} und Ug = S?\{S},
wobei N = (0,0,1) € R? der Nordpol und S = (0,0, —1) € R? der Siidpol ist. Geben Sie
eine Trivialisierung yn : 7 (Uy) — Uy x U(1) und x5 : 71 (Us) — Us x U(1) an und
bestimmen Sie den zugehorigen Kozyklus psy € U(1).

35. Aufgabe (8 Punkte)

Quaternionisches Hopf-Biindel. Die Biindelmannigfaltigkeit ist die S” C H?, realisiert
durch p = {(q1,¢2) € H*, [|q1]|* + ||q||* = 1}. Dabei ist H die Algebra der Quaternionen,

die als 2 x 2-Matrizen der Form ¢ = Z b mit a,b € C aufgefafit werden kénnen.
In dieser Darstellung ist ||g|| = +/|a|> + |b|*> durch die Determinante gegeben, und damit

ist jedes ¢ # 0 invertierbar. Die Quaternionen mit det¢ = 1 bilden eine Gruppe, die
nach Aufgabe 13 als SU(2) = {q € H, ||¢|| = 1} identifiziert wird. Die adjungierte Matrix
a b
—b
Diese Strukturen erlauben die Definition einer Wirkung der Gruppe u € SU(2) C H auf
S™ durch Vulqr, @2) = (q1u, g2u).

Zeigen Sie, daB die Gruppenwirkung frei ist und daf der Quotientenraum S7/SU(2)
isomorph zur Sphire S* ist. Geben Sie einen moglichst einfachen Diffeomorphismus
¢:ST/SU(2) — S* explizit an.

Sei {Uy, Ug} die Uberdeckung der S* durch zwei Karten Uy = S*\{N} und Ug = S*\{S},
wobei N = (0,0,0,0,1) € R® der Nordpol und S = (0,0,0,0,—1) € R5 der Siidpol ist.
Geben Sie eine Trivialisierung xy : 7 (Uy) — Uy x U(1) und xs : 771 (Us) — Us x U(1)
an und bestimmen Sie den zugehérigen Kozyklus pgy € SU(2).

liefert das adjungierte Quaternion ¢* = . Damit gilt ¢*q¢ = qq* = ||q||*Loxo-



36. Aufgabe (4 Punkte)

Die Stiefel-Mannigfaltigkeit Vj(R") ist die Menge aller k-Tupel von orthonormalen Vek-
toren im R", d.h. Vi(R") = {(v1,...,vx) ,vx € R* [ (v;,v;)gn = d;;}. Die Grassmann-
Mannigfaltigkeit G (R™) ist die Menge der k-dimensionalen Unterrdume des R™. Sei
7 Vi(R") — Gi(R™) die Abbildung, die jedem k-Tupel von orthonormalen Vektoren
den dadurch aufgespannten Unterraum zuordnet. Beweisen Sie, dafi Vi (R") ein Hauptfa-
serbiindel iiber G (R"™) mit Strukturgruppe O(k, R) wird.

(Es geniigt, die Trivialisierung 7~ (U) =~ U x O(k,R) fiir eine Umgebung U C G(R")
zu beschreiben. Das Auffinden einer Uberdeckung von G (R™) mit zugehorigen Kozyklen
ist nicht erforderlich.)



