1 Einfiihrung

1.1 Fundamentale Wechselwirkungen der Physik

Gegenwirtiger Stand der Experimente: Es gibt vier fundamentale Wechselwir-
kungen (elektromagnetische, schwache, starke, gravitative)

— quantenphysikalische Beschreibung

— klassische Feldtheorie: — ist Geometrie!

1.1.1 Gravitation

Gravitationsfeld = metrischer Tensor einer (pseudo-)Riemannschen Mannigfal-
tigkeit:

e infinitesimaler Abstand ds® = Ei,u:O gudx*dz” (Pythagoras in beliebigen

Koordinaten)

daraus Kurvenlidnge, Abstand als Lénge der kiirzesten Kurve (Geodite)

kiirzeste Kurve soll auch “geradeste” Kurve sein: definiert Paralleltransport

g, bestimmt aus Einsteinschen Feldgleichungen zu gegebener Materiever-
teilung

1—-2M o o 0

rc?

fiir “schwache” Felder: g,, = 8 0 -1 0
0

Sonne: 2931 ~ 4.107°

1.1.2 Elektrodynamik
Maxwellsche Gleichungen:
e 4 “Vektoren” im R3: E(7,t), B(F,t), H(F,t), D(,t)
e Quellen: Ladungsdichte p(7,t), Stromdichte j(7, )
e 8 gekoppelte lineare partielle Differentialgleichungen, 6 Materialgleichungen

divB =0 divD = p D =¢E
tE+ — =0 tH — — = H=-B
rotts + ot ro o J u

Dieses System ist unter geeigneten Randbedingungen zu lésen

Vereinfachung in Spezieller Relativitidtstheorie (Raum + Zeit — vierdimen-
sionale Raum-Zeit, z# = (t,7)):

E und B werden zu Feldstirketensor mit Komponenten F),, zusammengefafit,
p und ; zum Viererstrom mit Komponenten j,, mit pu, v =0,1,2,3
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o Maxwellsche Gleichungen:

OF,, OF,, 0F,, . OF.,
3xﬂ+8x“+axV_0’ Zg Ber
H,p=0
0A, O0A :
erste Gleichung identisch erfiillt durch F),, = i 8—“, wobei A, das
T g

Eichpotential ist

mathematische Beschreibung: E , B sind keine Vektoren, F),, sind nicht Kompo-
nenten eines Tensors! Es sind geometrische Objekte, um die es in der Vorlesung
gehen wird

1.1.3 Differentialgeometrische Beschreibung

A, sind Komponenten einer Zusammenhangsform in einem U(1)-
Hauptfaserbiindel P
F,, sind Komponenten der Kriimmungsform des Zusammenhangs

PaMxG \Vertikaler Vektor

(lokal)

G — Lie-Gruppe

horizontaler
Vektor "7

F-Faser

7 (F) — FuBlpunkt ) o
1 M — Mannigfaltigkeit

e vertikaler Vektor ist natiirlich gegeben als Tangentialvektor an Faser

e Horizontalitét ist geometrische Zusatzstruktur, ein sogenannter Zusammen-
hang, dieser wird durch die Zusammenhangsform (mit Komponenten A,,)
definiert

e Horizontale Wege definieren Paralleltransport. Kriimmung der Horizonta-
litdt entspricht Kréften, die wir als Elektromagnetismus wahrnehmen
1.1.4 Verallgemeinerung
auf nichtabelsche Symmetriegruppen (“Yang-Mills-Theorie”)

e Aus phénomenologischer Sicht: G = SU(3) x SU(2) x U(l)

l ! |
stark schwach Hyperladung
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nichtabelsche Anteile (d.h. SU(2),SU(3)) in der Natur nicht direkt (als
klassische Feldtheorie) beobachtbar (kurze Reichweite)

Erklarung:
1. Massenterm fiir SU(2)-Eichfelder iiber Higgs-Mechanismus (148t sich

geometrisch verstehen, siche Vorlesung, aber besser in nichtkommuta-
tiver Geometrie)

2. Confinement fiir SU(3)-Eichfelder (bisher nicht verstanden! — 10° §)

In der Natur werden nur solche Modelle beobachtet, die eine einfache geome-
trische Bedeutung haben.

1.2

Inhalt der Vorlesung

Topologische Réume, topologische Mannigfaltigkeit, Differenzierbarkeit,
differenzierbare Mannigfaltigkeit (gutartige Rdume)

Tangentialraum, Vektorfelder, Tensoren, Differentialformen (Differential-
und Integralrechnung auf Mannigfaltigkeiten)

Lie-Gruppen, Lie-Algebren (Symmetrien)

Hauptfaserbiindel, Zusammenhang, Kriimmung, assoziierte Vektorbiindel,
kovariante Ableitung

Physikalische  Modelle:  Yang-Mills-Theorie, Materiefelder, Higgs-
Mechanismus

Riemannsche Mannigfaltigkeiten, Gravitationstheorie

Spin-Struktur, Dirac-Operatoren, Standardmodell
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tions : Part I-I1I”
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2 Mannigfaltigkeiten

2.1 Topologische Riaume
2.1.1 Grundlegende Definition

Definition 1 Ein topologischer Raum (X, 7T ) ist eine Menge X zusammen mit einer
Familie 7 von Teilmengen O; C X, die die folgenden Axiome erfiillen:

e Die leere Menge () und die Grundmenge X sind in 7: X, () € 7.

e Der Durchschnitt endlich vieler Teilmengen O; € 7T ist wieder in 7: ﬂ 0, eT.

i=1

e Die Vereinigung beliebig vieler Teilmengen O; € T ist wieder in 7: U 0,eT.

Die Familie 7 heiBt die Topologie auf X. Die Mengen O € T heiBen offene Mengen
und ihre Komplemente X \ O heiBen abgeschlossene Mengen. Die Elemente von X
heiBen Punkte.

X und 0 sind offen und abgeschlossen.

Definition 2 Sei (X,7) ein topologischer Raum und = € X ein Punkt des Raum-
es. Eine offene Umgebung U von z ist eine offene Teilmenge, die x enthalt. Eine
Umgebung von x ist eine Teilmenge, die eine offene Umgebung von z als Teilmenge
besitzt.

Definition 3 Eine Familie B C 7T offener Untermengen von X heiBt Basis des topo-
logischen Raumes, falls jede offene Menge O € T als Vereinigung von (mdglicherweise
unendlich vielen) Elementen aus B dargestellt werden kann.

Interessant sind abzahlbare Basen, die also nur aus abzihlbar vielen Elementen
bestehen.

2.1.2 Beispiel: Metrischer Raum
Meist ist es einfacher, eine Basis anzugeben und dann die Topologie aus der Basis

heraus zu erzeugen.

Definition 4 Ein metrischer Raum (X,d) ist eine Menge X zusammen mit einer
Abbildung d : X x X — R, der Metrik, die fiir beliebige Elemente z,y,z € X die
folgenden Axiome erfiillt:

Lod(z,y) =20, dz,y)=0 & z=y
2. d(z,y) = d(y,z) (Symmetrie)
3. d(z,y) +d(y, z) > d(z, z) (Dreiecksungleichung)
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Es gibt (fur die Physik wichtige) Verallgemeinerungen, die imaginére Absténde
(d(z,y))?* < 0 zulassen.

Sei U(z) ={y € X : d(z,y) < €} die e-Umgebung von x € X (oder auch die

offene Kugel um x mit Radius ¢).

Definition 5 Eine Teilmenge O C X heiBt offen in (X, d), falls fiir jedes x € O
eine e-Umgebung U (z) existiert, so daB U.(z) C O.

Satz 1 Die so gewonnene Familie offener Teilmengen 7 macht X zu einem to-
pologischen Raum (X, T).
Beweis: Ubungsaufgabe 1

Die Menge R' die reellen Zahlen wird mit d(z,y) := |z — y| zu einem metri-
schen und damit zu einem topologischen Raum. Die e-Umgebungen U.(z) sind
die offenen Intervalle (a,b) mit x = (a + b)/2 und € = |b — al/2.

Die offenen Intervalle bilden eine Basis der Topologie. Die offenen Interval-

le (a,b) mit rationalen Endpunkten a,b € Q bilden eine abzihlbare Basis der
Topologie.

2.1.3 Abbildungen von topologischen Ridumen

Definition 6 Seien X und Y topologische Raume. Eine Abbildung f : X — Y
heiBt

o injektiv: f(z1) = flze) =21 =19
e surjektiv: YyeY JzeX : f(r)=y
e bijektiv: f ist injektiv und surjektiv

e stetig in xg: Fiir jede offene Umgebung U von f(xg) ist das Urbild
f7HU) offen in X.

e Homoomorphismus: f ist bijektiv und f, f~! sind in jedem Punkt stetig.

2.1.4 Aquivalenzrelationen

Definition 7 Eine Aquivalenzrelation ~ ist eine Beziehung zwischen Objekten mit
folgenden Eigenschaften:

e~z (reflexiv)
e~y = Yy~ (symmetrisch)
e r~Yy, Y~z = T2 (transitiv)
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Sei (X,~) eine Menge mit einer Aquivalenzrelation zwischen den Punkten.
Dann schreiben wir [7] := {y € X, # ~ y} fiir die Aquivalenzklasse und
X/~ ={[z], © € X} fiir den Quotientenraum. Ein Element y € X mit y ~ x
heift Représentant der Aquivalenzklasse [z] = [y].

Aquivalenzklassen werden uns oft begegnen. Die Strategie ist meist, eine Kon-
struktion zunéchst fiir einen Repriasentanten durchzufithren und dann zu zeigen,
daB sie wohldefiniert (unabhéngig von der Wahl des Repréisentanten) ist.

2.1.5 Erzeugung von topologischen Ridumen

Produkt-Topologie. Seien (X;,7;) topologische Riaume und X = X, X; das kar-
tesische Produkt. Fiir jedes i gibt es eine kanonische Projektion 7; : X — Xj.

Dann wird eine Basis der Topologie auf X definiert als {m 7T]-_1(Uj) , Uj e 7}}
j=1
Offenbar bilden die offenen Hyperquader (aq,b;) X (ag,b3) X -+ X (ap, b,) mit
a;, b; € Q eine abzihlbare Basis der Produkt-Topologie des R".

Satz 2 Die Produkt-Topologie auf dem R™ = R! x - . x R! ist identisch mit der
metrischen Topologie des (R™,d)

Beweis: Ubungsaufgaben 2+3 fiir einen analogen Fall.

Unterraum-Topologie. Sei (X, 7) ein topologischer Raum und Y C X eine Teil-
menge. Dann ist die Unterraum-Topologie S auf Y definiert als S = {UNY , U €
T}

Beispiel: Topologie auf der n-Sphire S™ als Durchschnitt offener Mengen im R"+!
mit S" = {z € R"" | |z|| = 1}.

Quotientenraum-Topologie. Sei (X,7) ein topologischer Raum und ~ eine
Aquivalenzrelation auf X. Durch 7(z) := [z] wird eine kanonische surjektive
Abbildung 7 : X — X/ ~, die kanonische Projektion, definiert. Dann wird die
Quotientenraum-Topologie S auf X/~ definiert durch U € § & 7 1(U) € 7.

2.1.6 Trennung von Punkten

Definition 8 Ein Hausdorff~Raum ist ein topologischer Raum X, in dem das fol-
gende Trennungsaxiom gilt:

e Fiir alle z,y € X mit x # y existieren disjunkte offene Umgebungen U(z) und
V(y).

Trennungsaxiom: Zwei verschiedene Punkte z,y € X sollen auch durch Umge-
bungen getrennt werden. Es gibt verschiedene Starken der Trennung, die uns hier
aber nicht interessieren.
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Beispiel 1 —by D2
—t—e

o Gz 4 Oy = (=b1,0] U (0,a1)
(

.B.
) YT 0y = (b, 01U (0, a2)

Alle offenen Mengen, die p; und p, enthalten, enthalten ein gemeinsames Intervall.

2.1.7 Kompaktheit

Definition 9 Ein topologischer Raum X heiBt kompakt, falls jede offene
Uberdeckung eine endliche Teiliiberdeckung besitzt.

Dabei bedeutet:

e offene Uberdeckung von X: eine Familie {U; };c; von offenen Mengen, deren
Vereinigung X ist: X = J,.,; Ui

o Teilitberdeckung: eine Auswahl {U;},c;, deren Vereinigung immer noch X
ist

Definition 10 Ein topologischer Raum X heift parakompakt, falls jede offene
Uberdeckung eine lokal endliche Verfeinerung besitzt.

Dabei bedeutet:

e Verfeinerung: eine neue Uberdecku_pg {V;}jes, wobei jede Menge V; in min-
destens einer Menge U; der alten Uberdeckung enthalten sein mufl

e lokal endlich: zu jedem x € X gibt es eine Umgebung, die nur endlich viele
Mengen V; schneidet.

Es gibt weitere Arten von Kompaktheit, die uns hier nicht interessieren.

Beispiel 2 Uberdeckung von R!' mit offenen Intervallen
e (n—31n+2), neZ\{0} — Liicke [+, 2]

104
11 q_ 1 +
* (5~ sml—gn) MEZ

Es kann keine endliche Teiliiberdeckung ausgewihlt werden = R ist nichtkom-
pakt. Die Uberdeckung selbst ist nicht lokal endlich, da jede Umgebung von
% unendlich viele Teilmengen schneidet. Es kann aber die Teiliiberdeckung mit
m = 1 ausgewihlt werden, die auch zur Uberdeckung ausreicht und lokal endlich

ist.

2.1.8 Topologische Mannigfaltigkeit

Definition 11 Eine topologische Mannigfaltigkeit M ist ein parakompakter
Hausdorff-Raum mit einer abzahlbaren Basis, der lokal einem R™ homdomorph
ist, d.h. fiir alle x € M existiert eine Umgebung U und ein Homdomorphismus
k:Uw k(U) C R™ Das Paar (U, k) heiBt lokale Karte.
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Das sind die minimalsten Voraussetzungen fiir eine sinnvolle Geometrie. Die Vor-
aussetzungen sind eigentlich immer erfiillt und es ist viel schwieriger Gegenbei-
spiele zu finden (die dann sehr pathologisch sind).

Auf parakompakten Hausdorff-Réumen existiert die Zerlegung der Eins:

Satz 3 Sei X ein parakompakter Hausdorff-Raum mit gegebener offener
Uberdeckung {U;}. Dann existiert eine Familie stetiger Funktionen f; : X — [0, 1]
mit folgenden Figenschaften:

o Fir jede dieser Funktionen existiert eine offene Umgebung aus der
Uberdeckung, so daf8 fi(x) =0 Vz € X\ U;

e Jeder Punkt x € X besitzt eine Umgebung V', so daf§ es nur endlich viele
Funktionen f; gibt, die auf V' nicht identisch verschwinden, und 3_; f;(y) =
1vyeV.

Uber die Zerlegung der Eins werden lokal (in jeder Karte) definierte Objekte zu
globalen (auf der ganzen topologischen Mannigfaltigkeit definierten) Objekten
zusammengeklebt.

Wir benétigen aber noch Differenzierbarkeit!

2.2 Differentialrechnung im R"

Definition 12 Seien U C R™ und V' C R™ offene Untermengen. Eine Abbildung
f U — V heiBt differenzierbar in x € U, falls eine stetige lineare Abbildung
f'(x) : R" — R™ existiert, so daB
h
f(x+h)— f(x)= f'(z)(h) +r(z,h) und }llir%W =0, heR".

Die Abbildung f’(z) heiBt Differential von f in z im Sinne von Fréchet. Die Abbildung
f U — V heiBt differenzierbar auf U, wenn sie in jedem Punkt x € U differenzierbar
ist.

Die Definition verallgemeinert sich auf Abbildungen zwischen Banach-Raumen
(vollstéandigen normierten Réumen).

Satz 4 Fulls das Differential f' existiert, dann ist es eindeutig.

Definition 13 Seien U C R” und V' C R™ offene Untermengen. Die Abbildung
f U — V hat im Punkt = € U eine Ableitung in Richtung des Vektors e € R", falls
der Grenzwert

[z +te) — f(x)

. teR
t

(Vef)(a) = lim

existiert. Der Grenzwert (V. f)(x) heiBt Richtungsableitung.
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Satz 5 Fualls f in x differenzierbar, dann existieren alle Richtungsableitungen
und es gilt (V.f)(x) = f'(z)(e).

Seien (ej,...,e,) die kanonischen Basen im R”", dann schreiben wir

(Ve, () = (0;) ().

Definition 14 Sei R D (a,b) 3 t — xz(t) C R" eine Kurve im R". Das Differential
2'(tp) : R — R™ heiBt Tangentialvektor an die Kurve z(t) im Punkt z(%).

Satz 6 (Komposition von Abbildungen) Seien U C R", V C R™ und W C
RF offene Teilmengen und g : U — V und f : V — W differenzierbar, dann ist
die Abbildung fog:U — W differenzierbar, und es gilt

(fog)(z) = f(g(x))og(x)
Beweis: Ubungen.

Seien XY, Z topologische Rdume und f : X x Y — Z eine Abbildung. Dann

wird
o fiir festes € X eine Abbildung f, : Y — Z definiert durch f,.(y) = f(x,y),
o fiir festes y € Y eine Abbildung f, : X — Z definiert durch f,(z) = f(z,y).

Satz 7 (von der impliziten Funktion) Seien U C R™ und V C RF offene
Teilmengen, F : UxV — RF differenzierbar, und in einem Punkt (xq,) € UXV
gelte f(xo,y0) = 0. Wenn das Differential F, (yo) RF — R*, aufgefafit als
Matriz, invertierbar ist, dann ezistieren offene Umgebungen Uy C U von xy und

Vo C V won yg sowie eine eindeutige differenzierbare Abbildung g : Uy — Vg, so
daff F(z,g(x)) =0 fiir alle x € Uy. Es gilt ¢'(z) = —(F;(g(x)))fl o Fy (2.

Korollar 1 Se: V. C R"™ offen, f : V. — U C R" differenzierbar und
f'(yo) : R* — R™ im Punkt yo C V invertierbar. Dann existieren offene Um-
gebungen Vo C 'V won yy und Uy von f(yo) und eine eindeutige inverse Ab-
bildung f~' : Uy — Vj. Die inverse Abbildung ist differenzierbar, und es gilt

(V) (@) = (F(f @) fiir alle x € U,
Beweis: Setze F(x,y) = x — f(y) mit F(zo,y0) = 0.
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2.3 Differenzierbare Mannigfaltigkeiten

Definition 15 Ein Atlas A* der Klasse C* einer topologischen Mannigfaltigkeit M
ist eine Kollektion lokaler Karten {(U,, ko) faer mit

o M= Uaej Ua, Ko : Uy — R™ sind Hom&omorphismen

o die Karten sind miteinander vertraglich, d.h. V(U,, k4 ), (Ug, kg) mit U,NUg #
() ist die Abbildung

kpok, :R" D ko(UyNUg) — ks(Uy NUz) CR™

differenzierbar der Klasse C*. Diese Abbildung heiBt Kartenwechsel.

Iil(Ul N UQ)
%Q(Ul N UQ)

Definition 16 Eine Karte (U, x) heiBt vertriglich mit einem Atlas A*, wenn A* U
(U, k) wieder ein Atlas der Klasse C* ist. Zwei Atlanten A¥ A% heiBen vertraglich,
wenn AY U A% wieder ein Atlas der Klasse C* ist.

Satz 8 Vertraglichkeit von Atlanten ist eine Aquivalenzrelation.

Beweis: HA

Definition 17 Eine differenzierbare Mannigfaltigkeit der Klasse C* ist eine topolo-
gische Mannigfaltigkeit // zusammen mit einer Aquivalenzklasse [A*] von Atlanten
der Klasse C* auf M. Die Aquivalenzklasse [A*] heiBt differenzierbare Struktur auf
M.

Bemerkung 1 Ein C'-Atlas A' auf M kann zu einem C*-Atlas A* verfeinert
werden, so dafl A* und A! als C''-Atlanten dquivalent sind. Dabei kann k = oo
(glatt = beliebig oft differenzierbar) und sogar k = w (reell-analytisch) sein, und
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alle moglichen Verfeinerungen ergeben dieselbe glatte bzw. reell-analytische Man-
nigfaltigkeit. Es gibt aber topologische Mannigfaltigkeiten der Dimension > 4,
die keine differenzierbare Struktur erlauben und es gibt nichtdquivalente differen-
zierbare Mannigfaltigkeiten, die als topologische Mannigfaltigkeiten hom&omorph
sind.

Definition 18 Eine Mannigfaltigkeit M heiBt orientierbar, falls ein Atlas von M
existiert, so daB fiir beliebige Karten (U,, ko) und (Ug, kg) mit U, N U # O das
Differential des Kartenwechsels positiv ist, d.h. det ((mﬁomgl)/ (y)) > 0 fiir alle
Yy < Iia<Ua N Uﬁ)

2.3.1 Abbildungen von Mannigfaltigkeiten

Definition 19 Seien M, N differenzierbare Mannigfaltigkeiten der Dimensionen
m,n. Eine Abbildung f : M — N heiBt differenzierbar, wenn fiir jedes Paar von
Karten (U, k), (V, p) mit f(U) C V der lokale Reprasentant

forx:=pofluor™ :R" D k(U)— p(V) CR"

differenzierbar ist.

Eine Abbildung f : M — N heiBt Diffeomorphismus, falls f ein Homoomorphis-
mus ist und f, f~! differenzierbar sind. Die Mannigfaltigkeiten M, N heiBen diffeo-
morph, falls es einen Diffeomorphismus f : M — N gibt.

Definition 20 Seien M, N differenzierbare Mannigfaltigkeiten. Eine differenzierbare
Abbildung f : M — N heiBt Immersion (bzw. Submersion), wenn fiir jeden Punkt
x € M eine Karte (U,x) von M mit z € U und eine Karte (V,p) von N mit
f(U) C V existieren, so daB das Differential f/ . der Abbildung f,,. = po for™":
k(U) — p(V) injektiv (bzw. surjektiv) ist. Eine Einbettung f : M — N ist eine
injektive Immersion, die M homoomorph auf N abbildet.

2.3.2 Beispiele fiir Mannigfaltigkeiten
1. M =R"

2. S™ mit stereographischer Projektion (Ubung)
3. My,My — M; x My, 2z.B.T"=S8"x...x 5!
~—

n

4. Untermannigfaltigkeiten im R" durch Niveau-Fliche f~1(0)
5. Lie-Gruppen
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2.4 Untermannigfaltigkeiten im R”

Definition 21 Eine Teilmenge M C R"** heiBt differenzierbare n-dimensionale
Untermannigfaltigkeit, wenn fiir jeden Punkt zy € M eine offene Umgebung U C
R™** von xy und eine differenzierbare Funktion f : U — R¥ existieren, so daB

e UNM = f1(0)

e fiir alle # € U mit f(z) = 0 hat das Differential f'(z) : R"*k — R*, aufgefaBt
als Matrix, den maximalen Rang k.

In diesen Bezeichnungen ist k& die Kodimension der Untermannigfaltigkeit. Un-
termannigfaltigkeiten der Kodimension k£ = 1 heiflen Hyperflichen.

Beispiel 3 S™ als Untermannigfaltigkeit im R"™ 5 z = (xy,...,2,,1) mittels
flz) =0 22— 1. Wir withlen U = R*1\ {0}. Dann ist f'(z) = 2(21,...,2"")
mit rg(f’(x)) =1

Satz 9 FEine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit M im R™* ist eine Mannig-
faltigkeit im abstrakten Sinn, d.h. fir jeden Punkt x € M existiert eine Umgebung
V' und ein Homéomorphismus r : V. — k(V) C R", so daff die Kartenwechsel
Diffeomorphismen sind.

Der Beweis wird in mehreren Teilschritten gefiihrt.

Lemma 1 (angepafite Koordinaten) Sei M eine n-dimensionale Unterman-
nigfaltigkeit im R"*. Dann gibt es zu jedem xzo € M eine Zerlegung R"F =
R" x R¥ mit offenen Mengen U, C R™ und Uy C R* sowie eine differenzierbare
Abbildung g : Uy — Us, so daff M N (Uy x Us) = {(y,9(y)) , y € U1 }.

Beweis: Sei f die die Untermannigfaltigkeit M definierende differenzierbare Ab-
bildung und zo € M. Da f’(zp) maximalen Rang hat, ist ker f'(xy) ein n-
dimensionaler Unterraum T, C R""*. Sei N,, das orthogonales Komplement
von Ty, im R"* d.h. (t,n) = 0 Vn € N,,, t € Ty,. Damit ist N,, ~ R¥ und
T,, ~ R™ als Vektorrdume. Das Koordinatensystem werde nun so gedreht, dafl
T,, gerade durch die ersten n Koordinatenrichtungen des R"** aufgespannt wird
und N,, durch die letzten k. In diesen Koordinaten hat x € M die Darstellung
r = (y,2) mit y € R*” und z € R*. Speziell ist 79 = (yo,20). Seien V; C R"
eine offene Umgebung von 7, und V, C R¥ eine offene Umgebung von z, so daf
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f'((y,2)) fir alle (y,z) € M N (V; x V,) maximalen Rang hat.

Das Differential f; (z0) : R* — R" eine invertierbare Matrix, denn f; (z0)(h) =
1" (Y0, 20)(0, h) und (0, h) liegt im Komplement von ker f'(yo, z0). Nach dem Satz
iiber implizite Funktionen existiert eine offene Umgebung U; C V; von yy und eine
offene Umgebung U C V5 von zg sowie eine eindeutige differenzierbare Abbildung
g: Uy — Uy mit f(y,g(y)) =0 fur alle y € U;. O

Lemma 2 (lokales Geradebiegen) Eine Teilmenge M C R™** ist genau dann
eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit im R"™* wenn fiir jeden Punkt x €
M C Rn—i—k

o cine offene Umgebung T C R™* von x,

e cine offene Teilmenge S C R"*,

o cin Diffeomorphismus F : T — S
existieren, so daff F(TNM)=Sn (R x (0,...,0)).

k

Beweis: (=) Nach dem vorigen Lemma existiert eine differenzierbare Abbildung
g:R*" DU, — Uy CRF mit M N (U x Uy) ={(y,9(y)) , vy € Uy}. Wir setzen
T = Uy x Uy sowie F((y,2)) = (y, 2 —g(y)) und S = F(T) C R***,

F(MNT) | v

e Injektivitiat: F(y,z) = F(u,v) bedeutet y = v und z — g(y) = v — g(u) =
v—g(y), also z = v.

13
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ITLXTL 0
—9'(Y) ik
damit existiert das Differential der inversen Abbildung, (F~!)(s) =
(F'(F(s))) " firs € S
(<) Seix € MNT und die Abbildung F : T — R mit F(z) € R"x(0,...,0)
k
vorgegeben. Aus Injektivitét folgt M NT ={x € T, Fii(x) = Fhpo(x) =+ =
Foix(z) = 0}. Wir wihlen f: R — R¥ als f(x) = (F,1(2),. .., Fon(x)). Sei
wieder x = (y, 2), so ist f'(z) = (—¢'(y), Ixxk), und damit hat f’(z) maximalen
Rang. O

e Differenzierbarkeit: F'((y,z)) = ( ) ist invertierbar, und

Definition 22 Sei U eine offene Teilmenge des R™. Eine Abbildung ¢ : U — R"*¥
heiBt /mmersion, wenn ¢ differenzierbar ist und rg(¢/(y)) = n fir alle y € U.

Lemma 3 Fine Teilmenge M C R ist genau dann eine n-dimensionale Un-
termannigfaltigkeit von R" ™ wenn

o zujedemx € M eine (beziiglich der Unterraum-Topologie) offene Umgebung
V von M,

e cine offene Teilmenge U C R™,

e cine Immersion ¢ : U — R*TF
existieren, so daff U durch ¢ homéomorph auf V' abgebildet wird.
Beweis: Wir zeigen nur (=), die Umkehrung benétigt Lemma 2. Nach Lemma (1
existieren offene Teilmengen U; € R™ und U, C R* sowie eine differenzierbare
Abbildung g : Uy — Uy, so da M N (Uy x Uz) = {(y,9(y)) , y € U1 }. Wir setzen
V =Mn (U, xUy) und U = U; sowie ¢(y) = (y,g(y)). Surjektivitit folgt aus

Lemma 1. Sei ¢(y1) = ¢(y2), dann ist y; = y» und, da g eindeutig, g(y1) = g(y2).
Also ist ¢ injektiv, und damit ein Homéomorphismus, denn U und V sind offen.

Wir haben ¢/(y) = ( ;7@") > Da ¢ differenzierbar auf U ist auch ¢ differen-

zierbar in y und aulerdem rg(¢'(y)) = n. O
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Beweis des Satzes: Da ¢ : U — V ein Hom6éomorphismus, ist auch die Ein-
schrankung des Inversen x : ¢_1|V : V' — U ein Homéomorphismus. Damit defi-
niert (V, ) eine Karte der topologischen Mannigfaltigkeit M. Es bleibt zu zeigen,
daf die Kartenwechsel Diffeomorphismen sind. Seien also zwei Karten (V}, &;),
j = 1,2 gegeben mit V; NV, # (. Als Komposition von Homéomorphismen ist
klar, dal ko 0 ¢y : k1 (V1 N Va) — ko(V) N V) wieder ein Homdomorphismus ist.
Es bleibt zu zeigen, daf3 diese Abbildung auch differenzierbar ist.

Sei y1 € w1 (ViNVe) und @ = ¢1(y1) € M sowie yo = kg 0 w7 ' (1) = () €
k2 (ViNV,). Nach Lemma 2 existieren offene Teilmengen T', S € R™™* mit ¢, (y1) €
T, und ein Diffeomorphismus F : T — S, so dal F(MNT) = SN(R"x(0,...,0)).

k
Wir kénnen M NT C Vi3 NV, annehmen, so daB8 W; := x;(M NT) C k;(ViNV3)
offen.

Damit haben wir auf W; die Darstellung F o ¢; = (¢;,0,...,0) mit t; :

k

W; — R™. Da F ein Diffeomorphismus und ¢; eine Immersion, ist (F'o¢;)'(w;) =
F'(¢j(w;))¢}(w;) differenzierbar auf W; und hat den Rang n. Auerdem ist F' o
¢; injektiv, und damit ist ¢; : W; — 1;(W;) ein Diffeomorphismus. Somit ist
Ko O /@'1_1 =5 Lo Wy : Wi — Wi ein Diffeomorphismus. O

Folglich ist jede n-dimensionale Untermannigfaltigkeit im R™ auch eine Man-
nigfaltigkeit. Es gilt aber auch die Umkehrung;:

Satz 10 (Whitney) Sei M eine n-dimensionale differenzierbare Mannigfaltig-
keit. Dann existiert eine Immersion i : M — R™ fiirm > 2n und eine Finbettung
e: M — R™ firm>2m+1.
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Definition 23 Eine Teilmenge M C N heiBt Untermannigfaltigkeit von N, wenn
fir jeden Punkt € M eine Karte (U, k) von N um x existiert, so daB (M NU)
eine Untermannigfaltigkeit der offenen Teilmenge «(U) C R™ ist. Eine Untermannig-
faltikeit M von N heiBt abgeschlossen, wenn das Komplement N \ M offen ist.

2.5 Lie-Gruppen

Definition 24 Eine Lie-Gruppe G ist eine differenzierbare Mannigfaltigkeit mit der
algebraischen Struktur einer Gruppe, so daB beide Strukturen vertraglich sind. d.h.
die Abbildung G x G > (g,h) — gh™! € G ist differenzierbar.

Definition 25 Eine Untergruppe H einer Lie-Gruppe G heiBt Lie-Untergruppe,
wenn H eine Untermannigfaltigkeit von G ist.

Satz 11 Die Gruppe GL(n,R) der invertierbaren reellen n x n-Matrizen ist eine
Lie-Gruppe und hat als Mannigfaltigkeit die Dimension n?.

Beweis: GL(n,R) ist eine offene Teilmenge des R™, denn ist ¢ € GL(n,R
und fiir eine n x n Matrix h gelte ||g — h|| < [lg7![7!, dann ist auch h =
(e — (g — h)g~1)g invertierbar, und h~! ist durch die Neumannsche Reihe ge-
geben: =t = g7 S (g — h)g~*)*. Damit ist GL(n,R) global einer Teilmen-
ge des R™ homdomorph, namlich zu sich selbst, mit der Karte (GL(n,R),id).
Die Aquivalenzklasse dieses Atlasses definiert eine differenzierbare Struktur auf
GL(n,R).

Alternativ: det ' (R \ (0)) ist offen, da die Determinante stetig ist.

Zu zeigen bleibt die Vertréglichkeit mit den Gruppenoperationen. Sei U =
GL(n,R) x GL(n,R) C R*’, dann ist das Differential der Multiplikation
m : U 3 (g,h) — gh C R" gegeben durch m/(g,h) = (Rp, L,), wobei Ry, die
Rechtsmultiplikation mit A und L, die Linksmultiplikation mit g bedeutet. Fiir die
Inversion i : GL(n,R) 3 g — ¢g~! € GL(n,R) haben wir ¢'(g)(t) = —g~'tg™!, so
daf} die Gruppenoperationen vertraglich sind mit der Mannigfaltigkeits-Struktur.
O

Entsprechend ist die Gruppe GL(n,C) der invertierbaren komplexen n x n-
Matrizen ist eine Lie-Gruppe der Dimension 2n* und die Gruppe GL(n,H) der
invertierbaren quaternionischen n x n-Matrizen eine Lie-Gruppe der Dimension
4n?.

Satz 12 Die Gruppe SL(n,R) = {g € GL(n,R) , det g = 1} ist eine abgeschlos-
sene Lie-Untergruppe von GL(n,R) der Dimension n* — 1.

Beweis: Mit der offenen Untermenge GL(n,R) C R" setzen wir f : GL(n,R) —
R, f(g) = det g — 1. Dann ist SL(n,R) = f~(0) und das Differential ist wegen
det'(g)(t) = det g tr(g~'t) fiir ¢ € SL(n,R) durch f'(g)(t) = tr(g~'t) gegeben,
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und hat somit den Rang 1. Damit ist SL(n,R) eine Untermannigfaltigkeit von
R™. Mit der globalen Karte (GL(n,R),id) von GL(n,R) wird SL(n,R) zu einer
Untermannigfaltigkeit von GL(n,R) und damit zu einer Lie-Untergruppe. Die-
se Untermannigfaltigkeit ist abgeschlossen, denn sei ¢ € GL(n,R) \ SL(n,R),
dann ist detg # 1. Da die Determinante stetig ist, ist das Urbild det™" einer
offenen Kugel um det g, die 1 nicht enthélt, offen. Damit ist die SL(n,R) eine
abgeschlossene Lie-Untergruppe von GL(n,R). O

Damit ist noch nicht bewiesen, dafl diese Gruppe auch eine Lie-Gruppe ist!
Wir werden spéter beweisen, daf3 jede abgeschlossene Lie-Untergruppe einer Lie-
Gruppe wieder eine Lie-Gruppe ist.

Entsprechend ist die Gruppe SL(n,C) der komplexen n x n-Matrizen mit
Determinante 1 eine abgeschlossene Lie-Untergruppe der Dimension 2n? — 2.

Satz 13 Die orthogonale Gruppe O(n,R) = {g € GL(n,R) , g'g = e} ist eine

. . . n(n—1)
abgeschlossene Lie-Untergruppe der Dimension ———.

Beweis: Sei Sym C R*" der Raum aller symmetrischen Matrizen. Mit der

offenen Untermenge GL(n,R) € R setzen wir f : GL(n,R) — Sym, f(g) =
g"g—e. Dann ist O(n,R) = f~'(0) und das Differential ist die lineare Abbildung
f(9)@t) = g"t + t"g. Setzt man t = 1(¢7)"'s mit s € Sym, so ist f'(g)(t) = s.
Damit ist f’(g) surjektiv, hat also maximalen Rang. Da f stetig, wird O(n,R)
eine abgeschlossene Lie-Untergruppe der GL(n,R). O

Die orthogonale Gruppe O(n,R) ist kompakt und hat zwei Zusammenhangs-
komponenten, die eine bestehend aus den Matrizen g € O(n,R) mit det g = +1
und die andere bestehend aus den Matrizen g € O(n,R) mit detg = —1. Bei-
de sind damit selbst Mannigfaltigkeiten, und die Matrizen mit det g = +1 sind
zugleich eine Gruppe, die spezielle orthogonale Gruppe SO(n, R).

Vollig analog werden folgende Gruppen zu abgeschlossenen Lie-Untergruppen:

e O(n,C) C GL(n,C) mit f(g) = g*g — e, Dimension=n? — n, nichtkompakt

(fiir n > 1)

SO(n,C) als Zusammenhangskomponente mit det g = 1

e U(n) C GL(n,C) mit f(g9) = g*g — e, Dimension=n? kompakt

e SU(n) C GL(n,C) mit f(g9) = (9*g — e,detg — 1), Dimension=n?* — 1,
kompakt

e Sp(2n,R) € GL(2n,R) mit f(g) = ¢Twg — w, w = <IO —Igm )
nxn

Dimension=2n? + n, nicht kompakt

o Sp(2n,C) C GL(2n,C) mit f(g) = ¢Twg — w, w = (IO _[an )

Dimension=4n? 4 2n, nicht kompakt
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e Sp(n) C GL(n,H) mit f(g) = g*g — e, Dimension=2n? + n, kompakt

3 Tensorbiindel

3.1 Tangentialraum
3.1.1 Abstrakte Definition

Sei M eine (differenzierbare) Mannigfaltigkeit. Wir bezeichnen mit C*°(M) die
Algebra der (unendlich oft) differenzierbaren reellen Funktionen auf M, d.h. der
Abbildungen f: M >z — f(x) € R, so daf fiir eine Karte (U, k) mit x € U die
Abbildung fox™!: R" 3 k;(U) — R differenzierbar ist. Die Algebra-Struktur ist
punktweise definiert, d.h. (a1 f1 + asfo)(x) = a1 fi(z) + ag fo(z) und (fife)(z) =
f1() o). |

Besonders niitzlich sind die Koordinaten-Funktionen = +— 2°. Sei t =
(t',...t") € R", dann definieren wir eine Abbildung a’ : R" 3 ¢ — ¢’ € R und die
Koordinaten-Funktionen in einer gegebenen Karte (U, k) als 2’ := a’ok : U — R.

Definition 26 Sei M eine Mannigfaltigkeit. Ein Tangentialvektor v, im Punkt
x € M ist eine lineare Abbildung v, : C*°(M) — R, die die Leibniz-Regel erfiillt:

ve(arfi + asfa) = agve(fi) + aove(f2) und ve(fifo) = va(f1) fo(z) + fi(w)ve(f2)
fir fi, fo € C°(M) und oy, a5 € R.

Insbesondere verschwindet v, auf (lokal) konstanten Funktionen f(z) =
al(z), mit 1(z) = WVz € U, da v,(a) = av,(1) = av,(1-1) = av,(1)1(x) +
al(z)v,(1) = 2av,(1).

Der Raum T, M aller Tangentialvektoren im Punkt z € M wird durch (awv, +
Buz)(f) = av.(f) + Bu,(f) zu einem linearen Raum, dem Tangentialraum der
Mannigfaltigkeit im Punkt z.

3.1.2 Darstellung in einer Karte

In einer gegebenen Karte (U, k) von M ergibt die Anwendung eines Tangen-
tialvektors auf die Koordinaten-Funktionen v,(z') = v, € R. Wir setzen
f=forxtok = for mt f:R"D k(U) — R und wenden den Mit-

telwertsatz an: f(t) = f(to) + Sor, (£ — tf))afi‘A fir ein s € (0,1).
M it 4-s(t—to)

Mit t = k(z) und ty = k(zg) wird daraus f(z) = f(xo) + > (2'(x) —
wh(x)) oL . Anwenden von v, ergibt, da f(z,) und z} konstan-
| i=r(2z0)+s(r(z)—r(z0))

te Funktionen sind, v,(f) = Y1, v(xz)gtf

) . Im Limes x — xg
t=r(z0)+s(r(z)—k(z0))

. Symbolisch schreibt man dafiir auch
k(o
vy = >0 vt Man betrachtet dann {-2;} als Basis von T, M. Andererseits

i=1 YT 9zt ox?

ergibt sich v,,(f) = >, v’ O(for™1)

i=1 "xo ot}
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konnen wir die partiellen Ableitungen wieder zu einem Differential zusammen-
fassen: 7 vi 2Uen) (f o k™1 (k(z))od mit o = (vl,...,v") € R™.

= . = )
=1 "x ot w(z) T

Als Konsequenz erhalten wir:

Satz 14 Jede Karte (U, k) definiert einen Isomorphismus von Vektorrdumen
i : TeM 3 v, — o € R™.

Seien (Uy, k1) und (Us, ko) zwei Karten von M und x € Uy N Us. In diesen
Karten habe der Tangentialvektor v, € T, M die Darstellung

Ua:(f) = (f o ,‘11_1>’(K/1<CC>>U£/‘€1) _ (f o RQ_I),<R2(ZL’))U§E@)
= (f o lil_l 0 K10 ;{2—1)’(,{2(@)@&2)

= (fory ) (mi(2)) o (k1 0 k) (a(x) o™
Folglich transformieren sich die Kartendarstellungen von Tangentialvektoren
beim Kartenwechsel geméf v{™) = (kpokyt) (/fg(:v))vé@). Vor allem in der Rela-

tivitatstheorie wird dieses Transformationsverhalten als Definition eines kontra-
varianten Vektors angesehen:

Definition 27 Ein Objekt ist ein Vektor, wenn es sich unter Kartenwechsel wie ein
Vektor transformiert.

3.1.3 Tangentialvektoren an Kurven

Definition 28 Sei M eine Mannigfaltigkeit und I = (a,b) € R ein offenes Intervall.
Eine Kurve auf M ist eine Abbildung v : I o t — ~(t) € M. Zwei Kurven 1,7 :

I — M heiBen dquivalent im Punkt zo € M, wenn ~,(tg) = 72(to) = o und

(K o»yl)‘t:t0 = %(HO’)/g)‘t:tO fiir alle Karten (U, k) mit 29 € U.

Satz 15 Jede Aquivalenzklasse [y], von Kurven im Punkt x € M definiert einen

Tangentialvektor im Punkt x durch v,(f) = L(f o 7<t))‘t=to fir v € [v]s und

fel>(M).
Beweis: Leibniz-Regel:

wlfo) = L (F90r O]y, = 5T o7 g o)),

_ %(f 0 Y(1))],y, 9©(t0) + [ o Y(to) %@ ° 1) imy

= va(f)g(@) + f(z)va(9)
Unabhéngigkeit vom Reprasentanten v, € [7],:
d d
D) = (7 0],y = S (FoR om0l
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=(fo li_l)/(/i o %(%))%(’{ o 71<t>>‘t:to
= (For Y (ko (to)

d
= Z(f oyl =

(ko ()],

f) m

—~ <+

Satz 16 Jeder Tangentialvektor v, definiert eine Aquivalenzklasse von Kurven
Mz s0 dap ve(f) = G(f o).,
(k) _

Beweis: Eine Karte (U, k) mit € U definiert einen Isomorphismus v, — vy’ =
(vl,...,v") € R™. Wir setzen y(t) = s (k(z) + (¢t — tg)vg(f)). Dann ist y(ty) = x

und

d _ d .
C(F 0]y = (F 0 57 (5() S (52) + (¢ = f0)ol®)]
= (for™Y) (w(2))ol” = vi(f) 0
Damit besteht eine 1:1-Korrespondenz zwischen Tangentialvektoren in x € M
und Aquivalenzklassen von Kurven durch z.

3.1.4 Tangentialabbildung

Sei ¢ : M — N eine differenzierbare Abbildung von Mannigfaltigkeiten mit
¢(r) = y. Dann induziert diese Abbildung eine Abbildung von Tangentialrdumen

@ ToM 3 vy = ¢l (vy) € Ty N durch (¢, (v,))(f) = vo(f o @) fiir f € C®(N).
3.1.5 Kotangentialraum

Definition 29 Der Kotangentialraum T7M in x € M ist der Raum der linearen
Funktionale auf 7, M, d.h. der linearen Abbildungen TM > w, : T,M — R.

Wenn {2} Basis von T, M, dann bezeichnen wir mit {d27} die duale Basis von

T M mit da?(z%) = 6. In dieser Basis ist w, = Y| wqjda?.

3.2 Tangentialbiindel

Satz 17 Sei M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit mit Atlas A =
{(Ua, ko) }aer- Der Raum TM = J,cp ToM wird zu einer 2n-dimensionalen
Mannigfaltigkeit mit Atlas AT = {(UL, k1) }oer und Punkten v, € T,M, x € M.

Dabei ist UL = T, M und k% (v,) = (ka(z), o)) € R?,

xeUy

Beweis: Zu iiberpriifen ist die Vertréiglichkeit der Karten, d.h. da§ kI o (x])7*:

kT(UT NUT) — kT(UF N UYL) ein Diffeomorphismus ist. Wir haben

iy 0 (1)~ (ma(2), ™)) = ko) = (ma(), vi™)
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= (k20 7 ") (K1 (2)), (52 0 57 1) vi™)) . O

T

Aus in Kiirze ersichtlichen Griinden heifit T'M das Tangentialbiindel von M.

3.2.1 Natiirliche Strukturen auf T M

1. Es existiert eine kanonische surjektive Projektion 7 : TM — M, w(v,) = x.
Die kanonische Projektion ist differenzierbar: Sei (U], x1) eine Karte von
TM und (Uy, k9) eine Karte von M, dann ist die Abbildung kyomo (k7)1 :
k1(U1) X R" — ky(Us) gegeben durch

iz oo (k7)™ (k(2),vf)) = Kz 0 m(vs) = ka(2) = (k2 0 K7 1) (k1 ()

2. Sei A = {U,kq)} ein Atlas von M. Dann existiert fiir jede Karte (Uy, ko) €
A eine Abbildung x, : 7 1(U,) — U,y X R™ mit x4 (v,) = (W(Ux),v;g”“)).
Damit ist

Xa

71 (U,) U, x R"

ein kommutatives Diagramm.

Satz 18 Die Abbildung x. ist ein Diffeomorphismus und pry o X4 i)
T, M — R™ ist ein Isomorphismus von Vektorrdaumen.

Definition 30 Das Tupel TM = (T'M,M,n,R" {x.}) heiBt Tangentialbiindel
der Mannigfaltigkeit M. Im Tupel ist TM die Biindelmannigfaltigkeit, M die Ba-
sismannigfaltigkeit, 7 die kanonische Projektion, R™ die typische Faser, und {x,}

eine Familie lokaler Trivialisierungen. Der Raum 7~ !(z) = T,,M heiBt die Faser iiber
x € M.

3.3 Vektorbiindel

Definition 31 Ein Vektorbiindel £ iiber der Basis M mit typischer Faser F' ist ein
Tupel (E, M, 7, F,{xa}), wobei E, M differenzierbare Mannigfaltigkeiten und F’ ein
endlich-dimensionaler Vektorraum sind und

e 7 : F — M ist differenzierbare Surjektion (Projektion)

e [J besitzt eine Familie lokaler Trivialisierungen, d.h. es existiert eine
Uberdeckung {U,} von M und eine Familie von Diffeomorphismen x, :
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71 (U,) — U, X F, so daB

X

T

U, x F

Ua)
\ AA
Ua

ein kommutatives Diagramm ist und
pl"2 O Xa ﬂ'*l(a:) : ﬂ-_l(l‘) - F

ein Isomorphismus von Vektorraumen ist.

Dabei ist E die Biindelmannigfaltigkeit, M die Basismannigfaltigkeit, 7 die ka-
nonische Projektion, F die typische Faser und {x,} eine Familie lokaler Triviali-
sierungen. Der Raum 7~ !(z) = E, heifit die Faser iiber x € M.

Definition 32 Ein lokaler Schnitt eines Vektorbiindels ist eine Abbildung s : U — E
mit U C M offen und 7o s = idy. Ein auf U = M definierter Schnitt heiBt globaler
Schnitt.

Jedes Vektorbiindel besitzt einen ausgezeichneteten Schnitt, den Nullschnitt.
Glatte Schnitte eines Vektorbiindels bilden einen unendlich-dimensionalen Vek-
torraum I'°(E) mit (o181 + ag82)(x) = ays1(x) + agse(x)

Definition 33 Eine Familie (si,...,s,) von Schnitten heiBt linear unabhangig,
wenn fiir alle Punkte x aus dem gemeinsamen Definitionsbereich das System
(s1(x),...,s,(2)) linear unabhingig ist.

Damit ist jedes Element einer Familie linear unabhéngiger Schnitte in jedem
Punkt des gemeinsamen Definitionsbereichs verschieden von 0.

Satz 19 Sei F ein k-dimensionaler Verktorraum. Dann gibt es eine 1:1-
Korrespondenz zwischen lokalen Trivialisierungen x tber U C M und Systemen
{s:} von k linear unabhdngigen Schnitten iber U.

Beweis: (=) Sei x vorgegeben und {b;} eine Basis von F. Dann setzen wir
si(z) = x 1z, b;).

(<) Sei s; vorgegeben, dann bilden die s; in 7! (z) eine Basis. Also ist 7! (z)
e=3F esi(x). Wir setzen x : 71 (U) 3 e (2,3 eib) € U x F. O

Definition 34 Das Biindel E heiBt global trivial, falls ein System von £ linear un-
abhingigen Schnitten des Biindels existiert, d.h. ein Diffeomorphismus y : £ —
M x F.
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3.3.1 Beispiele von Vektorbiindeln
e triviales Biindel £ = M x F.

e Tangentialbiindel T'M, im allgemeinen nicht trivial

e duales Biindel: Sei E = |J,,, E, ein Vektorbiindel und E} der Raum der
linearen Funktionale auf E, = 7~'(z), dann ist E* = {J,_,, E; ein Vek-
torbiindel mit kanonischer Projektion 7 : E* — M und Trivialisierungen

X7 U) = Ux F* o x(e) = (7€), (X s gaqeny) 7 (€7) -
Dabei ist fiir e* € E und v € F
((X‘ﬁ-—l(ﬁ-(e*))>71*(e*>)(U) = 6*((X‘,~T—1(,~r(e*))>ilv)
e direkte Summe von Vektorbiindeln: E;, F5 Vektorbiindel {iber M, dann ist
By ® By = U, e ((E1)z @ (E2),) ein Vektorbiindel.

e Tensorprodukte von Vektorbiindeln (spéter)

3.4 Vektorfelder

Wir bezeichnen mit X(M) = I'*°(T'M) den unendlich-dimensionalen Vektorraum
der glatten Schnitte des Tangentialbiindels. Elemente aus X(M) heiflen Vektor-
felder. Die Auswertung eines Vektorfeldes in einem Punkt z € M liefert einen
Tangentialvektor X, = X (x) € T, M.

Ein Vektorfeld X € X(M) ist eine lineare Abbildung X : C*°(M) — C*(M),
mit (X f)(z) = X,(f), die die Leibniz-Regel erfiillt:

X(fif2) = X(fH) - o+ fi- X(f2)

Definition 35 Sei M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit. Eine Familie von n li-
near unabhangigen Vektorfeldern auf einer offenen Umgebung von M heiBt lokales
Bezugssystem.

3.4.1 X(M) als Lie-Algebra

Ist das Produkt von Vektorfeldern XY (f) := X(Y(f)) wieder ein Vektorfeld?
Nein, da die Leibniz-Regel nicht erfiillt ist!
XY (fif2) = XY (fif2)) = XY (f1) - fa+ 1 - Y (2))
= XY (f1) - 2+Y([) - X(f2) + X(f1) - Y(f) + fr - XY (f2))
#XY(f1) - fo+ fi- XY (f2)

Dageben ist der Kommutator [X,Y] = XY — Y X wieder ein Vektorfeld, da in
obiger Rechnung die Terme Y'(f1) - X (f2) + X (f1) - Y (f2) herausfallen.
Eigenschaften des Kommutators:
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o [X,Y]=-[Y,X], [X,X]=0 (Antisymmetrie)
o (X.Y+Z]=[X,Y]+[X,Z] (Linearitit)
o (X, [V, Z]|+1[Y,[Z,X]]+[Z,[X,Y]] =0 (Jacobi-Identitét)

Definition 36 Ein Vektorraum L mit einer bilinearen Abbildung [, | : L x L — L,
der Lie-Klammer, fiir die [X, X] = 0 VX € L gilt und die die Jacobi-Identitat
(X, Y, Z)|+ Y, [Z,X]|+ [Z,[X, Y]] =0 VX,Y, Z € L erfiillt, heiBt Lie-Algebra.

Bemerkung: 0 = [X+Y, X+Y| = [X, X]+[X, Y]+[Y, X]+[Y, Y] = [ X, Y]+]Y, X],
also [X,Y] = —[Y, X]

Damit ist der Raum aller Vektorfelder X(M) eine Lie-Algebra.

weitere Beispiele: Sei A eine assoziative Algebra, dann ist A auch eine Lie-Algebra
mit Lie-Klammer [a,b] = ab — ba.

Sei G eine Lie-Gruppe, dann bilden die linksinvarianten Vektorfelder (die
spater definiert werden) eine Lie-Algebra der gleichen Dimension wie G. Diese
wird einfach als Lie-Algebra von G bezeichnet.

3.4.2 X(M) als Modul iiber der Algebra C*°(M)

Der Raum X(M) aller Vektorfelder auf M ist ein C*°(M)-Modul, d.h. fiir X €
X(M) und f € C®°(M) ist fX € X(M) mit (fX)(f1) = f- X(f1). Es gilt
(fif2)X = fi(f2X) sowie die iiblichen linearen Strukturen der Operation.
Solche Moduln iiber einer Algebra spielen eine groie Rolle in verallgemeiner-
ten (nichtkommutativen) Geometrien. Nicht die Vektorbiindel selbst, sondern der
Raum der Schnitte von Vektorbiindeln besitzt eine nichtkommutative Verallge-
meinerung. Die Klassifikation dieser Rdume ist Gegenstand der K-Theorie.

3.4.3 Integralkurven

Definition 37 Sei X € X(M). Die Abbildung 7., : R D (a,b) — M mit

e 7.,(0)=1z9, 0€(a,b)

o G(form(t) = (Xf)(m(t) V€ (ab)
heiBt Integralkurve des Vektorfeldes X durch den fixierten Punkt z.
Aus Existenz- und Eindeutigkeit von Losungen gewohnlicher Differentialgleichun-
gen 1. Ordnung folgt lokal (in einer Umgebung von z;) die Existenz und Eindeu-
tigkeit von Integralkurven. Die Frage ist dann, wieweit sie ausgedehnt werden
konnen.

Die Behandlung dynamischen Systeme (z.B. klassische Mechanik) fiithrt zum
Problem des Auffindens von Integralkurven (Trajektorien im Phasenraum).

Definition 38 Eine lokale einparametrige Gruppe von Diffeomorphismen der Man-
nigfaltigkeit M ist eine Abbildung ¢ : M x R D D — M mit
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1. ¢(.,0) =idy

2. Falls (z,s), (¢(x,s),t) und (xz,s +t) in D liegen, dann ist ¢(p(x,s),t) =
o(z,s+1t).

3. Fiir alle z € M existieren Umgebungen U, C M von x und Zahlen ¢, > 0, so
daB ¢(.,t) : U, — ¢(U,,t) ein Diffeomorphismus ist fiir alle t € (—¢,, €;).

4. ¢ ist unendlich oft differenzierbar in ¢.

Satz 20 Jedem glatten Vektorfeld X € X(M) entspricht eindeutig eine lokale
einparametrige Gruppe von Diffeomorphismen ¢x, so daff v.,(t) = ¢x(x,t) die
Integralkurve von X durch xq ist.

Beweis: Wir setzen (X f)(z0) = £ f(ox (a:o,t))‘tzo. Zu zeigen ist, dafl diese Zu-
ordnung ¢y +— X bijektiv ist.

Surjektivitdt: Sei X ein beliebiges Vektorfeld, dann existiert lokal die Integral-
kurve 7,,(t), und wir setzen ¢x(xg,t) = vs,(t). Dann folgen 1. der Definition
und 3.4+4. aus Sétzen iiber Losungen von Differentialgleichungen. Bleibt 2: Die
Kurven ¢x (zg,t + s) und ¢x(¢(xg, s),t) erfiillen dieselbe Differentialgleichung

d d d
af@X(l’oatﬂL s))|,_, = Ef(ﬁbx(xoat))}t:sﬁ = Ef(%o(t))hzsﬂ
= (Xf)(zo(s + 7)) = (X [)(S(20,5 + 7))

und

SIOx(0x(20,9),0)] . = 5 Coxtans D], = (XD (1)

= (XN)(o(¢x (20, 8),7)) ,

und sie gehen fiir £ = 0 durch den gleichen Punkt ¢x(z¢,s) = ¢x(dx(zo,s),0).
Also folgt 2.
Injektividt folgt aus Eindeutigkeit der Losung von Differentialgleichungen. [

Definition 39 Ein Vektorfeld X € X(M) heiBt vollstindig, wenn die zugehdrige
einparametrige Gruppe ¢x(x,t) von Diffeomorphismen global auf M x R definiert
ist.

3.4.4 Zuriickziehen von Funktionen und Transport von Vektorfeldern

Definition 40 Sei ¢ : M — N eine differenzierbare Abbildung zwischen Mannig-
faltigkeiten und f € C*°(N). Dann ist das Zuriickziehen (pull back) von Funktionen
¢* : C®°(N) — C®°(M) definiert als (¢*f)(x) = (f o ¢)(z) mit z € M.

Sei ¢ zusatzlich ein Diffeomorphismus, dann ist der Transport ¢, : X(M) — X(IV)
von Vektorfeldern definiert durch (¢,.X), = ¢/(¢7!(y)) Xp-1¢) mit y € N.

Rechenregeln
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1. ¢.(hX)=(ho ¢_1)¢*X = (gb‘l*h)qb*X , heC>®M)

2. (0"X)f = X(fog)oo™ = (¢7)(X(¢"f), feC™(N)
3. 9, 0. = (b0 @),

40X, Y] = [6.X,0.Y]

Beweis:

¢:(hX)y = &' (67 () (hX) 11y = &' (67 (W) (M (1)) - Xo1(y)

= (ho¢ ) (y)¢' (¢ 1< >> i)

= ((ho o) (0.X)),
(X)) (W) = (6:X)y(f) = (¢ (67 (1)) X s 1<y)(f) Xo-15)(f 0 )

= (X(¢"))o-1t) = (X(f o) oo™ )y) = (6~ (X (6" /)))(y)
[0.X,0.Y](f) = 0.X (.Y (f)) — 6.Y (d)*X(f))

= 0. X (¢ )" (Y (¢S >) aﬁ* (Cx ¢*f)))
= (o)X (¢" (6 (Y(6°1)))) — (*((d) D (X (97 f))))
= (o7 (XY - YX><¢ f))—(@[X,Y])(f)

Definition 41 Sei ¢ : M — M ein Diffeomorphismus der Mannigfaltigkeit M.
Ein Vektorfeld X € X(M) heiBt invariant under dem Diffeomorphismus ¢, wenn
P.X = X gilt.

Bemerkung: Ausgewertet im Punkt ¢(z) bedeutet das Xy,) = ¢'(x) X, fiir alle
x € M. Diese Invarianz 1a3t sich auch als X o ¢* = ¢* o X schreiben nach der 2.
Rechenregel fiir den Transport von Vektorfeldern.

3.5 Die Lie-Algebra einer Lie-Gruppe

Sei G eine Lie-Gruppe, dann bezeichnen wir mit L, : G — G, L,(b) = ab,
die Linksmultiplikation mit a € G. Nach Definition einer Lie-Gruppe ist die
Linksmultiplikation ein Diffeomorphismus. Damit induziert L, einen Transport

(La)s : X(G) 2 X +— (L,)+«X € X(G) von Vektorfeldern auf G.

Definition 42 Ein Vektorfeld X € X(G) heiBt linksinvariant, wenn (L,).X = X
fir alle a € G.

Satz 21 Die linksinvarianten Vektorfelder auf einer Lie-Gruppe G bilden eine
endlich-dimensionale Lie-Unteralgebra (g,[ , |) der Lie-Algebra X(G).

Beweis: [(Lq)+X, (La)+Y] = (La)«| X, Y] O

Wir nennen g die Lie-Algebra von G. Wenn e das Einselement von G ist, dann
gilt L! (e)X. = X,. Damit sind linksinvariante Vektorfelder durch ihre Werte im
Einselement bestimmt, d.h. g ~ 7T.G als Isomorphismus von Vektorrdumen.
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3.5.1 Exponentialabbildung

Satz 22 Sei g die Lie-Algebra einer Lie-Gruppe G und e das Finselement von
G.

1. Jedes Element A € g generiert eine globale einparametrige Gruppe ¢4 von
Diffeomorphismen

2. ¢ale, .): R — G ist Homomorphismus von Lie-Gruppen, d.h. ¢pa(e, s+t) =
odale,s)pale,t) fir alle s,t € R
3. ¢sale,t) = pale, st) fir alle s,t € R

(
Beweis: Sei ¢a(e,.) : I — G die lokale Integralkurve von A durch e mit I =
(tmins tmax), A @a(e,0) = e und (Af)(da(e,t)) = L(f o pale,t)) fiir alle f €
C>(G).
Wir zeigen zunéchst: Falls s,t,s + ¢t € [, dann gilt ¢ale, s)pale,t) =
dale, s+t). Wir bezeichnen g = ¢ (e, s) und betrachten die Kurven

y:l3trg-galet) e,
At (tmin — Sy tmax — S) Dt +— pale,s+1t) € G.

Dann sind 7,4 Integralkurven von A durch g =g - ¢a(e,0) = ¢4(e, s), denn

7 07(0) = (F o Ly(oa(e ) = (L5 F)(Bale ) = (AL F))(Bale, 1)

= (A(Lgf))(Lg-1 0 Lgo gale, 1)) = (((Lg)-A) ) (Lg © dale,t))
= (Af)(g0ale, ) = (Af)(v(1))

und

ST 0A(0) = S (F o balest +)) = (AN(Balest +5)) = (AN G(D)

Da die Integralkurve eindeutig, stimmen v und 7 auf dem gemeinsamen Defini-
tionsbereich I N (tymin — S, tmax — $) iiberein.

Wir zeigen nun I = R. Angenommen, t,,x < oo. Mit o = min(tmax, |tmin|)
setzen wir y(t) = ¢a(e,§)dale,t — §). Dann ist v(0) = dale, §)oale,—5) = e
und mit g = ¢a(e, §) gilt fiir t € (tmin + §, tmax + 5)

d d, . o x a
(o) = 2 ((Lgf)(9ale,t = 5))) = (AL f))(Pale,t = 3))
= (((Lg)+A) f)(Lg 0 dale;t = 3))
= (Af)(v(2))
Damit ist y(t) eine Fortsetzung der Integralkurve iiber I hinaus. Durch Iteration
des Verfahrens wird [ auf ganz R ausgedehnt.
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SchlieBlich sei v(t) = ¢x (e, st), dann ist

G oA0) = G o 0a(e.st) = 57 0 Galest) = s(AD)(@ale.s1)
= (sD)NO0)

Damit ist ¢4(e, st) die Integralkurve von sA durch e, d.h. ¢sa(e, t) = dale, st).
]

Definition 43 Sei g die Lie-Algebra von G. Die Abbildung exp : g — G, exp(A) =
¢ (e, 1) heiBt Exponentialabbildung von G.

Satz 23 Die Exponentialabbildung exp : g — G ist ein lokaler Diffeomorphismus
um den Nullvektor 0 € g. Es gqult

1. exp(0) =

2. exp(—A) = (exp A)~!

3. exp((t + s5)A) = exp(tA) exp(sA)
fiir s,t € R und A € g.

Beweis: Eigenschaften der globalen einparametrigen Gruppe von Diffeomorphis-
men ¢4. 0

Satz 24 Fulls [ eine reell-analytische Funktion auf G und A € g, dann ist
flaexp A) =372 5(A*f)(a) fira e G.
Beweis: Sei ¢a(e,t) = exp(tA) die Integralkurve von A durch e, dann ist

(Af)(a) = (Af)(Laga(e,t)|,_y = %£(f o Lao dale,t))|,_, = & (&eXp (A1) ,_,-
Analog folgt Af(aexp(sA)) = <L f(aexp(sA)exp(tA)) ‘t 0 = 4 flaexp(sA)).
Durch Iteration erhalten wir A*f(aexp(sA)) = dskf(a exp(sA)). Da f analy-
tisch, ist f(aexp(sA)) = > 7o, 2! <dskf(a exp(sA))‘ ) Fiir s = 1 und mit der

zuvor hergeleiteten Formel bei s = 0 folgt die Behauptung. U

Daraus folgt zunéchst

00 Lk k+1
f(aexp(tA)exp(tB)) Z% f)(aexp(tA)) = Z I;c'l' (AYB*£))(a) .
k=0 k,1=0

Die Frage ist nun, ob es eine formale Potenzreihe C(t) = > 72, t'C; € g gibt,
so daB f(aexp(tA)exp(tB)) = f(aexp(C(t))) gilt. Durch Koeffizientenvergleich
erhdlt man

th Cif=(A+DB)f
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B
2 1 — (— N
t (5 +C)f =5+ +AB)f
= CQ—%[A7B],
3 0,0, + CLC A B A’B+ AB?
3. ~1 2VY1 1“2 _ (1 = Sz re-
1
= C'3 - _<[A7 [A7 BH + [B7 [B7A]]) )

12
Man kann beweisen, daf§ C; € g (Baker-Campbell-Hausdorff Formel).

3.5.2 Karten der Lie-Gruppe

Sei V' C g eine offene Umgebung des Nullvektors, dann ist U, = exp(V') C G eine
offene Umgebung des Einselements und U, = L, exp(V) eine offene Umgebung
von a € G. Wir definieren durch x, = exp~toL,-1 eine Abbildung s, : U, — V.
Dann ist (U,, k,) eine Karte von G. Fiir a,b € G ist der Kartenwechsel &, o /{b_l :

ko(Uy N Uy) — Ko(Uy NU,) gegeben durch
Kaq 0 Ky H(A) = kg 0 Ly(exp A) = exp™H(Ly-1,(exp A)) .

Da exp und L,-1;, Diffeomorphismen sind, ist auch der Kartenwechsel ein Diffeo-
morphismus.

Satz 25 Sei G eine Lie-Gruppe und H eine (im Sinne der Konvergenz von Fol-
gen) abgeschlossene Untergruppe von G. Dann ist H eine Lie-Untergruppe von G
mit Lie-Algebrah = {A € g, exp(tA) € H Vt € R}, und die Gruppenoperationen
H x H > (a,b) — a~'b € H sind differenzierbar, d.h. H selbst eine Lie-Gruppe.

Bemerkung: Wir hatten zuvor Lie-Untergruppen der G L(n,K) konstruiert, aber
die Differenzierbarkeit der Gruppenoperationen noch nicht bewiesen.

Beweis: Zu zeigen ist zunichst, dafl h ein linearer Raum ist, d.h. A+ B € b
fir A,B € . (DaB tA € b fiir A € b, folgt aus der Definition.) Aus der Baker-
Campbell-Hausdorff-Formel folgt

H > exp(tA) exp(tB) = exp(t(A+ B + X (t)))

mit X (¢) € g. Wir wéhlen eine gegen Null strebende Folge positiver Zahlen ¢;,
so daBl C; = t;,(A+ B + X(t;)) # 0. Dann ist hmi—ong_z” = ”ﬁi—g” mit der
Norm definiert iiber T,G ~ R". Sei nun ¢t € R fixiert und ¢; € Z so gewahlt, dafl
GllCill <t < (¢; +1)||C;|. Da C; gegen Null strebt, ist lim; .« ¢;||Ci|| = ¢t. Dann

folgt
c; —Cz
H> (eXp(Ci)) = exp(ciCi) = exp (CzHCzH ”C”)
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Da H abgeschlossen, erhalten wir fiir ¢ — oo

p(t(A+B)

“A+MQGH VtER.

C,

lim exp (CZHCZH—Z) =

=00 1G]
Somit ist b ein linearer Raum. Analog folgt fiir den néchsten Term der Baker-
Campbell-Hausdorf-Formel

2

H 5 exp(tA) exp(tB) exp(—t(A + B)) = exp <%([A, B+ X(1))
daf fiir A, B € h auch [A, B] € b ist.

Seien n und r die Dimensionen von g und h. Wir zeigen, dal H eine r-
dimensionale Untermannigfaltigkeit von G ist, indem wir fiir jeden Punkt a € H
eine Karte (U, k) von G angeben, so da k(U N H) = x(U) N{R" x (0,...,0)}.

——

Seig=h@dmund ¢ : g = h & m — G gegeben durch ¢(X & Y) =
exp(X)exp(Y). Wir wissen, dafl ¢ ein Diffeomorphismus auf einer Umgebung
V = VyxVy C h®m von 0 ist. Dabei kann V;, so gewihlt werden, daf
exp(Vm \ {0}) N H = 0 ist. Denn sei X; € m eine gegen Null strebende Folge
mit exp(X) € H, dann ist analog zum ersten Teil lim;_ exp(c;|| X;|| X ”) =

) € H, so daB lim; . mair € b wire, im Widerspruch zu

hme exp(tyy X

T € m
Waihlen wir U, = ¢(V) und

= gb , dann ist (U, k) eine Karte von G
um e € H mit k.(U. N H) :V x (0, .

50) = ke(Ue) N (R" x (0,...,0)).
Andere Karten (U,,k,) um a € H ergeben sich durch Linksmultiplikation:
(U, = LU, kq = ¢~ o L,-1). Somit ist H eine Untermannigfaltigkeit von G,
also eine Lie-Untergruppe.

Karten auf H werden nun durch Einschriankung dieser Karten auf H erhal-
ten: Fiir a € H setzen wir U¥ := U, N H und x% = pr, o k,, wobei pr; die
Einschrankung von Vj x (0,...,0) auf die ersten » Komponenten ist. Entspre-

——

chend ist (k)™' = L,0exp:h — H.

Seien nun a,b € H mit a € UX und b € UH Die Multiplikation m
UH x UH — UM ist differenzierbar, wenn die Abblldung k2 omo((kH)~1, (/fl{])*l) ;
Vy % V,, — V}, differenzierbar ist. Das ist aber eine Kombination aus Links-
multiplikation und Exponentialabbildung, welche differenzierbar ist. Entspre-
chend haben wir fir a € UF die Darstellung a = aexp(A4) mit A € h und
a~! = exp(— A)d‘ mit A € h. Dann ist die Inversion i : @ — a~* differenzierbar,
wenn (kL oio(kf)~" differenzierbar ist. Diese Abbildung ist aber die Kombina-
tion aus Exponentlalabblldung und Multiplikation und deshalb differenzierbar.
O
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3.6 Tensorbiindel

3.6.1 Tensoren

Definition 44 Seien V;, ¢ = 1,...,n, und W Vektorrame. Eine Abbildung F :
X ;—1 Vi = W heiBt n-Linearform, wenn sie in jeder Komponente V; linear ist.

Natiirliche Vektorraum-Struktur: (aFy + SF3)(vi,...,v,) = aFi(vi,...,0,) +
/BFQ(Ul, e ,Un).

Definition 45 Sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum iiber R und V* sein
Dualraum. Eine Multilinearform F': V x --- x V. x V* x --- x V* — R heiBt p-fach

g v

p q
kovarianter und ¢-fach kontraviarianter Tensor. Das Paar (p, q) heiBt die Valenz des

Tensors. Der zugehodrige Vektorraum der Multilinarformen mit dieser Struktur wird
mit V7 bezeichnet.
Operationen
e skalare Multiplikation:
(af) (X1, Xp, & 8) =a- f( Xy, ..., X, &L 0, E9)
e Addition von Tensoren der gleichen Valenz:
(fl +f2)(X17 s 7Xp7€1a s 75(1)
= fl(Xla--'aXpaéla"wgq) +f2(X17--~7Xp7£17"'7§q)
e Multplikation von Tensoren f; € V4, fo € V2 I:
(fl ®f2)(X17 R 7Xp7Xp+17' o 7XT7’517' .. ’gq’éq-‘rl,. c . 755)
= (X, Xy & D) fo( X X €060
H@f#L®hO

e Symmetrisierug, Antisymmetrisierung

e Kontraktion: f € VI — f € V;)q__ll beziiglich der k-ten und [-ten Kompo-
nente:

A~

F( X, Xy, X, 88 8 €9) A

n —
= Zi:l f(Xl,...,Xk_l,ei,Xk+1,.'..7Xp,§1,...,§l 1,6*1,§l+1,...,§q),
wobei e; eine Basis von V und e*’ die dazu duale Basis von V* ist

e Uberschiecben=Multiplikation+Kontraktion

3.6.2 Tensorprodukte von Vektorbiindeln

Seien Ey, Ey Vektorbiindel iiber M, dann definieren wir By ® Ea = (J, o5, (E1)e ®
(Es), und statten E; ® Es mit folgenden Karten aus: TODO
Beispiele sind T/(M) = Q! TM ® QI_,T*M und A*M = AT*M =

/\f:1 T*M (vollstéindig antisymmetrisierte Tensorprodukte von 7M.
Schnitte dieser Biindel liefern Tensorfelder:
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o ['°(TM) = X(M) — Vektorfelder

o ['°(T*M) — Kovektorfelder

o I'°(T3(M)) — Tensorfelder vom Typ (p, q)
o I'™(A*M) — k-Formen

3.6.3 Lie-Ableitung nach einem Vektorfeld

Sei ¢ : M — N ein Diffeomorphismus von Mannigfaltigkeiten. Dann induziert ¢
einen Transport ¢* : T°°(TJ(N)) — I'**(TJ(M)) der Tensorfelder durch

(¢*tg)ac(vly -+ Upy U*la s 7U*q) = (tg)¢(x)((¢*vla ttty ¢*Up7 (¢_1)*U*1, tee (gb_l)*v*q) )

fir v; € T°(TM) und v € I'°(T*M). Dabei ist ((¢1)*v*)(v) = v*(¢.v) fiir
v* € I'°(T*N) und v € X(M).

Definition 46 Sei X € X(M) ein Vektorfeld und T" ein geometrisches Objekt auf
M, also z.B. eine Funktion oder ein Schnitt eines Vektorbiindels. Die Lie-Ableitung
von T nach dem Vektorfeld X ist wieder ein geometrisches Objekt vom gleichen Typ
wie T" und definiert als

(£xT)s = lim 7 ((G3)T) — 1)

Dabei ist der Transport (¢x); von T vom Punkt ¢x(z,t) in den Punkt = induziert
durch die von X erzeugte einparametrigen Gruppe von lokalen Diffeomorphismen
¢x(x,t). Dieser Transport ist entsprechend der Natur des geometrischen Objekts zu
wahlen, also z.B.

((0x); (@) = f((¢x)u(x))  fir f e CF(M),
((0x)iY )z = ((¢x)-t+Y )z = (¢x)"1(0x (2,1)) Yoy @ny  flrY € X(M) .

Die Idee ist also, das Objekt 7" an der Stelle ¢ x (x,t) mit jenem an der Stelle z zu
vergleichen. Das ist direkt aber nicht mdéglich, da es sich dabei um verschiedene
Réume handelt. Also wird der Transport (¢x); verwandt, um Ty (. 1) an die Stelle
x zu bringen und dort verglichen.

Satz 26 Die Lie-Ableitung von Funktionen bzw. Vektorfeldern nach einem Vek-
torfeld X ist gegeben durch Lxf = X f bzw. LxY = [X,Y].

Beweis: Wir haben

(Ex ) () = m = ((F(6x)0()) = 7)) = (7 o bx(a )] _y = (X)(0x(2,0))

= (X[)(x)
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Sei ¢y (x,s) die durch das Vektorfeld Y erzeugte einparametrige Gruppe von
lokalen Diffeomorphismen. Dann haben wir

(LxY) ) () = im 7 (((63) V) = Y2 ) ()

tHOt
= lim 7 (60 (6x)2 @) — e
= (@0 NEx )|
d d
= s (©x)%D) 0 (@r)ee (ox(a)|
= L (X(Fo (0n))@)|_ —(Xf) ((0v)ale)]
= (X (@) = V(X () = XY @)

3.6.4 Adjungierte Darstellung

Definition 47 Sei G eine Lie-Gruppe. Die Abbildung G 5 g — a,(g) = aga™ €
G, fiir a € GG, heiBt innerer Automorphismus von G.

Satz 27 FEin innerer Automorphismus von G induziert einen Automorphismus

der Lie-Algebra Ad(a) = (aq)« : g — 8.

Beweis: Fiir allgemeine X, Y € X(G) gilt (a)«[X,Y] = [():X, ():Y]. Zu
zeigen bleibt, daf fir A € g auch Ad(a)A € g. Wir haben (o)A = (L, o
Ro-1).A = (La)x © (Rg-1)+A = (R4-1)+A, da Links- und Rechtsmultiplikation
kommutieren. Weitere Anwendung von (Ly). zeigt, dafl (a,).A € g. O

Satz 28 Der Automorphismus Ad(a) induziert eine Darstellung der Lie-Algebra
g auf sich selbst durch ad(B)A = %(Ad(exp(Bt))A)}tzo. FEs gilt ad(B)A = [B, A].

Diese Darstellung heifit die adjungierte Darstellung der Lie-Algebra.
Beweis: In einem Zwischenschritt zum Beweis von LpA = [B, A] hatten wir fiir

A,Begund f € C*(G)

(1B, Alf) () = 5 (A(Gp)-H)(65(g.1)]

t=0
hergeleitet. Die Integralkurve fiir linksinvariante Vektorfelder ist gerade exp, d.h.

¢B(9,t) = gexp(tB) = Rexp@n)g- Damit finden wir

(1B, A17)(6) = (AR 1)) Respiesns)

B c;it ( expl tB)(A(RZXp(—tB)f))) (9)

’ =0

t=0

33

Preliminary version — 4. April 2006



= L (R A1) 9)

= ((ad(B)A)f)(g) -
DaB ad(B) eine Darstellung ist, folgt aus der Jacobi-Identitét:
ad([A, B))C = [[A, B], C] = =[C, [A, B]] = [A, [B, C]] + [B, [C, A]]
= [A,ad(B)C] - [B, ad(A)C] = ad(A)(ad(B)C) — ad(B)(ad(A)C)
= [ad(A),ad(B)]|C" . O

— %((Ad(exp(tB))A)f) (9)

t=0 t=0

Auflerdem ist ad(A) : g — g eine Derivation, denn

ad(C)[A, B] = [C,[A, B]] = —=[A,[B, O] = [B, [C, A]] = [[C, A], B] + [A, [C, B]
= [ad(C)A, B] + [A, ad(C) B] .

3.7 Differentialformen

Definition 48 Eine differentielle k-Form ist ein Schnitt des Vektorbiindels
AFT*M = AFM.
Folgerung: Eine differentielle k-Form im Punkt z € M ist eine k-lineare
k
vollstéindig antisymmetrische Abbildung a, : X,_, T,M — R. Damit wir die
k
k-Form « selbst eine Abbildung o : X ,_; X(M) — C>®(M).

Definition 49 Das duBere Produkt ist die Abbildung A : T (A*M) x °(A'M) —
[°° (A M) definiert durch

(CY/\ﬁ)(Xl,.. Xk+l k'l' Z OrQ ...Xﬂ(k))ﬂ(XW(k+1),...,Xﬂ(k+l)> .
TI'ESk_H

Dabei ist S,, die Gruppe der Permutationen der Zahlen 1,... ,n und o, das Vor-

zeichen der Permutation, d.h. die Anzahl der Transpositionen, die 1,2,... ,n in

(1), 7(2),...,m(n) lberfiihrt.

Es gilt

o (fian + foao) A B = cron A B+ oo A S, Ji, fa € C®(M),

e aN(BAY)=(aAB)A7,

e aNB= (DB Aq, a € T®(A*M), B € T=(A'M).
Definition 50 Das innere Produkt zwischen einem Vektorfeld X € X(M) und
einer differentiellen k-Form oo € T°(A*M), k > 1, ist eine differentielle (k — 1)-Form

definiert durch
(Z'XOJ)<Y1, c. 7Yk71) = Oé(X, Yi, . 7Yk71> s

firY; € X(M).
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Definition 51 Ein k-Vektorfeld ist ein Schnitt des Vektorbiindels A*TM .

Dann ist punktweise die Abbildung { , ) : T®(A*TM) x T*(A*T*M) — C>(M)
definiert durch (X3 A ..., AXy, a) = kla(Xy, ..., Xk).

Definition 52 Die Abbildung | : I'®°(A*TM) x T°(A*'T*M) > (X,a) —
X]a € T°(A'T*M) definiert durch (X |a)(X1,... X)) = (X A X AL AXp, )
heiBt Verjiingung der k + [-Form « mit dem k-Vektorfeld X.

Es gilt:
o (fiX1+ foXo)la = fi(Xi]a) + foa(X2]a),
o X|(fin + faaa) = fi(X]a) + fo( X az),

3.7.1 AuBeres Differential

Definition 53 Ein System von linearen Abbildungen d;, : T°(A*M) —
(A1 M) heiBt duBere Ableitung, wenn

1. dyy10dpy =0 Vk e N,

2. dp(aANB)=dra AB+aANdB  VaeT®(AM), geT*>AM),

3. dof(X)=Xf VfeC®(M), X € X(M),

4. Die Abbildungen dj sind lokal, d.h. wenn fiir eine offene Umgebung U C M
gilt a|y = By, dann ist (da)|y = d(a|y) = d(Bv) = (dB)|v.

Satz 29 FEs existiert genau ein System von linearen Abbildungen dy, das 1-4
erfiillt.

Beweis: Sei o € I'°°(A¥M). Wir definieren die Operatoren d;, durch
k

(dp)(Xo, X1, ..., Xg) == Z(—WX-( (Xo,. . X, .., Xp)

+ Z V(X X5), Xo, - Xay o, X,

0<i<y<k

fir X; € X(M). Dabei bedeutet X;, daB das Vektorfeld X; wegzulassen ist. Ei-
genschaften 3 und 4 folgen direkt aus der Definition. Wir iiberpriifen 1:

(dk+1 o dya)(Xo, X1, X1, ..., Xjt1)

_Z dka (XOJ"‘7Xi7"'7Xk+1))
+ Z H_] dka)([Xi,Xj],Xo,...,Xi,...,Xj,...,X],H_l)
0<i<j<k+1
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=
+
—
~

|
—

'M'

(=)™ XX ((Xoy ooy Xy ooy Xy ooy X))

i=1 j=0
k+1 &k

YD (D)X (X (e Xo, - Xy X X))
i=0 j=i+1

+ (—1)i+j[Xi,Xj](Oé(Xo,...,XZ',...,Xj,...,Xk>)
0<i<j<k+1
k+1

+303 T (X (X, X Koo X K K X))
i= 20<]<l<z
k+1

+Z SO (DX (X, X, Xo, -, X X X X))

1= 10<]<zl %

+ Z S (=) (X, X)) X, X X X X))

=0 i<j<I<k+1

+ Y D )X (X X XKoL X X X X))
1<i<j<k+1 =0
k+1

+ > D ()X (ol[X X Koy X X X X))
0<i<i<k+1 j=l
k+1

+ Y D ()X (X X Koy X X X X))

0<i<j<k+1l=j+1

+ Y (D)X, X)L X X, K X
1<i<j<k+1
k+1

+ Y ()TR([[XG, X)), X)) X, X X X Xe)
0<i<I<k j=I+1
k+1

+ YD) ()X, X, X X, X X X Xe)

0<i<j<kl=j+1

+ o (D)X, X (X X XKoo X X X

0<l<m<i<j<k+1

+ oo ()X, X, (X0 X)L X, X X X

0<l<i<m<j<k+1

+ Y (C)TETRG(X, X, (X X)L X, X

0<I<i<j<m<k+1
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+ S () R([X, X ] (X X)L Xy X X X X

0<i<l<m<j<k+1

+ ...

Wir iiberpriifen 2:
(di+i(a A B))(Xo, X1, - - - Xiewt)

k+1
_Z aAﬂ)(‘XOa'"7Xl>"'7Xk+l))
+ Z D) (A B)([X, Xj], Xov -, Xy Xy Xgew)
0<i<j<k+l
k41
]{3 + l ' Z Z O’WXi(Oz(X,r(l), Ce ,Xﬂ(k))ﬁ(Xﬂ(k+1), Ce ,Xﬂ(k+1)))
€Sy ikt
1 »
T Z (1) Z a(Xray, - Xa) B(Xarg1)s - - s Xa(or1))
EDIA
—1<i<j<k+l TES_ 1,0, i kitl

mit X_; = [X}, X;]|. Andererseits haben wir
((dkoz) A ﬁ + <—1)kOé A (dlﬁ»(Xo, Xl, PN 7Xk+l)

Bleibt die Eindeutigkeit: In einer Umgebung U C M kommutieren die Vek-
torfelder X; entlang der Koordinatenfunktionen z*: [X;, X;] = 0. Wir setzen
a(Xq,...,Xy) = ai,_. Dann vereinfacht sich die Formel zu

.....

Sei {d}} ein zweites System, das 1-4 erfiillt, dann gilt (dga)’U(Xo,...,Xk) =
(d.)o
Ubereinstimmung auf allen Formen. 0

Wir werden den Formengrad-Index am Differential meist weglassen und ein-
fach d schreiben. Dann ist insbesondere d? = 0.

wegen 4. Da d und d' auf Funktionen iibereinstimmen, folgt die

3.7.2 Differentialformen im R"

Fiir M = U C R" stimmen die Koordinaten-Funktionen ! mit den i-ten Kompo-
82,. Vektorfelder
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entlang der Integralkurven ;(t) = (0,...0,¢,0,...,0), denn

(XeP) (1)) = (7 0 3:(1)

1
= lim +(f(0,...0,¢+5,0,....0) = £(0,...0,£,0,....0))

_9f
Ot

Ein beliebiger Tangentialvektor v, € T,U 14t sich nun schreiben als v, =

i1 Vs aii -
Fiir die Differentiale der Koordinaten-Funktionen gilt wegen (df)(X) = X f
die Identitdt (dz')(;%) = 2% = &. Damit bilden die {dz'}, eine Basis des

Kotangentialraums T,U, die zur Basis { azi} von T,U dual ist. Da Differential-

formen o € T*°(A*U) im Punkt x € U das antisymmetrische Tensorprodukt von
Kotangentialvektoren sind, konnen sie als a, = 7" . & Qi iy AT N L daE

geschrieben werden. Es gilt gerade

0 0 1
agc(ale Y am) T Z Or (1) i ()

TES

(0,...0,¢,0,...,0) .

Ist speziell & € I'°(A™U), dann erhalten wir o, = agp_pdat A ... dz™ mit

am[ln] = 7% Zﬂesn O-TI'C(CEiﬂ.(l)...iﬂ.(n) .
Wenn nun « € I'*°(A"U) auf dem Komplement U \ V' einer kompakten Teil-
menge V' C U verschwindet, dann kénnen wir « iiber U integrieren:

/ o= / ozx[lmn]d:pldazl coada .
U U

Diese Integration 148t sich zu einer Integration auf Mannigfaltigkeiten ausdehnen.

3.7.3 Integration auf Mannigfaltigkeiten

Zur Erinnerung: Auf parakompakten Hausdorff-Rdumen M mit gegebener offener
Uberdeckung {U;} existiert eine Zerlegung der Eins, d.h. eine Familie stetiger
Funktionen f; : M — [0, 1] mit folgenden Eigenschaften:

e Fiir jede dieser Funktionen existiert eine offene  Umgebung aus der
Uberdeckung, so dafl f;(x) =0 Vz € M \ U;

e Jeder Punkt z € M besitzt eine Umgebung V', so daf§ es nur endlich viele
Funktionen f; gibt, die auf V' nicht identisch verschwinden, und _ f;(y) =
1vVyeV.

Eine Mannigfaltigkeit M heifit orientierbar ist, wenn ein Atlas (U;, k;) von M
existiert, so daf§ fur beliebige Karten (U;, x;) und (Uj, k) mit U; N U; # 0 gilt
det(k; 0 ;1) (x) > 0 Va € k;(U; N U;).

38

Preliminary version — 4. April 2006



Definition 54 Sei M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit mit fixiertem Atlas
(Ui, k;) und {f;} eine Zerlegung der Eins beziiglich {U;}. Das Integral einer n-Form
a € I'°(M) tber M ist definiert als

[ a- > [y tsa).

Satz 30 FEine n-dimensionale Mannigfaltigkeit M ist genau dann orientierbar,

wenn eine nirgends verschwindende n-Form existiert, d.h. ein p € T°(A"M) mit
Wy # 0 Vo € M. In diesem Fall heif$st p die Volumenform von M.

Sei a € T®°(A"*M) und 3 € T°(A*M), dann ist a A 8 € ['™(A"M) und
148t sich iiber M integrieren. Das liefert eine Bilinearform ( , ) : ['*°(A""*M) x
['*°(A¥M) — R gegeben durch

@)= [ ans

Satz 31 (von Stokes) Sei M eine orientierte n-dimensionale differenzierbare
Mannigfaltigkeit mit stiickweise glattem Rand OM mit induzierter Orientierung
und o € T°(A""1M). Dann gilt

/da:/ «Q
M oM

3.7.4 de Rham-Kohomologie

Definition 55 Eine Differentialform oo € T°°(A* M) heiBt geschlossen oder Kozykel,
wenn dya = 0, und exakt oder Korand, wenn es ein 3 € I'°(A*"1M) gibt mit

o =d_10.
Wir bezeichnen
ZE(M) = {a € T°(A*M) | dra =0},
BM(M) = {dx1f, B eT=(AN"M)}.
Wegen dj, o dp_1 = 0 gilt
B*(M) c Z*(M) c T>®(A*M) .

Definition 56 Der Quotientenraum
H"(M) = Z"(M)/B"(M)

heiBt die k-te Kohomologiegruppe von M im Sinne von de Rham. Elemente [a] €
H*(M) heiBen de Rhamsche Kohomologieklassen. Die Dimension von H*(M) heiBt
k-te Betti-Zahl b, (M) = dim(H*(M)).
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Elemente von H*(M) sind also Aquivalenzklassen [a] von Kozykeln o € Z*(M),
mit a; ~ ap wenn ag — ap € B¥(M). Das dulere Produkt von Differentialformen
induziert ein Produkt von Kohomologieklassen A : H*(M)x H (M) > ([a],[3]) —
[ A B] € H*Y(M), denn

(a+dy)ANB+dS)=anB+dyAB+ (=) and+yAdS).

Die reellen Vektorrdiume BF(M), ZF(M) und TI'*(A¥M) sind unendlich-
dimensional, dagegen ist der Quotientenraum H*(M) im allgemeinen endlich-
dimensional. Es zeigt sich, da§ die H*(M) nicht von der differenzierbaren Struk-
tur von M abhéngen und topologische Eigenschaften von M beschreiben. Eine
wichtige topologische Grofle ist die Euler-Charakteristik von M,

n

X(M) =Y (=1)b(M) .

k=0

Lemma 4 (von Poincaré) Sei U ein sternformiges Gebiet des R™, d.h. eine
zusammenhdngende offene Teilmenge mit einem Punkt xo € U, so dafs fiir jeden
Punkt x € U auch alle Punkte der Verbindungsstrecke tx + (1 — t)xq, t € [0, 1],
in U liegen. Dann gilt H*(U) = R und H*(U) = {0} fiir k > 0.

R fiir k € {0,n}

Satz 32 H(5™) :{ 0 fir0<k<n

Die durch Integration von Differentialformen gewonnene Bilinearform
iibertragt sich auf die Integration von Kohomologieklassen: Sei M eine Man-
nigfaltigkeit ohne Rand (OM = @) und [a] € H"*M und [8] € H*M, dann

haben wir

m+d%5+wy:/(m+wnAw+mm

M

:/1@Aﬁ+dWAﬁ+04faA5+7AMD

:/Ma/\ﬁ.

Es zeigt sich, dafl diese Bilinearform nicht ausgeartet ist, d.h. wenn («, 3) = 0 fiir
alle 3, dann folgt o = 0. Dadurch wird ein kanonischer Isomorphismus H*(M) ~
H"*(M)*, die Poincaré-Dualitiit, definiert. Besonders wichtig ist der Fall n = 4]
und k =2/ und (, ) : H*(M) x H*(M) — R. Die Zahl der positiven Eigenwerte
minus der Zahl der negativen Eigenwerte heifit die Signatur von M und ist eine
topologische Invariante o(M).
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3.8 Riemannsche Mannigfaltigkeiten

Definition 57 Eine Riemannsche Mannigfaltigkeit (M, g) ist eine Mannigfaltigkeit
M zusammen mit einem Tensorfeld g € T'°(T*M ® T*M), dem metrischen Tensor,
so daB

o g:X(M)x X(M)— C°°(M) ist symmetrisch,

e Fiir alle x € M ist die Bilinearform g, : T,M x T, M — R nichtausgeartet,
d.h. falls g, (v, w) = 0 fiir alle v € T,,M genau dann, wenn w = 0.

Falls g, (v,v) > 0 fiir allez € M und v € T, M, v # 0, so ist (M, g) eine Riemann-
sche Mannigfaltigkeit im eigentlichen Sinn, ansonsten eine pseudo-Riemannsche
Mannigfaltigkeit. Im ersten Fall liefert der metrische Tensor in jedem Punkt der
Mannigfaltigkeit ein inneres Produkt von Tangentialvektoren: (v, w) = g,(v,w)
fir v,w e T, M.

Riemannsche Mannigfaltigkeiten bilden die geometrsiche Grundlage fiir die
Einsteinsche Gravitationstheorie. Das wird spéter behandelt werden.

3.8.1 Hodge-Dualitat

Eine nichtausgeartete Bilinearform g, auf T, M liefert eine Isomorphismus g, :
T, M — T:M durch (g.(v))(w) = g.(v,w). Entsprechend ist g;* : T*zM — T, M
ebenfalls einlsomorphismus. Dieser wird genutzt, um Differentialformen in Multi-
Vektorfelder umzuwandeln:

AFg=h T(APT* M) — T°(A*T M)

Definition 58 Sei (M, g) eine orientierte n-dimensionale Riemannsche Mannig-
faltigkeit und (eq,...,e,) ein lokales Orthonormalsystem, d.h. e¢; € X(U) mit
gz(ei,e;) = d;; fir alle z € U C M. Die n-Form v, € I'*(A"™;) heiBt kanonische
Volumenform, falls (vy(eq,...,e,))(x) =1 fiir alle z € U.

Definition 59 (Hoge-Stern) Sei (M, g) eine orientierte n-dimensionale Rie-
mannsche Mannigfaltigkeit und o € I°°(A*M). Dann ist

xa = Ag7 () ]v, € T°(A"" M)
die duale Form im Sinne von Hodge/Kodaira.

Seien a, 3 € T°(A*M), dann ist a A %3 € [°(A"M). Diese Form kann iiber die
Mannigfaltigkeit inegriert werden und liefert eine Bilinearform

A g

(kanonisches Skalarprodukt in T'°°(A¥M)). Es gilt * * a = (—1)Hn—R+am—s)
wobei s die Signatur von (M, g) bezeichnet, d.h. die Zahl der positiven Eigenwerte
von g minus der Zahl der negativen Eigenwerte von g.
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Definition 60 Der durch
(@, 018) = (drar, B) a € D°(A"M) , B e T®(A* M),

definierte Operator 83,1 : [°(A*1M) — T°(A*M) heiBt der zum ZuBeren Diffe-
rential duale Operator im Sinne von Hodge/Kodaira.

Es gilt § = (—1)Fn—R+3(=9) 4 gy
Oft wird ¢ auch das Kodifferential genannt, jedoch ist ¢ kein Differential. Es
gilt zwar 6> = 0, d.h. 6, o 6,41 = 0, aber § ist keine Derivation des #uBeren

Produkts, &, i(a A B) # (6ra) A B+ (=1)Fa A (§,3).

Definition 61 Der Laplace-Beltrami-Operator der orientierten Riemannschen Man-
nigfaltigkeit (M, g) ist der Operator A =dod +dod: IT°(AKM) — I'>°(A*M).
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4 Hauptfaserbiindel und Zusammenhinge

4.1 Gruppenwirkung auf Mannigfaltigkeiten

Definition 62 Sei GG eine Lie-Gruppe. Eine Mannigfaltigkeit M heiBt rechte G-
Mannigfaltigkeit, wenn eine Abbildung v : M x G — M, die rechte Gruppenwirkung,
erklart ist, so daB

e ), : M — M definiert durch v, (z) = ¢(z, a) ist ein Diffeomorphismus fiir alle
acG,
® 1,0 wb(x) = wba<x)
Die Gruppenwirkung heiBt

e transitiv, wenn fiir je zwei Elemente x,y € M ein a € G existiert mit y =
U(z,a),
o effektiv, wenn aus 1, (z) = z fiir alle x folgt a = e,

e frei (d.h. ohne Fixpunkt), wenn aus der Existenz eines x € M mit ¢,(z) = x
folgt a = e.

Satz 33 Sei (M,G) eine rechte G-Mannigfaltigkeit. Dann generiert jedes Ele-
ment A € g (Lie-Algebra von G) eine lokale einparametrige Gruppe von Diffeo-
morphismen ¢(x,t) := ¥ (x,exp(tA)) und damit ein Vektorfeld A, auf M definiert
durch

d
(A @) = 2 (f o Vopen@)| . FeCc=().
Beweis: Es gﬂt gb(w,O) = 1/16(1') = 2 und ¢(¢(xa 3)7t) = 77Dexp(At)(r(pexp(As) (l’)) =
¢exp(As)-exp(At) (:E) - 77bexp(A(ert)) ([L’) = ¢($7 i+ S) O

Das Vektorfeld A, heifit Killingfeld bzw. fundamentales Vektorfeld der Gruppen-
wirkung.

Satz 34 e Die Abbildung o : g 5 A+ o(A) = A, € X(M) ist ein Homo-
morphismus von Lie-Algebren.
o G wirkt effektiv = o ist injektiv
o G wirkt frei. = falls A # 0, dann ist A, # 0 tberall auf M.

Beweis: Linearitat:

(o(A+ B)N)() = (/o bewarmn(®))| _,

4
dt
d
= E (f o 77Dexp(tA) o ¢exp(tB) («75)> ‘
d
dt

t=0
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<f o ¢eXp(tA)> ‘t:() 0 Yexp(0-B) (T) + f 0 Yexp(o.4) © %(@Dexp(w) ($)>

t=0



= (AS) (@) + (B.f)(z)

Lie-Klammer:

(A BIN@) = (L4 BIN@) = 4 ((Wopicrn )*B*)f>( |
= L (Bt o)1) (W) @) |
(T RV s <a:>>) .
— (o baminremiemront-n(@)]

d d
dS dt <f Qbexp sB+1[tA,sBl+3[sB,—tA|+0(st2, s2t))( ))

= (A om). el
= ([A, Bl.f)(x) (aus Linearitét von o)

t=0, s=0

Injektivitét: Sei o(A) =0, dann £ (f © Yexp(ea)(® |t _, = 0 fiir alle z. Damit gilt
Yexp(ea)y(x) = x fiir alle . Wenn G effektiv wirkt, so ist exp(tA) = e und damit
A=0.

Nullverschiedenheit Angenommen, o(A) = 0 in zp € M, dann ist %4(f o

Yexp(ea) (To) ’ mo = 0 und Ve (xg) = zp. Wenn G frei wirkt, dann folgt
exp(tA) = e und damit A = 0. Das bedeutet, dal aus A # 0 stets A* # 0
folgt. O

4.2 Hauptfaserbiindel
Definition 63 Seien P, M differenzierbare Mannigfaltigkeiten, G eine Lie-Gruppe
und es gelte

1. ¢ : P x G — P ist eine freie rechte Gruppenwirkung

2. M ist der Faktorraum der Gruppenwirkung, M = P/G mit der kanonischen
Projektion 7 : P — P/G = M
3. Es existiert eine Uberdeckung (U;);c; von M und eine Familie von Diffeomor-
phismen x; : 771(U;) — U; x G, den lokalen Trivialisierungen, so daB
Xi

UZ'XG

° \ ein kommutatives Diagramm ist
T pry
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Dann heiBt die Struktur (P, M,G,7,1,{x;}) ein Hauptfaserbiindel iiber M mit
Strukturgruppe G.

Bemerkungen:

e M = {[p],p € P} und p; ~ ps wenn ein g € G existiert mit 1,(p1) = po.
Damit wirkt G transiv auf den Fasern 7~ *(z).

o G wirkt frei = ¢, : G — P ist injektiv (dabei ist 1,(g) = ¥(p,g) fur
festgehaltenes p € P). Denn sei ¢,(a) = ¢,(b), so ¢¥.(p) = ¥u(p) und
Up-1 0 Ve (p) = VYap-1(p) = p. Wenn G frei wirkt, dann ist a = b.

e ¢, : G — 7 (m(p)) ist ein Diffeomorphismus. Damit ist jede Faser 7=*(z)
diffeomorph zu G.

e Sei (U;, x;) eine Familie von lokalen Trivialisierungen, und k; := pry o x; :
-1

— . —1
7 {(Ui) = G. Damn ist wi(typ) - (r(Yp)) = mi(p) - g - (ri(p) - 9) =
ki(p) - (kj(p))~" unabhéngig von g € G und projiziert sich damit auf eine
Abbildung p;; : U; N U; — G definiert durch p;;(z) = ri(p) - (k;(p))~* fiir
peri(x). Es gilt

1. pi=ce

2. pij = pyi

3. Fir Uz'; Uj, Uk mit UZ N Uj N Uk 7é 0 gllt Pij * Pik = Pik
Die {p;;} bilden damit eine Kozyklus im Sinne der Homologietheorie

Satz 35 Eine Uberdeckung {U;} von M wund ein zugehiriger Kozyklus {ps;}
geniigen zur Rekonstruktion des Biindels.

Beweisidee: Wir setzen X = J; U; x G (disjunkte Vereinigung) und
(i,2,9) ~ (i',2',¢) & ax=2"€eU;NU;und ¢ = pii(z) - g

Dann ist P = X/ ~ ein Hauptfaserbiindel mit Strukturgruppe G iiber M. Die
freie rechte Gruppenwirkung auf P ist gegeben durch ¢,[(i, z, g)] := [i, x, ga] und
die Projektion ist 7[(i,x,9)] = =

4.2.1 Beispiele
1. triviales Biindel P = M x G

2. Homogene Raume. Sei G eine Lie-Gruppe und H C G eine abgeschlossene
Untergruppe von G. Es gibt eine natiirliche rechte Gruppenwirkung von H
auf G. Das definiert ein Hauptfaserbiindel G iiber G/H mit Strukturgruppe
H. Die Basismannigfaltigkeit G/H ist ein homogener Raum.

3. komplexes und quaternionisches Hopf-Biindel

4. Biindel der lokalen Bezugssysteme
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4.2.2 Die Gruppe der lokalen Eichtransformationen

Definition 64 Ein Diffeomorphismus 6 : P — P heiBt Automorphismus des Haupt-
faserbiindels, falls

e es existiert ein Diffeomorphismus 0:M — M, so daB

p 2 P
0 ™ ein kommutatives Diagramm ist
M M

o O kommutiert mit der rechten Gruppenwirkung, 6 oy, =1,00 Vge G
Ein vertikaler Automorphismus 6: P — P ist ein Automorphismus des Hauptfa-
serbiindels mit 6 = idyy.

Wir bezeichnen mit Aut(P) die Gruppe der Automorphismen des Hauptfa-
serbiindels P und mit Auty;(P) die Gruppe der vertikalen Automorphismen.

Definition 65 Die Gruppe G = Auty,(P) heiBt Gruppe der lokalen Eichtransfor-
mationen.

Satz 36 FEinem vertikalen Automorphismus 0 entspricht genau eine dquivariante

Abbildung v : P — G (differenzierbar) mit u(vy(p)) = a 'u(p)a.

Beweis: Sei § € G gegeben, setze é(p) = upp (Verschiebung durch rechte

Gruppenwirkung). Dann ist 0(1ap) = 1%a(0(p)) = Ya(tup)(p)) = Yu@)a(p)
wu(p)ﬂzﬁa*l © 2/}a(p) = wafl-u(p)'lZ(wa(p))‘

Die Gruppe der lokalen Eichtransformationen wirkt auf natiirliche Weise auf
Schnitten des Hauptfaserbiindels s : M D U — P, mos = idy durch §(x) :=

00 s(x) = Vu(s(a)s(x)

oo

4.3 Zusammenhinge auf Hauptfaserbiindeln

Sei (P, M, G, m, 1) ein Hauptfaserbiindel und p € P. Die rechte Gruppenwirkung
¥ : P x G — P induziert eine Abbildung ¢ : g 5 A — A, € X(P). Die so
erhaltenen Vektorfelder A, heiflen vertikale Vektorfelder, und Tangentialvektoren
A,(p) € T,P sind tangential an die Faser 7—!(7(p)), d.h. an die Kurve in P, die
durch die Gruppenwirkung mit exp(tA) gebildet wird.

Sei V,, C T,P der Tangentialraum an die Faser. Da o injektiv ist (die Grup-
penwirkung ist frei, insbesondere effektiv) und die Faser isomorph zu G ist, ist
tatsdchlich V, = o(g),.

Definition 66 Ein Zusammenhang I" auf einem Hauptfaserbiindel P ist eine Zu-
ordnung P > p — H, C T, P, die folgende Bedingungen erfiillt:
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e Komplementaritat: 7,P = H, ® V,, Vpe P
e Rechtsinvarianz: ¢ (H,) = Hy, ()
e die Zuordnung p — H, ist glatt

Wenn X € X(P), dann ist horX punktweise definiert durch 7,P 5 X, = ver X, +
horX,, ein glattes Vektorfeld.

4.3.1 Die Zusammenhangsform

Y, : G — 7 (7(p)) induziert Isomorphismus von Vektorrdumen o : g — V.

Definition 67 Die Zusammenhangsform des Zusammenhangs I ist die differentielle
1-Form w mit Werten in g definiert durch

wp(X) := o7 (verX,)
Satz 37 Fir die Zusammenhangsform w gilt:
1. wy(X) =0 fir X € H,
2. w(A)=A
3. Yrw = Ad(a "w im Sinne von (Y:w)(X) = Ad(a™)(w(X))
Beweis: 1. und 2. folgen aus der Definition. Bleibt 3:
(Vaw)p(X) = Wy, ) (¥a) e X) = 07 (ver (¥ Xp) v, (p)

Wir zerlegen X, = verX, + horX),, dann ist ¢, (horX,) € Hy, ) und deshalb
Y (verXy) € Vi, (). Folglich ist

(Vaw)p(X) = wy, () (Va) e X) = 0 (V5 (verX,)) v, ()
Sei (verX,) = 0(A), dann haben wir
(((©a)xo(A)) F)(p) = (0(A)(af))(Ya1(p))
= i(w*f) © ¢exp(tA) (wafl(p))

t=0

= f © wa L.exp(tA)-a (p) -0

= %f 0 Yexp(tad(a-1)4) (D)
= (o(Ad(a™)A)) /) (p)

und somit
(V5w)p(X) = Wy () ($a) X) = (Ad(a™) A) = Ad(a™) (wp(X))
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Satz 38 Sei eine Finsform w mit Werten in g gegeben, so dafs
o wy(d(A)=A
o Yiw=Ad(a Hw

dann definiert P > p — H), := kerw, einen Zusammenhang I' auf P.

4.3.2 Kovariante Ableitung

Definition 68 Sei « eine differentielle k-Form auf P mit werten in einem beliebigen
Vektorraum. Dann definiert ein Zusammenhang I' auf P eine kovariante Ableitung
Da durch

(DO[)p(Xh e an—i-l) = (d(l/)p(hOFXl, ce hOFXk_|_1) .

Definition 69 Die 2-Form 2 auf P mit Werten in g definiert durch {2 = Dw heiBt
Kriimmungsform des Zusammenhangs.

Satz 39 Q= Ad(a™')Q
Beweis: d kommutiert mit Diffeomorphismen.
Satz 40 dw(X,Y) = —[w(X),w(Y)] + QX,Y)

Beweis:

e XY vertikal, X = A, Y = B,
dw(Ay, B,) = A,w(B,) — B.w(A,) —w[A,, B.] = A.B — B,A — w[A,, B,]

A,.B = 0 da konstante Funktion auf P
e XY horizontal, Definition von €2
e X = A, vertikal, Y horizontal:

dw[A, Y] = Aw(Y) = Yw(A,) —w([A,,Y]) =0

wegen [A,,Y] = L£4Y =lim_o 1 ((Yexp(—t4))«Y — Y) horizontal
([, ) (X, ¥) = 15 w(X),0(V)] — [w(V),w(X)] = 2w(X), w(Y)] deshalb @ =
dw + 1w, w]”
Satz 41 (Bianchi-Identitidt) DQ =0

Beweis: DQUX,Y,Z) = dQ(horX, horY,horZ) = (ddw + 3[dw,w]" —
1[w, dw]”)(horX, horY, horZ) = 0
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4.3.3 Eichtransformationen der Zusammenhangsform

Definition 70 Eine differentielle k-Form « auf G heiBt linksinvariant, wenn
(Lya)a = o gilt fiir alle g € G.

Definition 71 Die Maurer-Cartan-Form © auf GG ist die (eindeutige) linksinvariante
differentielle 1-Form mit Werten in g definiert durch

O(A)=A, Acyg

Satz 42 Sei 0 ein vertikaler Automorphismus des Hauptfaserbiindels und u :
P — G die entsprechende dquivariante Abbildung. Dann gilt fir die Zusammen-
hangsform w und die Krimmungsform 2

(0"w), = Ad(u(p) wp + (u*O),
(6*Q), = Ad(u(p)~H)Q, .

Beweis: Sei X, € T,,P der Tangentialvektor an die Kurve ¢ — p(t), mit p(0) = p,
dh X,f=4 op(t)|t:0. Sei p := 0(p) = Yu)(p). Wir berechnen

(0,008 = X,0°F) = 6 1y 0 i)
- TRLI0)

d
= af o il)u(p(t))]?(t)‘t .

t=0

t=0

= D@D on(t)]_ + S0 oulp(r)
= Xp(Vupf) + Xp(u (¥ f))
= (¢;(p)Xp)z3f + (@D;(u(p),Xp)U(P))ﬁf

Dabei ist zﬁ;(p) 1 TP — TP sowie uy, : TP — Ty G und ), : Ty G — T3 P.
Folglich gilt

(67w)p(X) = wpl6,X,)
= wp (V) Xp) + w0 (UL X )up))
= Ad(u(p) Hw,(X,) + wp (¥, (1 Xp ) u(p))

Sei B € g durch Ty,,)G > u,(X,) = L,

w(p(B) definiert. Wir differenzieren die
Gleichung

(R L) (9) = wu(p)'g(p> =10 wu(p) (p) = VgD
fiir g = exp(tB):

d d
0 p0 Lupy(exp(tB)| = (L) (W) 0 exp(tB)

t=0
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= B(Lyy(Unf)) = (Luyy B)u) (¥ f)
= (up Xp)u) (U3 f) = (0, (w(p) Xp)uw))s f

d
= Ef o wexp(tB)(ﬁ) -0 = (O_ﬁ(B))f .
Also erhalten wir
wp (¥ (U, Xp)u@p))p) = B = Oc(B) = Oc( L)1 (1, X))
= Ou(p) (U;Xp) = (u"0),(X,) -

Damit folgt schlielich

(9* )p(Xp) = Ad(u(p)” )wp(Xp) + (u*0),(X,) -
Fiir die Kriitmmungsform erhalten wir, da der zweite Anteil vertikal ist,

(0°9),(X,, Yy) = (0, X,,60,Y,)
= Qﬁ(%(p)Xpa %(p)yp)
= Ad(u(p) ") (Qp(X,, V7)) -

Das beendet den Beweis. O

4.3.4 Zusammenhinge in lokaler Trivialisierung

Definition 72 Sei eine Trivialisierung x : 7 }(U) — U x G gegeben, und sei
k = pryox : U — G. Dann wird durch die Forderung x o s = e ein Schnitt
s : U — P ausgezeichnet. Fiir diesen Schnitt heiBt .4 = s*w das lokale Eichpotential
und F = s*Q) der lokale Feldstarketensor.

A ist eine differentielle 1-Form auf U mit Werten in g und F ist eine differen-
tielle 2-Form auf U mit Werten in g.

Satz 43 Es gilt

wy = Ad(k(p) )(7"A)p + (57O),
Qp = Ad(r(p) " )(7"F),

Dabei ist © die Maurer-Cartan-Form der Lie-Algebra g.

Beweis: Die Aufgabe besteht darin, die Zusammenhangsform im Punkt p durch
jene im Punkt s(7(p)) auszudriicken.

Fiir alle p € 771(U) gilt ¢(s o 7(p), £(p)) = p, denn £(Y(s o (p), K(p))) =
k(som(p))-k(p) = k(p) wegen ko s = e. Aulerdem liegen p und ¢ (som(p), k(p))
in der gleichen Faser.
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Sei jetzt t — p(t) eine Kurve in 77 1(U) mit p(0) = p und X,, Tangentialvektor
an diese Kurve. Dann gilt fir f € C>°(P)

— %f o(som(p(t)), k(p(t))) -
- %f © i(p) (s 0 W(p(t»)‘ + %f 0 Ysor(p) (K(P(1))) -

= L (5" W IO+ & (5 Wanin (1)
= X,(x* (5" (42, )f))) K oy 10
((wﬁ ) (m(p)) ( w(p) )f ( wsow n(p ’i Xp))f .

Dadurch bekommen wir

wp(Xp) = wp((¢”(p));(w(p))(sgr(p)(ﬂ-,X ))) +Wp((¢sow(p ) )(K;Xp)) .

Im ersten Term haben wir

Wp ((wfi(P));(w(p)) (5;(;1;) (W;;Xp)))

t=0

(V5 @) (o) (8 w(m(ﬂ X ))
A ( )( Tr(p /XP)))
= Ad(k(p) ) ((T"A)p(X})) -

Im zweiten Teil fithren wir eine dhnliche Rechnung wie zuvor bei den Eichtrans-
formationen aus. Sei B € g definiert durch LK( )B = £, Xp. Wir haben

Vsorn(p) (Lip)9) = Vu(p)-g(5 0 T(D)) = Yg(Yuipy (s 0 (p))) = 1gp
Sei g(t) = exp(tB), dann gilt

d
2 0 Yuont (L xp(B))| =

d *
d (L ( sow(p).f))
:B( H(p)( som(p ))
= (kX )(wso7r(p)f> = ((¢son(e) i) (K X)) f
d
= %f o wexp(tB)p‘tZO = Up(B)f .

exp(tB)

t=0

Somit folgt
o (Pt (R X)) = wp(0(B)) = B = O.(B) = ©, (L)1 (K, X,)
= Ou(p) (1 Xp) = (K70),(X,) -
Fiir die Feldstarke bekommen wir, da der zweite Teil vertikal ist,

Qp(Xp, Yy) = ((%(p )/s o) (S0 ToXp))s (Vo)) o)) (S (1Y)

= Ad(r ( ”(p)( WX) ()(Wy)))
= Ad(r ( ) (T F), (Xp%))
Das beendet den Beweis. O
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4.3.5 Eichtransformationen in lokaler Trivialisierung

Ein vertikaler Automorphismus 0 : P — P induziert eine Eichtransformation w —
w = 0*w. Sei w in der gegebenen Trivialisierung durch das lokale Eichpotential A
beschrieben, dann gilt

= (0"w), = Ad(u(p) w, + (u7O),
= Ad(u(p) ) (Ad(r(p) ) (7" A), + (/ﬁ*@)p) + (u*O),

Andererseits wird w in der gegebenen Trivialisierung durch das lokale Eichpoten-
tial A beschrieben:

@p = Ad(k(p) ) (7" A)p + (K°0), .
Somit erhalten wir
(r* A), = Ad(r(p)) (Ad(u(p) ") (Ad(k(p) ") (7" A),))
+ Ad(x(p)) (Ad(u(p)™")(k*O),) + Ad(k(p)) (u'©), — Ad(k(p)) (K" O),

Es gilt

Ad(k(p)) o Ad(u(p) ") o Ad(k(p)~") = Ad(k(p) - u(p) " - k(p) ") = Ad(A(p) ™)

mit A(p) := k(p)-u(p)-r(p)~* € G. Sei X, Tangentialvektor an die Kurve ¢ +— p(t)
mit p(0) = p. Dann finden wir den induzierten Tangentialvektor A, X, = Li\(p)B €
TG an die Kurve A(p(t)) mit B € g mittels f € C*(G) als

(L B)f = 5 f o w(p(1) - ulp(t)) - (p(1) |
= Xy (K (Ryp (Rry-1 f))) + Xp(u (R* 1Ly )
— Xp (K" (L (Rrgy-1 )
Folglich gilt
Be = (L)1) (Rato)1)nmy-ue) (Ruto) V) (5X5)))

+ (LA(p)*l )/A(p) ((Lﬁ(p));(p)-ﬁ(p)_l ((Rn(p)*l );(p) (U;Xp)))
- (L/\(p)’l)//\(p) ((Rﬁ(p)fl):@(p)u(p) ((L)\(p)) (p)(K’;Xp)))

Darauf wenden wir © an und verwenden O(R/_,A) = O(a,A) = oA =
Ad(a)A = Ad(a)O(A):

B = 0.(B.) = 0.((Lp)-1) A\ Mo Xp) = Orny (Ao X))
= @A(p) ((Rﬁ(p)*l ):i(p)-u(p) ((Ru(p));(p) (ﬂ;Xp)))
+ @A(p) ((L"G(p))'/u,(p)%(p)*l ((R"i(l’)_l)f/u(p) (U;Xp)))
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Daraus lesen wir
(A"©), = Ad(k(p)) (Ad(u(p) ") (k7©),) + Ad(k(p))(wO), — Ad(k(p))(k"O),
ab, so daf
(7" A)p = Ad(A(p) ) (7" A), + (A"O),
entsteht. Nun ist A konstant auf der Faser, denn

Awgp) = K(thgp) - u(tgp) - K(thep) ™" = K(P)g - g 'u(p)gg ' k(p)~ = Ap)

Sei § irgendein Schnitt von P und p = §(x), dann erhalten wir wegen mo § = idy,
durch Anwendung von §* auf obige Gleichung

A, = Ad(7(2) ) A, + (1°0),,  T=X03

Dabei ist 7 : U — G allein durch den vertikalen Automorphismus 6 und die
Trivialisierung gegeben und unabhiingig von p € 7~ !(x). Véllig analog findet
man

Fo = Ad(r(x)™ ) F, .

4.3.6 Wechsel der Trivialisierung

Eine lokale Trivialisierung x; : 71 (U;) — U; X G definiert eine Abbildung x; =
pry o x : U; — G, damit einen kanonischen Schnitt s; : U; — 7 1(U;) durch
ki o s; = e und schliefllich das lokale Eichpotential A; = sjw und den lokalen
Feldstérketensor F; = s;{2. Seien jetzt zwei Trivialisierungen x;, x; gegeben mit
UiNU; # 0, dann fithren diese auf U; N U; C M zu zwei verschiedenen lokalen
Eichpotentialen A; und A;.

Satz 44 Firx € U;NU; gilt

(Aj)e = Ad(py;' (2))(Ai)e + (950)z
(Fi)e = Ad(py" (2)(Fi)a .

wobei pij(x) = ki(p) - k;(p)~" fiir ein beliebiges p € 7~ (z) die Ubergangsfunk-
tionen sind.
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Beweis: Wir haben &;(p) = pi;(7(p)) - k;(p). Aus
wy = Ad(ri(p) ) (7" A + (K70), = Ad(r;(p) ) (7" Ay)p + (K70),
folgt
(W*Aj>p = Ad(“j@))(Ad(“i@)_l)(W*Ai)p + (’fr@)p - ("G;@)p)

Im ersten Term verwenden wir Ad(k;(p))Ad(k:(p)~") = Ad(k;(p) - ki(p)™') =
Ad(pij(m(p))~t). Zur Diskussion des zweiten Teils sei X, € T,P ein Tangen-
tialvektor an die Kurve ¢ + p(t) durch p(0) = p. Dann ist (pj;).(m,X,) €
T}, (x(»))G der Tangentialvektor an die Kurve r;(p(t)) - #;(p(t))~'. Wir schreiben

p
(pi)e(m, X)) = L;ij(ﬂ(p))B mit B € g und erhalten fiir f € C*°(G)

(L o B) f = %f o ki(p(t)) - r;(p(t)) "

= Ry ) om0~ (L B ) 0 5, (018)

= ((50)pXp) (B, 1 ) = (Ko Xp) (L (o By o)1 ) -

t=0

t=0

Folglich gilt
B = 0.(Be) = Oc(L, (rp)-1 (035)a (M, Xp)) = O ) ((03)a(1,X))
= (pi‘j@) (), X5p)
= 0.(L, pij(m(p))~ 1(R;j(p)fl((’<~';)po) )—© (L’ 5(x ()~ 1(L,pij(w(p))(R;j(p)fl((’f})po))))
= O (o)) (B ()1 (5 Xp)) = OBy ()1 ((£5)p X))
(L*,l(L* p)@))p” (p))(R;]-(p) 1((/€;)po)) S (R;j(p)flL;j(p)L;j(p)fl((’i})po))
= O.(a Kj(p)( ri(p)~ 1H(K)pXp))) — Oelc, j(p)flL;j(p)fl((’f})po»
= Ad((p)) (O (L 1 (D), X)) = Oul Ll 1 ()),X,)))
= Ad(r;(p)) ((K7©)p(X;) — (K70),(X5)) -
Dadurch erhalten wir
(" Az)p = Ad(pyj (m(p)) ™) (m" As)p + (7 (0350))y -

Durch Anwendung eines beliebigen Schnittes § : U; N U; — 7 *(U; N U;) mit
7o 8§ = idy,ny, erhalten wir

(Aj)e = Ad(pij(2) ") (Ai)e + (p1;0)a
Die Beziehung fiir die lokale Feldstérke folgt sofort aus
Qp = Ad(ri(p) ) (7" Fi)p = Ad(r;(p) ) (7" F2),p
durch Anwenden von Ad(x;(p)). O
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4.3.7 Zusammenfassung

o (P,M,G,m,¢,{x;}) — Hauptfaserbiindel
Biindelmannigfaltigkeit P mit rechter freier Wirkung ¢ : P x G — P der
Strukturgruppe G (Lie-Gruppe), dadurch Aquivalenzrelation p; ~ p, wenn
p1 = Yyp2, Basismannigfaltigkeit M = P/ ~ mit kanonischer Projektion
7 : P — M, lokale Trivialisierung x; : 7 1(U;) — U; x G

e global definierte Zusammenhangsform w
1-Form auf P mit Werten in g und w,(0,(A)) = Afiir A € gund (0,(A4))f =
%f o @bexp(tA)p}t:O sowie (¢;w)p = Ad(gfl)wp

e horizontaler Unterraum H, C T,P als H, = kerw,, kovariante Ableitung
Do(Xy, ..., Xg) = da(horXy,. .. horX,)

e Kriimmungsform @ = Dw (2-Form auf P mit Werten in g und (¢;Q), =
Ad(g71)Q,, Strukturgleichung Q = dw + [w,w]* = dw + w A w

e Bichtransformationen gegeben durch Gruppe G der vertikalen Automor-
phismen von P, d.h. 6(p) = vypp, Wirkung auf w, durch (*w), =
Ad(u(p) Yw, + (u*O), und (6*Q), = Ad(u(p)~?!), dabei ist © die Maurer-
Cartan-Form

e Trivialisierung y; mit x; = pry o x; definiert ausgezeichneten Schnitt
s; : Uy — ©1(U;) und damit lokales Eichpotential A; = sfw und lokalen
Feldstirketensor F; = s7Q, Umkehrung w, = Ad(x;(p) ") (7*4;), + (k*O),
und Q, = Ad(k;(p) ") (7" Fi)p

e Eichtransformation der lokalen Objekte (A;), = Ad(7;(z) ") (A;)e + (7°0),
und (F;), = Ad(r(z)")(F), mit 75(x) = &(p) - u(p) - k(p)~" unabhingig
von p € w1 (z)

e Wechsel der Trivialisierung (A;), = Ad(py(z) ") (Ai)e + (0};0), und
(Fi)e = Ad(pi;(2) ) (F;). mit Ubergangsfunktionen p;; = r;(p) - k;(p) ! €
G unabhiingig von p € 71 (x)

4.4 Reine Yang-Mills-Wirkung
Sei (, )4 ein Ad-invariantes Skalarprodukt auf g, d.h.
(Ad(a)A, Ad(a)B)y = (A,B)y ABeg,acCG

Definition 73 Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit der Dimension n > 2
und % der durch die Metrik g induzierte Hodge-Stern Operator. Sei P ein Hauptfa-
serbiindel iiber M. Dann ist das Yang-Mills-Wirkungsfunktional auf dem Raum der
Zusammenhange auf P definiert durch

:/ FAxF
M
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Dabei ist in Tensorprodukt-Schreibweise (o ® A)A(B ® B) := a A (A, B), fiir
a,f € ™(A*M) und A, B € g.

Satz 45 Y M[w] ist wohldefiniert (unabhingig von der Trivialisierung x) und
eichinvariant, Y M [0*w] = Y M [w].

Beweis: Das Integral ist iiber eine Zerlegung der Eins {fi} beziiglich des Atlasses
{(U;, Ri)} zu gegebener Uberdeckung von M definiert, d.h.

/3’-"/\*.7—" Z/ ) (fiFA* F)
_Z/ o ) (fiFih + F)

. Wir kénnen annehmen, dafl jeder Punkt x € M nur in

suppf; "~ ° ‘ suppf;

endlich vielen U; liegt. Wir zerlegen jedes Gebiet U; in endlich viele Teilgebiete
Ui = UPUU, 4 (UiNU;)°UU, i, (UiNU;NUR)OU. L mit UP = U;N(MA\U,,; Uj),
(U:nU;)° = Ui U; 0 (M \ Ugpigjer Ur), usw. Dann taucht z.B. das Gebiet
(U; N U;)? in obiger Summe genau zweimal auf, als

[ mEAR) [ m(GEAR)
Hi(UiﬂUj)O K’j(UimUj)O

Fiir alle z € (U; N U;)° gilt (F)). = Ad(pz_Jl(:p))(]:Z)gc AuBlerdem verschwinden
auf (U; N U;)° samtliche fi, mit k # i, j, so daB f; + f; = 1 auf (U; N U;)°. Damit
bekommen wir

[ @ EAE) [ Y (A )

74 (U;NU;)0 &3 (U:NU;)°

- / ) (FFA F) + / (R (1= £)Ad(p ) Fih « Ad (o) F)
ki (U;NU;)0 k5 (U;NU; )0

[ FEAeE)+ [ (@ fEASE)
(UiNU;)° (U:nU;)0

— [ FAR)= [ (FAeE),
(U;NU;)0 (U:inU;)°

Dabei wurde die Ad-Invarianz des Skalarprodukts verwandt.

Entsprechend fallen in den Beitréigen der disjunkten Gebiete (U;, N---NU;,)°
sowohl die Ubergangsfunktionen als auch die Zerlegungen der Eins heraus, und
in jedem Gebiet kann fiir die Feldstirke ein beliebiger lokaler Représentant F;;
gewahlt werden. Das Wirkungsfunktional ist damit unabhéngig von der Triviali-
sierung und unabhéngig von der Zerlegung der Eins.

Unter lokalen Eichtransformationen transformiert sich (F;), zu
Ad(7i(x) 1) (Fi)e, und die Ad-Invarianz des Skalarprodukts sichert die In-

varianz unter Eichtransformationen. [l

o6
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4.4.1 Darstellung in lokalen Basen

Sei b; eine Basis der Lie-Algebra g und da* eine Basis von 77U, dann hat das lokale
Eichpotential die Darstellung A, = >7"_, SN Al (z)dat ® by mit Ai e C=(U).

Die Komponenten findet man durch Einsetzen der Basisvektoren 5= € T,U zu
Al (z 9 )y, = Y Al ()b
A2) = ZZ )i (G )b = L Ale)

Die Feldstdrke hat in dieser Basis als 2-Form die Darstellung F, =

> pa=1 SV 5Fh (@ )dx“1 /\ dz"* @ b;. Die Komponenten findet man durch

Einsetzen der Basisvektore

ﬂ(%%)

o 0
- Z Z 2 ulm xm A dmm) ((993’/1 ) @)bz

p1,p2=1 i=1

SPIP N {w“l(afﬁdx‘%%)—dw“l(%)dw“(afﬁ}bﬁ

p1,p2=1 i=1

= Z 1/11/2 ‘,'E‘ll;gul (x))bl

=1
:<d«4>x<&,%>+{Ax%m%ﬂ —

- afwA(afvz) - aij<afw> _AQ%’%D * [A(aim)’““(agw)]

N 0AL,  OA
< P b

”1b+z [ AL bi, AlLD;]

i,7=1

Mit den Strukturkonstanten fiir die gewéhlte Basis der Lie-Algebra [b;,b;] =
S cj;br ergibt sich

DAL, aAk A
Foin=—Flon = 52— + Y AL AL

i,7=1

4.4.2 Hodge-x in lokalen Basen

Sei dazu g, : T,M x T, M die Metrik mit g,(32:, 5% ) = g (2), dann wird durch
gz(v)(w) := gx(v,w) ein Isomorphismus g, : T, M — T M induziert. Es gilt

oe(gi) (g1) = 901 = Lol (575)
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also g.(5%) = Yon_y gup(x)dz?. Dann ist die inverse Abbildung g;' : TrM —

T, M gegeben durch 2 = > ot Gup() g, H(dzP). Seien g (z) die Komponenten

der inversen Matrix g,,,, d.h. Y20} g,,9”" = 0%, so folgt g, ' (dat) = 37, g 5%
Sei «v eine lokale k-Form auf U gegeben durch

Z Qg (T)dXHE N dzh2 N - N dat™

wobei v, 4,.. 4, Vollsténdig antisymmetrisch in allen Indizes ist, dann erhalten wir
den ersten Teil des Hodge-x Operators zu

- 0 0
k_—1 _ = vy |, oMk - A
(Ag ), = Z g g Qs By A A Orve

Um die kanonische Volumenform zu finden, ist ein Ubergang von {52} zu
einem Orthonormalsystem {e,} beziiglich der Metrik notwendig. Mit e,(z) =

ZZ:l Aau (I)a;iu fOlgt

Go(€ares) = Y Auu(®) Apy () gy () = (AgAT () .
=1
Wir wiahlen A4,, = WOW, wobei O(z) € SO(n,R) jene spezielle or-
g aa
thogonale Matrix (d.h. OOT = OTO = I,y, und detO(z) = 1) ist, die die
symmetrische Matrix g, (z) diagonalisiert. Dann folgt

vy)e = /| det g(x)| dz' Adx* - A da"
denn

(vg)z(€1,€2,...,€p)

V| detg|

VAT OgOT 1l [(0gOT),,,]

X Z Oty Osysy -+ Oy (A Ada® -+ A dx")(

0 0 8)

e ERREE o
T T T

JIdetg|
’eg Z 0121y O2r(2)+ Opniy = det O = 1

/[ det(OgOT)] oy

Mit der Definition der Verjiingung

((&fm A A afuk>J(dxl /\---/\dx")) (Xk+1,...Xn>

) )
p— 1 .« . o n —
— (dz' A Adx)(axm,...,8$Vk,Xk+1,...,Xn>

o8
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erhalten wir
(*a)a (axiﬂ A a:in) - (Akglo‘”“ﬂ)x(axiﬂ e 8:?”">

L N 9 9
= E Z | det g| g 'g“kykam---uk (l’)(dxl A d:L‘n)< . _>
' 1

ox Oxvn
Hlseeey M sV1y.-ey V=
1 1% 1% T™n
= Z V| det g| g"™ FRVE ZO’W o
LT yeeesfb sV 5eees V=1 TESR
El/l‘.iun

1 - 11p1 HkPk

= m Z | det g| g1 7" - -+ G €y oy Oy (T)
) ey 1 Pn =1
0 0
X (dxPe+1 N dxPm ( ,...,—>
( ) OxVi+1 Oxvn
Folglich gilt
1
(xa)y = W — k) Z |det g| g"* -+ - g" %€, oy (X)dTPRE A daPr
) Lo PL P =1
4.4.3 Yang-Mills-Wirkung in lokalen Basen
In Anwendung auf die Feldstirke erhalten wir somit
. 1
FhxF = m Z Z i, b ’ det g| e H2p2H1V2FM1M2691-~Pn
o ) V1,2, 41,4231 5-+-s pn=114,7=1
x dx" Ndx™ Ndx? N - A da™ — =gl AN da”
1 n n
= ﬁ Z Z <bl7 bj>g ’ det g| g,u1p1 quQwazfijuu2

V1,V2,41,042,01,p2=11,j=1

x (81672 — (5”25”1)dx Ao A dat

p17p2 P17 p2

1 V1 povo 10
~ 9l Z Z<bi’bj> gt 2‘7:111”2‘7:&1#2

V1,029,041, 42=14,j=1

Im physikalisch interessanten Fall, dal die Strukturgruppe eine Untergruppe
der GL(m,K) ist, ist ein Ad-invariantes Skalarprodukt durch die Spur gegeben,

(A,B)g =tr(AB) oder (A, B)s=Rtr(A*B),
denn
(Ad(a)A,Ad(a)B)y = (aAa™',aBa "), = tr(aAa"'aBa™') = tr(AB) .

29
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Dann erhalten wir

/ S (P

B, 2,101,142

mit F,ul,u,z Zz 1 u1,u2

4.4.4 Variationsprinzip

Jeder Zusammenhang in einem Hauptfaserbiindel definiert eine Geometrie ( “rech-
ter Winkel” zwischen Tangentialraum an die Faser und horizontalem Unterraum).

Hamiltonsches Prinzip. Von allen mathematisch méglichen Geometrien, die
durch ein Hauptfaserbiindel P beschrieben werden und durch je eine Zusammen-
hangsform w auf P parametrisiert werden, wiirde in der Natur jene Geometrie
realisiert sein, fur die das Yang-Mills- Wirkungsfunktional stationdr ist.

Definition 74 Eine Zusammenhangsform w macht das Wirkungsfunktional stati-
onar, wenn fiir jede benachbarte Zusammenhangsform @ = w + edw gilt Y M[0] =
Y M[w] + O(€?).
Dabei ist dw horizontal, denn (dw),(0,(A)) = @p(0,(A)) —wy(o,(A)) = A—A=0
fiir alle A € g.

Seien A = s,w, A = 5,0 und 0 A = s*(edw) = 5*°0 — s*w die auf M
zuriickgezogenen Objekte. Dann gilt

k N
Fro— = (8‘5“4]5 _ A 37 k(AL AL+ Zc A ( cw)) O(e)

wy ok oxV

i,j=1 3,j=1
und
YM[®] — Y Mw]
/ S S (b bl g (B, — FL)FL + O(&)

w,v,p,o=1k,l=1
N

/ 33 (e be o (2, Z AL (G4 ) FL, + O()

w,v,p0=1k,l=1

C S b, [ o (a6 A7)

w,v,p,o=1k,l=1
bj7bl> a vo 1l
MV; 1;/ A YT 83:“( | et g| g"°g"" F) )
£ 3 el EALTL) + 0.
ik=1
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Das Integral [, %( ) wird mit dem Satz von Stokes in ein Integral iiber OM
iiberfithrt. Wir kénnen annehmen, daf§ dieses Integral verschwindet, z.B. wenn
M keinen Rand hat, oder die Variation 5.A{L auf dem Rand verschwindet oder im
Fall M = R* die Feldstirke kompakten Support hat.

Damit Y M stationiir in w ist, muB der verbleibende Teil fiir beliebiges d.47,
verschwinden. Das liefert die Yang-Mills-Gleichungen

n N
0= > Z%((bﬁbﬁg Idetglg“”g”"fég>

H,p,0=1 1=1

n N
+ > D (b VI detglg" g AL,

wpo=11,k,l=1

die die Euler-Lagrange-Gleichungen fiir das Yang-Mills Wirkungsfunktional sind.
Die in der Natur realisierte Geometrie bestimmt sich damit als eine Losung AZ
der Yang-Mills-Gleichungen.

Eine solche Losung ist im allgemeinen sehr schwierig. In n = 4 Dimensionen
kann eine solche Losung jedoch sofort im selbstdualen Fall erhalten werden. Man
kann zeigen (HA), daBl die Yang-Mills-Gleichungen geschrieben werden kénnen als
xDxJF = 0, wobei D die kovariante Ableitung ist. Wenn fiir einen Zusammenhang
xJF = +F gilt, dann folgen die Yang-Mills-Gleichungen aus der Bianchi-Identitét
DF =0.

4.5 Assoziierte Vektorbiindel

Sei (P, M,G,m,¢,{x}) ein Hauptfaserfiindel und F' eine Mannigfaltigkeit, auf
der die Strukturgruppe G von links wirkt: A : G X F' 3 (a,y) — A (y) € F.
Dann wird auf der Produktmannigfaltigkeit P x F' eine rechte Gruppenwirkung
definiert durch

P XN (PXF)xG3((p,y),a) — (Yap, \g-1y) € P X F.

Sei E = P x F/G der Quotientenraum von P x F' nach der durch diese Grup-
penwirkung induzierten Aquivalenzrelation

(p1,y1) ~ (p2,y2) < Ja € G sodaB ps = Y,p; und yo = -1y -

Insbesondere ist (¥,p,y) ~ (p, Agy). Sei ¢ : Px F — E die kanonische Projektion.
Die kanonische Projektion 7 : P — M induziert eine Projektion 7p : £ — M
durch 7g[(p,y)] = 7(p). Diese Abbildung ist wohldefiniert, denn 7(p) ist un-
abhéngig vom gewahlten Représentaten. Damit gilt 7 ot = m o pry auf P x F.

61

Preliminary version — 4. April 2006



Satz 46 Der Diffeomorphismus x : 7 H(U) — U x G mit U C M offen induziert
einen Diffeomorphismus X% : 75" (U) — U x F, so daf das folgende Diagramm
kommutiert:

PxF> n (U)xF ¥ (UxG)xF
) lidy x A
E> mlU) X UxF
e\ / pry
U

Beweis: Das Diagramm liefert (x”) " (z,y) = ¢(p, Au(p)—1y) fiir ein beliebiges p €
771(z), so daB xF surjektiv.

Injektivitdt: Das Diagramm liefert x®[(p,y)] = (7(p), Aupyy). Sei
XPlp1,y1)] = xP[(p2, y2)], dann st w(p1) = 7(p2) und Aegp)y1 = Aspa)yo- Aus
der ersten Gleichung folgt die Existenz eines a € G mit p, = ¢,p;. Dann liefert
die zweite Gleichung

Ak@2)¥2 = An(ap) Y2 = An(pr)-a¥2 = Aapn) (AaY2) = A1 -

Durch Anwendung von A,-1,(p,)-1 folgt 1o = Ag-1y1. Damit gilt [(pi,11)] =
(P2, y2)]- O

Definition 75 Die so konstruierte Struktur (E, M, F,G, P) heiBt das mit dem
Hauptfaserbiindel P assoziierte Faserbiindel iiber der Basis M mit typischer Faser
F und Strukturgruppe G. Falls F' ein endlich-dimensionaler Vektorraum ist, dann
heiBt E assoziiertes Vektorbiindel.

Wir betrachten x/” o (x7)™": (UsNU;) x F — (U; N U;) x F:

XZE o (Xf)il('ra y) = XzE © L(p7 )‘Kj(p)_ly> = (ﬂ-(p)v )‘Hi(p))\nj'(p)_ly) = (Z‘, Am;(m))

Damit 1#8t sich £ aus den Ubergangsfunktionen pij rekonstruieren.

Sei F, = 7'(z) die Faser iiber z € U, dann ist die Abbildung pr, o
x¥ : F, — F Dbijektiv und gegeben durch pr, o x¥[(p,y)] = Au@)y. Sei F
nun ein endlich-dimensionaler Vektorraum, dann definiert diese Bijektion eine
Vektorraum-Struktur auf F,. Wenn [(p1,v1)], [(p2, ¥2)] € Fy, dann ist py = ¥,py

und damit [(p2, y2)] = [(p1, Aay2)]- Dann definieren wir

ci(p1, y1)] + cal(p2, y2)] = [(p1; cryr + carayo)] -

Im weiteren sei F' ein endlich-dimensionaler Vektorraum.

62

Preliminary version — 4. April 2006



Satz 47 Es existiert eine eineindeutige Zuordnung zwischen Schnitten ¢ des as-
soziierten Vektorbiindels E und dquivarianten Abbildungen ¢ : P — F, d.h.

$01hy = A\g-1 00, so daf

p Y pyp
Tl Lt

M % E

ein kommutatives Diagramm ist.

Beweis: Das Diagramm liefert ¢(m(p)) = [(p, ¢(p))] fiir ein beliebiges p € 77! (z).
Sei ¢ gegeben, dann ist die Abbildung wohldefiniert, denn wenn statt p ein anderes

p1 € 7} (x) gewsihlt wird, dann gilt p; = ¥ep und [(p1, ¢(p1))] = [(Yap, d(Yup))] =
[(tVap, Aa—10(p))] = [(p, #(p))]. Sei ¢ gegeben, dann setzen wir ¢(p) := A,y -1 (pryo
xE(p(m(p)))). Tatséchlich ist fiir ¢(7(p)) = [(p,y)] dann

[(1: w1 (Pra 0 X (&(7(2)))))] = [ Aty Aetwy)] = (P, 9)] = d(7(p)) -

Dann gilt fiir einen anderen Punkt p; = ¢,p in der gleichen Faser

A(ap) = Ax(wap) 1 (T2 © X7 (D(T(ap)))) = Awpya)—1 (T2 © X7 (B((p))))
= )‘afl/\.‘-t(p)*1 (pI‘2 © XE(QS(W(p)))) = /\tflqs(p) : O
Materiefelder in Eichtheorien sind solche Schnitte ¢ eines Vektorbiindels E, wel-
ches zum die Eichtheorie beschreibenden Hauptfaserbiindel P assoziiert ist. Die

dquivalente Beschreibung durch ein ¢ : P — F erlaubt dann die Definition kova-
rianter Ableitungen iiber den Horizontalitatsbegriff auf P.

Definition 76 Sei F' ein Vektorraum und (E, M, F,G, P) das zu P assoziierte
Vektorbiindel. Eine k-Form & auf P mit Werten in F' heit horizontal vom Typ A,
wenn

o a(Xy,...,Xy) =0 falls ein X; € X(P) vertikal ist,
o Yrav = \g-10n.
Satz 48 FEs existiert eine eineindeutige Zuordnung zwischen lokalen k-Formen

a auf M mit Werten in E und horizontalen k-Formen & vom Typ X auf P mit
Werten in F', so daf$ das folgende Diagramm kommutiert:

prpXao
—

I (AFT P) PxF

(m)* 1 L
T°(AFTM) -2  E

Dabei bedeutet Lokalitit von o, daf$ mp(a(X,...Xg)) = x gilt.
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Beweis: Das Diagramm liefert o) (7' Xy,..., 7" Xy) = o(p, 6p(X1, ..., Xy)) fiir
X; € T,P. Dabei ist X; € H, horizontal auf beiden Seiten. Sei & gegeben, dann
ist a wohldefiniert, denn wenn statt p ein anderes p € m!(x) sowie statt X; €
H, C T,P horizontale Vektoren X; e H; C T3P gewidhlt werden, dann gilt

p = tap und
L(ﬁ, (Séi,(Xl, e ,Xk)) =1

=1

(s A (L)p (L1 K1), (0011 X))
(thap, (V3 @) (V1 K1), -, (U1 X))

(thaps Aa1 (@ (L1 K1), -, (V1 X))

= (p @p(Va K)o (1 X)) -

=1

Da w;,lffi wieder horizontal ist und sich wegen W’@D;,lXi =X, = 7' (X;) auf
den gleichen Tangentialvektor von T, M projiziert, ist 1/1{1,1)@ = X;.

Sei a gegeben, dann setzen wir Ga,(Xy,...,Xp) = Agp-i(pry o
XZ (@) (7' X1, ..., 7 Xy))). Tatsichlich ist fir agp) (7' X1,...,7Xk) = [(p,y)]
dann

[(pa )\n(p)*1 (pr2 o XE(aW(p) (W/Xh s 77T,Xk))) = [(pa )‘n(p)*l)‘ﬁ(p)y)] = [(pa y)]
= ) (M X1, T X))

Dann gilt fiir einen anderen Punkt p; = ¢,p in der gleichen Faser und horizontale
Vektoren ¢/ X

yop (Ve X1, - VX)) = Aw(op)— (PT2 © XE(aﬂ(dJap)(ﬂ,q/J:;Xl, T Xg)))
= Aupa)-1 (P2 © X7 (r(p) (7' X1, ... 7' X3)))
- Aail&wap(w;le s ;wéXk) . ]

4.5.1 Kovariante Ableitung

Definition 77 Sei¢: P — F eine aquivariante Abbildung, G0, = A\y-10¢. Dann
ist die kovariante Ableitung D¢ im Sinne des vorgegebenen Zusammenhangs auf P
definiert durch

(DG),(X) = (d)p(horX), X €T,P.

Satz 49 Dqg 15t eine horizontale 1-Form auf P mit Werten in F' vom Typ X\, und
es qgilt 3 3 .
(D§)p(X) = (d)p(X) + N (wp (X))o (p) -

Beweis: Horizontalitét ist klar. Sei der horizontale Vektor X € H,, tangential and
die Kurve ¢ — p(t), dann ist ¢, X € Hy,, ebenfalls horizontal. Es gilt

(V5(DG)p(X) = (D)yp(¥sX) = (d)y,p(1, X)
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= WX)(B) = X(30) = So0a®)] _ = Dasdoin)]|

= Ao-1(X9) = A-1((d9), (X)) = Aa-1((D9), (X)) -

Sei X € T,P, dann ist horX = X — verX = X — 0,(w,(X)), denn fiir
verX = A, = 0,(A) gilt wy(A,) = A. Dieses fundamentale Vektorfeld A, ist
tangential and die Kurve ¢ — ey, (x))p- Dann folgt

(Dg)p(X) = (dﬂg>p(X — 0p(wp(X))) = (dg)(X) — op(wp(X)) ()
= (@3)p(X) — 56 0 buspies, 0P

t=0

= (@9)p(X) — S Aewnicry 0600
= (),(X) + X (X)) :

4.5.2 Darstellung in lokaler Trivialisierung

Definition 78 Seiy; : 7~ }(U;) — U;xG eine lokale Trivialisierungund s; : U; — P
der durch k; o s;(z) = e fiir alle z € U; definierte kanonische lokale Schnitt. Dann
ist das lokale Vektorfeld die Abbildung v; = 5;‘& = éo s; : U; — F'. Die kovariante
Ableitung des Vektorfeldes ist durch Duv; := s*(D¢) definiert.

Sei p € 77 1(x) beliebig, dann gibt es ein a € G mit p = ¥,(s;(x)). Anwendung
von k; liefert ;(p) = Ki(Ya(si(7))) = Ki(s(x)) - a = a, also 5;(x) = Py, p)-1D-
Damit gilt v;(x) = é(sz(x)) = qg(wni(p)—1p) = )\m(p)&(p) fiir ein beliebiges p €
7 !(x). Sei nun eine andere Trivialisierung x; : 7 *(U;) — U; x G mit U; N
U; # 0 gegeben und seien s; und v; der entsprechende lokale Schnitt bzw. das
lokale Vektorfeld. Folglich gilt vi(x) = ;) Ax;(m)105(T) = Ay, @)vj(7), wobei
pii(x) = Ki(p)rj(p)~" € G die (unabhingig von p € 7 1(U; N U;) definierten)
Ubergangsfunktionen von P sind.

Satz 50 Firx e U;NU; # 0 gilt (Dv;), = A, (Dvj)s.

Beweis: Sei X tangential an die Kurve ¢ — x(¢) und sei ¢ — p(t) ein beliebiger
Lift dieser Kurve, so da8 w(p(t)) = x(t). Sei Y € T,P der Tangentialvektor an
die Kurve ¢ +— p(t). Dann gilt s(z(t)) = VYxpe)-1p(t) und fir f € C<(P)

d d
(SX)f = Zfos(@t)| = =F o bupp(t)

= ¥ Wiy f) + S (51 R((t))

= Y(w:(p)*lf)
= (w/{i(p)*ly)f

t=0

K (Lygy—1 (B (0, )))Y
(wjlﬁ(R;(p)*l(L;(p)*l(ﬁ";y>>>)f'
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Dabei ist kY € Ty, G = L;(p)B mit B € g. Wir haben

Unp(Ri(p)-19) = Ygn(p)-1P = Vu(p)-1 (YgP)

Sei g(t) = exp(tB), dann gilt

T oy (Rugy expltB)) (W05f)) exp(tB)

= 2 (R
t=0 dt t=0
= Be(Ry )1 (Up f) = (b (R )1 B)) f

- Ef o %(p)fl(tﬁexp(tB)P) = 0p(B) (U 1.f) -

Folglich gilt
SX =1 (Y = 0Ly 1 (5,Y))

und damit

(Dv)o(X) = (s"(D9))2(X) = (D9), x)(S/X)
= (D), 10 (Y- ( (L;(p 1(5,Y))))
( Qg))p( (p)~1 (’{ Y)))
= Ax( (( 0)p(Y)) -

Daraus folgt schliellich

(Dvi)a(X) = Awio) Ay ()1 (D)2 (X) = Apy ) (D) (X) -

Satz 51 Es gilt (Dv)(X) = (dv)(X) + N (A(X))v mit A = s*w.

Beweis: Sei X € T,,M, dann gilt
(D)o (X) = (5"(D9))(X) = (DY) s(a)(5'X)
= (d)s(a) (5'X) + N (wya) (' X)) (s(2))
= (¢ X)(9) + N (wsa) (' X)) P(5(x))
X(dos)+ N(A(X))(s(x))
(dv) (X) + N (A (X))v(z) .
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4.5.3 Eichtransformationen

Sei G die Gruppe der vertikalen Automorphismen von P und 0 € G mit é(p) =
Yy (pyp- Damit folgt

(0°0)p = & © Yugp = Aup-10(p) -

Die induzierte Transformation v — ¥ ist wegen v(x) = Ay @(p) gegeben durch

A~

0(2) = M) (0°0) () = Maip) Muip)19(D) = Aaip) M) 1 M) 10(2) = Ary-10(2) -

Die Eichtransformation der kovarianten Ableitung ist dann

(DO)p(Y) i= (0°(D))p(Y) = (5 (DD))p(Y) = Mgy (D) (Y))
Wegen (Dv),(X) = )\H(p)((DqB)p(Y)) gilt dann fiir die Eichtransformation der
kovarianten Ableitung des lokalen Vektorfeldes

(D)o (X) = An@)(l/?;z;)p(Y) = Aa(p) Mu(p)—1 As(p) -1 (D)2 (X) = Ap(ay-1(Dv)2(X) -

4.5.4 Wirkungsfunktional

Sei ( , )r ein G-invariantes Skalarprodukt auf F, d.h. (A(a)y, AM(a)ye)r =
(Y1, y2) p. Wir bezeichnen mit Ar die Kombination aus &uerem Produkt in AM
und diesem Skalarprodukt auf F', d.h. in Tensorprodukt-Schreibweise

(@®@y1) Ar (B®@y2) == aAB (Y1,Y2)F

Definition 79 Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit der Dimension n > 2
und % der durch die Metrik g induzierte Hodge-Stern Operator. Sei P ein Hauptfa-
serbiindel iber M und F ein zu P assoziiertes Vektorbiindel mit typischer Faser F.
Dann ist das Wirkungsfunktional auf dem Raum der Zusammenhange auf P und dem
Raum der Schnitte von E definiert durch

Slw, ¢] = /M (f/\*f—l—Dv AF *(Dv)—l—*V((v,v}F)) :

wobei das V'(z) ein Polynom in z ist. Dabei beschreibt der z-lineare Teil von V(z)
einen Massenterm fiir das Vektorfeld ¢.

Satz 52 Das Wirkungsfunktional Slw, ¢] ist wohldefiniert (unabhdngig von der
Trivialisierung, die die lokalen Grioflen F und v definiert) und eichinvariant,

S[0*w, 0] = S|w, ¢].

Beweis: Der Beweis ist vollig analog zum Beweis fiir Y M[w]. Man verwendet
vi(z) = Ap@vi(x) und (Dvg)e = A, @) (Dvj). sowie 0(z) = Ar(y-1v(x) und
(Dv)y = Arz)-1(Dv), und schlielich die G-Invarianz von ( , ). O
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4.5.5 Darstellung in lokalen Basen

Sei {a:%}zﬂ eine Basis von T,U und {b;}}¥, eine Basis von g. Sei {y4}\_, eine
Basis von F', dann hat das lokale Vektorfeld v die Darstellung v(x) = Zi\{:l vAya.
AuBerdem ist durch X (b;)ys = Zgzl \;Byp die Darstellungsmatrix des Basisvek-
tors b; € g in der Basis von F' definiert. Dann bekommen wir fiir die kovariante
Ableitung mit X = 8% die Beziehung

(2

(Dv)(52) = Do =Y (Dyot)ya = (dv) (50) + N (A(g5))v

A=1
Z yA+ZZAH iBU7Ya -

=1 A,B=1
Damit erhalten wir fiir den Hodge-Stern

x(Dv) _*<ZZdeﬂ®yA+ZZ Z .AM Bv dm“@yA>

n=1 A=1 ;lelABl

_ (nil)! Z \detglg“p16p1~~pn< Z Z A )

HsP1yeeey pn—l =1 AB 1

xdxpz/\---/\dz”"@@yA).

Dann erhalten wir wegen dz¥ A da?? A - -+ A dzPr = €“PPrdg! A - A dz™ und

.....

JB’ )( axu ZZAuzBU>

w,r=1 A'=1 Jj=1 A’"B'=1 i=1 A,B=1

X <yA’7 yA)F Ug

Wir nehmen im weiteren an, dafl die Basen von F' und g orthonormal beziiglich
der Skalarprodukte sind. Dann gilt (v, v)p = Zﬁ(zl(vf‘)z und

*V —’ng Z cq Al UAq)2

4.5.6 Euler-Lagrange-Gleichungen

Die Euler-Lagrange-Gleichungen ergeben sich wieder aus dem Hamiltonschen
Prinzip, welches jene durch (w, ¢) definierte Geometrie auszeichnet, fir die das
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Wirkungsfunktional stationéir wird. Durch Variation A +— A=A+ elA und
v +— U = v + €dv erhalten wir

S12,6™] - Sfw, ¢] = YM[@] - Y M[u]

+26/ ngn:g:ﬁ:(s ;A]g B( ZZAM ch)

1 i=1 C=1

B=
n ) p . N N
> e (VI (5 + 3 A

A=1 JTn% i=1 C=1
N n N . 8 B N N 1 av
LM BE )15 0
=1 p,w=1 j= i= =

Damit ergeben sich die Gleichungen

N
0 ( |detg|g“pg”‘7.7-"] ) + Z g'Pgrocl, A{L}fa) = —JI

& 1
#,%:—1<V|det9|@ ik=1
n 8 , N
WZ=1 <—/—|;etg|%( | det g|g" (_—i_zZlZAH o ))
N N
B3 BT (NS 3p JETTI L L

B=1 j=1 i=1 C=1

mit

:ii)\jgu ( ig:flu 107)).

p=1 A,B=1 i=1 C=1

Eine triviale Losung dieser Gleichungen ist AL = 0 und v? = 0. Eine etwas

. . . . Z . B o B _ . 8V .
weniger triviale ist AM = 0 und v” = vy’ = const mit 907 |yp_yp = 0.

4.5.7 Quantenfluktuationen

In der Quantenphysik werden (im Gegensatz zur klassischen Feldtheorie) auch an-
dere Geometrien als die durch die Stationaritédt des Wirkungsfunktionals definier-
ten Losungen realisiert. Jede mathematisch mogliche Geometrie wird mit einer
gewissen Wahrscheinlichkeit realisiert. Die Bedeutung der stationdren Punkte be-
steht darin, daf sie mit der groiten Wahrscheinlichkeit auftreten. Gibt es mehrere
stationédre Punkte, dann haben treten auch sie i.a. mit verschiedenen Wahrschein-
lichkeiten auf. Insbesondere kann die Losung von g’U_A|vB:v63 = (0 wahrscheinli-
cher sein als die triviale Losung. Man sagt, daf3 (AL =0, vB = vl = const)
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die Vakuumslosung ist. Ein solches nichttriviales Vakuum ist oft mit inter-
essanten Phénomenen verbunden wie spontaner Symmetriebrechung und Pha-
seniibergéingen.

Es ist sinnvoll, die Geometrie in der Ndahe der Vakuumslosung zu parametri-
sieren durch v? = v + ©8. Dann wird ©7 als das physikalische Feld angesehen.
Die kovariante Ableitung schreibt sich dann als

DMA 8$“ ZZAH 1B )

i=1 B=1

Der dabei auftretende Term ZZ VAL B Mpof), der quadratisch in die Wir-
kung eingeht, fiihrt dann zu einem Massenterm furs Eichpotential AZ Es ist die
einzige geometrische Moglichkeit, massive Eichfelder zu erhalten. Dieser Mecha-
nismus der Massenerzeugung iiber das Vakuum heifit Higgs-Mechanismus. Er ist
verbunden mit einer Reduktion der Symmetriegruppe zu einer Untergruppe.

4.6 Reduktion von Hauptfaserbiindeln

Definition 80 Sei (P, M, G, m, ) ein Hauptfaserbiindel und  : H — G eine Ho-
momorphismus von Lie-Gruppen. Eine Reduktion von P ist gegeben durch ein Haupt-
faserbiindel (Q, M, H,7g,1?) und eine differenzierbare Abbildung o : @ — P, so
daB

[ J WOQ:?TQ

o 0(Vq) = Yymo(q).

Wichtige Beispiele sind die Reduktion des (im néchsten Semester ein-
zufithrenden) Reperbiindels (Biindel der linearen Bezugssysteme) mit Struktur-
gruppe GL(n,R) zu einem O(n, R)-Biindel der orthogonalen Bezugssysteme (mit-
tels der Metrik) und dann zu einem SO(n,R)-Biindel (mittels der Orientierung).

Sei H eine abgeschlossene Untergruppe von G. Dann wird auf G folgende
Aquivalenzrelation definiert

gi~¢gs < dheH:g =gh.

Der homogene Raum G/H ist der Raum aller Aquivalenzklassen: G/H =
{lg], g € G}. Man kann zeigen, dafl (G,G/H, H) ein Hauptfaserbiindel wird.

Auf G/H ist eine linke G-Wirkung gegeben durch A,[¢'| = [g¢']. Damit 1a8t
sich ein zu P assoziiertes Biindel F konstruieren: £ = (P x G/H)/G.

Satz 53 Durch j([(p, [9]n)]E) == [Wgplu wird ein Diffeomorphismus j : E = (P x
G/H)/G — P/H, durch den P ein Hauptfaserbindel iber E mit Strukturgruppe
H wird.
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Satz 54 Das Hauptfaserbindel (P, M,G, 7, 1) ist genau dann auf eine abge-
schlossene Untergruppe H C G reduzierbar, wenn das mit P assoziierte Fa-
serbindel (E, M,G/H,G) einen globalen glatten Schnitt besitzt.

Beweis: Sei ¢ : M — E ein globaler glatter Schnitt, dann entspricht dem eine
dquivariante Abbildung ¢ : P — G/H mit ¢(¢yp) = A\,~1¢(p). Wir definieren

Q={qe P, dq)=[e]}.
1. H wirkt von rechts auf Q, denn ¢(¢nq) = M-10(q) = Ap-1]e] = [e].
2. Seien gi,q2 € QN 7 (z), dann gibt es ein g € G mit go = 1,q;. Weiter ist

le] = d(q2) = d(Wgq1) = Ag-10(q1) = Ag—1[e] = [g7], also g € H. Also wirkt
H transitiv auf den Fasern. H-Wirkung ist frei, da G-Wirkung frei.

3. Trivialisierung: Sei s : U — P ein lokaler Schnitt von (P, M,G) und § :
G/H — G ein lokaler Schnitt von (G,G/H, H), dann ist g := §0¢ o s :
U — G eine differenzierbare Abbildung. Wir setzen sq(z) := 94)s(x).
Sei m¢y : G — G/H die kanonische Projektion, dann gilt mg/p o g(z) =
l9(x)] = ¢ o s(x). Dann gilt ¢(sq(x)) = Agw)10(s(2)) = Ay [g(2)] =
le], so daB sg : U — @ ein Schnitt von ) ist. Dann definieren wir die
Trivialisierung durch xq(q) = (7(q), kg(q)) mit ¢ = Yy @5@(7(q)). Dann
ist Ynq = Yno () 5Q(T(Vq)) = Yntug(se(T(q)), so daB ko (vng) = ro(q)-
h.

Sei umgekehrt durch o : @ — P eine Reduktion von (P, M,G, 7, 1) nach
(Q, M, H,mg, %) gegeben. Da H als Untergruppe von links auf G wirkt, ist
(Q x G)/H ein zu @ assoziiertes Faserbiindel iiber M mit typischer Faser G. Wir
definieren eine Abbildung j : (Q x G)/H > [(q, g)] — ,0(q) € P und behaupten,
daB j ein Diffeomorphismus ist.

1. Surjektivitiat: Fiir gegebenes p € P mit m(p) = x existiert ein ¢ € @ mit
mo(q) = x. Wegen 7 o p = mg folgt m(0(q)) = =, so dafl ein g € G existiert
mit p = 1y0(q).

2. Injektivitét: Sei j[(q1, g1)] = jl(g2, 91)] = ¢g,0(q1) = Yg,0(g2), dann liegen
wegen 7o o = mg die Punkte ¢1, g2 in der gleichen Faser, also ist g2 = Q/J}?ql.

Dann folgt %QQ((IQ) = @/ngQ(@/J?%) = %Mh@(fh) = ¢hng(Q1), also go =
h™ g1 = A\p-1g1. Damit folgt [(¢191)] = [(g2, 92)].

_ Der globale Schnitt ¢: P ~ (Q x G)/H — G/H wird nun erhalten durch
o(jl(q, 9)]) := [¢7']- Damit ist ¢ wohldefiniert und es gilt

O (Vg,71(a:9)]) = 01, Yyp(q)) = (g, p(q)) = &([(q, 991)])
= [0 = A0 097" = A (g, 9)]) -

Das beendet den Beweis. O
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5 Eichtheorie der elektroschwachen Wechsel-
wirkung

Wir haben in den Ubungen gesehen, daf die Elektrodynamik eine Eichtheorie
ist, die durch ein Hauptfaserbiindel mit Strukturgruppe U (1) iiber der Raumzeit-
Mannigfaltigkeit beschrieben werden kann. Die Maxwellschen Gleichungen sind
dabei die Yang-Mills-Gleichungen, wobei elektrische und magnetische Feldstérke
Komponenten des lokalen Feldstarketensors werden.

e es gibt andere Krifte in der Natur: schwache und starke
e 4 Fermion-Wechselwirkung im (3-Zerfall
e Stidrke proportional G, nicht renormierbar

e Idee: Austausch von Eichfeldern in Yang-Mills-Theorie. einfachste Wahl
erscheint Strukturgruppe SU(2) (Isospin), die dann durch Linksmultipli-
kation von 2 x 2-Matrizen auf dem Vektorraum C?, in dem die (e, ) und
(u, d)-Paare leben, wirken kann.

e diese Eichfelder miissen massiv sein
e Massenterm fiir Eichfelder zunéchst nicht moglich

e Higgs-Mechanismus: Kopplung der Eichfelder an Skalarfeld v (Higgs-Feld),
dessen Potential zu nichtverschwindendem Vakuumserwartungswert fiihrt.

e auch Photon soll an e koppeln, aber nicht an v. Erfordert Idee der Hy-
perladung, gleich fir (e,v), die sich mit z-Komponente des Isospins zur
elektrischen Ladung zusammensetzt. Das Photon ist masselos.

5.1 Geometrische Beschreibung

Wir konstruieren eine Yang-Mills-Theorie mit Strukturgruppe G = SU(2) x
U(1)y, die iiber die kovariante Ableitung an ein Skalarfeld koppelt. Das Skalar-
feld ist ein Schnitt in einem zum SU(2) x U(1)y-Hauptfaserbiindel assoziierten
Vektorbiindel, welches allein durch die linke G-Wirkung auf einen Vektorraum F
bestimmt ist. Da die entsprechenden Eichfelder massiv werden sollen, entsprechen
sie keiner Symmetriegruppe mehr. Dagegen wird das masselose Photon durch eine
U(1)em-Theorie beschrieben. Wir identifizieren also H = U(1).,, als Untergruppe
von G = SU(2) x U(1)y.
Die SU(2) = SL(1,H) wird realisiert durch

SU(2):{u2:(g _f) , a,feC, ]a|2+|5]2:1}
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und U(1) = {u; € C, |u;| = 1}. Die natiirliche Wahl ist zunichst FF = C? 3 y
mit der linken Gruppenwirkung

_ auy —BUI yl
Auzun)Y = ( Bu;  auy ) ( y? )

Sei (P,M,SU(2) x U(1)y) ein Hauptfaserbiindel und (E, M,C? SU(2) x
U(1)y) das dazu assoziierte Vektorbiindel mit typischer Faser C%. Sei w ein Zu-
sammenhang auf P und s : U — P der kanonische Schnitt auf U C M, dann ist
s*w = (W, B) das lokale Eichpotential, wobei

W e W+ W2
Lt w? i

eine lokale 1-Form auf U ist mit Werten in su(2) (Lie-Algebra von SU(2)) und
B = iB eine lokale 1-Form auf U mit Werten in u(1) = iR (Lie-Algebra von
U(1)).

Das Higgs-Feld ist ein Schnitt von E, also eine Abbildung ¢ : M — FE mit
mp¢(xr) = x. Es kann dquivalent durch eine dquivariante Abbildung gz~5 P — F
beschrieben werden. Zuriickziehen mit s definiert das lokale Higgs-Feld v = s*¢
U — C? dh. v(z) € C* fiir x € U. Wegen Ay,uy) = Ay Ay gilt, wenn man u;(t)
nach t differenziert, N(W(x), B(x)) = N(W(x)) + X' (B(x)). Deshalb gilt fir die
kovariante Ableitung des lokalen Higgs-Feldes

n A(v! +iv?) . 3 17l 2 14 3.2

B p B i(B,+W3;) iW,+W v+ v

(Dyv)s = Zl dr"® ((a(v3+w4)> * ( W - W2 (B, - W )\ +iw
/"L:

Ozt

=~

Das Skalarprodukt auf F'ist (y,y)r = R(y*y) = Zizl(y“‘)z. Damit wéhlen
wir folgendes Higgs-Potential:

2
1 A
V(w) = = (v(@), v(@))r + 7 ((0(2), v(2)) p)°
Es fithrt zur Bewegungsgleichung
oV (x
0— W_ix)) — 20+ A (o(a), (@) p

mit der Losung vp(x) = 0 oder (vo(x),vo(z))r = “—; Folglich ist die
Losungsmannigfaltigkeit der nichttrivialen Losung die S3 mit Radius \/“72.

Die gesamte Losungsmannigfaltigkeit S* besitzt die volle G = (SU(2) x
U(l)y) ® C*(M)-Symmetrie. Jedoch wird die experimentelle Messung von v(z)
einen ganz bestimmten Vakuumwert v(z) € S* liefern. Wir koénnen die Eich-
symmetrie nutzen, um diesen Vakuumwert in eine Standardform zu iiberfiithren.
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Dazu ist ein vertikaler Automorphismus 6:P> P = Yyupp € P zu verwen-
den, der zu v(z) — ¥(z) = A\ym-1v(z) fihrt, mit 7(z) = k(p)u(p)s(p)~*. Wir
wéhlen u so, dafl v(z) = (\/%2,0,0,0) auf ganz U entsteht. Dabei transformie-
ren sich Feldstirke und kovariante Ableitung zu F, — F, = Ad(r(z)™)F,
und (Dv), +— (Dv), = Ar@)-1(Dv),, verschwinden also identisch. Nach dieser

Eichtransformation ist global vy(z) = (\/%,0,0,0) erreicht. Diese Konfigurati-
on ist nun nicht mehr invariant unter allen vertikalen Automorphismen von P,
sondern nur noch unter solchen, die vy(z) invariant lassen. Die entsprechenden
Gruppenelemente definieren nun eine Untergruppe H C G durch

2 2
H = {(ha, 1) € G, Apoin)(1/22,0,0,0) = (1/£,0,0,0)}

Mit der Matrixdarstellung von G findet man

uy 0 1 0
(h17h2) = (( 01 w ) 7u1) 9 )\(hg,h1) = ( O (U1)2 )

Damit ist H ~ U(1)en. Mit anderen Worten, die konkrete Wahl des Vakuums
bricht die Symmetrie G = SU(2) x U(1)y der Losungsmannigfaltigkeit aller
Higgs-Vakua zur Untergruppe U(1),,,. Dieser Mechanismus heifit spontane Sym-
metriebrechung. Er wird geometrisch beschrieben als Reduktion des Hauptfa-
serbiindels (P, M, G) zum Unterbiindel (Q, M, H).

Wir hatten gesehen, daf§ dabei der homogene Raum G/H eine wichtige Rolle
spielt. Offenbar ist G ~ \(G), so daB die Aquivalenz g; ~ go < ¢o = g1h sich
wie folgt schreibt:

(5w ) (8 8)- (5w ) (5 8) (0 we)

B 0 Ba Qo 0 ¢ 0 (w)?
Offenbar bleibt dabei die erste Spalte von A(G) invariant, die durch Multipli-
kation mit ( (1) ) erhalten wird. Folglich gilt wir G/H ~ S3  wobei wir als

Radius "72 nehmen kénnen. Dann ist die Aquivalenzklasse des Einselements

€] = (1/£,0,0,0).

Diese Uberlegungen zeigen, dafl das Higgs-Vakuum eine Abbildung vy : M —
G/H definiert. Ausgedriickt durch ¢ ergibt sich fir p = 9,s(7(p)) und x(p) =

Kyys(n(p) = K(s(m(p))) - g = g die Beziehung
G0(p) = G0(U(y5(7(p))) = Aagy-100((p)) -

Wegen der G-Invarianz des Skalarprodukts ist ¢ (p) € G/H ~ S3 (mit gegebenem
Radius \/“—/\2). Die G-Aquivarianz ist automatisch.
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Die rechte Seite ist zunéchst nur lokal definiert. Man nimmt iiblicherweise aber
an, daf§ das Higgs-Vakuum eine globale dquivariante Abbildung 6:P— G /H
definiert. Die allgemeinen Sétze erlauben dann eine Reduktion von P auf das
durch @ = {q € P,¢(q) = [e]} definierte Unterbiindel. Nach der zu vy(z) =
le] fithrenden Eichtransformation ist s(z) € @ und damit Q = {¢y o s(M)}.
Da s nur lokal definiert ist, kann ) nur dann global definiert sein, wenn die
Ubergangsfunktionen von P in der Untergruppe H liegen, pij - U;NU; — H
(weitere dquivalente Definition der Reduktion).

5.1.1 Zerlegung der Zusammenhangsform

Die Reduktion auf die Untergruppe H C G fiihrt auch zu einer Reduktion der
Zusammenhangsform. Seien g, h die Lie-Algebren von G, H und sei die Zerlegung
g = h @& m so gewihlt, daf Ad(H)m C m. Im Beispiel ist

(0 0 - la 1b+c
h= ( 1R)’ m_{<ib—c 0 ),a,b,ceR}.

Satz 55 Sei o : Q — P die Reduktionsabbildung und w eine Zusammenhangs-
form auf P, dann ist (o*w ‘h eine Zusammenhangsform auf () und (Q*w)‘m eine

horizontale 1-Form auf @ (beziiglich des durch (o*w ‘h definierten Zusammen-
hangs) vom Typ Ady.

Im Beispiel ist ¢ = id und die Zerlegung fiihrt auf ein lokales U (1)-Eichpotential

A mit Komponenten
A 0
=\ o0 (B, —w?

und einem 3-komponentigen Materiefeld

( iZ, V2w > _ ( i(Bq+W}i;) W, + W )
\/Equ_ 0 iw, -y 0
Skalarprodukte in g und F' sind nur bis auf einen Faktor definiert. Diese

Faktoren heiflen Kopplungskonstanten. So ist im Beispiel die Yang-Mills-Wirkung
vor der Symmetriebrechung gegeben durch

1 1
Y Mon, wn] = / U(Fy N Fs) + 5 Fi A5
95 291

In der Physik ist es iiblich, die Kopplungskonstanten ¢s,g; in den Eichfel-
dern zu absorbieren, W4 +— g, W4 und B + ¢;B. AuBerdem setzen wir

go = \/g? + g? cos Oy und g, = +/g? + g3 sin Oy sowie Z = cos Oy W3 + sin Oy B
und A = cos Oy B — sin Oy W3.
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Die in der kovariante Ableitung auftauchende Matrix der lokalen Eichfelder
wird nun

i(B, + W3 W} +W?
WL - W2 i(B, — W)

iy oo ln WL, L 9g,sin6 0 0
2\ it — w2 0 2P0 (A, — cot(20w)Z,)

Durch Kopplung an das Higgs-Feld v = (4/ “—/\2 +1n,0,0,0) entstehen Massenterme

fir W', W2, Z, wobei m, = - wird, wihrend das Photon A masselos bleibt. Die

Elektron-ladung wird zu e = go sin 6. Beide Beziehungen sind in experimenteller
Ubereinstimmung.
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