0 Ubersicht

1. Euklidische und unitire Vektorriume. (Nachtrag “Lineare Algebra”)
Skalarprodukt, Norm, Abstand, Bilinearform, Sesquilinearform, orthogonale und
unitire Endomorphismen

Literatur: G. Fischer, “Lineare Algebra,” Vieweg 2005.

2. Differentialrechnung im R"

Grenzwerte und Stetigkeit, Kompaktheit, partielle Ableitungen, totales Differen-
tial, Taylor-Formel

Literatur: O. Forster, “Analysis 2,” Vieweg 2005.

3. Integralrechnung im R"

Funktionen mit kompaktem Tréager, Variablentransformation, partielle Integrati-
on, Lebesgue-Integral, Fourier-Integrale, Gaufischer Integralsatz

Literatur: K. Kdonigsberger, “Analysis 2,” Springer 2004.

1 Euklidische und unitiare Vektorraume

Im Vektorraum R"™ und C™ lafit sich als Zusatzstruktur ein Skalarprodukt
einfithren, welches dann insbesondere einen Abstand definiert. Damit lassen sich
geometrische Groflen wie Lingen und Winkel berechnen, aber auch die Analysis
vom R! auf den R" verallgemeinern.

1.1 Kanonische Skalarprodukte im R"” und C"
Definition 1.1 Die durch

(x,y) == 2191 + Toy2 + - + TpYn , fuir x=(x1,...,2,) € R"
y:(y17'-'7yn) GRn

definierte Abbildung (, ) : R” x R™ — R heiBt das kanonische Skalarprodukt im R".

Fassen wir 2,y € R™ als Spaltenvektoren auf, dann gilt (z,y) = z' -y = ¢' - x als
Matrixmultiplikation. Fiir x,2’, v,y € R™ und A\, N € R gilt:

(Ar + Na',y) = Mz, y) + N2 y) . (@ 2y + XY) = Mz, y) + Nz, y)

(z,y) = (y,7) ,
(x,z) >0, (r,z) =0 < x=0.

Die letzte Eigenschaft erlaubt die Definition einer Abbildung

R =Ry e flz] o= Vi@, 2)
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der Norm. Fiir x € R! gilt ||z| = |z|, was die Bezeichnung motiviert. Die Norm
fithrt dann auf die Definition des Abstands

d:RnXRn_)R-Fv d(l’,y) = ||l’—y||

Man erhilt d(z,y) = v/(v1 — v1)2 + -+ + (zn — yn)?, also den Satz des Pythago-
ras in n Dimensionen.

Norm und Abstand haben folgende Eigenschaften (fiir z,y,z € R™ und A €
R):

(N1) [lz =0 & 2=0,
(N2) 2al] < Al 2]
(N3) [z +yll < [lz]l + [l]] (Dreiecksungleichung)
und
(D) diz,y) =0 & z=y,
(D2) d(z,y) = d(y, ) (Symmetrie),
(D3) d(x,z) <d(x,y) +d(y, 2) (Dreiecksungleichung).
Einzig die Dreiecksungleichung folgt nicht sofort aus der Definition des Skalar-

produkts. Wir beweisen deshalb

Satz 1.1 (Ungleichung von Cauchy-Schwarz) Fir xz,y € R" gilt |{z,y)| <
x| |yl wnd [{z,y)| = ||z|| ||y|| genau dann, wenn x,y linear abhingig sind.

Beweis. Sei x # 0 (fiir z = 0 ist die Ungleichung offensichtlich erfiillt). Dann gilt
fiir beliebiges A € R

0< Az —y, Az —y) = N2||z]|* — 2X\(z, ) + [|y|”

= ol (A= 2+ (el = ()

Fiir A = ﬁ”;ﬁ%; wird direkt die Ungleichung von Cauchy-Schwarz erhalten.

Gilt das Gleichheitszeichen, ist also (x,y) = %||z|| ||y||, dann gilt fiir A = :I:%

die Identitdt (A\x — y, \x — y) = 0, also y = Az. O
Die Dreiecksungleichung folgt nun aus Cauchy-Schwarz durch

lz +yl* = (& +y, 2 +y) = 2* + 2(z, ) + [ylI* < [|=]1* + 2[¢z, y)| + [|y]I*
< (llzll + llyl)* -

Das Skalarprodukt definiert neben dem Abstand d(z,y) zweier Punkte x,y € R™
auch den Winkel zwischen den Vektoren x,y durch

(z,y)

L (z,y) = arccos :
] i
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Es sei erwdahnt, daB man (N1)-(N3) und (D1)-(D3) als abstrakte Definiti-
on einer Norm bzw. eines Abstands ansehen kann. Auf diese Weise lassen sich
normierte Raume (V|| ||) und metrische Raume (X,d) definieren, welche nicht
notwendigerweise iiber ein Skalarprodukt bzw. eine Norm erzeugt werden. Ein
metrischer Raum muf} nicht einmal ein Vektorraum sein.

Die analoge Konstruktion im komplexen Vektorraum C" ist:
Definition 1.2 Die durch

(w, z) == Wiz + Wazg + -+ + Wnzy , fir  w=(wy,...,w,) €C",
z2=(21,...,2,) €C"

definierte Abbildung (, ) : C* x C* — C heiBt das kanonische Skalarprodukt im C".

Wir verzichten auf eine symbolische Unterscheidung zum reellen Skalarprodukt.
Sollte die Kennzeichnung des Vektorraums notwendig sein, so schreiben wir ( , )gn
bzw. (, )cn. Fir w,w’, 2,2/ € C" und A\, X € C gilt:

Qw + Nw', z) = Mw, 2) + N, 2) ,  {w, Az + XN2') = Mw, 2) + N{w, ) ,
(w,z) = (z,w) ,
(z,2) e Ry, (2,2) =0 & 2=0.

Wir haben in Definition 1.2 die Konvention der Physiker verwendet, dafl die kom-
plexe Konjugation im linken Eintrag des Skalarprodukts auftritt. Mathematiker
bevorzugen die komplexe Konjugation im rechten Eintrag. Die physikalische Kon-
vention erweist sich als sehr hilfreich in einem auf Dirac zuriickgehenden symboli-
schen bra-ket Kalkiil fiir Hilbert-Raume (C™ mit dem kanonischen Skalarprodukt
ist ein Hilbert-Raum) und Operatoren auf Hilbert-Raumen.

Das komplexe Skalarprodukt definiert wie im Reellen eine Norm

[:C" =Rz 2] = V(2 2)
Die Normaxiome (N1)-(N3) sind erfiillt, und insbesondere gilt:

Satz 1.2 (Ungleichung von Cauchy-Schwarz) Fir w,z € C" gilt [{w, z)| <
|w|| ||z|| und [(w, z)| = ||w]| ||z]] genau dann, wenn w, z linear abhingig sind.

Beweis. Sei w # 0 (fiir w = 0 ist die Ungleichung offensichtlich erfiillt). Dann gilt
fiir beliebiges A € C

0< Qw—z,\w—2)= /\X||w||2 — X(w, 2y — Mz, w) + ||z||2

(Pl = 7).

[[w]}?

~{w,2)
Jw|?

A

= [[w]®
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Fir A = % wird direkt die Ungleichung von Cauchy-Schwarz erhalten.
Gilt das Gleichheitszeichen, ist also (w, z) = e*||w]| ||z|| fiir « € [0, 27|, dann
gilt fiir A = e 2l die Identitit (Aw — 2z, Aw — 2) = 0, also z = Aw. O

[[wl]

SchlieBllich wird der C"® mit dem Abstand
d:C"xC" - R, , d(z,w) = ||z — w||

zu einem metrischen Raum (die Axiome (D1)—(D3) sind erfiillt).

Interessant ist die Verbindung zwischen C" und dem als reeller Vektorraum
identischen R?" beziiglich der jeweiligen kanonischen Skalarprodukte. Identifizie-
ren wir

z = (xl_{_iyla 5E2+i92>---7$n+iyn)t G(Cn
= 2:<I17y17x27y27"'7xn7yn)tERZTL?

(jeweils als Spaltenvektoren aufgefafit) dann gilt

0 1
10 0 0
0 0 1 0
(w, 2)en = (W, Z)gen +i0" - J -2, J= -1 0
0 1
0 0 ~1 0
Der zweite Term ist antisymmetrisch in w,z € R?", d.h. @' -J -2 = —z' - J - w.

Deshalb gilt zt - J - 2 = 0, so daf3 die Normen und die Abstinde im C" und im
R2" iibereinstimmen:

Izl =11zl d(z,w) = d(Z,w) .

1.2 Bilinearformen und Dualraume

Bilinearformen stellen wichtige Verallgemeinerungen der Skalarprodukte dar.

Definition 1.3 Sei V' ein Vektorraum iiber dem Korper K. Eine Abbildung s :
V x V — K heiBt Bilinearform, wenn

(B1) s(Av+ Nv',w) = As(v,w) + Ns(v',w) Vo, o' ,weV, VANeK

(B2) s(v, \w + Nw') = As(v,w) + Ns(v,w')  Vo,w,w' €V, VAN eK
Eine Bilinearform s heiBt symmetrisch, wenn

(BS) s(v,w) = s(w,v) Yv,welV,
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und alternierend (oder antisymmetrisch, schiefsymmetrisch), wenn
(BA) s(v,w) = —s(w,v) Yv,weV.
Beispiele fiir symmetrische Bilinearformen sind das kanonische Skalarprodukt im

R™ oder fiir den Vektorraum V' = C([a, b], R) der stetigen reellwertigen Funktionen
tiber dem Intervall [a, b] die Abbildung

b
s:VxV—-R, s(f,g):/dtf(t)g(t).

In endlich-dimensionalen Vektorraumen konnen Bilinearformen durch Matri-
zen beschrieben werden. Ist B = (vy,...,v,) eine Basis von V| dann legt die
darstellende Matriz

Mpg(s) = (si;) € M(n xn,K), sij := s(v;,v;)

die Bilinearform s eindeutig fest. Denn haben v, w € V beziiglich der Basis B die
Koordinaten x = ®5'(v) = (z1,...,2,) € K" bzaw. y = ®5' (w) = (y1,...,yn) €
K", dann folgt aus der Bilinearitit von s die Identitét

s(v,w) = Z SijTiYj -

1,j=1

Offenbar ist s genau dann (anti-)symmetrisch, wenn (s;;) eine (anti-)sym-
metrische Matrix ist.
Umgekehrt definiert zu gegebener Basis B = (vy,...,v,) von V jede Matrix
A = (a;j) € M(n x n, K) eine Bilinearform auf V' durch s(v;,v;) = a;;.
Bilinearformen stehen in Verbindung zum Dualraum eines Vektorraumes:

Definition 1.4 Ist V ein Vektorraum tber K, dann heiBt
V*:= Homg(V,K) ={¢ : V — K linear}

der Dualraum von V. Die Elemente ¢ € V* heiBen Linearformen oder lineare Funk-
tionale auf V.

Zum Beispiel ist fiir den Vektorraum V' = C([a, b],R) der stetigen reellwertigen
Funktionen iiber dem Intervall [a, b] das Integral

¢=/abdtew, cb(f):/abdtf(t)

ein lineares Funktional.

Ist V' ein endlich-dimensionaler Vektorraum und B = (vy,...,v,) eine Basis
von V', dann gibt es nach Satz 2.24 aus dem letzten Semester zu jedem Index
1 <i < n genau eine lineare Abbildung v} : V' — K mit v} (v;) = 6;;.
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Satz 1.3 Ist B = (vy,...,v,) Basis eines endlich-dimensionalen Vektorraums V'
iber K, dann ist B* = (v],...,v}) eine Basis (die duale Basis) des Dualraums
V.

Damit definiert jede Basis B = (vq,...,v,) von V einen Isomorphismus ¥p :

V — V* durch Wp(v;) = vf.

Beweis. Wir nutzen folgende dquivalente Definition (nach Satz 2.4 aus dem letzten
Semester) einer Basis C = (wy, ..., w,) von V*: Zu jedem ¢ € V* gibt es eindeutig
bestimmte Ay,..., A\, € K mit ¢ = \jw; + - -+ A\,w,. Tatsdchlich findet man fiir
w; — v}, 1 <1 <r=n,die Beziehung

p(vi) = Ai
so daf} die Koeffizienten \; eindeutig bestimmt sind. O
Unter Basiswechsel von B = (vy,...,v,) nach A = (wy,...,w,), beschrieben

durch die Transformationsmatrix M5 (idy) = (a;;) mit

n

(idy)(v)) = vj = Zaij CW;

i=1
gilt fiir die Transformationsmatrix M5, (idy+) = (a};) der dualen Basen (von
B* = (v],...,v:) nach A* = (wj,...,w})):

) TL n

n
0 = v (vy) ( E :aklwk)(E :aijwi) E A @igOif, = E agaij
i=1

i,k=1

also
M (idy-) = ((Mf(idv))_l>t .

Jede Bilinearform s : V x V' — K definiert eine lineare Abbildung §: V' — V*
durch
(3(w))(v) == s(v,w) , Yo,weV .

Die Bilinearitdt von s stellt sicher, dal § eine lineare Abbildung ist und daf jedes
§(w) ein lineares Funktional auf V ist. Ist B = (vy, ..., v,) eine Basis von V', dann
haben wir

(8(v;)) (vi) = s(vg, vy) = spj = (ZSUU )(vk) also  Mp(s) = M§.(3) .
i=1
Die darstellende Matrix der Bilinearform s beziiglich der Basis B stimmt also mit

der darstellenden Matrix von § : V' — V* beziiglich der Basis B und ihrer dualen
Basis B* iiberein. Bei Basiswechsel von B nach A gilt deshalb:

Mg(s) = ME.(3) = Mg (idy-) - MZ.(5) - ME(idv) = (T5)" - Ma(s) - T ,
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mit 7% := MZ&(idy). Zum Vergleich: Die Transformationsformel fiir die darstel-
lende Matrix von Endomorphismen F' € End(V') ist

ME(F) = T4 (dy) - MA(F) - M§(idy) = (T§) ™" - M{(F) - T§ .

Definition 1.5 Sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum tiber K. Eine Bilinear-
form auf V' heiBt nicht ausgeartet, wenn rang(s) = dim(V').

Ubersetzt in die darstellenden Matrizen: die Bilinearform s ist genau dann nicht
ausgeartet, wenn rang(Mp(s)) = n fiir eine beliebige Basis B = (v1,...,v,)
von V. Aus den allgemeinen Dimensionssitzen folgt, dafi jede nichtausgeartete
Bilinearform auf V' einen Isomorphismus s : V' — V* definiert. Dessen Inverses
571 V* — V definiert dann eine nichtausgeartete Bilinearform s=! auf V* durch

st w) = v (57 (wY)) .

Dann gilt
1

Mg-(s7") = ME (57) = (ME.(3)) ™" = (Mu(s)) " .

1.3 Sesquilinearformen

Selbstverstéindlich kann man Bilinearformen auch iiber komplexen Vektorrdumen
betrachten. Es stellt sich aber heraus, dafl die nun zu definierenden Sesquilinear-
formen wichtiger sind, da sie (unter gewissen Bedingungen) eine Norm induzieren.

Definition 1.6 Seien V, W komplexe Vektorraume. Eine Abbildung F' : V — W
heit semilinear, wenn

FOv+XNv) = F() + NFQ') Yo' eV, VAN eC.

Eine Abbildung s : V' x V — C heiBt Sesquilinearform, wenn
(B1) s(\v+ N, w) = As(v,w) + Ns(v', w) Vo, o',weV, VAN eC
(B2) s(v, \w + Nw') = As(v,w) + Ns(v,w') Yo,w,w' e V. VAN €C
Eine Sesquilinearform s heit hermitesch, wenn
(BH) s(v,w) = s(w,v) Vo,we V.

Wir haben wieder die physikalische Konvention zur komplexen Konjugation
gewihlt. Das Standardbeispiel fiir eine Sesquilinearform ist das kanonische Ska-
larprodukt im C”.

Sesquilinearformen auf endlich-dimensionalen (komplexen) Vektorrdumen
werden durch Matrizen beschrieben: Ist B = (vy,...,v,) eine (komplexe) Ba-
sis von V', dann ist

Mpg(s) = (si;) € M(n xn,C), sij = s(v;,vj) ,
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die darstellende Matriz der Sesquilinearform s. Haben v, w € V beziiglich B die
Koordinaten x = ®3'(v) = (z1,...,2,) € C" bzw. y = 5" (w) = (y1,...,Yn) €

C", dann ist
n

s(v,w) = Z SiiTiYj -
ij=1

AuBerdem ist s genau dann hermitesch, wenn s;; = 5. (Die Abbildung
*: M(n,C) — M(n,C), A AT = A

heilt hermitesche Konjugation und Matrizen A € M(n,C) mit A = A* heiflen
hermitesch.) Beim Basiswechsel von B nach A gilt

Ma(s) = (T5)" - Ma(s) - T

1.4 Skalarprodukte

Definition 1.7 Sei K = R oder K = C und sei V' ein Vektorraum iiber K. Eine
symmetrische Bilinearform (bzw. hermitesche Form) s : V' x V' — K heiBt positiv

definit, wenn
s(v,v) >0 YoeV mitv#0.

Man beachte, daf fiir hermitesche Formen stets s(v,v) € R ist. Die Bedingung
fiir positive Definitheit kann in dieser Form natiirlich nicht tiberpriift werden.
Insbesondere geniigt es nicht, sie fiir alle Vektoren v; einer Basis (vy,...,v,) zu
tiberpriifen! Wir werden spéter ein brauchbares Kriterium fiir positive Definitheit
finden.

Vereinfachend nennen wir eine positiv definite symmetrische Bilinearform
bzw. eine positiv definite hermitesche Form ein Skalarprodukt, fiir das wir wie
zuvor s(v,w) — (v, w) schreiben.

Definition 1.8 Ein reeller bzw. komplexer Vektorraum mit Skalarprodukt heiBt eu-
klidischer bzw. unitdrer Vektorraum.

Jedes Skalarprodukt auf V' definiert eine Norm auf V' durch |jv|| = /(v,v).
Fiir allgemeine Skalarprodukte gilt unveréndert die Ungleichung von Cauchy-
Schwarz |(v, w)| < ||v| |Jw| (Gleichheit bei linearer Abhéngigkeit). Des weiteren

erhalten wir einen Abstand d(v,w) = ||v — w|| zwischen Vektoren v,w € V und
die Winkelformel cos £ (v, w) = ”iﬂ”'ﬁz”. Besonders interessant sind orthogonale
Vektoren:

Definition 1.9 Sei V ein euklidischer bzw. unitirer Vektorraum.

i) Zwei Vektoren v, w € V heiBen orthogonal (beziiglich des Skalarprodukts),
geschrieben v L w, wenn (v, w) = 0.
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i) Zwei Untervektorraume U, W C V heiBen orthogonal, geschrieben U L W,
wenn u L w fiir alle w € U und w € W.

i) Ist U C V ein Untervektorraum, dann heiBt
Ut ={veV :vluVuecU}

das orthogonale Komplement von U in V.

iv) Eine Familie (vy,...,v,) von Vektoren v; € V' heiBt orthogonal, wenn v; L
v; fiir alle ¢ # j. Die Familie heiBt orthonormal, falls zusatzlich |jv;|| = 1
fir alle 1 < ¢ < n, und Orthonormalbasis, falls (vy,...,v,) auBerdem eine

Basis von V ist.

Dazu einige Bemerkungen (die sehr leicht zu beweisen sind):

e Ist U Untervektorraum von V, dann ist U+ wieder ein Untervektorraum

von V.

e Ist in einer orthogonalen Familie (vy,...,v,) der Nullvektor nicht ent-
halten, v; # 0, so ist (mvl, el mvn) eine orthonormale Familie.

e Ist in einer orthogonalen Familie (vy,...,v,) der Nullvektor nicht ent-

halten, v; # 0, dann ist (vy,...,v,) linear unabhéngig: Sei 0 = \jv; +
-+« 4+ A\, dann ergibt das Skalarprodukt mit sich selbst

0= [MPvll?+ .. AP vall? = M=-=)=0.

o Ist (vy,...,v,) eine Orthonormalbasis, dann gilt
v=ANU1+ -+ A\, = A= (v,v).
AuBerdem ist [[v|]?| = M2+ ... A%

Satz 1.4 (Orthonormalisierungssatz) Sei V' ein endlich-dimensionaler eu-
klidischer oder unitdrer Vektorraum und ses W C V' ein Untervektorraum mat
Orthonormalbasis (w1, . .., wy,). Dann gibt es eine Erginzung zu einer Orthonor-
malbasis (w1, ..., Wy, Wiy, - -, Wy) von V.

Insbesondere besitzt jeder endlich-dimensionale euklidische oder unitdire Vek-
torraum eine Orthonormalbasis.

Beweis (Schmidtsches Orthonormalisierungsverfahren). Fiir W =V ist alles klar.
Andernfalls gibt es einen Vektor v € V mit v ¢ W. Seine Projektion auf W ist

0= (w1, v)wy + « -+ + (W, V)W,

Dann gilt: (v—o) L W (leicht nachzurechnen) und v —o # 0 (sonst wire v € W).
Also ist mit wy,41 = M(v — 0) die Familie (wy, ..., Wy, Wye1) orthonormal,
und W’ := span(wy, . .., Wn, Wy41) ist (m + 1)-dimensionaler Untervektorraum
von V' mit Orthonormalbasis (wy, . . ., Wy,+1). Durch Wiederholung des Verfahrens

erhalt man eine Orthonormalbasis von V. [l
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1.5 Orthogonale und unitire Endomorphismen

Definition 1.10 Sei V ein endlich-dimensionaler euklidischer bzw. unitarer Vektor-
raum. Ein Endomorphismus F' € End(V') heiBt orthogonal bzw. unitar, wenn

(F(v), F(w)) = (v,w) Yo,weV .

Satz 1.5 Ist F' € End(V) orthogonal bzw. unitdir, so gilt
D AF@ =l YoeV,
Jvlw = Fv)lF(w),
iii) F ist Isomorphismus und F~1 ist ebenfalls orthogonal bzw. unitdr,
)

iv) Ist A € K Eigenwert von F, so ist |\| = 1.

Beweis. 1) und ii) sind klar.

iii) Aus i) folgt, daBl F' injektiv ist. Als lineare Abbildung zwischen endlich-
dimensionalen Vektorrdumen ist F' damit auch bijektiv. Die Ersetzung v ~—
F~1(v) liefert Orthogonalitét/Unitaritit von F~'.

iv) Ist v Eigenvektor von F' zum Eigenwert A, so ist

[oll = [[E@)] = [Avll = Al = [A[=1 wegen v # 0. N

Damit erhalten orthogonale/unitdre Endomorphismen die Normen, Absténde
und Winkel und haben somit eine wichtige geometrische Interpretation als Iso-
metrien. Es gilt sogar die Umkehrung:

Satz 1.6 Se: V ein endlich-dimensionaler euklidischer bzw. wunitdrer Vektor-

raum. Ist |F(v)|| = ||v|| fir alle v € V, so ist F orthogonal bzw. unitr.
Beweis.
(F(0), Fw)) = 5 ((F(0) + Flw), F(o) + F(w) ~ (F(©), Fw) ~ (F(w), Fw)))
%(HF (vt w)? — |F@)IP | F(w)]?)
= 2 (o + wll? = ol — el
—%(<v+wv+w> (0,0) — {w,w)) = {o,1) 0

Definition 1.11 Eine Matrix A € G L(n,R) heiBt orthogonal, falls A=' = A. Eine
Matrix A € GL(n,C) heiBt unitir, falls A~' = A* (= A?).

Fir A € M(n,K) gilt

|det A|> = (det A)(det A) = (det A)(det A) = (det A)(det A?) = det(A - A¥) .
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Damit folgt | det A| = 1 fiir orthogonales bzw. unitéres A. Die Bedingungen A’ -
A= FE, bzw. A*- A = E, bedeuten, daf die Spalten von A eine Orthonormalbasis
von K" bilden. Analog bedeutet A - A' = E,, bzw. A - A* = E,,, da$§ die Zeilen
von A eine Orthonormalbasis von K" bilden.

Satz 1.7 e O(n) := {A € GL(n;R) : A~' = A'} ist Untergruppe der
GL(n;R) (orthogonale Gruppe).
e SO(n) == {A € O(n) : detA = 1} ist Untergruppe der GL(n;R)
(spezielle orthogonale Gruppe).
e Un) :={A € GL(n;C) : A™' = A*} ist Untergruppe der GL(n;C)
(unitdre Gruppe).
e SU(n) == {A € U(n) : detA = 1} ist Untergruppe der GL(n;R)
(spezielle unitire Gruppe).
Beweis. Fiivr A,B € O(n) ist (AB)™! = B7'A™1 = B!'A* = (AB)' sowie
(A7)t = A = (A1) damit ist O(n) Untergruppe. Fiir A, B € SO(n) ist
det(AB) = (det A)(det B) = 1, damit ist SO(n) Untergruppe. Analog fiir U(n)
und SU(n). O

Satz 1.8 Sei V' ein endlich-dimensionaler euklidischer bzw. unitirer Vektor-
raum. Ein Endomorphismus F' € End(V') ist genau dann orthogonal bzw. unitdr,
wenn seine darstellende Matriz M§ beziiglich einer beliebigen Orthonormalbasis
B von V' orthogonal bzw. unitdr ist.

Beweis. Die Orthonormalbasis B definiert einen Isomorphismus &5 : K* — V.
Fiir &5(z) = v und Pp(y) = w ist

<an>:$*'y7

wenn die Vektoren z,y € K als Spaltenvektoren aufgefait werden (fiir reelle
Vektoren ist z* = z'). Die darstellende Matrix des Endomorphismus F' beziiglich
B ist

A= ME(F)=dg5' 0 Fodp.

Damit gilt ®5(A-2) = F(v) und (A -y) = F(w) sowie
(F(v), F(w)) = (A-z)" - (A-y).
Daraus folgt die Behauptung. 0J

Beispiel 1.1 Im R? mit dem kanonischen Skalarprodukt ist die Standardbasis
eine Orthonormalbasis. Die Bedingung fiir orthogonale Matrizen lautet

O(Z):z{Az(i 5) . abc,deR, A A=F,
= a2+b2202+d2:1undac+bd:0}.
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Setzen wir a = cos ¢, b = sin¢, ¢ = sinf, d = cosf, so verbleibt sin(¢ 4+ 6) = 0
mit den beiden verschiedenen Losungen ¢ = —0 und ¢ = 7 — 0. Somit gilt:

cosf@ —sinf
0(2):{(sin9 cos ) ' 06[0’2W[}

cos¢ sing _
U{(sinqS —cosgzﬁ) ; ¢€[0,2W[}.

Die erste Zeile beschreibt Drehungen im R? und die zweite Zeile eine Kombination

aus Drehungen und einer Spiegelung. Das sind gerade die Transformationen im
R? welche Winkel und Absténde erhalten. Die Gruppe SO(2) besteht nur aus
den in der ersten Zeile von O(2) gegebenen Matrizen.

1.6 Selbstadjungierte Endomorphismen

Definition 1.12 Sei V ein euklidischer bzw. unitérer Vektorraum und F' € End(V).
Dann ist der zu F' adjungierte Endomorphismus F* € End(V') definiert durch

(v, F(w)) = (F*(v), w) Yo,we V.

Der adjungierte Endomorphismus ist wohldefiniert: Géibe es zwei Losungen F24
und F24 mit (v, F(w)) = (F24(v), w) = (F3(v),w) fiir alle v,w € V, so folgt aus
der Bi/Sesquilinearitét

0= (F1(v),w) = (F3"(v), w) = (F(v) = F3%(v), w)
fiir alle v, w, insbesondere fiir w = F24(v) — F3d(v). Damit ist F24 = Fad,

Satz 1.9 Sei F' Endomorphismus eines endlich-dimensionalen euklidischen bzw.
unitdren Vektorraums V. Dann gilt:

i) ker(Fad) = (im(F))*
i) im(F2d) = (ker(F))*
iii) Ist B eine Orthonormalbasis von V, so gilt ME(F*!) = (MB(F)) .

Beweis. 1) Sei v € (i (F))l, so ist 0 = (v, F(w)) = (F*(v),w) fiir alle w € V,
und damit ker(F2d) = (1m(F))L.
ii) Sei w € ker(F), dann ist 0 = (v, F(w)) = (F*(v),w) fiir alle v € V. Das
bedeutet im(Fad) = (ker(F))*,.
iii) Fiir B = (v1,...,v,) sei F(v;) = >, agjop und F*4(v;) = S0 by
Dann ist

Aij = <UZ’ ( )> <Fad(vz) Uj> bgz
Andererseits ist (M§(F ad)) = bj; = aj;. O
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Definition 1.13 Ein Endomorphismus F' eines euklidischen bzw. unitdren Vektor-
raums V heiBt selbstadjungiert, wenn F = 24 gilt, d.h.

(v, F(w)) = (F(v),w) Yo,weV .

Aus Satz 1.9.iii) folgt, daBl F' € End(V) genau dann selbstadjungiert ist, wenn
die darstellende Matrix ME(F) beziiglich einer beliebigen Orthonormalbasis B
von V' symmetrisch bzw. hermitesch ist.

Satz 1.10 Ist F € End(V) selbstadjungiert, dann sind alle Figenwerte von F
reell. Insbesondere hat eine hermitesche Matrix nur reelle Eigenwerte.

Beweis. Ist F(v) = Av mit v # 0, so gilt
Mo, v) = (v, F(v)) = (F(v),v) = Xv,v)
und damit A = \. O

Theorem 1.1 Ist F' ein selbstadjungierter Endomorphismus eines endlich-
dimensionalen euklidischen bzw. unitiren Vektorraums V', so gibt es eine Or-
thonormalbasis von V', die aus Figenvektoren von F' besteht. Damit sind selbst-
adjungierte Endomorphismen stets diagonalisierbar.

Beweis. Zunichst sei K = C. Dann zerfillt das charakteristische Polynom von F
in Linearfaktoren,

Pr(t) = (=1)"(t = A)(t = Aa) -+ (E = An)

wobei sdmtliche Nullstellen Ay, ..., A, reell sind. Der weitere Beweis wird durch
Induktion nach n = dim(V') > 1 gefiihrt. Fiir n = 1 ist nichts zu zeigen. Sei n > 2
und v; ein Eigenvektor zum Eigenwert A\; mit ||vy]| = 1. Wir betrachten

W:={weV : (w,u)=0}.

Dann ist W mit dem aus V' eingeschrankten Skalarprodukt wieder ein unitérer
Vektorraum. Dieser ist invariant unter F, also F(W) C W, denn

(F(w),v1) ={(w, F(v)) = M{w,v) =0  YweW.

Damit ist die Einschrankung F |W von F auf W ein Endomorphismus des (n—1)-
dimensionalen unitdren Vektorraums W. Nach Induktionsannahme gibt es eine
Orthonormalbasis von W aus Eigenvektoren von F |W, welche um vy ergénzt eine
Orthonormalbasis von V' ergibt.

Fiir K = R konnen wir dennoch die darstellende Matrix als komplexe Matrix
auffassen, deren charakteristisches Polynom in n reelle Linearfaktoren zerfllt.
Der weitere Induktionsbeweis verlduft wie in komplexen Fall. U
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Durch Zusammenfassung der Eigenvektoren von (selbstadjungiertem) F' zu
BEigenrdumen zum gleichen Eigenwert erhélt man

V = Eig(F; ) @ -+~ @ Eig(F; \y) |

wobei die Eigenrdume paarweise orthogonal zueinander sind: Ist v € Eig(F; \)
und w € Eig(F; p) mit A # p, dann ist

Mw, v) = (w, F(v)) = (F(w),v) = i(w, v) = p(w,v) ,
also (w,v) = 0 fur A # u. Dementsprechend kann eine Orthonormalbasis aus
Eigenvektoren eines selbstadjungierten Endomorphismus F' wie folgt bestimmt
werden:
1. Bestimme die Linearfaktorzerlegung des charakteristischen Polynoms
Pp=2(t—A)™ -+ (t — A\)™ mit \; € R paarweise verschieden.
2. Zu jedem Figenwert A; der Vielfachheit r; bestimme man eine Basis
von Eig(F'; \;) durch Losen des linearen Gleichungssystems F'(v) = A\v.
Durch das Schmidtsche Orthonormalisierungsverfahren wird daraus eine
Orthonormalbasis B;. Dann ist B; = (By, . .., Bi) die gesuchte Orthonor-
malbasis von V' aus Eigenvektoren.

Satz 1.11 Ist A € M(n,K) eine reelle symmetrische bzw. hermitesche Matriz,
dann gibt es eine orthogonale bzw. unitire Matriz T € O(n) bzw. T € U(n) mit

A\ 0
A=TAT*, A= :
0 A

wobei \; € R die Figenwerte von A sind.

Beweis. Die Matrix A = A" = (a;;) definiert einen selbstadjungierten Endo-
morphismus F' = F? € End(K") durch F(e;) = >0 a;jei, wobei (eq,...,e,)
die Standardbasis ist. Sei (vy,...,v,) eine orthonormale Basis von K" aus Ei-
genvektoren von F', d.h. F(v;) = A\v;. Wir zerlegen v; nach der Standardbasis:
v; = Y p_; triek. Aus der Orthonormalitét folgt (v;,v;) = > p_, tkitk; = 45, und
damit T*T = E,, fir T = (¢;;). Somit ist 7" € O(n) bzw. T' € U(n), und insbe-
sondere ist > )| tixtix = 0;; wegen TT* = E,,. Nun gilt

F(u) = thk:F(@j) = Z tikaij€; = AU = Z Atiker -
j=1 =1

ij=1
Da die e; linear unabhéngig sind, folgt Z?Zl a;jtir = ti Ay fir alle k. Wir multi-
plizieren mit ¢;; und summieren iiber k:

Z az‘jtjkﬂ = ay = Ztik&ﬂ = (TAT")u . =
kyj=1 k=1
14
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1.7 Hauptachsentransformation im R”

Wir interessieren uns nun fiir die Frage, wie man entscheiden kann, ob eine sym-
metrische Bilinearform positiv definit ist (und somit ein Skalarprodukt definiert).
Dabei beschrinken wir uns auf den Fall V' = R".

Gegeben ist also eine symmetrische Bilinearform s : R” x R" — R, welche
durch eine symmetrische Matrix A = A" = (a;;) mit a;; = s(e;, €;) bestimmt ist.
Damit gilt s(z,y) = 2*- A-y = (z, Ay) fiir alle Spaltenvektoren =,y € R™. Fassen
wir A als selbstadjungierten Endomorphismus A : R” — R” auf, dann ist A
diagonalisierbar, und es gibt eine Orthonormalbasis B = (vy,...,v,) (beziiglich
des kanonischen Skalarprodukts) aus Eigenvektoren von A:

AUZ‘ = /\ivi , )\Z eR = S(Ui7 Uj) = <AUZ‘7’UJ'> = /\152j

Geometrisch beschreibt die Basis B aus Eigenvektoren eine Rotation des durch
die Standardbasis gegebenen Koordinatensystems in ein der Matrix A angepafites
Koordinatensystem, welches gerade durch die Basis B gegeben ist.

Durch Umnumerierung und Reskalierung der Eigenvektoren zu \; # 0 1483t sich

eine orthogonale Basis A = (w1, ..., Wk, Wgt1, - -+, Wi, Wetit1, - - - Wy) finden, so
daf
Ey
MA(S> = —El
0

Dabei sind die Dimensionen k,! der Unterrdume zu positiven/negativen \; un-
abhéngig von der Basiswahl (hier ohne Beweis).

Satz 1.12 Eine symmetrische Matriv A = A' € M(n x n,R) ist genau dann
positiv definit, wenn ihre Eigenwerte positiv sind.

Beweis. Sei B = (vy,...,v,) eine Orthonormalbasis von R™ aus Eigenvektoren
von A zu den Eigenwerten Aq,...,\,, dann ist fiir x = pvy + - -+ + v,

Daraus folgt die Behauptung. 0

Allerdings ist die Bestimmung der Eigenwerte meist nur numerisch moglich.
Ein einfacheres Kriterium kann wie folgt erhalten werden.

Satz 1.13 Sei A € M(nxn,R) eine symmetrische Matriz und Ay, € M (kx k,R)
die linke obere Teilmatrixz von A aus k Zeilen und Spalten. Dann ist A genau dann
positiv definit, wenn det Ay > 0 fir alle 1 < k <n.

Beweis. (=) Ist A= A" € M(n,R) positiv definit, dann ist det A = det(TAT") =

det A(detT)? = Ay------ An > 0. Die Matrix Ay beschreibt die Einschrinkung
der durch A definierten Bilinearform auf den Unterraum
Vi={ov=(21,...,7,) €ER* : 24y =--- =1, =0}.
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Ist A positiv definit, dann ist auch (x, Az) > 0 fiir alle 2 € V}, mit « # 0. Folglich
ist det A, > 0.
(<) wird durch Induktion nach n bewiesen. Sei in Blockdarstellung

A:At:<b—Bt%> e M(n,R) B=DB'e€Mn—-1R), ceR

b € R* ! (Spaltenvektor) .

Nach Induktionsvoraussetzung folgt aus det Ay =det By > 0 fiir 1 <k <n —1,
dal B positiv definit ist. Damit gilt B = TAT?, wobei T' € O(n — 1) und A €
M(n — 1,R) eine Diagonalmatrix mit positiven Eigenwerten Ay,...,A\,—; von B
auf der Diagonale ist. Dann ist

A (T]o AT\ [/ T|0\

IR VT | ¢ 01

(T ]0\ [ E.n1 |0\ [(A] 0 By | AT (T |0
SN0 L) \UTAT 1)\ 0 | e—bTA T 0 | 1 0/1)"

Nun ist det A = (det T)*(det A)(c — b'TA~'T*b) genau dann positiv, wenn ¢ —
VTA™IT' > 0. Andererseits ist 2'Ax > 0 fiir alle z € R™ genau dann, wenn

Al 0
t .. n
Yy < 0 C_thA_thb>y>0fU.I‘ alleyGR . 0

En1 | AT'T"
0 | 1
Matrix fiir b # 0, so daBB Ay, ..., Ay, ¢ — B'TATITD nicht die Eigenwerte von A

sind!

Achtung: In obiger Darstellung fiir A ist

) keine orthogonale
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2 Differentialrechnung im R"

2.1 Metrische Raume

Die grundlegende Struktur, mit der wir die Differentialrechnung vom R! in den
R"™ iibertragen, ist die Metrik bzw. der Abstand. Zur Erinnerung:

Definition 2.1 Eine Menge X mit einer Abbildung d : X x X — R, dem Abstand,
heiBt metrischer Raum, wenn fiir alle x,y, z € X gilt

(D1) d(z,y) =0 <& x=y,
(D2) d(z,y) = d(y,x) (Symmetrie),
(D3) d(z,2) < d(x,y)+d(y, 2) (Dreiecksungleichung).

Die Axiome liefern insbesondere d(z,y) > 0. Jede Norm auf einem Vektorraum
V' definiert einen Abstand auf V. Umgekehrt gibt es Abstéinde, die nicht aus
einer Norm zu erhalten sind, und insbesondere mufl die Grundmenge X kein
Vektorraum sein.

Definition 2.2
i) Sei (X, d) ein metrischer Raum, @ € X und r > 0. Dann heiBt die Teilmenge

B.(a) ={x e X : d(a,z)<r}C X

die offene Kugel in (X,d) mit Mittelpunkt a und Radius 7.

ii) Eine Teilmenge U C X eines metrischen Raumes (X, d) heiBt Umgebung
eines Punktes = € X, wenn ein ¢ > 0 existiert, so daB B.(z) C U. Die
offene Kugel B.(x) heiBt auch die e-Umgebung von x.

iii) Eine Teilmenge U eines metrischen Raumes heiBt offen, wenn jeder Punkt

x € U eine in U enthaltene e-Umgebung besitzt, d.h.

VreUJe>0: Bz)CU.

Satz 2.1 Fir die offenen Teilmengen eines metrischen Raumes (X,d) gilt:
i) Die gesamte Menge X und die leere Menge @ sind offen.

ii) Ist (Uy,...,U,) eine endliche Familie offener Teilmengen, dann ist auch

der Durchschnitt (\._, U; :== Uy N---NU, eine offene Teilmenge von X.
iii) Ist (U;)ier eine (moglicherweise unendliche) Familie offener Teilmengen,
dann ist auch die Vereinigung |J;c; Us eine offene Teilmenge von X.
Auferdem gilt (Hausdorffsches Trennungsaziom):

i) Zu je zwei Punkten x,y € X mit x # y gibt es disjunkte offene Umge-
bungen U von x und V von y, d.h. UNV = @.
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Wir verzichten auf den Beweis. Es sei bemerkt, dafl man durch i)-iii) die offenen
Teilmengen einer Menge X axiomatisch definieren kann. Eine Menge X mit einer
Familie von Teilmengen, die i)-iii) erfiillen, heifit dann topologischer Raum. Gilt
zusétzlich iv), dann heifit X ein Hausdorff-Raum. Zur Charakterisierung der Ste-
tigkeit geniigen topologische Raume, fiir Differenzierbarkeit bendtigen wir aber
die Metrik.

Definition 2.3 Sei (X, d) ein metrischer Raum.

i) Ein Teilmenge Y C X heiBt abgeschlossen, wenn das Komplement X \ YV
offen ist.

i) Sei Y C X eine Teilmenge. Ein Punkt y € X heiBt Randpunkt von Y, wenn
es in jeder Umgebung von y sowohl Punkte aus Y als auch aus X \ Y gibt.
Die Menge aller Randpunkte von Y heiBt der Rand von Y und wird mit 9Y

bezeichnet.
Beispiel 2.1 Die n-dimensionale Einheitskugel B" := {z € R : |z| < 1}
ist abgeschlossen im R™. Thr Rand ist die Einheitssphire S"~! := 9B" = {z €
R™ : ||lz|| = 1}, sie ist ebenfalls abgeschlossen im R". Es ist dann sinnvoll,

offene Teilmengen von S™~! zu betrachten. Jeder Durchschnitt der S*~! mit einer
offenen Teilmenge des R™ definiert eine offene Teilmenge von S™ 1. Im Sinne
dieser Teilmengen ist S™ ! dann offen und abgeschlossen zugleich.
Satz 2.2 Sei (X, d) ein metrischer Raum und Y C X. Dann gilt:
1) Y\ OY ist offen in X.
i) YUY ist abgeschlossen in X.
iii) QY ist abgeschlossen in X.

2.2 Grenzwerte und Konvergenz in metrischen Ridumen

Definition 2.4 Sei (X, d) ein metrischer Raum und (z)en eine Folge von Punkten
aus X. Die Folge (zy) heiBt konvergent gegen den Grenzwert a € X, geschrieben

lim x, =a,
k—o00

wenn

e zu jeder Umgebung U von a ein n € N existiert mit x;, € U fiir alle k > n,
bzw.

e zu jedem € > 0 ein n € N existiert mit d(a, z) < € fir alle & > n.

Im R™ konvergiert eine Punktfolge (xy)keny mit xx = (g1, ..., Tk,) genau dann
gegen a = (ay,...,a,) € R" wenn fiir jede Koordinate 1 < ¢ < n die Folge xy;
gegen a; konvergiert.
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Satz 2.3 Sei(X,d) ein metrischer Raum. Fine Teilmenge Y C X ist genau dann
abgeschlossen in X, wenn fir jede in X konvergente Folge (yi)ken mit yr, € Y
gilt limg_oypy =x €Y.

Beweis. (=) Sei Y C X abgeschlossen und = = limy_ . yx mit yx € Y. Ange-
nommen, z ¢ Y, also z € X \ Y. Da X \ Y offen ist, gibt es in X \ YV eine
e-Umgebung U, um z. Da = der Grenzwert der Folge (yy) ist, gibt es ein n € N,
sodal y, € U. C X \ Y fiir alle £ > n. Das ist ein Widerspruch.

(<) Die Grenzwerte aller konvergenten Folgen von Punkten aus Y liegen in
Y. Wir zeigen: X \ Y ist offen. Angenommen, es gibt einen Punkt £ € X'\ 'Y, der
keine e-Umgebung in X \ Y besitzt, d.h. jede e-Umgebung enthélt einen Punkt
aus Y. Wihlen wir z.B. die Folge der Umgebungen mit ¢, = k+r1’ dann gibt es
zu jedem k € N ein y, € Y mit d(Z,yx) < €. Auf diese Weise wird eine Folge
(yr )ken konstruiert, die gegen Z konvergiert. Damit wire & ¢ X \ Y, so dafl im
Widerspruch zur Annahme jeder Punkt aus X \ Y eine e-Umgebung in X \ Y

besitzt. 0

Definition 2.5 Sei (X,d) ein metrischer Raum. Eine Folge (xj)ren von Punk-
ten aus X heiBt Cauchy-Folge, wenn zu jedem ¢ > 0 ein k € N existiert, so daB
d(xp, xy) < € fur alle m,n > k.

Satz 2.4 Jede konvergente Folge in einem metrischen Raum ist eine Cauchy-
Folge.

Beweis. Sei (zy)ren konvergent in (X, d) mit limg_., xx = z. Dann gibt es zu
jedem € > 0 ein k € N, so daB d(z,,,r) < § und d(z,,v) < § fiir alle m,n > k.
Dann folgt aus der Dreiecksungleichung d(z,, z,,) < d(z,,x) + d(z,z,,) <e. O

Der Sinn der Cauchy-Folge ist, dafl man den Grenzwert gar nicht kennen
mufl. Ob eine Folge eine Cauchy-Folge ist, kann man allein aus der Gesamtheit
der Folgenelemente entscheiden, ohne Absténde zu einem fiktiven Grenzwert zu
untersuchen. Das wirft die Frage auf, wann eine Cauchy-Folge auch konvergent
ist.

Definition 2.6 Ein metrischer Raum (X, d) heiBt vollstindig, wenn jede Cauchy-
Folge in ihm konvergiert.
Ein vollstandiger normierter Vektorraum heiBt Banach-Raum.

Satz 2.5 R" ist ein Banach-Raum. Insbesondere konvergiert im R™ jede Cauchy-
Folge.

Der R! wurde gerade durch Vervollstindigung der rationalen Zahlen beziiglich
des natiirlichen Abstands definiert. Komponentenweise iibertréagt sich dann die
Vollstandigkeit auf R"™.
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Definition 2.7 Fiir eine Teilmenge Y C X eines metrischen Raumes (X, d) wird
der Durchmesser definiert als diam(Y') := sup, ,cy d(7,y). Eine Teilmenge Y C X
heiBt beschrankt, wenn diam(Y") < oo.

2.3 Stetigkeit in metrischen Rdumen

Definition 2.8 Eine Abbildung f : X — Y zwischen metrischen Raumen XY
heiBt stetig im Punkt a € X, wenn fiir jede Folge (zx)ren von Punkten aus X mit
limg .o 2 = a gilt

lim f(xi) = (a)

In diesem Fall schreiben wir auch lim, ., f(z) = f(a).
Die Abbildung f : X — Y heiBt stetig auf X, wenn f in jedem Punkt a € X
stetig ist.

Satz 2.6 (e-0-Kriterium) Seien (X, dx) und (Y, dy) metrische Raume und a €
X. Eine Abbildung f : X — Y ist genau dann stetig in a, wenn fir alle ¢ > 0
ein 0 > 0 existiert, so daf

dy (f(z), f(a)) <€  firalle x € X mit dx(x,a) <0 .

Beweis. (=) Sei f : X — Y stetig in a € X und das e-6-Kriterium verletzt.
Wir kénnen dann ein € > 0 finden, so daB fiir jedes § > 0 ein x € X existiert
mit dx(z,a) < § aber dy (f(z), f(a)) > e. Wihlen wir § = ﬁ, dann finden wir
eine Folge (xj)keny von Punkten aus X mit dx(xg, a) < k%l (welche also gegen a
konvergiert), so daB8 dy (f(zx), f(a)) > € ist fiir alle k& € N. Dann wire f nicht
stetig in a.

(<) Sei (xg)ken eine gegen a konvergierende Folge und ¢ > 0 gegeben. Das
e-0-Kriterium bestimmt dann ein n € N, so dafl dx(zg,a) < d fur alle & > n.

Dann ist dy (f(zx), f(a)) < € fiir alle k > n. Damit gilt limy,_. f(z)) = f(a). O

Die Bedeutung des e-0-Kriteriums besteht unter anderem darin, daf§ sich da-
mit die Stetigkeit von Abbildungen allein unter Verwendung des Begriffs der
offenen Teilmengen definieren 1&8t: Eine Abbildung f : X — Y zwischen topologi-
schen Raumen heiBt stetig im Punkt a € X, wenn zu jeder offenen Teilmenge V C Y
mit f(a) € V eine offene Teilmenge U C X mit a € U existiert, so daB f~1(V) C U

gilt.

Satz 2.7 Seien X,Y,Z metrische Riume und seien die Abbildungen f: X — Y
stetig in a € X und g : Y — Z stetig in f(a) €Y. Dann ist go f : X — Z stetig
ma.

Definition 2.9 Eine Abbildung f : X — Y zwischen metrischen Raumen XY
heiBt HomSéomorphismus, wenn gilt:
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i) f ist bijektiv,
i) f: X —>Yund f7':Y — X sind stetig.
Zwei metrische Raume X, Y heiBen homéomorph, wenn es einen Homdomorphismus
f: X =Y gibt.
In dieser Definition kénnen die metrischen Réume durch topologische Raume
ersetzt werden.
Beispiel 2.2
e X =R Y=BU\Se e Ry <1
f:X— Y mit f(z) = 7777y ist Homdomorphismus mit f~ Yy) =

1=lyll
e X =[0,271[CR, Y=5"={(z,y) eR? : 22 +y*=1}
f:X — Y mit f(t) = (cost, sint) ist bijektiv und stetig, aber f~! :
Y — X ist nicht stetig in (1,0). Die Folge von Punkten

pr = (cos(2m — sin(2r — 1)) , keN,

1
k_+1> k+1

konvergiert gegen (1,0) = f(0), aber f~'(p.) = 27 — m konvergiert
nicht gegen 0.

Definition 2.10 Seien f : X — Y sowie f; : X — Y fiir k € N Abbildun-
gen zwischen metrischen Raumen X, Y. Die Folge der Abbildungen f, konvergiert

gleichmabBig gegen die Abbildung f, wenn zu jedem ¢ > 0 ein n € N existiert mit
d(fe(z), f(z)) < € fiir alle z € X und alle k > n.

Satz 2.8 Seien X,Y metrische Riume und f, - X — Y, fir k € N, eine Folge
stetiger Abbildungen, die gleichmdf$ig gegen eine Abbildung f : X — Y konver-
giert. Dann st f stetig.

Beweis. Wir zeigen, dafl f in jedem Punkt a € X stetig ist. Sei € > 0 gegeben.
Wegen der gleichméfBiigen Konvergenz gibt es ein n € N, so dafi dy ( fr(x), f (az)) <
¢ fiir alle £ > n und alle x € X. Da f; in a stetig ist, gibt es ein § > 0
mit dy (fi(z), fr(a)) < § fiir alle 2 € X mit dx(z,a) < §. Dann folgt aus der
Dreiecksungleichung

dy(f(l‘),f(a)) < dy(f(ﬁ)’fk(f)) + dY(fk($)7fk(a)) + dY(fk(a)af(a)) <€
fur alle z € X mit dx(x,a) <. O

Zum Abschlufl noch einige Bemerkungen zur Stetigkeit von linearen Abbil-
dungen.

Satz 2.9 Seien (V| ||v) und (W, || |lw) normierte Vektorraume iber K = R
oder K = C. Eine lineare Abbildung A .V — W ist genau dann stetig, wenn es
eine reelle Zahl C' > 0 gibt mit || A(x)||lw < C||lz||v fir alle z € V.
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Beweis. (=) Sei A stetig in 0 € V. Wegen A(0) = 0 gibt es dann zu € = 1 ein
0 > 0, so daB

dw (A(2), A(0)) = [|[A(2)[lw < 1 fir alle z € V mit dy(z,0) = ||z|lvy <0 .

)
2[|z[lv

Fir z € V \ {0} setzen wir z :=

-z, mit ||z]}y <2 <4, und erhalten

1A@) lw = |22 ()|, < 22V AG) lw < 2l|zlly i alle € V' {0 .

Damit ist C' = 2. Die Ungleichung [|A(z)|lw < C|lz|v gilt auch fir z = 0.
(<) Fir z,a € V gilt

dw (A@), A@)) = [ A() = A(@)]],, = 4G = )], < Clle — allv

Ist € gegeben, dann wihlen wir § = & fiir C' # 0 (und 0 beliebig fiir C' = 0).
Dann gilt fiir alle z € V mit dy(z,a) < § die Ungleichung dw (A(z), A(a)) < e,
und A ist stetig. O

Offenbar bildet die Menge aller stetigen linearen Abbildungen zwischen zwei
normierten Vektorraumen V, W selbst wieder einen Vektorraum, der mit L(V, W)
bezeichnet wird.

Definition 2.11 Seien (V, || ||v) und (W, ]| ||w) normierte Vektorraume liber K =
R oder K= C und A:V — W eine lineare stetige Abbildung. Dann wird die Norm
von A definiert als

IA]| := sup {|A(@)|lw : = €V mit [lz]y <1} .

Man kann zeigen, dafl die so erklarte Norm von stetigen linearen Abbildungen
wirklich die Axiome einer Norm erfiillt, so dafl L(V, W) ein normierter Vektor-
raum wird, und damit insbesondere ein metrischer Raum. Es kénnen dann wieder
Cauchy-Folgen von Punkten aus L(V,W) betrachtet werden, und durch Ver-
vollstéandigung (Hinzunahme der Grenzwerte aller Cauchy-Folgen) wird L(V, W)
zu einem Banach-Raum.

2.4 Kompaktheit

Eine Teilmenge des R" ist genau dann kompakt, wenn sie beschrankt und abge-
schlossen ist. Stetige Funktionen iiber solchen Teilmengen haben viele niitzliche
Eigenschaften, die man gerne auf Teilmengen beliebiger metrischer Rdume ver-
allgemeinern mdéchte. Dazu wird der Begriff der Kompaktheit recht abstrakt de-
finiert.
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Definition 2.12 Sei A Teilmenge eines metrischen Raumes X . Unter einer offenen
Uberdeckung von A versteht man eine Familie (U;)ier von offenen Teilmengen U; C
X mit A C Uie] Uz

Eine Teilmenge eines metrischen Raumes X heiBt kompakt, wenn es zu jeder

offenen Uberdeckung (U;);c; von A endlich viele Indizes iy, ... ,4, € I gibt, so daB
ACU,U---UU,,.

Es wird also nicht gefordert, dal man A durch endlich viele offene Teilmen-
gen von X iiberdecken kann. Das geht immer, denn A 148t sich durch X selbst
iiberdecken, und X ist offen. Die Forderung ist, dafl man jede exotische unendliche
Uberdeckung von A auf eine endliche Uberdeckung reduzieren kann.

Satz 2.10 Sei X ein metrischer Raum und (xy)gen eine Folge von Punkten aus
X, die gegen einen Grenzwert a € X konvergiert. Dann ist die Teilmenge

A:={x; : ke N}U{a}
kompakt in X.

Beweis. Sei (U;)ier eine beliebige offene Uberdeckung von A. Dann gibt es einen
Index m € I mit a € U,,. Die Teilmenge U,, C X ist offen, enthélt also die offene
Kugel B.(a) fiir ein € > 0. Da (zx)ren gegen a konvergiert, gibt es einen Index
n € N, so dal xy € B(a) fiir alle & > n. Jeder Punkt z; mit 0 < k < n liegt in
irgendeiner Umgebung U;, mit i, € I. Damit gilt

AC UiOUUZ‘1U"'UUZ‘n71UUm,
so da3 A kompakt ist. O

Ganz entscheidend im Beweis ist die Tatsache, dal der Grenzwert a zu A
gehort:

Satz 2.11 Es sei A = {#1 : n € N} C R. Dann ist A nicht kompakt.

Beweis. Wir geben eine Uberdeckung von A an, die nicht auf eine endliche
Uberdeckung reduziert werden kann. Dazu sei

Uy ::]%,2[, U, ::]%ﬁ,%[ firm>1.
Alle Uy C R sind offen und enthalten genau einen Punkt von A, némlich .
(ZB.ist 3 € Uy =]35,1[, 5 € Up =]1,4[, 3 € Us =]$, 5[, ...) Damit kann keine

Teilmenge Uy, weggelassen werden, ohne die Uberdeckungseigenschaft zu verlieren.
O

Satz 2.12 Jede kompakte Teilmenge A eines metrischen Raumes X ist be-
schrinkt und abgeschlossen.
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Beweis. Zu beliebigem a € A ist (J;o) Bi+1(a) = X, so daB {Bjy1(a)}iey eine
Uberdeckung von A ist. Da A kompakt ist, reichen bereits endlich viele By, (a)
zur Uberdeckung. Also gibt es einen Index n € N mit A C B, (a). Damit ist A
beschrénkt.

Sei z € X \ A beliebig. Fiir ¢ € N betrachten wir U; := {y € X : d(y,z) >
h+1} Die U; sind offen als Komplement der abgeschlossenen Kugel vom Radius
7 um 2. Dann gilt | J;2,U; = X \ {z} D A. Da A kompakt, gibt es ein n € N
mit A C |J, U;. Dann ist Bi(z) € X'\ A. Also ist A abgschlossen. O

Satz 2.13 Jede konvergente Folge in einem metrischen Raum ist beschrinkt.

Sei (zg)reny konvergent mit limy .., xx = a. Nach Satz 2.10 ist {x : k €
N} U {a} kompakt, damit nach Satz 2.12 beschrénkt. Die durch Weglassen von
{a} entstehende Menge bleibt beschrénkt. O

Satz 2.14 Sei X ein metrischer Raum, Y C X eine kompakte Teilmenge und
A CY eine abgeschlossene Teilmenge. Dann ist A kompakt.

Beweis. X \ A ist offen. Ist (U;)ic; eine offene Uberdeckung von A, dann ist
Y € X = (X\A) U, Ui Da Y kompakt, geniigen endlich viele U; zur
Uberdeckung von Y und damit auch von A. 0

Wir zeigen nun, dafl im R™ auch die Umkehrung von Satz 2.12 gilt.

Satz 2.15 (Heine-Borel) Eine Teilmenge A C R" ist genau dann kompakt,
wenn sie beschrdankt und abgeschlossen ist.

Wegen Satz 2.12 ist nur die Richtung (<) zu zeigen. Wegen Satz 2.14 geniigt es
zu zeigen, dafl der abgeschlossene Quader

Q =la,b1] X -+ X [an, b)) ={(x1,...,2,) €R" : a, <2z, <b,} CR"

kompakt ist, denn jede beschrdnkte abgeschlossene Teilmenge von R" liegt in
einem abgeschlossenen Quader.

Sei (U;)ies eine unendliche offene Uberdeckung von Qo = @, die nicht auf eine
endliche reduziert werden kann. Durch Halbierung aller Kanten zerlegen wir @)
in 2" gleich grofie Teilquader der halben Gréfle. Es gibt dann mindestens einen
abgeschlossenen Teilquader, den wir mit ()7 bezeichnen, der nicht durch endlich
viele U; iiberdeckt werden kann. Durch Wiederholung des Verfahrens finden wir
eine Folge

Q=CQuDQ1DQ2D ...

von abgeschlossenen Quadern mit diam(Qy) = 5 diam(Q), so daB jeder von ihnen
nicht durch endlich viele U; iiberdeckt werden kann.

Wir zeigen: Es gibt einen Punkt = € @, fiir alle k. Jeder Quader @)y enthélt
irgendeinen Punkt xp. Sind Qk,Q; C @, dann ist d(xy,z;) < diam(Q,,) <

24

Preliminary version — 8. Februar 2007



2(1@2_:(@ = €. Damit bilden die (zy)kes eine Cauchy-Folge. Da im R™ jede Cauchy-

Folge konvergiert, ist x = lim;, ., xx € R". Da @ abgeschlossen ist und x; € Q%
fiir alle [ > k, ist x € Q) fiir alle k.

Der gemeinsame Punkt z liegt in irgendeiner Umgebung U; mit j € I. Da U;
offen, gibt es ein € > 0, so dal B.(x) C U;. Dann finden wir aber auch ein p € N
mit diam(Q,) = 5 diam(Q) < e. Somit gilt @, C U;, d.h. die Quader lassen
sich im Widerspruch zur Annahme durch endlich viele U; iiberdecken. Also ist ()
kompakt. 0

Vorsicht: In allgemeinen metrischen Raumen gilt die Umkehrung von Satz 2.12
nicht!

Satz 2.16 Sei f : X — Y eine stetige Abbildung zwischen metrischen Rdumen
X,Y. Ist A C X kompakt, dann ist auch f(A) CY kompakt.

Beweis. Sei (U;);ex eine offene Uberdeckung von f(A). Aus der Stetigkeit von f
folgt, daB V; := f~1(U;) offen ist. Dann ist A C |J,.; Vi, aber tatséchlich geniigen
endlich viele V; zur Uberdeckung: A C V;,U---UVj, . Dannist f(A) C Uy, U- - -UU;, .
0

Wir koénnen nun einige sehr wichtige Eigenschaften kompakter Teilmengen
beweisen:

Satz 2.17 Sei Y C X ein kompakte Teilmenge eines metrischen Raumes X
und f : X — R eine stetige Funktion. Dann ist die Einschrinkung fly aufY
beschrankt (d.h. |f(y)| < oo fir alle y € Y) und nimmt ihr Supremum und
Infimum aufY an, d.h. es gibt p,q € Y mit

f(p) =sup{f(y) : yeY} und  f(p)=inf{f(y) : yeY}.

Beweis. Nach Satz 2.16 ist f(Y) C R kompakt und nach Satz 2.12 beschrénkt
(und abgeschlossen). Damit gibt es eine obere und untere Schranke fiir alle f(y).
Nun gibt es eine Folge (yx)ren, die gegen das Supremum sup{f(y) : y € Y} €
X konvergiert. Da f(Y) abgeschlossen, liegt der Grenzwert in f(Y'). Aus der
Stetigkeit folgt die Existenz von p € Y, wo das Supremum angenommen wird.
Analog fiir das Infimum. O

Satz 2.18 (Bolzano-Weierstrafl) Sei Y C X ein kompakte Teilmenge eines
metrischen Raumes X und {yi}ren eine Folge von Punkten aus Y. Dann gibt es
einen Punkt a € Y und eine Teilfolge {yx, hien von {yktren, die gegen a konver-
giert.

Beweis. Wire das nicht der Fall, dann gibt es zu jedem Punkt a € Y eine offene
Umgebung U,, in der nur endlich viele Punkte y; der Folge liegen. Nun ist Y C
U,ey Ua, da aber Y kompakt ist, wird Y bereits durch endlich viele Umgebungen
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iiberdeckt: Y C U,, U---UU,, . Damit kann es insgesamt nur endlich viele Punkte
yr geben, im Widerspruch zur Annahme. O

Einige Folgerungen aus dem Satz von Bolzano-Weierstraf:

e Jede beschrankte Folge im R"™ besitzt eine konvergente Teilfolge: Wir
konnen die Folge in einen abgeschlossenen Quader einbetten, welcher
kompakt ist.

e Die unendlich-dimensionale Einheitssphére ist beschriankt und abge-
schlossen, aber nicht kompakt: Es sei

“Re” =0 = {(21,x2,23,...) :2; € R beschriankt } .

Mit dem kanonischen Skalarprodukt auf ¢ ist S := {x € (> : ||z|| =
1}. Wir betrachten die Folge

y0:(1707070a"'>7 3/1:(0,1,(),07-'-), 92:(0707170,--->>

Es gilt y, € S fiir alle k mit d(yx, y;) = V2 fiir alle k # 1, so daB die
Folge (yr)ren auf S*° nicht konvergiert. Nach dem Satz von Bolzano-
WeierstraB kann S°° nicht kompakt sein. Ebenso ist die unendlich-
dimensionale abgeschlossene Einheitskugel nicht kompakt.

Definition 2.13 Seien (X, dx) und (Y, dy) metrische Raume. Eine Abbildung f :
X — 'Y heiBt gleichmaBig stetig, wenn zu jedem e > 0 ein d > 0 existiert, so daB

dy(f(l’l), f(fL‘Q)) < e fur alle x1,To € X mit dx(,Il,CL'Q) <.

Satz 2.19 Seien X,Y metrische Raume und sei X kompakt. Dann ist jede stetige
Abbildung f : X —'Y auch gleichmdfSig stetig.

Beweis. Sei ¢ > 0 global vorgegeben. Wegen der Stetigkeit von f gibt es zu
jedem Punkt a € X ein §(a) > 0, so daB dy(f(z), f(a)) < & fiir alle = €
Bss(ay(a). Zunéchst ist X = J, ¢y Bs(a)(a). Da X aber kompakt ist, gibt es endlich
viele Punkte a1, ...,a; mit X = Bs,)(a1) U -+ U Bs,)(ar). Wir setzen § :=
min(d(ay),...,0(ax)).

Seien nun zwei Punkte x1, 29 € X mit dy(x1,22) < § gegeben. Der Punkt x4
liege in der j-ten Umgebung, d.h. 11 € Bs,)(a;). Dann ist dx(v1,a;) < 6(ay)
und dx (22, a;) < dx(z2,21) +dx(21,a;) < 6(a;)+0 < 20(a;). Aus der Stetigkeit
im Punkt a; folgt:

dy (f(z1), fx2)) < dy (f(x1), faz)) +dy (f(x2), fla;)) <€

fiir alle 1, zo mit dy (1, x2) < 9. O
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2.5 Tangentialvektoren an Kurven im R"

Definition 2.14 Sei I C R ein Intervall, das nicht nur aus einem Punkt besteht.
Eine Funktion f : I — R heiBt differenzierbar im Punkt t € I, falls fiir jede gegen
a konvergierende Folge (zx)ren von Punkten aus I eine reelle Zahl b und eine Folge
(gr )ken existiert, so daB

gk

flog) = f(t) =b-(zp —t) + g mit limx t:O'
k—o0 E—
zp Ft
Dann heiBt t
) b i )=S0
o met

die Ableitung der Funktion f im Punkt t.

Die Funktion f heiBt differenzierbar auf I, wenn sie in jedem Punkt von I diffe-
renzierbar ist. Die Funktion f heiBt stetig differenzierbar auf I, wenn ihre Ableitung
f": I — R stetig ist.

Eine Funktion f : I — R, die im Punkt ¢ € I differenzierbar ist, ist in ¢ auch
stetig.

Beispiel 2.3 i) f(t) = t" fiir n € N. Sei (z1)ren eine gegen t konvergierende
Folge, mit x, # t fiir alle k. Nach binomischer Formel ist
n i n\ . i
fla) = (t+ (@ —1)" = ( _)tﬂ(xk — )"
J=0 n—2
n . .
:ﬁ+nt”_1(xk—t)+ ( >t](l’k —t)n_j .
— —0 j
j
n—2 n
Damit ist b = f/(t) = nt" ! und g = Z ( ,)tj(xk — )"/ mit
J

J=0

n—2
lim —%%— = lim (7)#(:% A
j

Tp—t Tl — t TEp—t <
]:

ii) f(t) = cost. Nach dem Additionstheorem ist
cos zy, = cos (t + (z — t))

= cost — cost(1 — cos(z,—t)) —sint (z,—t) — sint (sin(zp—t) — (zx—1)) .

Damit ist b = f'(t) = sint und g = — cost(1 — cos(zy—t)) — sint (sin(z,—t) —
(.I'k—t)) mit

lim —%%  — lim (— cos tsin® sint (w _ 1)) —0
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Oft schreibt man auch f'(z) = d’;(;). Wichtige Eigenschaften der Ableitung

sind (Differenzierbarkeit aller Funktionen vorausgesetzt):
e Linearitat: h(t) = f(t) +g(t) = h'(t) = f'(t) +J'(¢)
e Leibniz-Regel: h(t) = f(t)- g(t) = R(t)=f'(t)-gt)+ f(t)- ¢ (t)
e Kettenregel: h(t) = f(g(t)) = P(t)=f'(gt))-g'(t)

df (9(t)) _ df(g) dg(t)
dt dg di

symbolisch:

Definition 2.15 Unter einer Kurve im R" versteht man eine stetige Abbildung f :
I — R™ (wobei I C R™ aus mehr als einem Punkt besteht). Die Kurve heiBt (stetig)
differenzierbar im Punkt ¢ € I, wenn jede der durch f = (f1,..., f,) definierten
Funktionen f;, : I — R (stetig) differenzierbar ist.

Ist die Kurve f = (f1,..., fn): I — R™ differenzierbar in ¢, dann heiBt

@)= (fit),..., fr(t)) e R"
der Tangentialvektor an f im Punkt f(¢).

Wir gehen auf zwei geometrische Konstruktionen mit Tangentialvektoren néher
ein.

Gegeben seien zwei Kurven f; : [y — R” und f5 : I, — R", die sich schneiden
im Punkt fi(t1) = fa(t2) mit ¢; € I;. Sind die Kurven f; differenzierbar in ¢,
dann ist ihr Schnittwinkel 8 gegeben durch

{(fi(tr), f5(t2))

LGOI /()]
Beispiel 2.4 f: R — R?*mit f(t) = (t*—1,t*—¢). Es gilt f(1) = f(—1) = 0 und
f'(t) = (2t,3t> — 1), insbesondere f'(—1) = (—2,2) und f’(1) = (2,2). Dann ist
der Winkel zwischen beiden Tangentialvekoren f’(—1) und f’(1) gegeben durch
cosf = 0.

cosf =

Ist die Kurve f : [a, b] — R" stetig differenzierbar auf dem Intervall [a, b], dann
ist die Bogenlinge L der Kurve zwischen den Punkten f(a) und f(b) gegeben
durch

b
L= / L)) dt

Tatséchlich 148t sich die Bogenldnge auch unter schwécheren Bedingungen als
stetige Differenzierbarkeit definieren, z.B. stiickweise stetige Differenzierbarkeit.

Beispiel 2.5 Wir betrachten die Schraubenlinie f : R — R3 gegeben durch
f(t) :== (rcost,rsint,at). Dann ist f'(t) = (—rsint,r cost,a) und
1/ ()] = V2 sin? t + 12 cos? t + a2 = V% + a?

ist unabhéngig von t. Die Bogenldnge einer vollen Umdrehung ¢ € [0, 27|, also

von (r,0,0) nach (r,0,a) ist also L = fozﬂ V12 +a?dt = 2nvr? + a?.
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2.6 Partielle Ableitungen

Es geht nun um Funktionen mehrerer Verdnderlicher, also Abbildungen f : U —
R mit U € R™ Sei x = (x1,...,z,) € U. Wir halten alle Koordinaten bis auf die
j-te fest und betrachten folgende in U eingebettete Intervalle:

Ij = {($17-~->5€j—1,t7$j+1,13n) el : tefj C R mit x; Efj}.

Die Einschrénkung der Funkion f : U — R auf I; wird dann zu einer
gewohnlichen Funktion f ! L I; — R einer Verénderlicher mit f ‘ L (t) =
f(x1,...,xj_1,t, 241, x,). Fiir diese Funktion kénnen wir die Differenzierbarkeit
im Punkt z; betrachten. Das Ergebnis ist die partielle Ableitung von f in der
j-ten Koordinatenrichtung;:

Definition 2.16 Sei U C R” eine offene Teilmenge. Eine Funktion f : U — R
heiBt im Punkt x € U partiell differenzierbar in der j-ten Koordinatenrichtung, falls
der Grenzwert .
(03)(x) = lim 1 (J (& + he;) — [ (@)
h#0

existiert. Dabei ist e; € R"™ der j-te Einheitsvektor und h ist so zu wahlen, daB
x + hej € U. Der Grenzwert (0;f)(x) heiBt die j-te partielle Ableitung von f in x.

Eine Funktion f : U — R heiBt partiell differenzierbar, falls (0;f)(z) fiir alle
x € U und alle 1 < 5 < n existiert, und stetig partiell differenzierbar, falls alle
Funktionen 0, f : U — R stetig sind.

Oft schreibt man auch % an Stelle von 0;f. Die partielle Ableitung erfiillt die

Leibniz-Regel: Seien f,g “U SR partiell differenzierbare Funktionen auf U,
dann gilt

0;(f - 9))(x) = (0;/) (@) - g(x) + f(x) - (9;9)(x) ,  w €U,

Beispiel 2.6 Die partielle Ableitung des Radius r(x) := ||z|| = /23 + -+ + 22
in der j-ten Koordinatenrichtung ist nach der Kettenregel

or _d\/ﬁ@rQ_ 1 oy — i
Ox;  d(r2)dz; 22 T 1

Damit ist 7 : R" \ {0} — R partiell differenzierbar mit (9;r)(x) = =.

Entsprechend ist nach der Kettenregel jede differenzierbare Funktion f(r)
des Radius, aufgefaft als Funktion f: R™\ {0} — R, partiell differenzierbar mit
(0:f)(z) = a:j@. Zum Beispiel sind fiir f(r) = e~ die partiellen Ableitungen
gegeben durch (0;f)(x) = —2ax; f(r).

Das folgende Beispiel zeigt, dafl aus der partiellen Differenzierbarkeit einer Funk-
tion nicht die Stetigkeit folgt.
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Beispiel 2.7 Es sei f: R? — R gegeben durch

L2, fir (2, x2) # (0,0)

— zi4x3
ACIN) { 0 fiir (21, 22) = (0,0)

Dann ist f auf R?\ {(0,0)} partiell differenzierbar mit

To 221, To(x2 — 2%)
(OLf) (21, 72) = - =
i +xy (2 +w3)? (2] +3)?
und analog
2y (7] — 3)

(O f) (21, 29) =

(aF +3)*
Im Nullpunkt haben wir

f<h7 0)_f(07 0)
h

=0, (81/)(0,0) = lim F0,mM=1(0,0) _ 0,

(0:)(0,0) = lim m

so dafl f auf dem gesamten R? partiell differenzierbar ist. Jedoch ist f nicht stetig

in (0,0). Die Folge (y)ken mit y, = (k%l, k—}rl) konvergiert gegen (0,0), aber

konvergiert nicht gegen f(0) = 0.

Die partielle Ableitung einer partiell differenzierbaren Funktion kann noch-
mals partiell differenziert werden, usw. Induktiv definieren wir:

Definition 2.17 Sei U C R" offen und k£ € N\ {0}. Eine Funktion f : U — R
heiBt (k+1)-mal partiell differenzierbar, wenn sie k-mal partiell differenzierbar ist und
alle partiellen Ableitungen 0;, ... 0;, f partiell differenzierbar sind. Sind die partiellen
Ableitungen 0;, ,0;, ... 0;, [ stetig, so heiBt f eine (k+1)-mal stetig partiell differen-
zierbare Funktion.

Satz 2.20 (Schwarz) Sei U C R” offen und f : U — R eine zweimal stetig
partiell differenzierbare Funktion. Dann vertauschen die zweiten partiellen Ablei-
tungen, d.h. fir alle a € U und alle v,5 =1,...,n gilt

(aiajf)(a) = (ajaif)(a) .
Zunachst erinnern wir an:

Lemma 1 (Mittelwertsatz der Differentialrechnung) Sei g : [a,0] — R
stetig und zusdtzlich g :la,b[— R differenzierbar. Dann gibt es einen Punkt

¢ €a,b[ mit ¢'(c) = LO=9
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Beweis. Wir beweisen das Lemma zunéchst fiir g(a) = ¢(b) (Satz von Rolle).
Nach Satz 2.17 hat ¢g auf der kompakten Menge [a,b] ein Maximum und ein
Minimum. Ist g nicht konstant (fiir ¢ = const ist alles klar), so nimmt g ein
Maximum oder Minimum in einem inneren Punkt ¢ € ]a,b[ an. Nun ist ¢ im
Punkt ¢ differenzierbar, und damit gilt ¢’(c) = 0.

Im allgemeinen Fall setzen wir h(z) = g(z) — %(m —a). Dann ist h(a) =

. . . b—gla
h(b), so daf} es einen Punkt ¢ € ]a, b[ gibt mit A'(c) = ¢'(¢) — % = 0. O

Beweis des Satzes von Schwarz. Der Ubersichtlichkeit wegen sei i = 1,5 = 2
(kann durch Umnumerieren der Koordinaten immer erreicht werden) und dann
n = 2 (die weiteren Komponenten sind festgehalten und spielen keine Rolle).

Fiir gegebenes § > 0 sei Qs(a) C U C R? der offene Quader mit Kantenlinge
d und Mittelpunkt a = (xg,yo), und sei (x,y) ein beliebiger Punkt von @, d.h.
|z — 20| < 0 und |y — yo| < d. Fiir festgehaltenes y sei F(z) = f(x,y) — f(x, yo).
Nach dem Mittelwersatz gibt es einen Punkt & € |zg — 9, 29 + d[, so dafl

Fy(x) — Fy(x0) = F,(§) - (v — o)
= flz,y)—f(@,y0)—f(zo,y)+f (20, o) = (1) (& y) — (Ouf)(E m0)) - (x—0) -

Wir nutzen den Mittelwertsatz nochmals fiir die Funktion Ge(y) = (01 f)(&, v).
Es gibt also ein 1 € Jyo — d,y0 + J], so daB

Ge(y) — Ge(yo) = Ge(n) - (y — wo)
= ()& y) — (Of)(& yo) = (0201 )(&m) - (¥ — vo) -

Insgesamt gibt es somit ein (£,7) € Q) mit

f(@,y)—f(z,90)—f (o, y)+f (0, y0) = (0201 f)(§,n) - (x — x0)(y — Yo) -

Wir konnen aber auch erst z festhalten und den Mittelwertsatz in y anwenden,
und als letztes den Mittelwertwsatz in x. Im Ergebnis gibt es einen neuen Punkt

(€,7) € Q mit
Fa,y)— (@, y0)— f (2o, y)+f (2o, yo) = (0102) (€, 1) - (z — z0)(y — wo) -

Somit gilt (0201 f)(&,n) = (0192f)(€,7). Lassen wir & gegen 0 streben, so konver-
gieren (&,n) und (§,7) gegen (z,y), und aus der vorausgesetzten Stetigkeit der
zweiten partiellen Ableitungen folgt (020; f)(x,y) = (0102.f) (2, y). O

Entsprechend konnen bei k-mal stetig partiell differenzierbaren Funktionen
die partiellen Ableitungen in beliebiger Reihenfolge geschrieben werden:
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fiir eine beliebige Permutation 7 der Indizes i1, ..., denn jede Permutation
1483t sich durch Vertauschen benachbarter Elemente darstellen. Es ist deshalb
auch iiblich, die mehrfachen partiellen Ableitungen zu schreiben als

ok f

2.7 Gradient, Divergenz, Rotation, Laplace

Definition 2.18 Sei U C R" offen und f : U — R eine partiell differenzierbare
Funktion. Dann heit der Vektor

of 8f) cR"

_7 ceey
8ZE1 (%n

(srad f)(@) = (

der Gradient von f im Punkt z € U.

Geometrisch ist der Gradient in Richtung des steilsten Anstiegs der Funktion
gerichtet, und die Norm ||(gradf)(x)|| ist ein Ma$ fiir die Stérke des Anstiegs.
Zum Beispiel gilt gradr = 7, der steilste Anstieg ist also radial nach aufen
gerichtet und vom Betrag her tiberall (auer im Nullpunkt) konstant. Im Beispiel
grad% = —5 ist der steilste Anstieg radial nach innen gerichtet.

Der Gradient ist linear und erfiillt die Leibniz-Regel: Sind f,g : U — R
partiell differenzierbar, so gilt

(grad(f +g))(x) = (grad f)(x) + (grad g)(z) ,
(grad(f - 9))(z) = (grad f)(z) - g(z) + f(z) - (grad g)(z) .

Der Gradient (grad f)(z) ordnet jedem Punkt z € U einen Vektor zu. So
etwas nennt man ein Vektorfeld:

Definition 2.19 Unter einem Vektorfeld auf einer offenen Teilmenge U C R ver-
steht man eine Abbildung v : U — R". Das Vektorfeld heiBt stetig/partiell differen-
zierbar/. .., wenn alle Komponenten von v stetig/partiell differenzierbar/. . .sind.

Die Vorstellung ist, da} an jedem Punkt z = (xy,...,x,) € U ein Vektor v(x) =
(vi(x),...,v,(x)) angeheftet ist. Eine niitzliche Konstruktion besteht darin, diese
Vektoren als Tangentialvektoren an Kurven f : I — R"™ durch z = f(to) zu
betrachten. Ist f(¢) = (f1(¢),..., fu(t)), dann ist also

dfi(t)
dt

=u(f(t), filto) = firi=1,...,nund t,ty € I

Die Kurve selbst ist dann durch Losen (Integration) dieser 2n Gleichungen zu
erhalten und heift Integralkurve des Vektorfeldes durch z. In der Physik werden
die Bilder der Integralkurven auch Feldlinien bzw. Stromlinien des Vektorfelds
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genannt. Unter recht schwachen Voraussetzungen an das Vektorfeld (Lipschitz-
stetig) kann man in einer geniigend kleinen Umgebung von z die Integralkurven
immer finden, aber nicht unbedingt auf ganz U, weil das an Singularitdten des
Vektorfeldes scheitern kann. Eine Art von Singularitét ist die Divergenz:

Definition 2.20 Sei v = (v1,...,v,) : U — R" ein partiell differenzierbares Vek-
torfeld auf einer offenen Teilmenge U C R™. Dann heiBt die Funktion

. (%1 8vn
le(U) = (9_;1;1 4+ ... axn

die Divergenz des Vektorfeldes v.

Die Divergenz ist linear, div(v + w) = div(v) + div(w) und erfiillt folgendes
Analogon zur Leibniz-Regel: Sei v ein partiell differenzierbares Vektorfeld und f
eine partiell differenzierbare Funktion auf U C R"™, dann gilt

div(f -v) = (grad(f),v) + f - div(v) .

Die Divergenz eines Vektorfeldes ist ein Maf fiir die Gesamtbeschleunigung
der Integralkurven. Das kann einerseits dadurch erreicht werden, daf§ die Feldlini-
en von der Parallelitét abweichen (was wahrscheinlich den Namen motiviert hat),
oder durch Geschwindigkeitszunahme entlang der Feldlinien. Fiir x € R™ haben
wir z.B. divae = n. Hier sind die Feldlinien radial vom Nullpunkt nach auflen
gerichtet und gerade durch den Radius parametrisiert. Kin anderes Beispiel ist

1 1 —1
divE = <grad—,w> + —-dive = n
r r r

fir x #£0 .
,

Die Vektoren v(z) = % haben in jedem Punkt x € R\ {0} die Lénge 1, aber

IREL
die Feldlinien sind wieder radial nach auflen gerichtet und damit nicht parallel.

Gradient und Divergenz sind wichtige Hilfsmittel der Theoretischen Physik.
In der Mechanik 148t sich ein konservatives Kraftfeld als (negativer) Gradient
eines Potentials schreiben, F' = —grad V. In der Elektrodynamik wird die Di-
vergenz von Vektorfeldern zur Formulierung der Maxwellschen Gleichungen ge-
braucht. Dort gibt es noch eine weitere Konstruktion mit partiellen Ableitungen,
die Rotation. Die Rotation und das Vektorprodukt beruhen auf einer nur im R?
moglichen Identifikation von sogenannten Differentialformen, deren Ideen wir im
folgenden vorstellen.

Definition 2.21 Sei V ein reeller Vektorraum und {ey,...,e,} eine Basis von V.
Dann heiBt
V firk =0
Ak(V):: span(eil/\---/\eik:1§i1<i2<---<ik§n) firl<k<n
0 fir k> n
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der Vektorraum der k-fach antisymmetrischen Tensoren iiber V. Dabei ist die Ver-
kniipfung A als formelles Symbol anzusehen.

Sei U C R™ offen. Eine stetige/partiell differenzierbare/...Abbildung w : U —
AF(R™) heiBt stetige/partiell differenzierbare/... k-Form auf U. Der Raum der k-
Formen auf U wird mit Q*(U) bezeichnet.

Eine k-Form ist also die Zuordnung eines k-fach antisymmetrischen Tensors zu
jedem Punkt von U. Insbesondere kénnen 1-Formen auf U mit Vektorfeldern auf
U identifiziert werden, und 0-Formen auf U sind nichts anderes als Funktionen
auf U. Im allgemeinen nimmt man an, dafl die Formen beliebig oft differen-
zierbar sind; sie heilen dann auch Differentialformen. Ist dim(V) = n, so gilt

dim(AF(V)) = (3).

Definition 2.22 Sei {e;,...,e,} eine Basis von V. Die durch die Vereinbarung
ei Nej = —e; Ne; firalle ¢,7 = 1,...,n und lineare Fortsetzung entstehende
assoziative Multiplikation

A ARV x ANV) — ARV

heiBt das duBere Tensorprodukt (auch wedge-Produkt wegen der englischen Bezeich-
nung “wedge" (Keil) fiir A). Entsprechend heiBt

A QFU) x QUU) — QYD)

das duBere Formenprodukt.

Seiz.B.n>3und w; = f ey und wy = g - 1 A e3 fiir Funktionen f,g : U — R,
d.h. wi(z) = f(x) e2 und wa(x) = g(x) ey A eg fiir x € U, dann ist

w1 N\wy = (fg) '(62/\61/\63) = —(f-g)-(el/\eg/\eg) .
Allgemein gilt fir wy, € Q(U) und @; € (U) die graduierte Kommutativitét
wi A\ (I)l = (—1)“(:)[ N Wy -

Definition 2.23 Sei (ey,...,e,) die Standardbasis von R". Die durch
dw := Z e; N\ Oi(w)
i=1

fiir eine partiell differenzierbare k-Form w € QF(U) definierte Abbildung d : Q*(U) —
QFFL(U) heiBt duBere Ableitung oder duBeres Differential.

Sei z.B.n=3und w = f1-(eaAes) + fo-(e1 Aes), dann ist dw = (01 f1) - (e1 A
(&) A 83) — (82f2) . (61 A €9 N 63).
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Satz 2.21 e st f U — R eine partiell differenzierbare Funktion, dann
gilt df = grad(f).
e Sind wy € Q¥(U) und & € QYU) partiell differenzierbare Formen, dann
gilt die graduierte Leibniz-Regel

d(wk VAN (I)l) == (dwk) VAN (:)l + (—1)ku)k VAN d(:}l .

o Istw € QF(U) zweimal stetig partiell differenzierbar, dann gilt d(dw) = 0.

Bemerkungen zum Beweis. 1) ist klar. ii) folgt aus der Leibniz-Regel fiir die parti-
elle Ableitung und der graduierte Kommutativitéit des A-Produkts. iii) folgt aus
dem Satz von Schwarz iiber die Vertauschbarkeit der zweiten partiellen Ableitun-
gen zusammen mit der Antisymmetrie e; A e; = —e; Ae;. 0

Definition 2.24 Sei (ey,...,e,) die Standardbasis von R™. Die durch

k(e Ao Ney ) =w fallswA (e, A---ANej,) =er ANea A=+ Ney,
und lineare Fortsetzung definierte Abbildung  : QF(U) — Q" *(U) heiBt die Hodge-
Abbildung.

Ist z.B. n = 3, so gilt *(e; A e3) = —eq, denn (—ey) A (€1 Aez) = €1 Aey Aeg. Die
Hodge-Abbildung ist ein Isomorphismus von Vektorrdumen, denn dim(A*(R™)) =

(3) = (") = dim(A"*(R")). Das Inverse der Hodge-Abbildung ist, bis auf ein

mogliches Vorzeichen, die Hodge-Abbildung selbst: *(xwy) = (—1)¥"=Fyy, fiir
wi € QFU) und U C R™.

Definition 2.25 e Sei U C R™. Die durch dwy, := —(—1)" x (d(*wy)) fiir
eine partiell differenzierbare k-Form wj;, € QF(U) definierte Abbildung ¢ :
QF(U) — QF1(U) heiBt Kodifferential.

e Sei U C R" und v € Q'(U) ein partiell differenzierbares Vektorfeld. Dann
heiBt die Funktion

div(v) := *(d(*v)) = (=1)""ov € Q*(U)

die Divergenz von v.

e Sei U C R?® und v,w € Q'(U) Vektorfelder auf U. Dann heiBt das Vektorfeld
vxw:=*vAw) € Q)

das Vektorprodukt von v, w.
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e Sei U C R? und v € QY(U) ein partiell differenzierbares Vektorfeld auf U.
Dann heiBt das Vektorfeld

rot(v) := *(dv) € QY(U)
die Rotation von w.

Wir rechnen nach, das unsere Definition des Vektorprodukts mit der {iblichen
Vorschrift zusammenfallt. Sei v = vieq + vyeq + v3e3 und w = wyeq + waoes + wses,
dann ist

VAW = vwWo e N eaFviws er N\ es—uwy €1 N\ eat+UWs €9 N\ e3—U3wWi €1 N\ e3—U3Wa €5 N €3
*(v A w)= vyws e3 —V1W3 €y — VoW €3 +vows €1 +vsWwy €y —U3Wsy €1

also tatsédchlich
(VX W) =vows —v3wy, (VX W) =uvzw; —viws, (VX w)z=vWe — VoW1 .

Entsprechend rechnen wir die Rotation aus: Sei v = vie; 4+ v9ey + v3e3, wobei v;
nun Funktionen sind, dann gilt

) v dvy v
dv 62?61/\62—{—3361/\63—8161/\62+83€2/\63—8 €1A63—a§62/\€3
vz 61]3 81}1 Ovs Ova
*(dl}) 3361 €3 _a_arl €2 _8_x2 €3 +8 €1 +a$3 _B_xg €1

also tatséchlich

(rot o)y = 98— 0% | (rogy)y = D90 (o), = 902 0L

0xo 8%3 8ZE3 O0xy

Satz 2.22 Sei U C R3 offen, f : U — R eine zweifach stetig partiell differen-
zierbare Funktion und v : U — R? ein zweifach stetig partiell differenzierbares
Vektorfeld. Dann gilt

rot(grad f) = x(d(df)) =0, div(rot v) = *(d(*(*(dv)))) =0 .

Ein wichtige Rolle innerhalb der Mathematik spielen Fragestellungen der folgen-
den Art (iibersetzt in physikalische Begriffe):

i) Gegeben sei ein rotationsfreies Vektorfeld v : U — R?* mit U C R? und

rot(v) = 0. Unter welchen Voraussetzungen an U existiert eine Funktion
f:U — R, sodafl v=grad(f) gilt?

ii) Gegeben sei ein divergenzfreies Vektorfeld v : U — R? mit U C R? und
div(v) = 0. Unter welchen Voraussetzungen an U existiert ein Vektorfeld
w:U — R" so dafl v = rot(w) gilt?

In der Formensprache scheiben sich die Maxwellschen Gleichungen wie folgt:

dB =0 B+ FE = —
dE+B=0 SE=p

Dabei bezeichnet der Punkt {iber einer Form die Zeitableitung, und die folgenden
Formen treten auf:
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QY (U) ist das elektromagnetische Feld
O2(U) ist das Magnetfeld (die Physik arbeitet mit Bppysix = *B €

e p(t) € Q°U) ist die Ladungsdichte
Wegen §0 = + x d x xdx = 0 gilt die Kontinuitétsgleichung 65 4+ p = 0.
Die links stehenden Gleichungen kann man unter geeigneten Voraussetzungen
an U durch B = dA und E = —d¢ — A l6sen mit A € Q'(U) und ¢ € Q°(U).
Unter der Voraussetzung A = —¢ ergibt sich fiir die rechten Gleichungen

A—(fd+do)A=j ¢—ddp=p.

Definition 2.26 Der durch Aw := §(dw) + d(dw) fiir w € QF(U) definierte Opera-
tor A = §d + d§ : QF(U) — QF(U) heiBt Laplace-Beltrami-Operator. Im Spezialfall
k = 0 heiBt Af = o(df) = div(gradf) der Laplace-Operator fiir eine zweifach
partiell differenzierbare Funktion f : U — R.

Fiir den Laplace-(Beltrami-)Operator gibt es die Darstellung

0w 9w

x? ox?

weQNU), UcCR",

was zumindest fiir Funktionen w = f € Q°%(U) leicht zu iiberpriifen ist.
Folgende Differentialgleichungen enthalten den Lapace-Operator:

f=Af=p inhomogene Wellengleichung
f=Af=0 homogene Wellengleichung
Af=—p Poisson-Gleichung
Af=0 Potentialgleichung
cf —Af=0 Wirmeleitungsgleichung

Die Maxwellschen Gleichungen im Vakuum (5 = 0 und p = 0) fiithren also auf
insgesamt vier skalare Wellengleichungen (elektromagnetische Wellen). Zeitun-
abhéngige elektrische Felder werden durch die Poisson-Gleichung beschrieben.
Gibt es zusétzlich keine Ladungensdichte, dann ist die Potentialgleichung zu
16sen. Die allgemeine Losungstheorie fiir solche partiellen Differentialgleichungen
wird im 4. Semester behandelt.

Wichtig ist noch zu zeigen, daff man die Bedingung §A + ¢ = 0, die uns die
Differentialgleichungen fiir A und ¢ entkoppelt hat, wirklich 16sen kann. Dabei ist
entscheidend, daf§ A und ¢ durch E und B nicht eindeutig festgelegt sind; es gibt
eine sogenannte Eichfreiheit: Setzt man A — A+df und ¢ — —f fiir f € QO(U),
so bleiben E, B unverdndert. Die Separierungsgleichung geht aber iiber in

A+ ¢ — A+ d—(f — Af).

37

Preliminary version — 8. Februar 2007



Man bestimmt also zunéchst A, ¢ als Losung der inhomogenen Wellengleichungen
und berechnet daraus F und B. Die Eichbedingung 64 + ¢ = 0 wird zunéchst
verletzt sein, wir miissen aber nur wissen, daf§ die Eichung f so gewéhlt werden
kann, daB8 64 + ¢ = 0 zu erfiillen ist. Dann ist die Herleitung der Wellengleichun-
gen fiir die eichtransformierten Potentiale A, ¢ korrekt. Da aber E und B durch
f nicht gedndert werden, bestimmen sich die Feldstirken E, B aus Losungen A, ¢
der Wellengleichungen auch ohne Beriicksichtigung der Eichbedingung.

2.8 Totales Differential

Definition 2.27 Sei U C R eine offene Teilmenge. Eine Abbildung f : U — R™
heiBt total differenzierbar (oder einfach nur differenzierbar) im Punkt x € U, falls es
eine lineare Abbildung A(x) : R™ — R™ und eine auf einer offenen Umgebung V' von
0 € R™ definierte Abbildung ¢ : V' — R™ gibt, so daB

fla+&) = fx)+A(x) o+ ¢(&) mit 5lior§w % =0 firalle £ €V .
£#£0

Dann heiBt die lineare Abbildung (Df)(x) := A(x) das totale Differential (oder
einfach nur das Differential) von f im Punkt z.

Einige Bemerkungen:

e In Definition 2.14 haben wir die Differenzierbarkeit im R! so eingefiihrt,
daBl das totale Differential die direkte Verallgemeinerung ist.

e Um den Restterm nicht ganz so miihsam zu charakterisieren, schreibt
man einfach o([¢||) und meint eine Abbildung ¢ : V' — R™ mit obigen
Eigenschaften.

e Die lineare Abbildung A(z) : R" — R™ ist beziiglich der Standardbasis
durch eine (m x n)-Matrix gegeben, die wir mit dem gleichen Buchstaben
bezeichnen, A(x) = (a;j(z)) € M(m x n,R). Variiert man den Punkt
x € U, soist Df also durch m - n Funktionen a;; : U — R bestimmt.

e Of schreibt man auch df fiir das totale Differential. Wir reservieren d
fiir das duflere Differential. Fiir f : U — R stimmen df und D f iiberein
(siche néchster Satz), aber bei mehrfachen Differentiationen ist DD f #
ddf = 0.

Satz 2.23 Sei U C R" offen und sei f : U — R™ im Punkt x € U total diffe-
renzierbar mit f(x + &) = f(x) + A(z) - £ + o(||€]|) und A(x) = (a;;(x)). Dann
qgilt:

i) f ist im Punkt v € U stetig.

i) Alle Komponenten f; : U — R von f = (f1,..., fm) sind im Punkt x
partiell differenzierbar mit (0; fi)(x) = a;j(x).
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Beweis. 1) Wegen limg_g A(z)-£ = 0 und limg_ o(||€]|) = 0 gilt lim¢_o f(z+&) =
f(z). Damit ist f stetig.
ii) Ist e, der k-te Basisvektor der Standardbasis, dann ist A(z) o e; =
Yoy aij(x)e;, so daB fiir £ = h - e; gilt
filw +h-e;) = fi(x) + aij(x) -h+olh) = (9;fi)(x) = aj(x). O

Satz 2.24 Sei U C R” offen und f : U — R partiell differenzierbar auf U. Sind
alle partiellen Ableitungen 0;f stetig im Punkt x € U, dann ist f im Punkt x
total differenzierbar.

Beweis. Da U offen, gibt es ein 6 > 0 mit Bs(z) C U. Wir wihlen ein ¢ =
(&1,...,&,) € R* mit ||£]] < 6 und betrachten die Punkte z*) := x + Z?Zl &je;.
Es gilt 20 = z und 2™ = x + £. Da sich benachbarte z*~1 und 2 nur in der
k-ten Koordinate unterscheiden, konnen wir den Mittelwertsatz der Differential-
rechnung anwenden: Es gibt also ein n*) € R mit [n®)| < &, so da8

f(Z(k)) - f(Z(kfl)) =&k (3kf)(3/(k)) ) Z/(k) =20 4 U(k)ek .
Das bedeutet

fla+8=f=)+> & Of)y™)

= (@) + D> _@0h)@) - &+ Y (0N ™) = (0 ()) - &

J/

'

#(£)
Fiir £ — 0 strebt y, gegen z. Aus der Stetigkeit der partiellen Ableitungen folgt
lim (0, f)(y™) = (9 d damit tim 2 g O
él_I)%( kf)(y ) ( kf)(x) un aml 5H10I€I]11w Hé”

£#£0

Durch Kombination der Sétze 2.23 und 2.24 folgt, dafl jede stetig partiell
differenzierbare Funktion f : U — R auf U auch stetig ist. Aulerdem gelten
folgende Implikationen:

f U — R stetig partiell differenzierbar
= f:U — R total differenzierbar
= f:U — R partiell differenzierbar

Die Umkehrungen gelten im allgemeinen nicht.

Satz 2.25 (Kettenregel) Seien U C R™ und V. C R™ offene Mengen sowie
f:U—=R™undg:V — RF Abbildungen mit f(U) C V. Die Abbildung f sei im
Punkt x € U differenzierbar und g im Punkt f(x) € V. Dann ist die Abbildung
go f:U — R¥ im Punkt x € U differenzierbar, und es gilt

(D(go f))(x) = (Dg)(f(x)) - (Df)(x) .
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Beweis. Nach Voraussetzung gilt

fx+8&) = f2) +(Df)(@)-E+o(llEl),  g9ly+n) = g(y)+(Dg)(y)-n+o(lnl]) -

Wir berechnen

(9 F)w+€) = g(f(e +€) = g fx) + (D)) - € +olli]))

(Dg)(f(z)) - (Df)(x)) - €
+(Dg)(f(x)) - o(li€l) + o([[(DF)(x) - &+ ollIEID]]) -

Da die letzte Zeile wieder o(]|£]|) ist, folgt die Behauptung. O

0
Linearitiat = = (

Definition 2.28 Sei U C R" offen, x € U und v € R" ein Vektor mit [jv| = 1.
Dann heiBt der Differentialquotient

[z +tv) = f(z)
t

(D,f)() = lim

t£0
die Richtungsableitung der Funktion f : U — R im Punkt z in Richtung v.

Insbesondere sind die partiellen Ableitungen die Richtungsableitungen in Rich-
tung der Standardbasisvektoren, (D, f)(z) = (0;f)(x).

Satz 2.26 Sei U C R™ offen und f : U — R stetig (partiell) differenzierbar.
Dann gilt fir jeden Punkt x € U und jeden Vektor v € R"™ mit |jv]| =1

(Do f)(x) = (v, (grad f)(x)) -

Beweis. Fine stetig differenzierbare Funktion ist nach Satz 2.24 auch total diffe-
renzierbar, so da8 (D, f)(z) = (df)(z) - v. Nach Satz 2.23 ist (df)(x) eine (1 x n)-
Matrix (df)(z) = (a1j(x)) mit ay;(z) = (0;f)(x). Ist v = (v4,...,v;), dann gilt

n

(df)(@)-v =" (9;f)(x) - v; = (v, (grad f)(z)) . N

J=1

Ist grad f # 0 und ist 6 der Winkel zwischen v und grad f, dann gilt fiir das
Skalarprodukt

(Do f)(x) = [[(grad f)(z)]| cos 6 .

Damit ist die Richtungsableitung maximal, wenn v in Richtung grad f zeigt. Das
bedeutet, dafl grad f die Richtung des stéirksten Anstiegs von f angibt.

40

Preliminary version — 8. Februar 2007



2.9 Die Taylor-Formel

Um die im folgenden auftretenden vielen Indizes iibersichtlicher zu gestalten, hat
sich eine abkiirzende Schreibweise eingebiirgert. Sei @ = (a1, ...,a,) € N” ein
Multiindex, d.h. ein n-Tupel von Indizes «; € N. Dann setzt man

la] :==a1+as+ -+ ay, ol i =aqlag! -y

Fiir eine |a|-mal stetig partiell differenzierare Funktion f : U — R schreibt sich
eine mehrfache partielle Ableitung wie folgt:

ol
(0°f)(z) == (O ...0% f)(x) = of

0zt ... Oxon

Dabei ist 0{" f = 0;...0; f. Ebenso setzt man z® := x{" - - 29".

a;mal

Satz 2.27 Sei U C R offen und sei f : U — R eine k-mal stetig differenzierbare
Funktion. Zu x € U sei ein Vektor & € R™ so gewdhlt, daff x + t& € U fir alle
t € [0,1]. Dann ist die Funktion einer Verdnderlichen

g:[0,1] =R, g(t):= f(z+1)
k-mal stetig differenzierbar auf [0,1], und es gilt

d*g k' e
) =D S (0 )+ ).

|a|=k
Dabei lduft die Summe tber alle Multiindizes o mit |o| = k.

Beweis. Zunéchst verwenden wir nicht den Satz von Schwarz, d.h. wir betrachten
0;0; und 0;0; als verschieden. Es gilt © + t& = (1 + t&, ..., z, + t&,). Durch
Subtraktion und sofortige Addition geeigneter Zwischenterme und Ausnutzen der
Kettenregel erhalten wir

() = lim % ( Farr(tR)Er, . . ot (Eh)E) — flar+tey, . .. ,xn+tfn)>

= lim % (£ e, 2ot (R, ., ot (HHR)E)

— f(x1+t&r, 2ot (t+h)Ea, . . ., xp+(t4+h)En)
+.—.+...
+ flr1+t&, . . op 1+t 1, T+ (t+R)E,)

(e, T, xn+t§n)>
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Fiihrt man diese Schritte k-mal hintereinander aus, so entsteht

dkqg
() = > Sl (O BB o+ 10).

11,82,..,0=

Nach dem Satz von Schwarz kénnen wir die partiellen Ableitungen ordnen und
zu 0% zusammenfassen. Ebenso fassen sich die Produkte der &; zu ¢ zusammen.
Es gibt — ! — verschiedene O, ... 0;,0;,, die nach Umordnung das gleiche 9°
ergeben. O

Satz 2.28 (Taylor) Sei U C R offen und sei f : U — R eine (k + 1)-mal
stetig differenzierbare Funktion. Zu x € U sei ein Vektor £ € R™ so gewdhlt, dafs
x+t& €U firallete[0,1]. Dann gibt es ein 0 € [0, 1], so dafs

fer = S@nms Y S

laj<k la|=k+1

Beweis. Wir betrachten die Funktion einer Verinderlichen g : [0,1] — R, die
durch g[t] := f(x + t§) gegeben ist. Nach dem vorigen Satz ist ¢ eine (k + 1)
mal stetig differenzierbare Funktion, auf die wir den eindimensionalen Satz von
Taylor anwenden kénnen: Es gibt also ein 6 € [0, 1] mit

dk+lg

" 1d g 1 ;
=2 5w Ot e

Einsetzen von ¢(t) = f(z + t£) und Verwenden von Satz 2.27 liefert die Behaup-
tung. 0

Der Satz von Taylor ist wichtig bei Abschiatzungen der folgenden Art:

Satz 2.29 Sei U C R” offen und f : U — R eine k-mal stetig differenzierbare
Funktion. Dann gilt fir jedes x € U

flot ) = l%%&f*f)(x) volelr)  firg—0.
Beweis. Da U offen, gibt es_ein § > 0, so daB Bj(x) C U. Dann gibt es zu jedem
¢ € R" mit ||£]| < 0 ein 6 € [0, 1] mit
et = 3 1%(0“1‘)(1:) <% S+ oe)
Y o X S (@ 00 ).

lal<k lal=k
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s gilt [¢2] = [&1]2* - -~ [&uJon < €]l -~ €]l = ]l Da 7 stetig ist, gilt

lim —— 57 £ (00 ) (@ + 06) — (9% ) () =0
5 e 2=

Das ist genau die Behauptung. 0

Fiir £ = 1 ist die Menge aller Multiindizes « mit |a| = 1 gerade die Menge
der Standardbasisvektoren (e;). Somit erhalten wir die Formel fiir das totale
Differential

flz+8) = flx) + (&, (gradf)(z)) + o(l[<]]) -
Fiir £ = 2 ergibt sich

Flo+€) = F@) + {6 (rad @) + 5 D 66 (00,1)(x) + ol €]

ij=1

Dabei gibt es die Moglichkeiten o« = (0,...,0,2,0,...,0) mit o! = 2 und a =
0,...,0,1,0,...,0,1,0,...,0) mit o! = 1, wobei die Einsen an der i-ten und
j-ten Stelle stehen mit ¢ < j. Da eine in 7, j symmetrische Funktion summiert
wird, kann die Summe mit ¢ < j durch die halbe Summe mit ¢ # j ersetzt werden.
Zusammen mit der Summe iiber i = j von a = (0,...,0,2,0,...,0) ergibt sich
die Beziehung.

Definition 2.29 Sei U C R” offen und f : U — R eine zweifach stetig differen-
zierbare Funktion. Dann heiBt die symmetrische n x n-Matrix

(Hess f)(x) = ((0:0,)(x)),, .,
die Hessesche Matrix von f im Punkt z.

Somit gilt

Fle+8) = () + (0,8) + 36, A2) +of€]?)
mit a = (grad f)(z) , A= (Hess f)(z) .

Die Hessesche Matrix ist wichtig bei der Untersuchung von lokalen Extrema einer
Funktion.

Definition 2.30 Sei U C R” offen. Ein Punkt x € U heiBt lokales Maximum bzw.
lokales Minimum, wenn es eine Umgebung V' C U von z gibt, so daB3

f2) > f(y) baw. ()< fly) firalleye V.

Gilt in diesem Fall f(z) = f(y) < « =y, so heiBt das lokale Maximum (bzw.
Minimum) strikt. Ein lokales Extremum ist ein lokales Minimum oder lokales Maxi-
mum.
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Der folgende Satz liefert eine notwendige Bedingung fiir ein lokales Extremum:

Satz 2.30 Sei U C R" offen und f : U — R partiell differenzierbar. Besitzt f in
x € U ein lokales Extremum, so gilt (grad f)(x) = 0.

Beweis. Es geniigt, die n Funktionen einer Verdnderlichen ¢; := f(x + te;) zu
betrachten, wobei e; der i-te Standardbasisvektor ist und t € [—e,€|. Hat f ein
lokales Extremum in z, so hat g; ein lokales Extremum in 0. Dann gilt 0 = ¢/(0) =
(0;f)(x). Da das fiir jedes 1 < i < n gilt, folgt die Behauptung. O

Wir beweisen eine hinreichende Bedingung fiir lokale Extrema unter Verwen-
dung der Hesseschen Matrix. Dazu erinnern wir an die Definitheit einer symme-
trischen Matrix:

Definition 2.31 Eine symmetrische Matrix A = A* € M (n x n,R) heiBt
positiv definit, falls (£, A§) >0 V¢ e R™\ {0},

positiv semidefinit, falls (£, A§) >0 V¢ e R™\ {0},

negativ (semi)definit, falls — A positiv (semi)definit ist,

indefinit, falls es £, € R™ gibt mit (£, AS) > 0 und (n, An) < 0.

Fiir praktische Bestimmungen der Definitheit ist das Determinantenkriterium
(Satz 1.13) hilfreich.

Satz 2.31 Se: U C R" offen und f : U — R zweimal stetig differenzierbar. In
einem Punkt x € U gelte (grad f)(z) = 0.

i) Ist (Hess f)(x) positiv definit, so besitzt f in x ein striktes lokales Mini-
mum.

ii) Ist (Hess f)(x) negativ definit, so besitzt f in x ein striktes lokales Ma-
TUMUM.

iii) Ist (Hess f)(z) indefinit, so besitzt f in x kein lokales Extremum.
Beweis. Zur Vereinfachung der Schreibweise sei A := (Hess f)(z). In einer Umge-

bung V' von x gilt

flo+€) = F@) + 506 A +6(6)  mit 6(6) = ol €]1).

Es gibt also zu jedem € > 0 ein § > 0, so daB} |¢(£)| < €|€]]? fiir alle £ € R™ mit
1€l < 9.

i) Die (n — 1)-Sphire S"! := {n € R" : ||n|| = 1} ist kompakt. Nach Satz
2.17 nimmt die stetige Funktion g : S"~! — R mit g(n) := (n, An) auf S"~! ihr
Supremum und ihr Infimum an. Es gibt also ein p > 0 mit

p:= min {(n, An)} .

neSn—l
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Da fiir beliebiges £ € R\ {0} gilt ﬁf € S 1 folgt (£, A&) > u||€]? fiir alle
¢ € R™ (fiir £ = 0 trivialerweise). Wéhlen wir ¢ so klein, daB |¢(&)| < &[|€]?, so
gilt (&, AE) + ¢(§) > &[|€||*. Folglich haben wir

fle+8) 2 fo)+ el firalle ¢ € R mit [1g] <.

Also hat f in x ein striktes lokales Minimum. Analog beweist man ii).
iii) Wir zeigen, da es v/, y” € U gibt mit f(y') < f(z) < f(y"). Nach Voraus-
setzung gibt es ein £ € R™ mit (£, AS) := p > 0. Dann gilt fiir hinreichend kleine

t>0 0
flo+16) = fz) + 5t° + o(t€) -

Wie zuvor finden wir ein 6 > 0, so daf8 [¢(t£)| < £t° gilt fiir alle 0 < ¢ < 6. Dann
ist f(x+t€) > f(x) fur alle 0 < t < J. Ebenso folgt aus der Existenz eines n € R™
mit (n, An) == —p' <0, daB f(z+t'n) < f(x) fir alle 0 <t < ¢'. O

Ist die Hessesche Matrix im Punkt x positiv oder negativ semidefinit, so muf3
man hohere Ordnungen in der Taylorsche Formel betrachten, um Aussagen iiber
Extrema von f mit (grad f)(z) = 0 zu gewinnen.

Beispiel 2.8 f:R? — R gegeben durch f(x,y) =1+ 2* +y?

Es gilt (grad f)(x,y) = (2, 2y), folglich kann f nur in (0, 0) ein lokales Extremum
haben. Wir testen (Hess f)(z,y) = (2) (2) ) Da (Hess f)(0,0) positiv definit,
hat f im Punkt (0,0) ein lokales Minimum.

f:R?* = R gegeben durch f(x,y) =1+ 2% —3?
Es gilt (grad f)(z,y) = (2x, —2y), folglich kann f nur in (0,0) ein lokales Ex-
(2) _02 ) Damit ist (Hess f)(0,0)
indefinit, so da§ f im Punkt (0,0) kein Extremum hat.

tremum haben. Wir testen (Hess f)(z,y) =

2.10 Der Satz iiber implizite Funktionen

Es geht nun um Funktionen, die implizit definiert sind, z.B. durch Gleichungen
der Form 0 = F(x, f(z)) = (f(x))* + 2 — 1. Wir werden untersuchen, unter
welchen Bedingungen sich derartige Gleichungen zumindest im Prinzip nach f(x)
auflosen lassen und welche Differenzierbarkeitseigenschaften die Losungen haben.
Im obigen Beispiel ist offenbar f(z) = ++/1 — 22. Differentiation von F(z, f(x))
nach der Kettenregel liefert

0=F'(z, f(z)) = (O F)(x, f(2)) + (F)(z, f(2)) [ (z)

@GP @) e
= =GR @) - @
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Satz 2.32 (Banachscher Fixpunktsatz) Sei A C X eine abgeschlossene Teil-

menge eines Banachraums X (d.h. eines vollstindigen normierten Vektorraums
(X, || I)). Die Abbildung ® : A — A sei eine Kontraktion, d.h. es gibt eine
Konstante 0 €]0, 1], so dafs

12(f) —2(g)l| <O|f —gll  firalle f,g€ A.

Dann besitzt ® genau einen Fixpunkt f., d.h. es gibt ein eindeutig bestimmtes
f« € A mit ®(f,) = fi. Fir einen belieigen Anfangspunkt g € A konvergiert die
Folge (fr)ken definiert durch

for=9, feq1=®(fr) firkeN

gegen f., d.h. limy_. fr = fs.

Beweis. 1) Wir beweisen zunéchst die Eindeutigkeit des Fixpunktes. Gibe es zwei
Fixpunkte f,, g%, dann ist

1fs = gull = 19(£) = @(g) ]| < Ol fx — g:ll ,

und damit || f, — ¢.|| = 0 wegen 0 < 6 < 1. Das bedeutet f, = g..

ii) Sei (fx)ken wie oben definiert. Dann ist

[ fisr = fell = 1@(fe = (frmt)l| < Ol fx — famall < -+ < 0¥ f1 = foll -

Fiir m > [ betrachten wir

o= £l = | X2 e = )| < 2 s = full < D2 0512 = ol
k=l k=l k=l

_aomy\ _ _nl _ .

Damit ist (fx)ren eine Cauchy-Folge, die wegen der Vollsténdigkeit des Banach-
Raums gegen einen Punkt f, konvergiert. Da A abgeschlossen, liegt der Grenzwert
f« sogar in A. Aus f, = limg_ fr und fry1 = O(fx) folgt ®(f) = fa. O

Satz 2.33 Sei U C R" offen. Der Vektorraum Cy(U,R™) der beschrinkten steti-
gen Abbildungen f : U — R™, zusammen mit der Norm || f|| := sup,cy || f(2)]],
st ein Banachraum.

Beweis. Zu zeigen ist die Vollstandigkeit. Sei (fi)ren beziiglich dieser Norm eine
Cauchy-Folge von Abbildungen f;, € Cp(U, R™), d.h. fiir jedes ¢ > 0 gibt es ein k €
N mit sup, || fi(z)—fj(2)|| < efiiralled, 7 > k. Dann ist auch || f;(z)—f;(z)|| < €
fiir alle 7,5 > k und alle x € U. Da zu gegebenem x € U gilt f;(z) € R™ und jede
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Cauchy-Folge im R" konvergiert, wird durch f(x) := limy_ o fr(x) punktweise
eine Abbildung f : U — R definiert.

Zu zeigen ist, dafi f stetig ist und daB (fx)ren in Cp(U,R™) gegen f kon-
vergiert. Da (fi)ren eine Cauchy-Folge in C,(U,R™) ist, gibt es zu jedem € > 0
ein k € N, so daf} fiir alle 7,7 > k£ und einen beliebigen Punkt x € U gilt
| fi(z) — f;(z)]] < e. Das gilt aber auch fiir den Grenzwert j — oo:

lim [[fi(2) = f3(@)l = 1 fi(z) = f(@)]| <€ firaller €U

Das bedeutet, dafl (fx)ren gleichmifig gegen f konvergiert. Nach Satz 2.8 ist f
dann auch stetig. Da || fi(z) — f(z)|| < € fir i > k und f; beschrinkt ist, ist f
ebenfalls beschrankt, und

1fi = fll :Slelgﬂfz(ﬂf)—f(x)H <e€ fiir alle s > k .

Also gilt limy_o fx = f € Co(U,R™). d

Satz 2.34 (iiber implizite Funktionen) Seien U; C R™ und Uy C R™ offene
Teilmengen und F = (Fy,...,F,,) : Uy x Uy — R™ eine stetig differenzierbare
Abbildung. Es sei (a,b) € Uy x Uy ein Punkt mit F(a,b) =0, und im Punkt (a,b)
sei die Jacobi-Matrix

OF1 OF
OF Oyr 7 Oym
(5 )@n=| : - : |@bhecLmR)
dy OFm OFm

wnvertierbar. Dann gibt es eine offene Umgebung Vi C Uy von a und eine Umge-
bung Vo C U, von b sowie eine stetig differenzierbare Abbildung g : Vi — Vo C R™,
so daf

F(x,g(x))=0  firallex e V; .

Mit anderen Worten: Ist eine implizit gegebene Gleichung F'(z, g(z)) = 0 in einem
Punkt a l6sbar mit g(x) = b und F(a,b) = 0, dann ist sie (unter den gegebenen
Voraussetzungen) sogar in einer Umgebung Vi von a l6sbar.

Beweis. Wir setzen B := (%—5)(&,1}) € GL(m,R). Damit werde eine Abbildung
G : U; x Uy — R™ definiert durch

Gx,y):=y—B ' Flz,y), zely,yeclyCR".
Die Jacobi-Matrix von G im Punkt (z,y) € Uy x Uj ist

)(x,y) = Em—B_1-<a—G>(x,y) = (a—G>(a,b) =0¢e M(mxm,R) .

oG
(_ Jy dy

dy
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Da die Matrixmultiplikation als lineare stetige Abbildung M (m x m,R) x R™ —
R™ aufgefait werden kann, wird nach Definition 2.11 eine Norm auf M (m xm, R)
erklart. Insbesondere gilt || Ax|| < ||Al|||z]| fiir alle x € R™ und A € M(mxm,R).
Da F auf U; x U, stetig differenzierbar ist, gibt es Umgebungen W; C U; von a
und W5 C U, von b, so daf

H (%)(fﬂ,y)u < % fiir alle (z,y) € Wi x Wy .. (1)

Entscheidend ist die Beobachtung
Flz,y)=0 < y=G(zy)
und insbesondere b = G(a, b). Damit fithren wir die Lésung von F'(x,y) = 0 nach

y auf ein Fixpunktproblem zuriick.

(1. Konstruktion der Abbildung g) Wir geben zunéchst einen vereinfachten Be-

weis, der die Abbildung ¢g nur punktweise konstruiert und keine Informationen

iiber Stetigkeit liefert. Die Gebiete konnen dann etwas grofler gewihlt werden.
Nach dem Satz von Taylor gilt

G(z,y) — G(z,n) = (%)(ﬂw) y=n)+oly—mn), éy—mn) =olly—nl).

fiir alle z,y € Wy x W, Es gibt also ein r > 0, so dafl

1 N . 5
loCy =l < glly ==l fiir alle y € Wy mit [ly —nf| < 5r. (2)
Essei Vo :={y € Wy : |y —>b]] < r} C Wy die abgeschlossene Kugel mit

Mittelpunkt b und Radius r. Damit gilt

16w,y = Gl < || (5 ) o Iy =l + oty =l < Fhw =l @)

fiir alle z € W; und alle y,n € V,. Folglich ist fiir beliebiges, aber festes x € W}
die Abbildung ® : Vo — R™ definiert durch ®(y) := G(z,y) eine Kontraktion
auf der abgeschlossenen Teilmenge V5 C R™, so dafl es nach dem Banachschen
Fixpunktsatz zu jedem x € W; genau einen Fixpunkt y, € V5 gibt mit y, =
®(z,y.) = G(z,y,). Dann ist die so definierte Funktion ¢ : V; — V5 mit g(z) := vy,
aber Losung des Problems F(z, g(z)).

(2. Stetigkeit von g) Wie zuvor sei Vo :={y € Wy : |ly —=b|| < r} C Wy mit r
aus (2). Da G(a,b) = b, gibt es wegen der Stetigkeit von F' eine offene Umgebung
Vi € Wy von a, so dafl

T
sup [|G(z,b) — bl < 7 -
zeVy
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Zusammen mit (3) folgt

swp [Gla,y)—b < swp (G y) — Gl b + Gl b) = b)) <

(xvy)evl x V3 (I,y)€V1XV2
(4)

Wir betrachten jetzt stetige und beschriankte Abbildungen v € Cp(Vi, R™) mit
|7l = sup,ev, |@(x)]]. Zu gegebenem ¢ € Cyp(Vi,R™) werde eine Abbildung ) :
Vi — R™ definiert durch

V(@) = Gla,y(x) =v(x) - B~ F(z,7(z)) .

Wegen der Stetigkeit von F' ist v ebenfalls stetig. Auflerdem ist v beschrankt:
Falls ||y — b]] < r, dann gilt nach (4) auch || — b|] < r. Dabei wird b als
die konstante Funktion aufgefaft. Damit wird durch ®(7) := ¢ eine Abbildung
® : A — A der abgeschlossenen Teilmenge

A={y € G(V,R™) = [y —b]| <7} CC(V1,R™)
eines Banach-Raumes auf sich selbst definiert. Nach (3) gilt fiir alle v € A
12(71) = @(12)]| = sup [|G(z, 11 (x)) = G2, 72(2))]]

reV

3 3
< g sup Im(@) =@l = 7lm =l -

zeVy

Folglich ist ® : A — A eine Kontraktion und hat nach dem Banachschen Fix-
punktsatz genau einen Fixpunkt v, € C,(V, R™). Diese eindeutig bestimmte steti-
ge und beschrinkte Funktion g = 7, : V4 — R" 1ést die Gleichung F(x, g(x)) =0
fur alle z € V}.

(3. partielle Differenzierbarkeit der Loésung) Die Jacobi-Matrix (8F )(x,y) €
M (m x m,R) ist genau dann invertierbar, wenn ihre Determinante unglelch Null

ist. Da die Determinante als Polynom der Matrixelemente eine stetige Funktion
der Matrixelemente ist und det B = det((g—g)(a, b)) # 0 ist, gibt es eine Umge-

bung V{ C V4 von a, so daB (%5 )(:L' g(x)) invertierbar ist fiir alle z € V.

Uber die Losung g = (91,---,9m) : V{ — R™ definieren wir eine Abbildung
F:V! = R™ durch F(z) := F(z,g(z)). Da F(z) =0 fiir alle z = (z1,...,2,) €
V{, verschwinden auch alle partiellen Ableitungen von F":

9gi
(52,
y=g(z) T

0= ()@= ()l + 3 () e

Sind Kj(z,y) die Matrixelemente der inversen Matrix J~! = (Kj(z,y)) der
Jacobi-Matrix

J= Uiy € Mimx m ), (o) = (50 w0
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von F'im Punkt (x,y), dann erhalten wir

(2 = =3 Kt (2

=1 J

v=g(x)
Insbesondere ist g : V] — R™ partiell differenzierbar.

(4. totale Differenzierbarkeit von g) Es geniigt, die totale Differenzierbarkeit
im Punkt z = a zu zeigen. Dazu sei

OF;

B :=(Bj;) € GL(m,R) , By = <<9_y->(a’ o)
J
OF,

C = (Cu) € M(m x n,R) , G = (G0 ) (@)

Da F' nach Voraussetzung differenzierbar ist, haben wir nach der Taylor-Formel
=0

Ist g(x) die Losung von F(x, g(x)) = 0 fiir x € V/, so folgt

g(x) =g(a) =B~ C-(z—a) =B~ ¢(x,9(x)) . (5)

Also bleibt zu beweisen, dafl ¢(z, g(x)) = o]z — al|). Wegen ¢(x,y) = o(||(x —
a,y —b)||) gibt es zu jedem € > 0 eine offene Umgebung V von a und eine offene
Umgebung Vi von b, so daf

oz, y)|| < el —all +lly —bl)  firalle (z,y) € V" x V5 .

Wegen der Stetigkeit von g gibt es eine offene Umgebung V¥ C Vf, so dafl
(x,g(x)) C VI x V5. Also ist

lp(z, ()| < e(lle —all + llg(z) —bl))  fir alle z € V"

_1
2B~

lg(z) = ol < IB7HIICH|2 — all + 1B~ [[[l¢(x, g ()l

. 1
< 1B lIClle = all + 5 (e = all + llg(x) — bl])
yL ezl

Fiir e = folgen aus (5) die Abschitzungen

fiir alle z €

= g(@) =l < 2IBIC| + 1)z —af  fir alle z € V;Y/EIED"
Somit gibt es zu jedem ¢ > 0 eine Umgebung Vi = Vi N VIV o daB

l¢(z, g(@))Il < eIBTHICT +2) |z —all  fiir alle 2 € V.
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Also ist g in a differenzierbar. 0J

Eine erste niitzliche Anwendung des Satzes {iber implizite Funktionen sind
die Hohenlinien von Funktionen zweier Verinderlicher f : U — R mit U C R?
offen. Eine Niveaumenge von f ist die Menge

Ny(c) i={(z,y) €U : f(x,y) =c}

fir ¢ € R. Dabei kann Nf(c) leer sein, aus einem Punkt gestehen oder eine
eigentliche Hohenlinie darstellen. Im letzten Fall kann der Satz iiber implizite
Funktionen genutzt werden, um die Hohenline lokal zu konstruieren.

Es werde vorausgesetzt, daf eine Losung (a,b) € U mit f(a,b) = ¢ bekannt
ist. Wir konnen (grad f)(a,b) # 0 voraussetzen (sonst gibt es ein lokales Ex-
tremum oder einen Sattelpunkt, was wir schon vorher untersucht hatten). Ist
(%)(a, b) # 0, dann konstruiert fiir F(z,y) := f(x,y) — ¢ der Satz iiber impli-
zite Funktionen ein offenes Intervall I mit a € I und eine eindeutig bestimmte
(partiell) differenzierbare Losung g : I — R, so dafl f(z,g(x)) = c fiir alle z € T
gilt. Ist (g—;)(a, b) # 0, so kann/mufl man die Rolle von x und y vertauschen:
Fiir F(y,z) := f(x,y) — c konstruiert der Satz iiber implizite Funktionen fiir ein
offenes Intervall J mit b € J eine eindeutig bestimmte (partiell) differenzierbare
Losung h: J — R, so daB f(h(y),y) = c fir alle y € J.

Dadurch wird eine offene Teilmenge V' der Hohenlinie konstruiert. Man kann
einen so gewonnenen Punkt der Teilmenge als neuen Startpunkt fiir den Satz
iiber implizite Funktionen nehmen und so die Hohenlinie iiber die Teilmenge
V' hinaus ausdehnen. Das Konstruktionsverfahren 148t sich auf dem Computer
implementieren und kann zur dreidimensionalen Visualisierung von Funktionen
f U — R verwandt werden.

Eine weitere wichtige Anwendung des Satzes iiber implizite Funktionen ist
das lokale Invertieren einer Abbildung f :V — U mit U,V C R™.

Satz 2.35 Sei V. C R" offen und die Abbildung f : V — R" stetig differenzierbar
auf V. In einem Punkt b € V sei das totale Differential von f invertierbar, d.h.
(Df)(b) € GL(n,R). Dann gibt es eine offene Umgebung Vo C V wvon b und eine
offene Umgebung Uy C R™ von a := f(b) so daf$ f : Vo — Uy bijektiv ist und
die Umkehrabbildung g = f~ : Uy — Vj stetig differenzierbar ist. Auferdem gilt
(Dg)(a) = ((DF)(B)) .

Beweis. Wir verwenden den Satz iiber implizite Funktionen mit F': R" xV — R"
gegeben durch F(x,y) := = — f(y). Ziel ist lokale Auflésung nach y = g(x) =

@)
Es gilt F(a,b) = 0 und (%)(a,b) = —(Df)(b) € GL(n,R). Nach dem Satz
iiber implizite Funktionen existiert eine offene Umgebung U’ von a, eine Umge-
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bung V' C V von b und eine eindeutig bestimmte stetig differenzierbare Abbil-
dung g : U' — V', so daf

F(x,g(x)) =2 — f(g(x)) =0  firallex €U’ .

Wegen der Stetigkeit von f gibt es eine offene Umgebung Vy, C V von b mit
f(Vo) := Uy C U'. Aus der Stetigkeit von g folgt, dafl Uy offen ist. Also ist
f: Vo — Uy bijektiv mit f~1 = g : Uy — V4.

Aus y = g(f(y)) und der Kettenregel folgt

(D(go N)y) = En = (Dg)(f(y) - (Df)(y)  fiiralley € Vg
und insbesondere (Dg)(a) = ((Df)(b))~*. O

Als Anwendung der lokalen Invertierbarkeit betrachten wir die Umrechnung
zwischen kartesischen Koordinaten und Polarkoordinaten. Dazu sei f : R} xR —
R? gegeben durch f(r,¢) := (rcos¢,rsin¢). Das totale Differential (Jacobi-
Matrix) ist

TG A N e it
ne)r= % ?Tj ne)r= sing  rcos¢
Damit gilt det((Df)(r,¢)) = r > 0, die Jacobi-Matrix ist also in jedem Punkt
(r,¢) € R% x R invertierbar. Folglich ist f in jedem Punkt von R?\ {0} lokal
invertierbar. Das ist in diesem Fall auch direkt zu erhalten: Ist f(r, ¢) = (x,y),
dann ist 7 = /22 +y? und cos ¢ = ¥, sin¢ = £. Damit erhalten wir die Jacobi-
Matrix fiir eine lokale Umkehrung g : U — V mit f(g(z,y)) = (z,y) zu

D)) = (Do) = ((“Bs W) - ( Vi Ve ) .

T
T r T w242 z2+y2

Eine Bijektion 148t sich z.B. finden zwischen
[iRIx =2, 5[ = Rl xR.

Fiir (z,y) € RY xR setzen wir dann g(z,y) = (x/xQ + 92, arctan g) Es existiert
aber keine globale Bijektion f: R* x R — R? da f periodisch im Winkel ¢ ist.

2.11 Untermannigfaltigkeiten

Definition 2.32 Eine Teilmenge M C R"** heiBt n-dimensionale Untermannigfal-
tigkeit, wenn zu jedem Punkt a € M eine offene Umgebung U C R"** von a und
eine stetig differenzierbare Abbildung f : U — R” existieren, so daB

) UnM = f~(0)

92

Preliminary version — 8. Februar 2007



i) fir alle z € U mit f(x) = 0 € R* hat das Differential (Df)(x) € M(k x
(n+ k),R) den maximalen Rang k.

Mit diesen Bezeichnungen heiBt k& die Kodimension von M.
Beispiel 2.9 (Sphire S™) Dazu sei U := R"™ \ {0} und f : U — R!

gegeben durch f(z) = i + -+ 4+ 22, — 1. Dann ist rang((Df)(z)) =
rang(2(x1,...,Tuy1)) = 1 fiir alle x € U. Somit ist

UNS" =8 = F10) = {(o1,. .. tner) ER™L - @b bad,, = 1)
eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit. Die Kodimension ist 1.

Definition 2.33 Sei M C R"** Untermannigfaltigkeit, « € M und f : U — R*
die die Untermannigfaltigkeit M definierende differenzierbare Abbildung mita € U C
R"™**_ Dann heiBt der Untervektorraum

T.(M) :=ker((Df)(a)) = {v € R"™ . (Df)(a) v =0} C R*"**

der Tangentialraum von M im Punkt a € M. Sei orthogonales Komplement beziiglich
des kanonischen Skalarprodukts ( , ) im R™*%,

No(M) :=T,(M)* :={w € R"™ : (v, w) =0 fiir alle v € T,(M)}

heiBt der Normalenvektorraum von M im Punkt a. Elemente v € T, (M) bzw. w €
No(M) heiBen Tangentialvektoren bzw. Normalenvektoren an M im Punkt a.

Zu bemerken ist, daB der Kern einer linearen Abbildung F' : V' — W ein Un-
tervektorraum ist von V' ist. Wegen dim(V') = dim(ker(F)) + rang(F") folgt mit
F = (Df)(a), daB T,(M) ein n-dimensionaler Vektorraum ist. Damit ist N, (M)
ein k-dimensionaler Vektorraum.

Definition 2.34 Sei T' C R" offen. Eine stetig differenzierbare Abbildung ¢ : T —
R"™* heiBt Immersion, wenn der Rang des totalen Differentials

_ %

(Do)(t) = (ai;(t)) € M((n+k) x n,R), Qij o1, (t)

in jedem Punkt ¢t € T gleich n ist.

Satz 2.36 (lokales Koordinatensystem) Sei M C R"** eine n-dimensionale
Untermannigfaltigkeit. Dann gibt es zu jedem Punkt a € M eine offene Umgebung
V C M, eine offene Umgebung T C R™ und eine Immersion ¢ : T — R die
T homéomorph auf V' abbildet.

Ein Homéomorphismus war eine bijektive stetige Abbildung ¢ mit stetigem In-
versen ¢~ L.
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Lemma 2 (angepafite Koordinaten) Sei M C R"™™" eine n-dimensionale
Untermannigfaltigkeit. Dann gibt es zu jedem a € M eine Zerlegung R"F =
T,(M) ® No(M) ~ R* x R* mit offenen Mengen U, C T,(M) ~ R" und
Uy C No(M) ~ R* sowie eine differenzierbare Abbildung g : Uy — Us, so dafs
MO (U x Us) = {(y,9(y)) : y €U}

Beweis: Es werde ein Koordinatensystem im R"™* gewihlt, da die ersten n
Koordinatenrichtungen den Tangentialraum 7, (M) aufspannen und die letzten k
Koordinatenrichtungen den Normalenvektorraum N, (M). In diesen Koordinaten
habe * € M die Darstellung z = (y,z) mit y € R® und z € R*. Speziell ist
a = (Yo, 20). Seien V; C R" eine offene Umgebung von 1 und V, C R* eine
offene Umgebung von zy, so dal (Df)((y,z)) € M((n + k) x k) fiir alle (y,2) €
M N (V] x V,) maximalen Rang k hat.

Es gilt (Df)(x,y) = (aij(y,2)) mit a;;(y,2) = 2Li(y,2) fir 1 < j < n und

= 5
intj(y, 2) = gfj (y,2) fiir 1 < j < k. Dann gilt fiir die Jacobi-Matrix %(yo, 20) =
)

(bij) € GL(k,R), mit b;; = g—Z(yO,ZO), denn %(yo,zo) ~w = (D f(yo,20)) - (0,w)
und (0, w) liegt im Komplement von ker((D f)(yo, 20)). Nach dem Satz iiber im-
plizite Funktionen existiert eine offene Umgebung U; C V; von gy, und eine offene
Umgebung Us C V5 von zg sowie eine eindeutig bestimmte stetig differenzierbare

Abbildung ¢ : Uy — Us mit f(y,g(y)) = 0 fiir alle y € Uy. O

Beweis von Satz 2.36. Nach Lemma 2 existieren offene Teilmengen U; C R"
und U, C R* sowie eine stetig differenzierbare Abbildung ¢ : U; — Us, so da8
MnN U xU) = {(y,9(y)) , y € Ur}. Wir setzen V.= M N (U; x Uz) und
T = Uy sowie ¢(y) = (y,9(y)). Surjektivitit von ¢ : T — V folgt aus der
Konstruktion und Injektivitdt aus der Eindeutigkeit von g. Also ist ¢ bijektiv
und stetig. Stetigkeit von ¢! : V — U folgt aus der Moglichkeit beliebiger
Verkleinerungen von U, V' (das Urbild offener Mengen muf offen sein).

SchlieBlich gilt (D¢)(y) = ( (D%S?y)

auch ¢ differenzierbar in y, und es gilt rang((D¢)(y)) = n. Damit ist ¢ : T — V
eine Immersion. U

>. Da g differenzierbar auf T ist, ist
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Es sei bemerkt, dafl auch die Umkehrung von Satz 2.36 gilt: Ist eine Immersion
¢ mit diesen Eigenschaften gegeben, dann kann man zeigen, daf§ M Unterman-
nigfaltigkeit ist.

Satz 2.37 Sei M C R"* eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit, lokal de-
findert durch die Abbildung f = (f1,...,fx) : U — R* wobei U C R"™ offen
ist. Seia € M NU ein Punkt und ¢ = (¢1,...,0nsx) : T — R die aus f
konstruierte Immersion, die T C R™ homdomorph auf eine Umgebung V- C M
von ¢(t,) = a € M abbildet. Dann gilt:

i) Zu jedem Tangentialvektor v € T,(M) im Sinne von Definition 2.34 gibt
es eine Kurve y :|—e, e[ — M durch a = ~(0), so dafi v Tangentialvektor
an v 1m Punkt a ist.

ii) Ist umgekehrt v ein Tangentialvektor an eine Kurve v : I — M durch
a € M, dann gilt v € ker(Df)(a).

iii) Die Familie ((0;0)(t.)) . der Vektoren (9;0)(t,) € R™™ ist eine
Basis von T,(M).

iv) Die Familie ((grad f;)(a))
eine Basis von N,(M).

j=1,...,

n+k ;
1 der Vektoren (grad f;)(a) € R™™" ist

.....

Beweis. Sei v : I — M eine Kurve auf M durch v(0) = a, wobei das Intervall
I =]—¢, €[ so gewiihlt sei, daf} die Kurve s = ¢~ ' o~ : I — T durch ¢, = s(0) =
¢~ '(a) vollstindig in T liegt. Wegen f(4(t)) = 0 fiir alle t € T gilt

0= (D(fo9))(ta) = (Df)(a) - (Do)(ta) € M(k x n,R) . (*)

Schreiben wir (D¢)(t,) = (v, ...,v,) € M((n+k)xn,R), v; = (9;¢)(t,) € R*™*,
so folgt v; € T,(M) fir alle 1 < j < n.

iii) Wegen rang((D¢)(t)) = rang((0;¢;)(t)) = n ist die Familie (v;);=1, . n

linear unabhéingig und spannt somit einen n-dimensionalen Untervektorraum von

R™* auf, der wegen der Gleichheit der Dimensionen identisch mit 7, (M) ist. Also

.....

i) Damit 148t sich jeder Vektor v € T,(M) schreiben als v = )" | ¢;v;. Zum
entsprechenden Vektor ¢ = (¢q, ..., ¢,) € R” wihlen wir die Kurve v(7) = ¢(t, +
cr). Dann ist

n n

Y(0) = (60 9))(0) = 3 (00) 1)50) = S (0 ta)es = v

i=1 i=1
ii) Nach der Kettenregel gilt fiir den Tangentialvektor v and die Kurve ~
d n
v=7(0) = ((¢05))(0) = Y (90)(ta) 1(0)
i=1
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Damit ist v € T,(M).

iv) Wegen (Df)(a) = (a;;) € M(k x (n+ k),R), a;; = (0;fi)(a) sind die
Zeilen von (Df)(a) gegeben durch die Vektoren (grad f;)(a), ¢ = 1,...,n. Nach
(*) gilt (Df)(a) -v = 0 fir alle v € T,(M) und somit (grad f;)(a) € N,(M).
Wegen rang((Df)(a)) = k ist die Familie ((grad fi)(a))i: , linear unabhéngig
und damit wegen der Gleichheit der Dimensionen eine Basis von N, (M). O

-----

Satz 2.38 (Extrema mit Nebenbedingungen) Sei M C R"™* eine n-
dimensionale Untermannigfaltigkeit, lokal definiert durch die Abbildung f =
(fi,.- o fr) : U — R* fir U c R offen, mit M N U = f~1(0) und
(rang(Df)(x)) =k fir allex € M NU.

Gegeben sei eine Funktion F' : U — R, so daf$ die Einschrdinkung F|M
MNU — R im Punkt a € M ein lokales Mazimum (bzw. Minimum) besitzt, d.h.
es gibt eine Umgebung V- C M NU won a, so dafs

F(b) < F(a) bzw. F(b) > F(a) fir allebeV .

Dann gilt (grad F')(a) € No(M), es gibt also Konstanten Ay, ..., A\, so dafs

(grad F')( Z Ai(grad f;)(a

Diese Konstanten Ay, ..., \; heiffen Lagrange-Multiplikatoren.

Beweis. Da F ‘ o I a € M ein lokales Extremum hat, hat die nochmalige Ein-
schrinkung auf eine Kurve v :|—¢, e[ — M durch v(0) = a ein lokales Extremum
int=0:

0= (-(F o)) (0) = (DF)(a) - 7/(0).
Wegen 7/(0) € T,(M) gilt (DF)(a) = (grad F')(a) € N, (M). O

Mit der Methode der Lagrange-Multiplikatoren 1&8t sich z.B. beweisen, daf3
fiir eine symmetrische Matrix A = A" € M(n x n,R) die Einschrinkung der
Funktion F': R" — R, F(z) = (z, Az), auf die Einheitssphére ihr Maximum und
Minimum in einem Eigenvektor annimmt. Der Lagrange-Multiplikator ist dann
der Eigenwert (Ubungsaufgabe).

Untermannigfaltigkeiten spielen eine wichtige Rolle in der Mechanik. Gegeben
sei ein mechanisches System aus N Teilchen (gleicher Masse m). Ein Zustand des
Systems wird beschrieben durch einen Punkt z = (x1,...,23y) € R* (Anga-
be aller Koordinaten zu gegebenem Zeitpunkt). Dem System werden £ holono-
me Zwangsbedingungen auferlegt, beschrieben durch & Gleichungen fi(x) = 0,

.y J(z) = 0. Wir setzen voraus, dafl fiir die aus den partiellen Ableitungen

a;;(z) = (g—gi)(x) gebildete Matrix der partiellen Ableitungen maximalen Rang
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hat, rang(a;j(x)) = k fiir alle x € M. Dann definieren die Gleichungen eine
n = (3N — k)-dimensionale Untermannigfaltigkeit M C R"**. Zustinde des Sy-
stems mit Zwangsbedingungen sind dann durch Punkte aus M zu beschreiben.
Die Dimension von M entspricht der Zahl der Freiheitsgrade.

Nach Satz 2.36 gibt es zu jedem Punkt a € M eine offene Umgebung
V C M sowie eine Umgebung 7" C R™ und eine Immersion ¢ : T' — M, die T'
homoomorph auf V' abbildet. Die Koordinaten (qi,...,q,) eines Punktes ¢ € T
heiflen verallgemeinerte Koordinaten.

Sei (Kj(a));=1,..sn eine Familie von Kréften, die auf die Teilchen wirken. Dann
wird die Beschleunigung der Teilchen beschrieben durch das d’Alembertsche Prin-
7ip

(mij(a) — Kj(a),v) =0,

wobei v € T, M ein beliebiger Tangentialvektor ist. Die Forderung besagt, dafl
die durch Z;(a) := mi;(a) — K; definierten Zwangskrifte keine virtuelle Ar-
beit verrichten bzw. Normalenvektoren sind. Somit gibt es zu jeder Kompo-
nente Z;(a) der Zwangskraft Lagrange-Multiplikatoren Aj, [ = 1,...,k mit
Z;i(a) = S0 Mi(a) (grad f;)(a). Es liegt dann nahe, die Zwangskraft mit dem
Gradienten einer Funktion W : U — R in Verbindung zu setzen, deren Ein-
schrankung auf M im Punkt a ein lokales Extremum hat. Diese Funktion ist die
Wirkung und die Extremalitatsforderung heifit Hamiltonsches Prinzip.

Beispiel 2.10 Eine eindimensionale Untermannigfaltigkeit M C R? werde durch

L2
f(x17x27$3) = l‘%‘{‘vf?;—l
Pendels, bestehend aus einem Massenpunkt aufgehdngt an einem masselosen Seil
der Lange [, und zusétzlicher Beschrankung der Bewegung auf die Ebene x5 = 0.
Es gilt

, | definiert. Das ist relevant fiir die Dynamik eines

D) = (0 o gy )+ TePNE) =2 T A0,

Damit bilden n;(z) := (grad f1)(z) = (0,1,0) und no(z) := (grad fo)(x) =
(221,0,2x3) eine Basis von Nz, 4, .24)(M) und v(z) = (—x3,0,2;) eine Basis von
T a1 ,20,25)(M). Auf den Massepunkt wirke die Kraft (K, Ky, K3) = (0,0, —mg).
Das d’Alembertsche Prinzip liefert

miy = —2Xa(x) 21, mis = A(x) , mis = —mg — 2 () x3 .

Die Zwangskraft Z = (—2Xyx1,0, —2Xox3) ist dann die Seilspannung.

2.12 Die Euler-Lagrange-Gleichungen

Wir zeigen zunéchst, dafl man bei geeigneten Voraussetzungen Integration und
partielle Differentiation vertauschen kann.
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Satz 2.39 Sei I = [a,b] C R ein kompaktes Intervall, U C R"™ eine Umgebung

und f: I xU — R eine stetige Funktion. Dann ist die durch ¢(x) = fab dt f(t,z)
definierte Funktion ¢ : U — R stetig.

Beweis. Es sei (x)ren eine Folge von Punkten x; € U, die gegen = € U konver-
giert. Wir betrachten die Folge der Funktionen Fj : I — R, Fy(t) := f(¢,xy). Da
die Menge X := I x ({z} : k € N}U{z}) kompakt ist, ist nach Satz 2.19 die Ab-
bildung f : X — R gleichméfig stetig. Zu gegebenem € > 0 gibt es also ein § > 0,
so dafi fur alle (¢, ), (t/,2") € X mit ||(¢,z)— (¥, 2")| < dgilt || f(¢t,z)—f(',2)| <
e. Insbesondere gibt es ein [ € N, so daBl || f(t,z) — f(¢,x)|| < € fiir alle t € [
und alle & > [. Folglich ist (Fy)ren gleichméfig stetig, so daf§ Integration und
Grenzwertbildung vertauschen:

lim bdt ft,zy) = /bdt(klim f(t,zy)) = /bdx f(t,x) .

—
kooa

Damit ist ¢ : U — R stetig. U

Satz 2.40 Seien I,J C R kompakte Intervalle und f : I x J — R eine stetige
Funktion, so daf$ f(t,x) nach x stetig partiell differenzierbar ist. Dann ist die
stetige Funktion ¢ : J — R mit ¢(x) := [, dt f(t,x) stetig differenzierbar, und es
qgilt
of
! = [ dt —(t .
o) = [ a5t

Beweis. Es sei (xy)ren eine Folge von Punkten ) € J, die gegen = € J konver-
giert, wobei x; # x fiir alle £ € N. Nach dem Mittelwertsatz gibt es zu jedem
te€lund k € N ein y;, € J zwischen x und zy, so dafl

f(tv:pk) B f(t7$)

T — T

= (82f>(t7 yk) :

Da I x J kompakt ist, ist (0of) (¢, ) auf I x J gleichméafig stetig. Also gibt es zu
jedem € > 0 ein § > 0, so dafl

1 (Oof)(t, 2)— (D f)(t', 2")|| < € fiir alle (t,z),(t',2") € IxJ mit ||(t,x)—(t',2")]| <4 .
Insbesondere gibt es ein [ € N, so dafl
|(O2f)(t, ) — (Oof )(t, yr)|| <€ fir alle t € I und alle k > [ .

Also ist die Folge ((Oof)(t, yx))ren gleichméBig konvergent auf I, so daf Integra-
tion und Grenzwertbildung vertauschen:

o) = lim 2@ =@ _ L(/dt F(t,an) — /dt f(t,x))

k—o0 T — T k—oo Ty — T
_ . f(t,xk)—f(t,J?) _
= [ar(pm TERIZTED) ot upyien). 0
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Preliminary version — 8. Februar 2007



Das FErgebnis iibertriagt sich sofort auf mehrere Variablen, da diese bei partiellen
Ableitungen festgehalten werden: Ist I C R ein kompaktes Intervall, U C R" offen
und f : I x[a,b] — R eine stetige Funktion, die stetig partiell differenzierbar nach
xy,...,x ist, dann gilt

0 b b of
8%/“ dtf<t7$1>...,xn):/a dt (ax)(t,xl,...,xn).

7

Mit C?[a, b] werde der Vektorraum aller zweimal stetig differenzierbaren Funk-
tionen iiber dem kompakten Intervall [a,b] C R bezeichnet. Zu a, 3 € R betrach-
ten wir die Teilmenge

€2 5la.b) = {f € Cat] = fla)=ar, f(b) = 1} C C*la.b]

der zweimal stetig differenzierbaren Funktionen mit vorgegebenen Werten am
Rand des Intervalls. Fiir eine zweimal stetig differenzierbare Funktion L : [a, b] x
R"™ x R™ betrachten wir die Abbildung

S (C24la,b)" — R,

S(61s .2 6n) :=/ 0 L(t,61(0), - dult), 84(0), . 60(1)) |

mit (C7 zla,b])" == C2 5 la,b] x --- x C2 5 [a,b]. In physikalischen Anwendun-
gen heiffit L die Lagrange-Funktion und S die Wirkung. Zur Fixierung der
partiellen Ableitungen setzen wir L(¢,q1,...,qn,v1,...,v,) und entsprechend
(O L)(t,q,v) = g—é(t,q,v) und (014n4iL)(t,q,v) = g—fi(t,q,v). Eine typische
Problemstellung der Variationsrechnung ist es, das Infimum von S auf (C2 4[a, b])"
zu suchen:

Satz 2.41 Mit diesen Bezeichnungen gilt: Eine notwendige Bedingung fir die
Realisierung S(¢) = infwe(ciﬁ[a,b])” S(v) des Infimums durch die Funktion ¢ €

(C2 gla, b)) ist die Erfillung der Euler-Lagrange-Gleichungen

(o) 909 - (qu Jtolt),d) =0, 1<i<n.

Beweis. Es sei ¢ € (C gla,b])” eine Funktion mit
S(6) < S()  firalle v € (C2 5[a,b))"

Zu g € C2,la,b] sei §; = (0,...,0,0;,0,...,0) € (C2,]a,b])”. Dann ist ¢ + €d; €
g 070[ ] ( g ) (0,0[ 1) (0

i—1 n—i
(C3 la, b)) mit S(¢) < S(¢+€d;). Dann besitzt F(e) := S(¢ 4 €d;) ein Minimum
bei e = 0. Also gilt notwendigerweise (£ F)(0) = 0. Die Voraussetzungen von
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Satz 2.40 fiir Differentiation unter dem Integral sind erfiillt, so dafl wir mit der
Kettenregel erhalten:

(%F)(e) :/ dt %L(t, o(t) + €0;(t), @' (t) +e<5;(t))
b
:Lﬁ(ipqg@+$pqgm)

Dabei steht (...) fiir (¢, ¢(t) + €d;(t), ¢’ (t) + €di(t)). Im letzten Term integrieren
wir partiell unter Verwendung von g(a) = g(b) = 0:

Lﬁggmyy@

= %(a, o(a) + €di(a), d'(a) + €di(a)) - g(a) —%(b, B(b) + €d;(b), ¢’ (b) + €d}(b)) - g(b)
U; \_,O./ V;

—L%dﬁggpqg@.

Somit folgt

b
0= (5P = [ at (5t 0. 60) ~ (G50 ) (60 610)) - 9(0).

Das ergibt die Euler-Lagrange-Gleichungen, falls wir zeigen konnen, dafl aus
f;f(t)g(t) fiir alle g € C§ola,b] fiir die stetige Funktion f : [a,b] — R folgt
f(t) =0 fiir alle t € [a,b]. Wegen der Stetigkeit von f geniigt es, f(t) = 0 fiir alle
t €la, b zu zeigen.

Angenommen, es gibt ein ¢y €]a,b[ mit f(ty) = € > 0. (Der Beweis fiir
f(to) = —e < 0 ist analog.) Wegen der Stetigkeit von f gibt es dann ein § > 0,
so da8 Bs(to) €]a,b[ und f(t) > 5 fiir alle t € B(to). Dann gibt es (sogar belie-
big oft) differenzierbare nichtnegative Funktionen, die aulerhalb Bjs(to) identisch
verschwinden. Eine Wahl ist z.B.

g(t) =

1 1

0 flir t <ty — 0 odert>ty+9
e (=9 otd)—t firtg—0<t<tyg+9d

Damit ist

b to+0 € to+0
[atswae = [ at st > 5 [ deg 0,

a 0—0 2 0—0

im Widerspruch zur Annahme. Daraus folgt f(¢) = 0 fiir alle ¢ und schliefSlich die
Giiltigkeit der Euler-Lagrange-Gleichungen. U
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Das Supremum S(¢) = supy¢(c2 Slab)n S(1) fithrt offenbar auf dieselben Euler-
Lagrange-Gleichungen. Die Erfahrung zeigt, daf Bewegungsgleichungen fiir ein
physikalisches System sich oft als Euler-Lagrange-Gleichungen zu einer Wirkung
erhalten lassen. Entsprechend fordert man das Hamiltonsche Prinzip: Von al-
len moglichen Bahnkurven eines physikalischen Systems zwischen festgehaltenen
Anfangs- und Endkonfigurationen ist jene Bahn realisiert, fiir die die Wirkung
extremal ist.

In der einfachsten Situation ist die Lagrange-Funktion gegeben durch die Dif-
ferenz aus kinetischer Energie und potentieller Energie. Wir diskutieren den Fall
ohne potentielle Energie, aber mit allgemeinem Skalarprodukt in der kinetischen
Energie.

Beispiel 2.11 (Geoditengleichung) Durch eine in jedem Punkt x € R™ po-
sitiv definite symmetrische Matrix G(z) = G'(z) = (g¢;5(z)) € GL(n,R) wer-
de punktweise ein allgemeines Skalarprodukt ( , )g@) : R" x R" — R mit
(v(z),w(®))c@ = (v(z),G(x) - w(r)) definiert. Fiir Bahnkurven v : R — R”
mit t — x(t) = (21(t),...,z,(t)) betrachten die Lagrange-Dichte

L(t.q.v) = 5 (@(0). i) aw = 3 D ((E) &0 (D)

1,j=1

Die Euler-Lagrange-Gleichungen sind dann

—%(ngkm(t» n) - nggg (8501

o . ) agk] agzy
=m jzlgkj (x(t)) 2;(t) + m Z ax, Z ka () (1)

i,7=1

=3 g 00 + 5 Y (%9;5 (a(t) + gf,’;j (a(1) - gii; (a(0) ) (1) (1)

]—

Durch Multiplikation mit der inversen Matrix G~(z) = (hy(z)) € GL(n,R)
entsteht die Geoddtengleichung

+ZF i (t)

S SC0) (%g;j (#(0) + G (alt) ~ 52 a10)

Im Fall des kanonischen Skalarprodukts G = FE,, ergibt sich das Tragheitsgesetz
Z; = 0, da auf das Teilchen dann keine Kraft wirkt. In der allgemeinen Rela-
tivitdtstheorie beschreibt die Metrik G # FE, das Gravitationsfeld. Dann be-
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schreiben die Geodétengleichungen die Bahnen von Testteilchen im Gravitati-
onsfeld. Fiir geeignete Wahl von G, welche dem Gravitationsfeld einer kugelsym-
metrischen Masseverteilung entspricht, ergeben sich aus den Bahngleichungen
beriihmte Effekte wie die Lichtablenkung an der Sonne, beobachtbar bei einer
totalen Sonnenfinsternis, und die Periheldrehung des Merkur.
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3 Integralrechnung

3.1 Treppenfunktionen

Ein n-dimensionaler Quader ) C R” ist das direkte Produkt Q = I; x --- x I,
zusammenhéangender beschréankter nichtleerer Intervalle I4,..., I, C R™. Dabei
diirfen die Intervalle, offen, abgeschlossen, halboffen und zu einem Punkt entartet
sein. Die Lénge eines Intervalls [ ist definiert als

|| :=diam(/) = sup |t; —tof .
ty,ta€l

Dann definieren wir das Volumen eines Quaders zu
o(ly X -+ x 1) = |I| -+ | 1] -

Diese Definition ist bereits nichttrivial, denn z.B. haben das offene Intervall |a, b]
und das abgeschlossene Intervall [a, b] das gleiche Volumen |a — b|. Wichtig ist,
daBl die Volumina sich additiv unter Zerlegungen verhalten. Sind I, I, Is zusam-
menhéngende Intervalle mit [ = I; U Iy, dann ist |I| = |I;| + |I]. Damit gilt fiir
die Quader v(@Q; UQ2) = v(Q1) + v(Q2). Ausgeartete Quader, fiir die mindestens
eine Kante aus einem zu einem Punkt entarteten Intervall I = {t}, ¢t € R, besteht,
haben das Volumen Null.

Definition 3.1 Eine Funktion f : R™ — R heiBt Treppenfunktion, falls es endlich
viele paarweise disjunkte Quader ()1, ..., Q) gibt, so daB

i) Fiir jedes 1 <14 < k ist die Einschrankung f|q, von f auf Q; eine konstante
Funktion.

i) f(z)=0firalle z € R"\ (U, Q:)-

Durch Teilungen der Quader kann man stets erreichen, dafl zwei beliebige Trep-
penfunktion fi, fo beziiglich des gleichen Satzes paarweise disjunkter Quader
{Q1,...,Qr} definiert sind. Daraus folgt, da§ endliche Linearkombinationen von
Treppenfunktionen wieder eine Treppenfunktion ist. Somit bildet die Menge al-
ler Treppenfunktionen einen Vektorraum. Sind f;, fo Treppenfunktionen, so auch
| f1| sowie max(f1, f2) und min(f1, f2).

Es ist bequem, die charakteristische Funktion einer Teilmenge A C R"™ ein-

zufiihren als

n 1 firxeAd,
04 RY =R, 5’4(&)::{0 firz ¢ A.

k

Dann kann jede Treppenfunktion f als Linearkombination f = ) | ¢;0q, mit

¢; € R geschrieben werden. Wegen der Moglichkeit der Zerteilung von Quadern
ist eine solche Darstellung aber nicht eindeutig.
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Definition 3.2 Das Integral einer Treppenfunktion f = Zle cidg, : R" — R ist

definiert als .

/n dr f(z) =Y c;v(Qy) .

=1

Satz 3.1 Das so definierte Integral einer Treppenfunktion ist unabhdngig von der
Darstellung der Treppenfunktion. Auflerdem gilt fiir Treppenfunktionen f,g

) [ drler+sg@ —a [ dof@+s [ digl).  aser.

n

R
i) | [ dos@)| < [ arire),
iii) st f < g, so folgt/ dx f(z) §/ dx g(x) .

Die Aussagen sind anschaulich klar. Entscheidend ist die Additivitat der Volumi-
na bei Zerteilung von Quadern. Allerdings ist es sehr umsténdlich, daraus einen
mathematisch strengen Beweis zu machen, so dafl wir auf einen solchen Beweis
verzichten.

n

Wir verallgemeinern Treppenfunktionen nun zu Hiillreihen durch folgende
Schritte:

e Die Quader diirfen sich iiberlappen. Die Integraldefinition einer Treppen-
funktion f = Zle ci0g, fiir nichtdisjunkte @); bleibt unverdndert, und
die Eigenschaften aus Satz 3.1 bleiben erhalten.

e Wir lassen abzéhlbare (unendliche) Linearkombinationen von dg, zu, F' =
Y ien Cidg, (das sind dann i.A. keine Treppenfunktionen mehr).

e “Unendlich” wird als Funktionswert zugelassen. Dabei setzt man c+oo =
oo fiir alle ¢ € RU{oo} und 0- 0o = 0 sowie ¢- 0o = oo fiir ¢ € R*U{o0}.

Definition 3.3 Eine Reihe I’ = ), . ci0g, heiBt Hiillreihe einer Funktion f :
R" — R U {oo}, wenn gilt:

i) Die Quader Q€ R™ sind offen und ¢ € R mit ¢, > 0.

ii) Fiir jedes z € Rogilt |f(z)] < F(x) = Y, ey k00, (T).
Der Inhalt einer Hiillreihe ' = ), _ cidq, ist definiert als I(F) := ), .y v(Qk) €
R U {o0}.
Jede Funktion f : R" — R U {oo} besitzt eine Hiillreihe, 2z.B. F' = 77, d4 ,
wobei Qk C R™ der offene Quader mit Mittelpunkt 0 und Kantenlédnge k ist.
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Definition 3.4 Sei f : R" — R U {oo} eine beliebige Funktion. Dann ist die L!-
Halbnorm von f erklart als das Infimum der Inhalte von Hiillreihen zu f,

| f|lx :=1inf{I(F) : F ist Hillreihe zu f} .

Die L'-Halbnorm ist keine Norm, denn ||f|| =0 # f = 0. Ein Beispiel ist die
charakteristische Funktion f = d¢ eines ausgearteten Quaders () (eine Kante I; =
{a} hat die Linge Null). Diese (unstetige) Funktion ist nicht die Nullfunktion. Sei
Q™ ein offener Quader, der @ enthilt, wobei die j-te Kante von Q*) gegeben ist

durch ];k) =la— ﬁ, a-+ k—il[ Dann ist F}, = dgm eine Hiillreihe fiir jedes k € N.

Da das Volumen solcher Quader fiir £ — oo gegen Null strebt, ist ||dg|j; = 0.

Satz 3.2 Fir f,g: R" - RU{oo} und C € R gilt:
i) llefll = lell £l
i) (1 + gl < W1+ llgll
i) aus |f(z)] < |g(x)| fir alle z € R™ folgt || f1[x < lgllx

Satz 3.3 Fiir einen abgeschlossenen Quader A C R™ gilt
5l = v(4) = [ do dato).
Rn

Beweis. Die Aussage erscheint auf den ersten Blick offensichtlich, da eine Hiillreihe
aus einem einzigen offenen Quader @) O A verwendet werden kann mit v(Q) <
v(A) + € und € — 0.

Allerdings ist zu zeigen, dafl auch durch eine unendliche Zerteilung von A
die entsprechende Hiillreihe F' = Y77 cxdg, zu 04, mit Q offen, keinen kleine-
ren Inhalt haben kann. Wegen F'(x) > 1 fiir alle z € A gibt es zu gegebenem
€ > 0 einen Index N(z) mit Z,]cv:(g) ck0o, () > 1 — €. Da die @y, offen sind und
der Durchschnitt endlich vieler offener Mengen offen ist, gibt es eine Umgebung
U(x) C A von z, so dafl wegen der Konstantheit von d¢, auf Q) gilt

N(z)
Z koo, (v) >1—¢  fiirallex € U(x) .
k=0

Da A kompakt ist, wird A durch endlich viele U(x;),...,U(z,) tiberdeckt. Also
gibt es ein N = max(N(xy),...,N(z,)), so dafl chvzo koo, () > 1 —e= (1 —
€)da(z) fiir alle x € A. Dann folgt mit Satz 3.1.iii)
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Satz 3.4 Fiir jede Treppenfunktion f = Zle cidg, gilt

I = [ e sl

Beweis. Da || f|l1 = |||f]|]1, konnen wir f(z) > 0 annechmen. Wir zerlegen die
beliebigen Quader ();, deren Kanten offen, abgeschlossen, halboffen und entartet
sein diirfen, in disjunkte offene Quader und disjunkte Réander, so dafl

K l
f = ddge+ > diog, .
i=1 j=1

Zu jedem der entarteten Quader R; mit Volumen 0 wéhlen wir einen nichtentar-
teten offenen Quader RY D R; mit U(R?) < e. Alle ¢}, d; sind positiv. Dann ist

J o= Ek’ c’-5Qg + 23:0 djéR? eine Hiillreihe zu f mit

=0 1

k' l
11l < int 1) = nt (30 w(@) +e 3 ) = [ fia).
i=1 j=1 "

Sei A ein abgeschlossener Quader derart, dafl f(z) = 0 fiir alle z ¢ A, und sei m =
maxeq f(x). Dann ist g := mds — f wieder eine nichtnegative Treppenfunktion,

so dafl —/ g(x) < —||g|l und daraus

RTL

[ 1@ = [ mia@) =gy =m [ 5a) = [ gta)

n

< [lmlally = llglls = I1f + glls = llglly < [[f1]x - D

3.2 Das Lebesgue-Integral

Definition 3.5 Eine Funktion f : R" — R U {oc} heiBt (Lebesgue-)integrierbar,
wenn es eine Folge von Treppenfunktionen (fi)ren gibt mit limy_.o || f — fxl[s = 0.
In diesem Fall heiBt

/n dz f(z) = lim / dz fulx)

R k—o00
das Lebesgue-Integral von f.

Zur Definition ist zu bemerken, dafl die Folge der Integrale ( / dx fk(x)>
keN

eine Cauchy-Folge ist. Wegen der L'-Konvergenz gegen f gibt es zu jedem € > 0
ein k € N, sodaB || f — fi|l1 < § fiir alle [ > k. Dann gilt fiir alle m,l > k

[ fz(:c)—/Rnd:c ful@)] =| [tz (5= f)(a) S/Rnda:\(fl—fm)(xﬂ
= [lfi = fulle < W fr = flle 4+ 1f = fulls <€

n
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Da im R” jede Cauchy-Folge konvergiert, existiert der Grenzwert und damit das
Lebesgue-Integral von f. Offenbar ist jede Treppenfunktion integrierbar.

Satz 3.5 Ist f : R" — RU{oo} integrierbar, dann ist auch |f| integrierbar, und

es gilt
)/ da f(z)] < /R dz |f(z)] = || f] -

Beweis. Sei (fr)ren eine Folge von Treppenfunktionen mit limg . || f — fx|l1 = 0.

Wegen |(f] = [feD)| < [f = fil gilt [|([f] = [feDIlx < |If = fellx und insbesondere
limg—oo ||(|f] = |fk])|l1 = 0. Also ist |f| integrierbar mit

’/ndxf khl?o/ dz fr(x) _hm‘/ndq:fk < hm/nd;cyfk( )|
— [ deifle).

Wegen || filli < |[fi — fllo + 1 flle < 2[[fr — fllx + I fxll gilt mit Satz 3.4

(/Rndm \fkl(:z;)) —Ifx = fll < I fIh < (/Rnd:v ]fk](a:)> [y

Fir k — oo erhalten wir HleZ/ dx | f(x)]. O
R’ﬂ

Satz 3.6 Das Lebesque-Integral erfillt die folgenden Rechenregeln fiir integrier-
bare Funktionen f,g: R" — RU {oco} und o, 3 € R:

) [ dr(ar+ 0@ =a [ drf@)+5 [ deglo).
i) Ist f(z) < g(x) fir alle x € R™, so folgt /n dr f(x) < /n dx g(x).

iii) Ist g beschrankt, so ist f - g integrierbar.

Beweis. Nur iii) ist nicht sofort offensichtlich. Sei |g(z)] < M < oo und f, gk
Treppenfunktionen, die gegen f, g konvergieren: Fiir ¢ > 0 gibt es ein k € N, so
daB || f — fell1 < 537- Sei dann g := max,ecrn |fr(z)]. Dann gibt es ein [ € N, so
daB [lg — aill1 < 3;- Es gilt

|(fg—frg) (@) = |(f = fi) (@) g(2)+ fe(2) (g—g1) ()| < M|(f—fi)(@)[+pl(g—9)(x)]
und deshalb

Ifg— feglly < N(MIf = fel +ulg —al)|| < M| f = filli +pllg — ol <e. O

Insbesondere sind fiir f, g integrierbar auch max(f,g) = %(f +g+|f—g|) und
min(f,g) = 3(f + g — |f — g|) integrierbar.
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Die Integration einer Funktion f : A — RU{oco} iiber eine Teilmenge A C R”
wird zuriickgefiihrt auf die Integration im R™ durch

_ flx) fuirzeA,
Ja(z) '_{ 0 firzgA.

Dann heifit f integrierbar iiber A C R", wenn f, integrierbar ist, und wir setzen

J o @)= [ o fato)

3.3 Beispiele integrierbarer Funktionen

Wir zeigen zunéchst, dafl Regelfunktionen iiber einem kompakten Intervall
la,b] C R integrierbar sind.

Definition 3.6 Eine Funktion f : [a,b] — R heiBt Regelfunktion, wenn es eine
Folge (fx)ren von Treppenfunktionen gibt, die gleichmaBig gegen f konvergiert.

Satz 3.7 Eine Regelfunktion [ : [a,b] — R ist diber [a,b] Lebesque-integrierbar,

und das Regelintegral stimmt mit dem Lebesque-Integral iiberein, dx f(x) =

) [a,b]
/ dx f(z).

Beweis. Wegen [g(z)| < sup,epap [9(7)] = (Supseq [9(8)]) Lap(2) fiir eine belie-
bige Funktion ¢ : [a,b] — R gilt

gl < (sup_[g(t))[1jaeills = 1b—al - sup [g(t)] .
t€(a,b] t€la,b]

Ist f eine Regelfunktion, dann gibt es eine Folge ( fi)ren von Treppenfunktionen,
so dal zu jedem € > 0 ein k € N existiert mit |f(z) — fi(z)| < € fir alle | > k
und alle x € [a, b]. Dann ist auch sup,ep, |f(2) — fi(z)| < € und damit

1f = fillh < [b—af- sup |g(t)] <e|b—al.
te[a,b]

Damit ist f integrierbar, und es gilt
b
/ dx f(x) :/da: Jap () = lim /dm Jrjap) () = lim/ dx fi(x)
[a,b] R k—oo Jr k—oo [,

:/abdxf(x). 0

Wir geben nun ein Approximationskriterium durch Ober- und Untersummen
an:
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Satz 3.8 Zu f : R" — R"U{o0} gebe es eine monoton wachsende oder monoton
fallende Folge (fx)ren von Treppenfunktionen, so daf (fi) punktweise gegen f

konvergiert und die Folge der Integrale dx fi(x) beschrdankt ist. Dann ist f
]Rn
integrierbar, und es gilt/ dz f(z) = lim / dx fi(x).

n k—oo Rn

Beweis. Sei ( fi)ren monoton wachsend. Fiir [ > k gilt (fy — fi)(z) = Y221 (firr —
fi)(x). Wegen der punktweisen Konvergenz von fi(x) gegen f(z) erhalten wir
(f = fu)(x) = D2, (fix1 — fi)(x). Nach der Dreiecksungleichung gilt dann

00 -1
1= il = | e = 10, < fim 3 = 10
= hm Z/n dx | fix1 — fil(x) = hm Z/ dx (fir1 — fi)(x)

— (llggo/n du fl(x)> — /n dr fy() .

Da die Folge der Integrale < /

dx fl(:r)) monoton und beschrénkt ist, kon-
ieN

n

vergiert sie gegen einen Grenzwert F', d.h. es gilt || f — fl|1 < F — / dz fr(z).
RTL

Damit gilt klim Ilf — frllh = 0, so daB f integrierbar ist mit / dx f(z)=F. O
—00 Rn

Wir untersuchen nun die Integrierbarkeit von stetigen Funktionen iiber offenen
und kompakten Teilmengen. Der Beweis erfolgt in mehreren Zwischenschritten:

Lemma 1 Sei U C R" offen und K C U kompakt. Sei f : K — R stetig mit
f >0. Dann gibt es zu jedem € > 0 Treppenfunktionen f, gc > 0 mit

firz e R\ U,

f(z) <g(x) < flz)+e  firee K, g(z)=0
0 firzeR\U.

f(@) —e< fz) < f() firze K,  fdx)

Beweis. Nach Satz 2.19 ist f : K — R gleichméaBig stetig, d.h. fiir jedes € > 0
gibt es ein § > 0, so daf3

I f(z)— f(z")]] <e  firallex,2’ € K mit ||z —2'|| < 4.

Fiir jeden Punkt x € U werde ein abgeschlossener Wiirfel W, C U mit Mittel-
punkt z und Kantenlinge 0 < [ < § gewéhlt. Sei W? := W, \ 0W; das (offe-
ne) Innere eines solchen Wiirfels. Dann ist K C J,., W?. Da K kompakt ist,
gibt es endlich viele Wiirfel W7, ..., WZ?, die K iiberdecken, und insbesondere ist
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K cw,J---UW, Cc U. Nun ist auch W; N K kompakt, so daf} f auf W; N K
ein Maximum M; und Minimum m; annimmt. Dann sind

gk := max(M0w,, ... Myow,) , fe == min(m0w,, . .. mgdw,)

Treppenfunktionen mit den geforderten Eigenschaften. O

Lemma 2 Sei U C R" offen und K C R" kompakt. Seien f : U — R und
g: K — R stetig mit f,g > 0. Dann gibt es

e cine monoton wachsende Folge (fi)ren von Treppenfunktionen mit
fr(x) >0, die gegen fy konvergiert,

e cine monoton fallende Folge (gi)ren von Treppenfunktionen mit gi(z) >
0, die gegen gx konvergiert.

Beweis. 1) Wir wihlen kompakte Mengen K C U mit U = |J;, K und nach
Lemma 1 Treppenfunktionen f;, mit f(z)— 5 < f/(z) < f(z) fiir alle 2 € K} und
fi(z) =0 fiir z € R*\ U. Dann ist die Folge (fx)ren mit f := max(f},..., fi)
eine monoton wachsende Folge von Treppenfunktionen, die gegen fy; konvergiert.

ii) Wir wéhlen offene Mengen Uy, C R” mit K = (1),_, U und nach Lemma 1
Treppenfunktionen gj, mit g(z) < g;(z) < g(z) + 5 fiir alle 2 € K und gj(z) =0
fir z € R™\Uy. Dann ist die Folge (gx)ren mit g := min(gy, . . ., g;,) eine monoton
fallende Folge von Treppenfunktionen, die gegen gx konvergiert. U

Satz 3.9 Se: U C R" eine beschrinkte offene Teilmenge und K C R™ eine
kompakte Teilmenge. Dann ist jede beschrinkte stetige Funktion f: U — R dber
U integrierbar und jede stetige Funktion g : K — R idiber K integrierbar.

Beweis. Wegen f = f* — f~ mit f*(z) := max(f(z),0) > 0 und f~(z) :=
max(—f(z),0) > 0 geniigt es, die Integrierbarkeit von nichtnegativen Funktion
f zu zeigen.

i) Nach Lemma 2 gibt es eine monoton wachsende Folge (fx)ren von nichtne-
gativen Treppenfunktionen, die gegen fy konvergiert. Da U beschrénkt ist, gibt
es einen abgeschlossenen Quader ) C R™ mit U C @). Da f beschréankt ist, gibt
esein M € Rmit 0 < fy(x) < fu(z) < Még(z) fiir alle z € R™. Also gilt

/ dz fr(z) < Mvg < o0,

so daf} fy nach Satz 3.8 integrierbar ist.
ii) Nach Lemma 2 gibt es eine monoton fallende Folge (gx)reny von nicht-
negativen Treppenfunktionen, die gegen gx konvergiert. Die Folge der Integrale

< / dx gk(x)> ist nach unten durch 0 beschrinkt, so dafl gx nach Satz 3.8
R keN

integrierbar ist. O
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Wir wissen, dafl aus der Integrierbarkeit von f : R® — R U oo auch die
Integrierbarkeit von f, = max(f,0) und f_ = max(—f,0) folgt. Sind umgekehrt
fiir eine Funktion f die Anteile f,, f_ integrierbar, so ist auch f = f, — f_
integrierbar und auch |f| = f, + f_. Dagegen folgt aus der Integrierbarkeit
von |f| noch nicht die Integrierbarkeit von f,, f_, denn z.B. konnte f in einer
beschrinkten Teilmenge iiberabzéhlbar oft zwischen 1 und —1 springen, so dafl
f nicht durch Treppenfunktionen approximiert werden kann. Dagegen wére |f]|
konstant und somit {iber die beschréankte Teilmenge integrierbar. Wir zeigen nun,
daB fiir Regelfunktionen (in einer Dimension) das nicht passieren kann:

Satz 3.10 Sei f :]a,b] — R Regelfunktion, wobei a = oo und/oder b = oo
zugelassen ist. Dann ist f genau dann iber |a, b| Lebesgue-integrierbar, wenn das
uneigentliche Regelintegral von f diber|a, b[ absolut integrierbar ist, d.h. fir Folgen

by
lak, bi] Cla, b mit limy,_ ar, = a und limy,_,, by, = b gilt klirn / de |f(x)] < oo.
—00 a

In diesem Fall gilt /
Ja,b]

b
dxf(a:):/ dx f(x).

Beweis. Wir wihlen kompakte Intervalle I, = [ag, bx] Cla,b[ mit I, C Ix; und
Uzoz[) [k :]a, b[ .

i) Sei f {iiber |a,b] Lebesgue-integrierbar, dann ist auch |f| Lebesgue-
integrierbar, und wegen |f|ia, b,] < |fljap gilt

b
/a e ) = /[ e [ @I

b bk
Damit existiert / dr |f(z)] = klim / dz |f(x)| und ist durch / dz |f(x)]
—00 ap

a a,b
beschrénkt. o
ii) Fiir jedes I; gibt es eine Treppenfunktion f; mit || f(z) — fi(z)| < 5
fir alle # € Ij. Dann gilt fiir f;, := max(f;,0) und f, := max(f,0) auch
1f+(x) = fip(@)]] < 52+, denn wenn f(z) und f,(z) verschiedene Vorzeichen
haben, gilt [| f(x) — Ol < |[f4(z) = fr, ()] und [[0 — fi(2)| < |[f+(2) = frr (@)]-
Analog fiir f]_ := max(—f},0) und f_ := max(—f,0).
Da es also approximierende Treppenfunktionen fiir f,, f_ gibt, folgt aus der

b by
Existenz des Regelintegrals / dr |f(z)] = klim / dx |f(x)|, daBB auch die
—00 ak

b a
Regelintegrale dx fi(x) existieren. Wir konnen also f > 0 voraussetzen.

Dann ist f}/ = fe —sup,ey, [|f(z) — fi.(2)| eine Treppenfunktion mit f(x) —
% < fi(z) < f(x) fir alle z € I;. Die Funktionen f; werden trivial auf R\ I,
fortgesetzt. Dann ist die Folge (fi)reny mit fi := max(fy,..., f/) eine monoton

wachsende Folge von Treppenfunktionen, die gegen f), 4 konvergiert. Da die Folge
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der Integrale [, dz fi(x) beschriinkt ist durch f: dx f(zx), ist f nach Satz 3.8
Lebesgue-integrierbar mit

Amgwﬂ:%—hm [ ite) < l(wf<>

Zusammen mit i) ist damit der Satz bewiesen. O

Die absolute Konvergenz des Regelintegrals kann nicht auf einfache
Konvergenz reduziert werden. Z.B. gilt fiir das uneigentliche Regelintegral

o sin x :
/ dx = m, aber ¥ ist nicht Lebesgue-integrierbar iiber R. Denn mit
_ x

wéare auch ‘

o0

sinx sinx

‘ Lebesgue-integrierbar, was nicht der Fall ist.

3.4 Der Satz von Fubini

Es geht nun darum, die Integration einer Funktion f : R" — R U {oco} auf
getrennte Integrationen iiber R? und R"7? zuriickzufithren mit 0 < p < n. Letzt-
endlich geniigt es also, eindimensionale Integrale ausrechnen zu kénnen, und diese
reduzieren sich unter geeigneten Bedingungen (Satz 3.7 und Satz 3.10) auf die
bekannten Regelintegrale. Zunéchst diskutieren wir Treppenfunktionen.

Satz 3.11 Es sei f = Zle cidg, : R?P x R"? — R eine Treppenfunktion, ge-
schrieben f(x,y) fir x € R? und y € R"P. Dann ist auch F : R"? — R mit

F(y) = dx f(x,y) eine Treppenfunktion, und es gilt

Beweis. Die entsprechende Zerlegung der Quader sei Q; = Q) x Q7 mit Q) C RP
und Q7 C R™P. Dann gilt v(Q;) = v(Q}) - v(QY). Fiir festes y € R" P definieren
wir

k

fy(@) = Z (Ci5Q;’(?J))5Q;(37)

i=1

k
CzéQN Z C;U 5Q// )
i=1 i=1

Also ist F = Zle (civ(Q;))éQ;/ : R"? — R eine Treppenfunktion. Ihr Integral
ist

/Rnp dr F(y) = Z (cl-v(Qg))v(Q;/) = ZCiU(Qi) = / d(z,y) f(z,y) .

RP XRn—P
U

Mw

> Pl [ de g -
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Offenbar gilt fiir diese Situation

[ e saan= [ a( [ aotan)= [ a( [ ansen).

Satz 3.12 (Fubini) Es sei A C R? x R P eine kompakte Teilmenge oder eine
beschrankte offene Teilmenge. Fiir festes y € R"™P sei A, :={x € R? : (z,y) €
A} C RP und fiir festes v € RP sei A, :={y e R*? : (x,y) € A} C R"P. Fine
Funktion f: A — R sei stetig und beschrdnkt. Dann gilt:

i) Ist A, # @, dann ist die durch f,(z) := f(z,y) definierte Funktion
fy 1 Ay — R iber A, integrierbar, und die durch

F(y) = /A do f(z,y)  firdy 7@
0 fir A, =@

definierte Funktion F : R"™P — R ist diber R"™P integrierbar.

i) Ist A, # @, dann ist die durch f.(y) := f(x,y) definierte Funktion
fe: Ay — R diber A, integrierbar, und die durch

[ sy firdte

G(x) = )
0 fiir A, =@

definierte Funktion G : RP — R ist tiber RP integrierbar.
iii) FEs gilt

/Ad(x,y) f(%y):/Rwdy F(y)z/ndx G(z) .

Beweis. Wir beweisen den Satz fiir A offen und beschrankt und kénnen wie iiblich
f > 0 annehmen. Nach Lemma 2 gibt es eine monoton wachsende Folge (fi)xren
von nichtnegativen Treppenfunktionen f; : RP x R"? — R, die gegen f4 kon-
vergiert. Dann ist fiir festgehaltenes y die durch fi, := fi(x,y) definierte Folge
von nichtnegativen Treppenfunktionen fi, : R? — R monoton wachsend und
gegen f, konvergent. Durch Einbettung in einen geniigend groflen abgeschlosse-
nen Quader folgt analog zum Beweis von Satz 3.9.i), daf die Folge der Integrale

Fi(y) :== / dz fyr(x) auch beschréankt ist. Nach Satz 3.8 gilt somit
RP

F(y) = lim Fi(y) = lim dx fr(x,y) .

k—oo k—oo RP
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Die Integrale Fi(y) : R"? — R sind selbst wieder nichtnegative Treppenfunktio-
nen, die monoton wachsend gegen F(y) konvergieren. Wie zuvor ist die Folge der

Integrale / dy Fi(y) beschrinkt, so dafl nach Satz 3.8 gilt
Rn—p

[ arrw=jin [ ayk) =jin [ a4y ([ deice).
Rn—P T JRnp T JRnp RP

Mit Satz 3.11 und hm d(z,y) felz,y) = / d(z,y) f(x,y) folgt die Behau-
pung. . !

Fiir A kompakt ist f durch eine monoton fallende Folge von nichtnegativen
Treppenfunktionen zu approximieren, ansonsten ist der Beweis identisch. 0

Auf diese Weise kénnen wir die Integration von stetigen und beschrankten
Funktionen f : A — R iiber beschriankte offene oder kompakte Teilmengen A C
R™ schrittweise auf eindimensionale Integrationen zuriickfithren (p = 1). Fiir
p=1seiB:={ye R : A # 2} C R"! und (im einfachsten Fall)
Ay = Ui [216(y), 224(y)] € R. Dann gilt

J ) s = [ af Z/ i f(w9)) -

Wenn A, aus offenen Intervallen besteht, ist Satz 3.10 zu beachten.

Insbesondere gilt fiir die Integration stetiger Funktionen iiber das Rechteck
[a,b] x [c,d] C R?

/[a g fED S = / ddy( / o f(.y)) = / bdx( / "y f(.y)) .

Ist A= {(z,y) € R? : 22+y? < r} der abgeschlossene Vollkreis, so ist B = [—r, 7]
und A, = [—+/72 — y2, /72 — y2]. Somit gilt fiir eine stetige Funktion f: A — R

[ ) s = [ (/j:dx fle.))

_r 2y

3.5 Mef3barkeit

Definition 3.7 Eine Menge A C R™ heiBt (Lebesgue-) meBbar, wenn die Funktion
1 iber A integrierbar ist. In diesem Fall heiBt

Up(A) = /dm /dm-/ndxéA

das n-dimensionale Volumen bzw. das Lebesgue-MaB von A. Die leere Menge hat
das Lebesgue-MaB Null.
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Aus Satz 3.9 folgt, dal jede kompakte Teilmenge K C R™ und jede offene und
beschrénkte Teilmenge U C R"™ integrierbar ist.

Fir Quader @ C R” ist offenbar v,(Q) = v(Q) das zu Beginn eingefiihrte
Volumen. Fiir den Vollkreis A = {(z,y) € R? : 2?4+ ¢y* <r} gilt

UQ(A):/:dy(/_\/\/r_yZdaz>:/_:dy (2\/@)

r2—y

™

7 sin 3 2 d .
— t27’2/ dt cos’t = 2?2/ dt cost a(smt)

us
2

S

_ 02 [? : 2 [ -2
=2r dt —(costsint) + 2r dt sin“t

%
:27“2/

Satz 3.13 Sind A, B C R" meflbar, so gilt
i) AUB und AN B sind mefsbar, und es gilt v,(AU B) = v,(A) + v, (B) —
v, (AN B).
i) Aus A C B folgt v,(A) < v(B).

Ist eine Funktion f iber A C R"™ integrierbar und ist B C R™ mefbar, dann
ist f auch iber AN B integrierbar, und es gilt

’/Adewf(a?)’ < [ o sl

Beweis. 1) folgt aus danp = 04 - 0p und daup = 04 + dp — 64 - p und ii) aus
04 < 0p.

Die letzte Behauptung folgt aus fanp = fa-d5. Da f4 und dp integrierbar sind
und dp beschriankt ist, ist fanp integrierbar nach Satz 3.6.iii). Die Abschéitzung

folgt aus |fans| < |fal- O

NENNIE

dt (1—008215):7“2/2 dt = mr? .

vl

s
2

Der Satz von Fubini ermdoglicht wieder die schrittweise Berechnung von Volu-
mina. Ist A C R? x R"? und 4, := {x € R? : (z,y) € A} C R? die in Satz 3.12
eingefithrte Schnittmenge. Dann gilt

v (A) = / dy vy(4,) .
Rn—P
Insbesondere folgt

Satz 3.14 (Prinzip von Cavalieri) Seien A, B C RP x R"P zwei kompakte
Mengen, und es gelte v,(A,) = v,(By) fir alle y € R*P. Dann gilt v,(A) =
vn(B).
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Zum Beispiel haben ein Rechteck und ein Parallelogramm mit glei-
cher Grundldnge und gleicher Hohe das gleiche zweidimensionale Volumen
(Flacheninhalt):

Das Volumen der dreidimensionalen Vollkugel wir in Aufgabe 2 berechnet, und
das Volumen des dreidimensionalen Volltorus in Aufgabe 3.

3.6 Nullmengen und Vollstindigkeit des Lebesgue-
Integrals

Wir haben bisher vor allem stetige Funktionen integriert. Wir zeigen nun, dafl
Singularitéiten, die nur auf eine Teilmenge vom Mafl Null auftreten, keine Rolle
spielen.

Definition 3.8 Eine Menge N C R™ heit (Lebesgue-) Nullmenge, wenn sie eine
der folgenden dquivalenten Eigenschaften hat:

i) N ist meBbar mit v, (N) = 0.
ii) Die charakteristische Funktion von N hat die L'-Halbnorm Null: ||dx||; = 0.

(=) 0 =vn(N) = [y du On(2) = [gn da |0 ()] = [lon]s
(<) Fiir die Treppenfunktionen f; = 0 gilt [0y — fx|[1 = 0 und damit v,(N) =

Jon d On(2) = limy_og [y do fi(2) = 0.

Offensichtlich ist jeder entartete Quader eine Nullmenge. Wichtig ist, dafl die
Vereinigung abzdhlbar vieler Nullmengen wieder eine Nullmenge ist: Ist N =
Uiy Ny mit v,(N;,) =0, dann ist 0 < dn(z) < D77, O, (z) und somit [|dy])1 <
Y re i 10N, [l1 = 0. Zum Beispiel ist die Menge der rationalen Zahlen Q C R eine
Nullmenge.

Satz 3.15 Es sei A C R™! eine offene oder abgeschlossene Teilmenge und I' =
{(z,9(x)) : € A, g: A— R stetig} C R™ der Graph einer stetigen Funktion.
Dann ist T eine Nullmenge.

Beweis. Wir beweisen die Aussage zunéchst fiir A kompakt. Das Bild einer kom-
pakten Menge unter einer stetigen Funktion ist ein kompaktes Intervall. Al-
so ist I' kompakt, und das Volumen ist nach dem Satz von Fubini v,(I') =

9(z)
/d:r/ dy 1(z) = 0.
A 9(z)
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Die Situation des Satzes wird auf kompakte Teilmengen zuriickgefiihrt. Sei
B,(0) ¢ R die kompakte Kugel mit Mittelpunkt 0 und Radius . Eine belie-
bige offene Teilmenge A C R™! 148t sich schreiben als A = |, Ax mit den
kompakten Teilmengen Ay, := {z € A : dist(z,0A) > 1} N Bx(0). Eine beliebige
abgeschlossene Teilmenge A C R" ! 148t sich schreiben als A = (J;2, Ax mit den

kompakten Teilmengen Ay := AN By (0). O

Definition 3.9 Es sei E eine Eigenschaft, die einer Teilmenge A C R"™ zukommt.
Wir sagen, die Eigenschaft E gilt fast iberall auf A, wenn die Menge der Punkte,
fiir die £ nicht gilt, eine Nullmenge ist.

Satz 3.16 FEine Funktion f : R" — R U {oo} mit ||f|i < oo ist fast dberall
endlich, d.h. N := {x € R" : f(x) = oo} ist eine Nullmenge. Insbesondere ist
jede integrierbare Funktion fast tiberall endlich.

Beweis. Fiir alle € > 0 gilt o5 < €|f], also [[on]]1 < €||f|l1 und damit |[0x]|; = 0,
da || fll1 < oc. O

Satz 3.17 (Modifikationssatz) Seien f,g : R® — R U {co} Funktionen, die
fast diberall gleich sind, und f sei integrierbar. Dann ist auch g integrierbar, und

es gilt dr f(x) = dx g(x). Insbesondere gibt es zu jeder integrierbaren

R R
Funktion f eine integrierbare Funktion g mit gleichem Lebesgue-Integral, die fast
tberall mit f dibereinstimmt und nur Werte # oo annimmdt.

Beweis. Zu f gibt es eine Folge { i} von Treppenfunktionen mit klim If—=flll =
0. Essei N:={r € R" : f(z) # g(z)}. Dann gilt |g — f| < >°72, oy und somit

0<llg— fulli <llg = flli + If = fells < (Z ||5N||1> + I f = fellh = [1f = fillr -
j=1

Also gilt limyo |lg — feli = 0, d.h. ¢ ist integrierbar, mit / dr g(z) =

n

klim dx fi(x) :/ dx f(z). O
—X JRn n

Ein Standardbeispiel ist die Funktion dg : R — R mit [, dz dg(x) = 0, da die
rationalen Zahlen eine Nullmenge bilden und dg fast iiberall gleich der Funktion
0 ist.

Der Modifikationssatz ist auch hilfreich bei Zusammensetzungen von Gebie-
ten: Sei f iiber A und iiber B integrierbar und sei A N B eine Nullmenge, dann
ist f auch iiber AU B integrierbar, da faup fast iiberall mit der Funktion fa+ f5
ibereinstimmt. Also gilt / dz f(x) = / dr f(x) + / dx f(x). Insbesondere

A B

AUB
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konnen wir Funktionen auf einer beschrankten offenen oder kompakten Teilmen-
ge, fiir die die Menge der Unstetigkeitsstellen eine Nullmenge ist, integrieren. Das
betrifft z.B. stiickweise stetige und beschrinkte Funktionen.

Satz 3.18 Fir eine Funktion f : R — R U {oo} gilt ||f|y = 0 genau dann,
wenn f fast diberall gleich Null ist. Insbesondere verschwindet jede nichtnegative
integrierbare Funktion f mit [o, dx f(z) =0 fast dberall.

Beweis. Die Richtung (<) ist klar. Sei also || f||; = 0. Wir betrachten N := {x €
R™ : f(z) # 0}. Dann gilt N = (J;o, Ny mit Ny, = {z € R* : |f(z)] > £}.
Dann ist oy, < k- |f| und somit 0 < |[on,[|1 < k| f|l1 = 0. Also ist jedes Ny und
damit N eine Nullmenge. 0

Mit Hilfe der Eigenschaften von Nullmengen zeigen wir jetzt, dafl das
Lebesgue-Integral in gewisser Weise vollsténdig ist.

Definition 3.10 Eine Folge (fx)ren von Funktionen f; : R" — R U {oo} heiBt
L'-konvergent gegen eine Funktion f : R" — RU{oo}, wenn limy,_o ||f — fx]l1 =0
gilt. Die Funktion f heiBt dann der L'-Grenzwert von (fi)ren.

Die Folge (fi)ren heiBt L*-Cauchyfolge, wenn es zu jedem ¢ > 0 ein N € N gibt,
so daB || f — fill1 < € fur alle k,I > N.

Der L'-Grenzwert kann nicht eindeutig sein, denn aus limy_ || f — fili =
limy oo |lg — frli = 0 folgt [|f — g][i = 0, d.h. f und g sind nur fast iiberall
gleich. Wie iiblich ist jede L!-konvergente Folge eine L!'-Cauchyfolge. Fiir inte-
grierbare Funktionen gilt aber auch die Umkehrung;:

Satz 3.19 (Riesz-Fischer) Es sei L'Y(R"™) der Vektorraum der diber R™ in-
tegrierbaren Funktion. Jede L'-Cauchyfolge (fi)ren integrierbarer Funktionen
fr € LY(R™) besitzt einen Grenzwert f € LY(R™), und es gilt

i) / de f(x) = klim dz fr(z)
n —X JRn
i) Es gibt eine Teilfolge von (fx)ren, die fast dberall punktweise gegen f
konvergiert.

Beweis. Es werden Indizes ky < ky < ... so gewdhlt, daB || fr — fr, |1 < 2% fiir
alle k > k,. Dann gilt > > || fr, — fe,.illi < 1. Abkiirzend sei g, :== fi, — fr,.,
und g = Y7 |g.|. Nach Satz 3.16 ist wegen ||g|l1 < 1 die Menge N = {z €
R™ : g(xr) = oo} eine Nullmenge. Auerdem gibt es eine Nullmenge N; mit

fr, (x) # oo fiir alle x ¢ N;. Dann setzen wir

Fa) = lim fy, kal—i—Zgy fir z € R"\ (N UN,)
-— V—00 1

0 - fiir z € N U N,
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Damit ist f(x) # oo, und die Teilfolge (f,) konvergiert fast iiberall gegen f, d.h.
ii) ist gezeigt.

Die Teilfolge ist so gewéhlt, dal es zu jedem ¢ > 0 ein p € N gibt, so dafl
>y lgvlly < €und [|fy — fi,ll1 < € fiir alle k > k,. Da f, integrierbar ist, gibt
es eine Treppenfunktion ¢ mit ||fi, — ¢[| < e. Somit gilt fiir & > &,

+ € < 2€,
1

1 = 6l <11 = fu i+ I fe, — @l < || D g

d.h. f ist integrierbar. Fiir £ > k, gilt

1f = fells < Wf = frolln + L fx, — Sl < 2€,

d.h. (fy) ist L'-konvergent gegen f. SchlieBlich gilt

‘/ndxf(x)—éndxfk(x)’ S/Rnda:‘f(:z:)—fk(x)|:”f_ka1<2€_

also die in i) behauptete Konvergenz der Integrale. 0

Eine integrierbare Funktion ist L!'-Grenzwert einer Folge von Treppenfunk-
tionen. Nach dem Satz von Riesz-Fischer kann man erwarten, dafl fast iiberall
auch punktweise Konvergenz zu erreichen ist:

Satz 3.20 Jede integrierbare Funktion f € LY(R) ist L'-Grenzwert einer Folge
(fx)ken von Treppenfunktionen mit

i) Z [ fr1 = frlli < o0

k=0

ii) (fx) konvergiert fast diberall punktweise gegen f.

Beweis. Es gibt eine Folge (g;) von Treppenfunktionen mit lim; . || f — ¢/l = 0.
Nach dem Satz von Riez-Fischer gibt es eine Teilfolge (fi) mit Eigenschaft i), die
fast iiberall punktweise gegen eine integrierbare Funktion f konvergiert. Nach
Konstruktion sind beide L!-Grenzwerte f, f sind fast iiberall gleich. O

Wir wissen, dafi die L'-Halbnorm keine Norm auf dem Vektorraum L(R™)
aller tiber R" integrierbaren Funktionen ist: aus ||f|| = 0 folgt nach Satz 3.18
nur, daf3 f fast iiberall Null ist. Es bietet sich deshalb an, fast iiberall gleiche
Funktionen zu Aquivalenzklassen zusammenzufassen. Sei dazu N (R") = {f €
LYR™) : ||f|li = 0}. Offenbar ist AV/(R™) ein Untervektorraum von L£'(R").
Zwei Funktionen f,g € L(R") heiflen dquivalent (f ~ g), wenn f — g € N(R"),
d.h. wenn f und g fast iiberall gleich sind. Die entsprechende Aquivalenzklasse
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einer Funktion f € £!(R") wird mit [f] oder f+N(R") bezeichnet. Dann ist die
Menge aller Aquivalenzklassen

LY(R") == LIR")/N(R") = {[f] : feL(R")}

ein Untervektorraum von £!'(R"). Dabei ist die Linearkombination von Klassen
definiert als Klasse der Linearkombination: ¢1[f1] + co[f2] := [c1f1 + cafa)-

Durch die Aquivalenzklassenbildung wird das Problem mit der Normeigen-
schaft von || || behoben: Dazu definieren wir ||[f]]|1 := || f||1. Diese Definition ist
sinnvoll, denn aus f ~ g, also [f] = [g], folgt

1l =g+ (f = 9)lls < llglls + 11 = glls = llgls
und —lglly = If + (g = Dl W+ 11 =gl = 1f 1

die Norm ist also unabhéngig von der Wahl des Représentanten. Insbesondere gilt
die Dreiechsungleichung sowie ||c[f]||s = |¢|||f||1. SchlieBlich gilt nach Satz 3.18
I[f]li = 0 genau dann, wenn [f] = [0]. Damit ist (L'(R"),|| ||1) ein normierter
Raum, nach dem Satz von Riesz-Fischer sogar ein Banach-Raum.

3.7 Der Satz von der monotonen Konvergenz

Wir verallgemeinern nun den Satz 3.8, der uns ein Integrierbarkeitskriterium fiir
monotone Folgen von Treppenfunktionen mit beschréanktem Integral geliefert hat,
auf monotone Folgen integrierbarer Funktionen mit beschrianktem Integral.

Satz 3.21 (von der monotonen Konvergenz (Beppo Levi))
Es sei (fr)ren eine monoton wachsende Folge integrierbarer Funktionen f, €
LY(R™). Die punktweise gebildete Grenzfunktion f = limy_.. fx ist genau dann

integrierbar, wenn die Folge der Integrale dx fr(x) beschrinkt ist. In diesem
Rn

Fall gilt/ dz f(z) = lim dx fi(x).

k—oo Rn

Beweis. (<) Wegen f, < f ist / dr fr(z) < / dr f(x), so dafi die Be-

schrianktheit der Integrale notwendig ist.
(=) Die Folge ( / dx fk(a:)> sei beschréankt (und monoton wachsend).
R keN

Also konvergiert sie gegen einen Grenzwert in R. Jede konvergente Folge ist eine
Cauchy-Folge, so daBl es zu jedem € > 0 ein N € N gibt, so dafl fiiralle k > > N
gilt

= sl = [ do )= fle)| = [ do (i) = i)

:/ndxfk(a:)—/wdxfl(x):‘/ndxfk(x)—/ndxfl@)‘<e
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Folglich ist (fx)ren eine L'-Cauchyfolge, die nach dem Satz von Riesz-Fischer
einen L'-Grenzwert f hat, so daB eine Teilfolge ( fr,) fast iiberall punktweise
gegen f konvergiert. Damit gilt f = lim,_ e fr, = f fast iiberall punktweise.
Nach dem Modifikationssatz ist dann auch f integrierbar mit

/ dx f(z) :/ dr f(z) = lim dx fi, () = hm de fr(z). O
n n V=00 Jpn R

Eine niitzliche Methode, solche monoton wachsenden Folgen zu generieren,
besteht darin, eine nichtnegative Funktion auf eine Folge verschachtelter Gebiete
einzuschréanken.

Satz 3.22 (Integration durch Ausschopfung) Fir A C R" sei die Familie
(Ag)ren eine Ausschopfung, d.h. Ay C Ay C Ay C ... und [y A = A. Es sei
f eine auf A definierte Funktion, so dafS f tber jede Teilmenge Ay integrierbar
ist. Dann gilt: Die Funktion f ist genau dann iber A integrierbar, wenn die

Folge der Integrale / dx |f(x)| beschrdankt ist. In diesem Fall gilt / dz f(x) =
Ag A

lim dx fi.(zx).

k—o0 Ay,

Beweis. (<) Mit f ist auch |f| integrierbar, und wegen / dx |f(z)| <
Ag

/ dx | f(z)| muB die Folge der Integrale {iber A; beschrinkt sein.
A

(=) Es geniigt, 0 < f < oo zu betrachten. Dann ist f4 die Grenzfunktion
der monoton wachsenden Folge f,4, integrierbarer Funktionen. Ist die Folge der
Integrale von f4, beschrénkt, dann dann ist f4 nach dem Satz von Beppo Levi
integrierbar mit

/dx f(x) :/ dzr fa(x) = lim dx fa, (r) = lim dx f(x) . O
A n k—oo Jpn k—o0 Ap

Mittels Integration durch Ausschopfung kénnen wir nun rotationssymmetri-
sche Funktionen integrieren. Fiir x = (z1,...,2,) € R" sei ||z|| = /22 + -+ - + a2
die Standardnorm. Eine Funktion f : I — R sei auf einem Intervall I C [0, o]
definiert. Sei Ja, b das Innere von I. Dann ist die durch f(x) := f(||z|) definierte
Funktion f : K, — R eine rotationssymmetrische Funktion auf der Kugelschale

K.p={xeR" : a< || < b}

Satz 3.23 FEs sei [ eine Regelfunktion auf dem Intervall |a,b|. Die Funktion fist
genau dann iber die Kugelschale K, integrierbar, wenn die Funktion |f(r)|r"!
tiber |a, b| integrierbar ist. In diesem Fall gilt

b
[ o stlal) =me, [ arit s,
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wobei Kk, das Volumen der n-dimensionalen FEinheitskugel ist. Da fiir b < M # oo
der Rand der Kugelschale eine Nullmenge ist, gilt in diesem Fall die Aussage auch
fiir die abgeschlossene Kugelschale K.

Beweis. 1) Sei zunéchst J = [«, (] ein kompaktes Intervall und f Regelfunktion
auf J. Es gibt eine Folge von Treppenfunktionen, die gleichméfig gegen f konver-
giert. Wir beweisen den Satz also zunéchst fiir Treppenfunktionen. Wir kénnen
[ = 0[a,3) anzunehmen, da die charakteristischen Funktionen von kompakten In-
tervallen ein Erzeugendensystem bilden. In Ubungsaufgabe 1 wird bewiesen, dafl
wenn k, das Volumen der n-dimensionalen Einheitskugel ist, die n-dimensionale
Kugel vom Radius R das Volumen R"k, hat. Also gilt
Y

!

Ko/,ﬁ’ a

2) Sei f > 0 Regelfunktion auf J = [a, #]. Im Beweis von Satz 3.10 haben
wir gezeigt, daf es in diesem Fall eine monoton wachsende Folge (fx)ren von
Treppenfunktionen gibt, die punktweise gegen f konvergiert. Nach Definition des

B B
Regelintegrals ist klim / dr r" 7t fu(r) = / dr r"~* f(r). Insbesondere ist die

B
Folge der Integrale ( / dr "1 fk(r)>k beschrankt.
eN

«

. 3
Nach 1) gilt fiir Treppenfunktionen / dx fr(z) = nk, / dr ™t fi(r).

~ Ka,ﬁ o ~
Die Folge (fi)ren ist ebenfalls monoton wachsend und punktweise gegen f konver-

- B
gent. Die Folge der Integrale </ dx fk(x)>k . ist durch n/{n/ dr v f(r)
S

Kaﬁ o
beschrénkt. Damit gilt nach dem Satz von Beppo Levi

/ dz f(x) = lim dz fr(z) = 1520 Nky, /ﬁ dr " fi(r)

Kop k=00 JRK 5 k a
B
= n/ﬁn/ dr "t f(r) .
(0%

3) Sei jetzt I C [0,00[ ein beliebiges Intervall mit Randpunkten a,b. Wir
konnen I durch kompakte Intervalle J; = [y, 3] mit Jo € J; C Jo C ...

ausschopfen, I = |J,oy Ji- Die entsprechenden Kugelschalen A; := K, 3 bil-

den dann eine Ausschopfung von K,,. Nach 2) ist f iiber A, integrierbar
N B

mit / dx | f(z)| = nﬁn/ dr "' |f(r)] =: E. Dann gilt nach dem
A «a
Ausschépfungssatz l

b
/ dr f(z) existiert < (F})jeny konvergent <:>/ dr r" 1 f(r)| existiert.
K a

a,b
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Existieren diese Integrale, so gilt

~ - Bi
/ de f(z) = lim [ dz f(x) = nﬁn/ dr "' f(r) . O

l—o00 Al oy

Beispiel 3.1 (Trigheitsmoment eines Kreiszylinders) Das Trigheitsmo-
ment einer kompakten Menge K beziiglich einer Achse L ist definiert als

O = /K dz () (d(z, L))* |

wobei p die Dichte und d(x, L) der Abstand eines Punktes = € K zur Drehachse
L ist. Fiir einen homogenen (konstante Diche p) geraden Kreiszylinder

K={(z,y,2) €R® : 2* +y* < R*, 0<2<h}

mit der z-Achse als Drehachse gilt nach Fubini

h
@Zu/ dZ/ d(z,y) (z* +y°) ,
0 A,

wobei A, = {(z,y) € R? : 2% + 32 < R?} unabhingig von z ist. Ubergang zu
Zylinderkoordinaten mit r = \/x? + y? liefert mit ko = 7

h R
@:,u/ dzn/fn/ dr "t r?
0 0

wobei m = puv3(K) die Gesamtmasse ist.

R R* 1
= 27r,uh/ drr-r*=2ruh— = —mR?,
n=2 0 4 2

3.8 Lebesgue-Integral und Differentiation

Wir benotigen ein weiteres Integrierbarkeitskriterium:

Satz 3.24 (von der majorisierten Konvergenz (Satz von Lebesgue))

Es sei (fx)ken eine Folge integrierbarer Funktionen auf R™, die fast dberall
punktweise gegen eine Funktion f konvergiert. Es gebe eine integrierbare
Funktion F mit |fx| < F fir alle k € N. Dann ist f integrierbar, und es gilt

[ ot = Jim [ o ).

Beweisidee. Aus der beliebigen beschrankten Folge (fx))reny wird eine Folge
(gx)ken monoton fallender Funktionen konstruiert durch gp(z) := sup,s; fi(x)
und fiir jedes feste k eine Folge (g, ) en monoton wachsender Funktionen durch
Grp(x) = max(fi(z), frr1(x), ..., firr(x)). Auf diese Folgen wird der Satz von
Beppo Levi angewandt. 0

Eine wichtige Anwendung ist:
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Satz 3.25 Es sei f eine differenzierbare Funktion auf einem kompakten Intervall
la, x|, und die Ableitung f' sei beschrankt. Dann ist ' integrierbar iber |a, x|, und

es gilt f(x) — f(a) :/ dr f'(z).

[a,z]

Beweis. Wir betrachten die Folge (fx)r>1 der Differenzenquotienten auf [a, z],
fk(t)_{ k<f(t+%)_f(t)) ﬁirtE[a’x_%].
0 sonst .

Die Folge konvergiert auf [a, z[ punktweise gegen f’. Die Funktionen f; sind als
stiickweise stetige Funktionen Regelfunktionen und nach dem Mittelwertsatz der
Differentialrechnung beschriankt durch max |f’| < C. Die konstante Funktion C
ist iiber [a, x] integrierbar. Nach dem Satz von der majorisierten Konvergenz ist
f! integierbar mit
/ dt f'(t) = lim dt fx(t) = klim dt fr(t) .
la,] —Ja

k=00 Jla,a]

Die letzte Gleichheit folgt aus Satz 3.7.
Firz —a > % gilt

/j dt fi(t) = k(/:—,z dt f(t+ 1)~ /;_'i at f())
k(/aildt’ £(#) —/ax_idt f(t))
k((/:l dt f(t) +/¢:1’1€ dt f(t)) - (/j+l1 dt f(t) — /{:i dt f(t)))

:k/;ldtf(t)—k/aﬁidtf(t).

k

1
k

Weiter folgt aus der Stetigkeit von f und der Tatsache, dafl f auf einem kompak-
ten Intervall das Maximum und Minimum annimmt,

min f(t)gk/x dt f(1) < max f(t)

te[m—%,x]

4
min  f(t) < k/ dt f(t) < max f(t).

te[a,a-i-%] te[a,a+%]
Damit gilt klim / dt fr(t) = f(x) — f(a). O

Im folgenden sei fiir X C R™ und 7" C R? eine Funktion f : X x T — R
gegeben. Fiir festes © € X werde durch f,(t) = f(x,t) eine Funktion f, : T'— R
definiert und fiir festes ¢t € T eine Funktion f; : X — R durch fi(z) = f(z,1).
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Satz 3.26 Fiir eine Funktion f: X x T — R gelte:
i) Fir jedes x € X ist f, : T — R dber T integrierbar.
i) Fir jedest € T ist f; : X — R stetig auf X.
iii) Es gibt eine integrierbare Funktion ® : T — R mit |f(x,t)| < ®(t) fir
alle (z,t) € X x T.

Dann liefert das Integral F(x) := / dt f.(t) eine stetige Funktion F : X — R.
T

Beweis. Fiir eine gegen = konvergierende Folge (zj)reny von Punkten zp € X
sei fr(t) := f(zg,t). Wegen ii) konvergiert die Folge (fx) gegen f,. Nach iii) ist
| fr] < ®. Dann liefert der Satz von der majorisierten Konvergenz

Fla) = [ a0 = Jim [ at flt) = Jim Far).

k—o0 [e%S)

d.h. F'ist stetig. U

Satz 3.27 Fiir eine Funktion f: X xT — R mit X offen gelte:
i) Fiir jedes x € X ist f, : T — R diber T integrierbar.
ii) Fir jedest € T ist f; : X — R stetig differenzierar auf X .
iii) Es gibt eine integrierbare Funktion ® : T — R mit |(0;f)(x,t)] < &(¢)
fir alle (x,t) € X x T und alle 1 <1i <n.

Dann liefert das Integral F(z) := / dt f.(t) eine stetig differenzierbare Funktion

T
F : X — R. Auflerdem ist fir festes v € X die durch (0;f).(t) := (0;f)(z,1)
definierte Funktion (0;f), : T — R integrierbar, und es gilt

OF)@) = [ dt @)
Beweis. Sei x € X fixiert und (hg)reny eine gegen Null konvergierende Folge
reeller Zahlen mit hy # 0, so dafl gilt x, = x + hge; € X fiir alle £ € N,
wobei e¢; € R"™ der i-te Einheitsvektor ist. Wegen ii) konvergiert die durch
op(t) == ﬁ(f(xk, t) — f(z,t)) definierte Folge (¢) von Funktionen gegen (0;f)..
Da die Differenzenquotienten ¢, wegen i) integrierbar sind und nach iii) und
dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung durch eine integrierbare Funktion
beschrénkt sind, liefert der Satz von der majorisierten Konvergenz, dafi die Grenz-
funktion (0;f), tiber T integrierbar ist mit

liny | db 4(1) = /T dt (0,f)(x,t) .

k—o00

85

Preliminary version — 8. Februar 2007



1
Andererseits ist / dt ¢p(t) = h—(F(.CI?k) — F(z)) und damit im Limes k — oo die
k

T

partielle Ableitung von F' in i-ter Koordinatenrichtung. Aus der Stetigkeit von
0; f folgt nach Satz 3.26 die Stetigkeit von 0;F', also die stetige Differenzierbarkeit
von F'. 0

3.9 Integration iiber einen Produktraum

Es geht nun um die Verallgemeinerung des Satzes von Fubini von stetigen Funk-
tionen auf beliebige integrierbare Funktionen. Zur Vereinfachung der Schreibweise
sei X = RP und Y = R"P. Wie iiblich entsteht aus f(x,y) durch Festhalten von
y € Y die Funktion f, auf X und durch Festhalten von x € X die Funktion f,
auf Y.

Satz 3.28 (Fubini (allgemeinster Fall)) FEs sei f : X x Y — RU {oc} eine
integrierbare Funktion. Dann gilt:

i) Abgesehen von einer maoglichen Nullmenge N C Y ist fiir festesy € Y\ N
die Funktion f, iiber X integrierbar.

i) Die durch F(y) := /de flz,y) firye Y\ N
0 firye N
definierte Funktion F :Y — R ist dber Y integrierbar, und es gilt

/zxyd(fc,y) f(fuy):/ydyF(y)E/ydy/de fz,y) .

Beweis. Zu f gibt es nach Satz 3.20 eine Folge ( fx)ren von Treppenfunktionen und
eine Nullmenge A C X x Y, so daB fiir (z,y) ¢ A gilt limy_ fr(z,y) = f(z,y)
und auBerdem > 77 || frt1— frl[1 < oo. Im folgenden bezeichnen || |1 x und || |1,y
lie L'-halbnormen auf X und Y.

Wir beweisen zunéchst, dafl es eine Nullmenge N’ C Y gibt, so daf§ fiir y €
Y\ N gilt, daB A, :={z € X : (z,y) € A} C X eine Nullmenge ist. Wegen
|64]l1 = 0 gibt es fiir jedes € > 0 zu d 4 eine Hiillreihe Y% dg, mit >~ 0(Q;) < e.
Die Quader zerlegen sich in @; = Q) x Q7 mit Q; € X und Q) € Y. Fir
festes y ist (ohne Ausschlufl einer Nullmenge) 04, < > %, dq:dqr(y) und damit
a(y) == [y dzda,(x) <307, v(Q;)dgr (y). Integration der so definierten Funktion
a iiber Y liefert |lal/1y = 0, d.h. die Existenz einer Nullmenge N’ C Y, so da8
0=a(y) = ||04,]l1,x = 0 fiir y ¢ N. Das war zu zeigen.

Folglich konvergiert fiir festes y € Y\ N’ die Folge (fi,,)ken fast iberall auf
X (némlich fiir ¢ A,) gegen f,.
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Sei Hy(y) = / dz | frs14(x) — fry(z)]. Nach Satz 3.11 gilt / dy Hy(y) =
X Y

/X Yd(a:,y) | frr1(@,y) = frl@, y)| = [ frer — fell und damit

> [ dy i) <oc. *)
k=0"Y

Die Folge (Gy)sen der Funktionen G, = >~;_, H, ist monoton wachsend. Nach
(*) gilt

I, /@G Z/@m <Z/@m

d.h. die Folge (I5)sen der Integrale ist beschrankt. Nach dem Satz von Beppo
Levi ist damit die Grenzfunktion ) ;- j H integrierbar. Nach Satz 3.16 gibt es
hochstens eine Nullmenge N”| so dafi Hy(y) < oo fiir alle y € Y\ N”. Somit gilt
fir alley € Y\ N, mit N = N'UN"|

o
}:Hﬁﬂg—ﬁme<ﬂw- (**)

Damit ist (fky)ken eine L1 Cauchyfolge auf X, die nach dem Satz von Riesz-
Fischer fast iiberall punktweise gegen eine iiber X integrierbare Funktion fy kon-

vergiert. Damit ist nach dem Modifikationssatz auch f, integrierbar, und fiir
y €Y\ N gilt

im [ dr fia) = [ do o) = Pl).

k—oo

Wir betrachten nun die Treppenfunktionen Fy(y) := / dz fr(z,y). Die Folge
X

(Fy)ken konvergiert fast iiberall punktweise gegen F'. Auflerdem ist

1Fues = iy =3 | dy | [ do (forna(®) = fialo)
% k+ k1Y Z/ y‘/ K+ & ‘
<Z/dy/dx\fk+1y @] =S s — Al < 0.

k=0

Somit ist (Fj)ken eine L'-Cauchyfolge, die nach dem Satz von Riesz-Fischer fast
iiberall punktweise gegen eine integrierbare Funktion F' konvergiert. Damit ist
auch F' integrierbar, und es gilt

/dyF(y)zlim dy Fr(y hm/dy/dxkay
Y

k—o0

=Jim [ dw) fiew) = [ dlew) Sy O
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Im Beweis konnen die Rollen von X,Y vertauscht werden, so dafl fiir eine
iiber X X Y integrierbare Funktion gilt

/Xxyd(w,y) f(:v,y)z/xda:/ydy f(x,y):/ydy/xdx F(z,y) .

Die Voraussetzung der Integrierbarkeit iiber X x Y ist entscheidend. Es
gibt Beispiele fiir Funktionen, fiir die die Integrale / dx / dy f(z,y) und
X Y

/ dy / dx f(x,y) existieren, ohne daf§ f(x,y) integrierbar ist. Um die Umkeh-
1% X

rung des Satzes von Fubini zu formulieren, benotigen wir fogende Bezeichnung;:

Definition 3.11 Essei A eine Vereinigung abzahlbar vieler kompakter Mengen. Eine
Funktion f : A — R U {oco} heiBt lokal-integrierbar, wenn sie liber jede kompakte
Teilmenge K C A integrierbar ist.

Satz 3.29 (Tonelli) Eine lokal-integrierbare oder fast tiberall stetige Funktion
f: X xY — R ist genau dann iiber X XY integrierbar, wenn wenigstens eines

der iterierten Integrale / d:v/ dy |f(xz,y)| oder / dy/ dx |f(x,y)| existiert.
X 1% Y X
Ist das der Fall, so gilt

/Xxyd(xay) f@’y):/de/ydyf(x’y):/Ydy/def(wi-

(<) Mit f ist auch |f] iiber X X Y integrierbar, und der Satz von Fubini liefert
die Existenz und Eigenschaften der iterierten Integrale.

(=) Wir beweisen nur den Fall, dal f lokal integrierbar ist. Fir & > 1
sei Wy, = [k, k| C R" der kompakte Wiirfel mit Kantenldnge 2k und
fr = min(|f], kéw, ). Dann ist f; integrierbar. Die Folge (fi)ren konvergiert
monoton wachsend gegen |f|, und die Folge der Integrale ist nach dem Satz von
Fubini fiir f; beschrankt:

/Xxyd(x,y) fk(x’y):/ydy/xdxf’“(x’wg/Ydy/Xdﬂfk(“"Wﬂ
< [ay [ astrte.)l < .

Nach dem Satz von Beppo Levi ist damit die Grenzfunktion |f| iiber X x Y
integrierbar. Andererseits ist f iiber X x Y lokal integrierbar, insbesondere ist
X x Y die Vereinigung abzihlbar vieler kompakter Teilmengen. Also gibt es eine
Ausschopfung Ag C A; C ... von X x Y = (J,.yA4; durch kompakte Teilmen-
gen A;, und f,, ist integrierbar. Da fa, durch die integrierbare Funktion |f|
beschrénkt ist, ist f nach dem Satz von Lebesgue integrierbar. U
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3.10 Der Transformationssatz

Der Transformationssatz ist eine méchtige Methode zur Berechnung von Integra-
len.

Satz 3.30 Seien U,V C R" offene Teilmengen und sei T : U — V ein Diffeo-
morphismus. Eine Funktion f : V — RU{oo} ist genau dann iber V integrierbar,
wenn die Funktion | det(dT)|-(foT) : U — RU{oo} diber U = T~Y(V') integrierbar
ist. In diesem Fall gilt

/U dz | det(DT)(x)] £(T(x)) = / dy 1(y) .

Zur Erinnerung: Ein Diffeomorphismus 7' ist eine differenzierbare bijektive Ab-
bildung mit differenzierbarem Inversen. Das Differential DT ist dann eine lineare
Abbildung DT : R" — R", d.h. DT € End(R"), so dafl die Determinante korrekt
definiert ist. Bei der Diskussion des Satzes iiber implizite Funktionen haben wir in
Satz 2.35 gezeigt, dafl das Differential einer bijektiven differenzierbare Abbildung
invertierbar ist. Damit ist | det(DT')(z)| # 0 fir alle z € U. Der Transformati-
onssatz a3t sich aber auch verwenden, wenn 7" nur auf einer Nullmenge N kein
Diffeomorphismus ist, da Nullmengen im Lebesgue-Integral keine Rolle spielen.
In diesem Fall geniigt es, iiber U \ N bzw. T-}(U \ N) zu integrieren.

Bevor wir den Transformationssatz beweisen, diskutieren wir einige Folgerun-
gen und Anwendungen.

e Im R! reduziert sich der Transformationssatz auf folgende Form: Sei T :
la,b] — [a, (] eine bijektive stetig differenzierbare Abbildung, dann gilt

dr |T(x)| f(T(x)) = / dy f(y). Das Auftreten von |T"| ist leicht

[a.] (o]
zu verstehen: Mit y = T'(z) € V folgt formell dy = “Ldx = T'(z) dx. Ist
T' <0, soist T7'(a) = b und T7!(3) = a. Die dann notwendige Ver-
tauschung von oberer und unterer Integrationsgrenze liefert ein weiteres
Vorzeichen, so dafl in die Transformationsformel nur |7”(z)| eingeht.

e Im Spezialfall einer nichtausgearteten affinen Transformation y = T'(z) =
Arx +b € R" mit det A # 0 ist f : K — R" U {oo} genau dann iiber
K C R" integrierbar, wenn f o T iiber T~!(K) integrierbar ist, und es
gilt

1
do (s +0) = o [y 1),
/7;—1([() | det A| K

e Beschreibt A eine Rotation oder Spiegelung (dann ist |det A| = 1) und
wéhlen wir fiir f die konstante Funktion f = 1, so folgt, daBl K ge-
nau dann mefibar ist, wenn 7 '(K) meBbar ist, und es gilt v,(K) =
v (T7Y(K)). Volumina bleiben also bei Kombinationen aus Verschie-
bung, Drehung und Spiegelung erhalten.
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e Ist A eine Diagonalmatrix mit Diagonalelementen aiq, ..., a,, und ist
b = 0, so handelt es sich um eine richtungsabhéngige Skalierung. Dadurch
entsteht z.B. aus der dreidimensionalen Kugel B;(0) ein Ellipsoid

E:{(?Jl,y%ys)ER‘g : y—1+y_2_|_y_3<1}
af, a3,  ai

durch T(F) = B1(0) bzw. y = Axz. Dann folgt fiir das Volumen des
Ellipsoids

/ d(y1, Y2, 93) 1(y)=/ dz |det A|1(Az) = | det A| ks
E B1(0)

4
= g 1122033 -

Sehr hiufig treten Integrale {iber n-dimensionale Kugeln oder Kugelschalen
auf. Solche Integrale lassen sich durch eine Transformation 7" zu Polarkoordinaten
vereinfachen (und mit dem Satz von Fubini oft auch lésen). Polarkoordianten
im R" bestehen aus dem Radius r und n — 1 Winkeln ¢, 9,...,9, 5. Dann
ist T : (r,o, 01, .., 00-1) = (Y1, Yn) = Tn(r, 0,01, ..., o) definiert durch
To(r, ) = (r cos @, rsin ¢) und dann rekursiv y,, = rcos ¥, s und (y1,...,Yp_1) =
Toa(r,p,Y1,...,0,_3) - sind,_o. Konkret heifit das

Y1 rcospsinty ---sinv, o
Yo rsinpsind; - - -sinv,_o
Y3 rcost sinty - - -sind,,_o
Yn1 I COS Y3 SIN Uyy_o
Yn rcosY,_o

Damit die Transformation 7" bijektiv wird, ist (z.B.) 91,...,9,-2 € ]0, 7] und
¢ €0, 27[ zu wihlen.

Satz 3.31 Es gilt | det(DT)(r, 0,01, ...,Up o) =r"Lsind}---sind, o)" 2.

Beweis. Das Differential der Transformation ist

Oy 9y Oy Oy
or dp 091 7 OUn_2

Oy2 dy2  Oy2 Oy2
or Op 091 "7 O9p_2

DT — | 2% 2w Ous 9ys
- or o o091 T OVp_2

Oyn  Oyn  Oyn Oyn
or Op 091 "7 O¥p_2

90

Preliminary version — 8. Februar 2007



Fir n = 2 ist 0,y = (cosg,sinyp) und 0,y = (—rsing, —rcosyp), so dafi die
Determinantenformel gilt. Im Schritt von n auf n + 1 fiir n > 2 haben wir mit
7= Y1, ., Yn) € R" und y = (ysind,_1,7cosd,_ ;) € R*H

. &gj - sin ﬁn—l . 8@:& - sin 1977,—1
ary - ( COS’l9n_1 ) ) acpy - ( 0 )
Do,y — < &%-y-s(;m?nq > firl<i<n-—2, Do, Ly = ( y:;snﬁg_l ) '
- n—1

Nach Induktionsannahme gelte die Determinatenformel fiir n > 2. Im Schritt von
n auf n+ 1 betrachten wir zunéchst sinv,,_; = 0. Dann ist gilt rang(d7’) = 2 und
damit det dT" = 0. Sei also sin¥,,_; # 0. Dann addieren wir das (—r%)—fache
der ersten Spalte zur letzten. Wegen 10,y = y wird die neue letzte Spalte zu

10,y - cosVyp_1 ycos ¥y, 1 0
cos? 941 + ind = —r .
- sin¥,_1 —TrSMVp—1 sin¥y, 1

Entwicklung nach der neuen letzten Spalte und Herausziehen des Faktors sin,,_;
aus jeder der ersten n Spalten der Unterdeterminante bestétigt die Determina-
tenformel. O

Sei nun IT := ]0,27[x(]0,7[)""2 und I C ]0,00[ ein offenes Intervall. Dann
ist das Bild von I x IT unter T die offene Teilmenge K(I) \ N C R", wobei
K[I]:={z € R" : ||z|| € I} die offene Kugelschale der Radien im Intervall I ist
und N eine Nullmenge, die durch Aufschneiden der Kugel bei 5 = 0 entlang der
positiven y;-Achse erhalten wird. Da fiir das Lebesgue-Integral Nullmengen (N
und Rénder von I) keine Rolle spielen, erhalten wir

Satz 3.32 Sei I C [0,00] ein beliebiges Intervall und K(I) C R"™ die entspre-
chende Kugelschale. Fine auf K(I) definierte Funktion f ist genau dann dber
die Kugelschale K(I) integrierbar, wenn die Funktion f(T(r,¢,V1,...,0n—2)) -
r"CO(p, V1, ..., Un_o) diber I x 11 integrierbar ist. In diesem Fall gilt (wegen
Fubini)

/K " dy f(y)

27 T ™
= /dr r"1/ dgp/ dy sim?l---/ d¥y_o sin" 29, o f(T(r,0,91,...,0, 2)) .
I 0 0 0

Als Beispiel berechnen wir nochmals das Volumen der dreidimensionalen Ku-
gel vom Radius R, d.h. I = [0, R]. Die Funktion 1 ist integrierbar, so daf} gilt

- 4
([0, R)) /drr/ dgp/ dY, sin; = R (—COSﬁl‘O):?ﬂR?’.

Wenn in Satz (3.32) die Funktion f nicht von den Winkeln abhéngt, also ro-
tationssymmetrisch ist, dann erhalten wir eine Verallgemeinerung von Satz 3.23:
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Satz 3.33 Es sei f eine Funktion auf dem Intervall Ja,b[. Die Funktion f auf
R™ mit f(x) = f(||z]]) ist genau dann iber die Kugelschale K integrierbar, wenn
die Funktion f(r)r"=1 dber I integrierbar ist. In diesem Fall gilt

/ dzx f(||z]]) = n/fn/dr () .
K(I) I

Beweis. Unter Verwendung von Satz 3.32 ist nur zu zeigen, dal das Winkelintegral

/ / d¥; sintvy -- / dVp_o sin""20,_o = nk, liefert. Das folgt aber sofort
fir das Volumen der Einheitskugel mit f =1 und I = [0, 1]:

2T T T
Kn :/ dr 7""1/ d(p/ dd, sin191~-~/ dd, o sin" 29, 5
[0,1] 0
1 n—2
= — d191 sin vy - - dﬁn 9 sin" “9,,_o . O
nJo

3.11 Beweis des Transformationssatzes
Wir unterteilen den Beweis in folgende Schritte:

i) Diskussion der Nullmengen
Volumen eines affin transformierten Wiirfels
iii) Volumen eines diffeomorph transformierten Wiirfels

iv) Beweis fiir Treppenfunktionen

)
)
)
)

v) Beweis im allgemeinen Fall

In den Beweisen ist es vorteilhaft, auf R" die Mazimumsnorm
|(z1,. .., 2)||l00 := max(zy, ..., x,) einzufithren.

Lemma 3 Ist N C U eine Nullmenge, dann ist auch T(N) C V eine Nullmenge.

Beweis. Fir x,y € U und t € [0,1] sei g(t) := T(z+t(y — x)). Dann gibt es nach
dem Mittelwertsatz ein 6 € [0, 1] mit

T(y) = T(x) = g(1) = g(0) = ¢'(0) = (DT)(x + 0(y — ) - (y — =) ,

wobei im letzten Schritt die Kettenregel benutzt ist. Damit gilt nach Definition
der Norm einer linearen Abbildung

IT(y) = T(2)[loo < sup [[(DT)(z + 0y —2))] - ly — 2l -

0€[0,1]

Zu N gibt es fiir jedes € > 0 eine Uberdeckung durch abzihlbar viele kompakte
Wiirfel Wy, € U mit Y > v, (W) < e. Entsprechend ist T(N) C (Upe, T(Wy).
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Sei jetzt x,y € NNWy. Auf Wy ist ||(DT)(z +60(y —x))|| als stetige Funktion auf
einer kompakten Menge beschrankt, d.h. || T(y) — T(x)||c < L ||y — z|| o fiir alle
x,y € Wy und somit auch fir alle z,y € NNWj. Also gilt v, (T'(Wy)) < L™, (Wy),
d.h. T(N N Wy) ist eine Nullmenge. Dann ist auch T'(N) als Vereinigung von
abzahlbar vielen Nullmengen eine Nullmenge. O

Lemma 4 Fs seien ay,...,a, € R" und P(ay,...,a,) = {z = tjag + - +
tnan @ t; € 10,1} das durch diese Vektoren aufgespannte Parallelotop. Dann gilt

vn(P(ar,...,a,)) = |det(a,...,a,)],
wobei a; auf der rechten Seite die i-te Zeile einer (n X n)-Matriz ist.

Beweis. Aus der Definition und dem Beweis der Eindeutigkeit der Determinante
im letzten Semester folgt, dal der Betrag der Determinante eindeutig definiert
ist durch

(D1) |det(...,Aa;,...)| = |A||det(... a4 ...)]

<D2) |det(...,ai,...,aj,...)| = |det(...,ai—l—aj,...,aj,...)\

(D3) |det(ey,...,e,)| =1
Die Punkte in (D1), (D2) bedeuten, dafi die jeweiligen Zeilen der rechten und
linken Seite identisch sind.

Wir beweisen, daf auch das Volumen diese Eigenschaften hat. (D3) ist klar.

(D1) Sei P\, := P(ai,...,a;—1,a;, 01, ...,a,). Die Parallelotope P; und
P_; sind nur gegeneinander verschoben und haben deshalb das gleiche Volumen
(das war eine Ubungsaufgabe). Wir konnen uns also auf A > 0 beschrénken.
Fir natiirliche Zahlen A = [ € N\ {0} gilt offenbar v, (P) = lv,(P) nach
Aneinandereihung von [ Parallelotopen P; in i-ter Richtung. Sei A = § eine
rationale Zahl mit p,¢ € N\ {0}. Dann gilt v,,(P,.\) = qua(P\) = v,(Bp) =
pon(P) = §vn(Pq). Schlieflich finden wir fiir A € R, zu jedem € > 0 rationale

Zahlen r < XA <7y mit |r; — ry| < ﬁ. Das ergibt v, (P,,) < v,(Py) < v,(Py,)

und damit |v,(Py) — Av,(Py)] < e. Somit gilt (D1) fiir alle A € R.
(D2) Nach dem Prinzip von Cavalieri geniigt es, die jeweiligen Fléchen in der
{7, j}-Ebene zu vergleichen:

a
Wieder nach Cavalieri haben die durch {a;,a;} bzw. {a; + a;,a;} aufgespannten
Parallelogramme die gleiche Flache. Das beendet den Beweis. 0

Sei nun W = P(ey,...,e,) C R" der Einheitswiirfel und 7" : R” — R” mit 7" :
x +— A-x eine lineare Abbildung. Dann ist A-e; = a; die i-te Spalte von A bzw. die
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i-te Zeile von A'. Aus der Linearitét von T folgt somit T(W) = P(ay, ..., a,). Aus
Lemma 4 und det A* = det A ergibt sich schlieBlich v, (T (W)) = | det A - v, (W).

Lemma 5 Flir jeden kompakten Wiirfel W C U gilt
va(T(W)) < max | det(DT)(x)| - va(W).

Beweis. Da jede kompakte Teilmenge mefibar ist und das Bild einer kompakten
Teilmenge im R™ unter einer stetigen Abbildung wieder kompakt ist, sind v, (W)
und v, (T(W)) definiert. Wegen Lemma 3 geniigt es, den Fall v, (W) > 0 zu
beweisen.

Wir setzen a := . Durch Halbierung sémtlicher Kanten zerlegen wir
W in 2" achsenparallelne gleich grofie Teilwiirfel. Dann gibt es einen Teilwiirfel
Wi mit v, (T (W7)) > av,(W;). Durch Wiederholung dieser Zerlegung gewinnt
man eine Folge W) D Wy O ... von Wiirfeln mit v, (T(W;)) > av,(W;). Wie im
Beweis des Satzes von Heine-Borel (Satz 2.15) gibt es einen Punkt a € W, der in
allen W; liegt. Sei b := T'(a) der Bildpunkt. Wir kénnen das Koordinatensystem
so verschieben, dal a = b = 0 gilt.

Ist my, der Mittelpunkt des k-ten Wiirfels und hat der Ausgangswiirfel W die
Kantenlinge 2L, dann ist Wy, = {z € U : ||z — my||c < &}. Nach Definition
der Differenzierbarkeit von 7" im Nullpunkt gilt T'(x) = T(0) + (DT)(0) - x + ¢(x)
mit IJ%Q#O% = 0. Wir setzen A := (DT)(0) € GL(n,R). Wegen T(0) = 0
gilt dann T'(x) = A (x + [|z]|e - 7(2)), Wobei r(z) = Hx‘l‘mA_1 - ¢p(x) gegen 0
konvergiert fiir  # 0. Also gibt es zu jedem € > 0 ein 6 > 0, so daf} ||7(7)||- < §
fir alle z € R™ mit ||z]oc < 0. Sei [ ein Index, so daf fiir alle x € W, gilt
[z]e <24 < 4. Dann gilt

on(T(W))

L

L
Iz +lzllo -7 (2)) =mulloo < ll2=mulloc+[[lloo- Ir(@)llo0 = 57+ = 5 (1+¢)

L €
202 2
fiir alle x € W;. Somit ist die Menge V; := {x + ||z|| - r(z) : = € W,} enthalten
im Wiirfel W :={z € R" : |z —myl|w < & - (1 +€)}.

Also gilt T(W);) = A-V, C A- W[ und weiter
un(T(W1)) < on(A- W) = [det A|(1 + €)" v, (W) .

Angenommen, es gelte a > max ey | det(DT)(x)| > |det A|. Dann finden wir ein
e > 0, fiir das auch o > (1 + €)"| det A| gilt. Das bedeutet v, (T'(W))) < av, (W)
im Widerspruch zur Konstruktion von W. O

Lemma 6 Sei K C U eine kompakte Teilmenge, so dafs der Rand OK eine
Nullmenge ist. Dann gilt

min | det(DT)(1)] - vu(K) < 0a(T(K)) < max| det(DT)(@)] - v (K)
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Beweis. Die kompakte Menge K und damit ihr offenes Innere K\ 0K ist mefibar

mit v, (K) = v, (K \ 0K). Zu K \ 0K gibt es eine Ausschopfung Ag C A; C ...

mit K\ OK = [J;_, Ak, wobei die kompakten Teilmengen A; = Uj*_W;, durch

Zusammenkleben von kompakten Wiirfeln IW;, der Kantenldngen 1, 1 cee 2% ent-

lang ihrer Rénder gebildet werden. Dann ist vn(K \NOK) =3 7120 > 0o vn(Wiy).

Wegen der Stetigkeit und Bijektivitat von T gilt T'(K) \ 0T (K) = (K \OK) =
T(Urzo Ui—o Wi,) und dann mit Lemma 3 und Lemma 5

v(T(K)) = v(T(K \ 0K)) = Z vn(T(Wi,))
< max | det(DT)(x)| ZZ%(%) max | det(DT)(x)] - va (k) -

Andererseits folgt daraus durch Vertauschung der Rollen von K und T'(K)
vn(K) = v, (T"H(T(K))) < max [det(DT")(y)| - va(T(K)) -
yeT(K)

Nach dem Satz iiber implizite Funktionen gilt (DT1)(y) = ((DT)(z))™*
r = T Y(y), also |det(DT)(y)| = m. Nun ist |det(DT1)(y)| dort
maximal, wo |det(DT)(z)| minimal ist. Das bedeutet

v (T(K)) > gél[r(l | det(DT)(x)| - vp(K) . O

Satz 3.34 Der Transformationssatz gilt fiir jede Treppenfunktionen f auf V,
deren Trager supp(f) :={y € R* : f(y) # 0} Teilmenge von V ist.

Beweis. Wegen der Linearitédt des Integrals geniigt es, den Transformationssatz
fiir die charakteristische Funktion eines Quaders zu beweisen. Weiter brauchen
wir nach Lemma 3 nur kompakte Quader () € V zu betrachten, da der Rand
eines Quaders eine Nullmenge ist. Die Integrierbarkeit von |det DT'|dg o T ist
klar, denn dg o T' verschwindet auBerhalb der kompakten Menge T7(Q) C U,
und | det DT ist stetig auf T'(Q). Zu zeigen bleibt

/ dy = v,(Q) = / dz |det(DT)(x)| .
Q T-4Q)

Da die stetige Funktion |det(DT~1)|~!| auf der kompakten Menge @
gleichméBig stetig ist (Satz 2.19), gibt es zu jedem e¢ > 0 eine Zerlegung
Q=@ U---UQ, in kompakte Quader, die nur Randpunkte gemeinsam haben
und so klein sind, dafl max,cq, | det(DT 1) (y)| "t —minyeq, | det(DT ) (y)| ! <e.
Dann gilt im Urbild 77(Q;)

max | det(DT)(x Non(T7H(Q1)) — min | [det(DT)(z )va(T7H(@1))

zeT~ zeT~
< ev,(T7HQ))) .
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Sowohl / dx |det(DT)(x)| als auch v,(Q;) nach Lemma 6 sind enthalten
(%

im Intervall

[ min | [det(DT)(z Non(T7H(Q1)), max | det(DT)(x )va(T7H(@1))

zeT~ zeT—
Also gilt
S Evn(T_l(Qi)) .

‘ /Tl(cm do | det(DT) ()] = vn(C)

Summation {iber alle Teilquader liefert

‘/ oy 10D (@ )| < Z

Lo 18D - (@)
< (TQ)

Fiir ¢ — 0 ergibt sich die Behauptung. 0

Beweis des Transformationssatzes. Nach Definition der Integrierbarkeit gibt es
zu jeder iiber V' C R" integrierbaren Funktion f und jedem e > 0 eine auf einer
beschrénkten Teilmenge des R™ definierte Treppenfunktion f, mit || f — fe[|; < 5.
Wegen |fy — foov| < |fy — f| gilt dann auch || fyy — fdy |1 < 5. Sei B C R" eine
beschréinkte offene Teilmenge mit supp(f.) C B und M = maxX,csupp(s.) | fe(z)].
Dann gibt es zu der beschrénkten offenen Teilmenge V' N B eine Vereinigung

= QoU---UQr C VN B von endlich vielen kompakten Quadern ); mit
}vn(VﬂB) —vn(A){ < 357 Damit ist f.64 eine Treppenfunktion mit supp(feda) C
V, fiir die gilt

£ = fedvlly = 1ba = fedvenly < Mlun(4) = oa(V O B)| < 5.

Somit gilt || fy — fedallr < || fv — febv |1 + || fedy — fedalls <€, d.h. wir konnen
annehmen, dafl die approximierenden Treppenfunktionen zu fy- ihren Trager in V'
haben. Nach Auwahl einer Teilfolge geméaf3 Satz 3.20 gibt es also zu fy eine Familie
(fx)ken von Treppenfunktionen mit Tréger in V', die fast iiberall punktweise gegen
f konvergieren und auBerdem L!-konvergent gegen f sind.

Wir betrachten die Folge der Funktionen f, := |det(DT)|(fx o T). Nach
Satz 3.34 ist fk iiber U integrierbar, und es gilt

||fk—f3||1,U=/dx Fule) - fila |—/|fk D = 1 — fillu -

Damit ist ( fi)eern eine L'-Cauchyfolge auf U, so daf eine Teilfolge fast
iiberall punktweise gegen eine iiber U integrierbare Funktion f konvergiert mit

dx f(a:) = hm / dx fk(a:) Andererseits konvergiert f, auch fast iiberall
U

—)OOU
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punktweise gegen die Funktion |det(DT')|(foT). Nach dem Modifikationssatz ist
dann auch | det(DT)|(f o T) iiber U integrierbar, und es gilt

[ ds e @)@ 50 = fim [ do o) = i [y i) = [ o )

Ist umgekehrt | det(DT")|(foT") tiber U integrierbar, dann folgt durch Vertauschen
der Rollen von T und 77!, daB | det(DT~)|(| det(DT)|(f o T)) o T~' = f iiber

V' integrierbar ist. Damit ist der Transformationssatz bewiesen. 0

3.12 Integration iiber Teilmengen von (R,)"
Héufig treten Integrationen auf, die auf das Standardsimplex
A" :={(x1,...,2,) ER" 1 2; >0, 21+ -+, <1} CR"

zuriickgefithrt werden koénnen, z.B. bei Funktionen auf (R,)", die entscheidend
von der Summe z; + --- + x,, abhédngen. In diesem Fall ist eine auf Jacobi
zuriickgehende Transformation hilfreich. Dazu definiert man

( i; ) = S, 1) = < “1%1;2%) )

und dann rekursiv fiir & = (xq,...,2,)"
z B o Talu, e u) (1= Upg)
( .Z'n—‘,—l ) - oot (U/17 o 7un, un+1) T < ulun+1 .

Wir zeigen, daf§ J,, einen Diffeomorphismus implementiert zwischen
e Ry x (J0,1)"! und (R.)",
e bzw. (]0,1[)" und (A")° := A"\ 0A™.

Zunichst zur Bijektivitdt. Klar ist, dal das Bild Teilmenge von (R,)" ist. Es
gilt x1 + -+ + x, = wy zunédchst fir n = 2 und dann rekursiv fiir alle n. Sei
also u; > 0. Damit gilt 0 < x, < wu, es gibt also eine bijektive Zuordnung
zwischen w, € ]0,1[ und x, = wju,. Sei dann zusitzlich wu, fixiert, dann ist
14+ Tp = ug —x, = ug(1—uy,). Insbesondere folgt 0 < x,_1 < uy (1 —uy,),
damit eine bijektive Zuordnung zwischen w,_; € ]0,1[ und z,, = wju,_1(1 — u,),
usw.
Das Differential von J ist

D) = ()

(D) (i, ) = ( (1—@0;;1)(_1;%)(&) —ﬁ(a)) |
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wobei e; = (1,0,...,0) € R™ der erste Einheitsvektor ist. Also ist J differenzier-
bar. Es gilt det(DJs)(u1,uz) = uy. In der Rekursionsformel ist die erste Spalte

gegeben durch (1 — 1) 222, uy 1) = (Y2242 7w, 1), s0 daB Addition der

u1
—.—-fachen ersten Spalte zur letzten ergibt:
n—+1

Ul U
un+1 . 61 ul + 1Un+1

det(DJyi1)(T, tpyy) = det (
1—unt1

= (1 — upy1)" " det (((DJ,) (@) ) .

(1= upa)(DL)@) 0 )

Somit gilt | det(DJ,)(u1, ..., un)| = uf (1 —uz) (1 —ug)?--- (1 —u,)" 2, und J,
ist ein Diffeomorphismus. Damit haben wir den folgenden Satz bewiesen:

Satz 3.35 Fine auf (Ry)™ bzw. auf (A™)° definierte Funktion f ist genau dann
tber (Ry)™ bzw. (A™)° integrierbar, wenn die Funktion |det(DJ,)|f o J, dber
Ry x W= bzw. diber W™ integrierbar ist, wobei W* := (]0, 1[)* der offene Wiirfel
ist. In diesem Fall gilt

d
o o T
bzw. AT
:/ L du u?_l/ du2/ dug (1—us) . / dun (1=up)" "2 f(Tn(ug, ... up)).
bzwﬂ,k]o,l[ ]071[ }071[ ]O,l[

Speziell erhalten wir v, (A™) = .

Beispiel 3.2 Mit der Jacobi-Abbildung lassen sich z.B. zweidimensionale Inte-
grale des folgenden Typs l6sen (dabei ist p,q > 0):

/ d(x,y) a2 f (x4 y) = / duy W () / duy (1 — )Pt
A2 ]0,1[

10,1

= B(p,q) / duy 5 fuy)
10,1]

Hier ist B(p,q) := A)l[ dt (1 —t)P~'t7"! die Beta-Funktion mit B(p, q) = —Fr(f’;igq))

(Ubungsaufgabe). Die obige Gleichung gilt, wenn eines der Integrale existiert.
Statt iiber A? und ]0, 1] kann auch iiber (R, )? und R, integriert werden.

Die Integration iiber das Standardsimplex ist deshalb so wichtig, weil sich
durch Potenzabbildungen viele Integrationsgebiete darauf zuriickfithren lassen.
Dazu wird fiir «;, a; > 0 folgende Transformation betrachtet:

1 1
Y1y yn) =T(21,. . 2p) = (@12, . apxs™) .
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Die Transformation 7" bildet (R;)"™ diffeomorph auf sich selbst ab. Sie bildet
andererseits das Innere des Standardsimplex A™ diffeomorph auf das Innere des
verallgemeinerten Simplex

Y1\ Yn\ "
s o= L € s o, (B)7 o ()" <1)
ai,...,an (yl Y ) Yi = a + an >
ab. Das sind dann z.B. Viertelkreise (n = 2, a3 = as = 2, a3 = ay = r) oder
Kugeloktanten, . ...
Die Determinante des Differentials ist offenbar
a/l “ e a/n i_]_ L,l

det(DT)(xy,...,z,)| = —x;* - xy”
[det(DT)(ar.....)| = 2]

Satz 3.36 Eine auf auf dem verallgemeinerten Simplex (Agi=or) definierte

Funktion f ist genau dann tiber dieses vemllgememerte Simplex integrierbar,
1 1 1 1

wenn die Funktion f(alml R K Y Y XL " diber das Standardsimplex
integrierbar ist. In diesem Fall gilt

1 1

ai - a | S = 1
:u/ d(xy, ..., zn) xyt ez flapx]™, . apeR™) .

Durch Kombinatlon mit der Jacobi-Transformation entsteht so ein Diffeomor-
phismus W" Iy An L Agb--an mit dem wir Integrationen iiber ein verallge-
meinertes Simplex auf Integratlonen iiber den Wiirfel zuriickfithren kénnen.

Beispiel 3.3 Wir berechnen das Volumen eines Kugeloktanten KO := Aéi’g R
iiber die Jacobi-Transformation:

w0 = [ dy
A222

R,R,R

R3 11 1
_ 2
=5 d(:cl,xg,xg)x To

R3 1 1 1
=5 / dulul/ du2/ duz(1 — ug) - (1—u2) 2y 2 (1 —ug) ™!
0

R3 ! 1 1 1
= / duy u? / dusy Uy (1 —uy)" 2 / dus ug ?
8 Jo 0 0

_ 1 AR (D(3))?
)2=5"73 (1)

I

2
- .2.B
5 Bl

N |+
N =

Wegen I'(1) = 0! = 1 und v, (KO) = %3/13 = 4“? erhalten wir I'(3) = /7.
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3.13 Integration iiber Untermannigfaltigkeiten

Wir haben bisher die Methoden entwickelt, um Funktionen iiber Teilmengen
A C R” zu integrieren und z.B. Volumina solcher Teilmengen zu berechnen.
Wir kénnen damit aber noch nicht die Oberfliche des Randes von A berechnen.
Die dazu notwendigen Ideen sollen nun kurz vorgestellt werden, wobei wir aus
Zeitgriinden keine Beweise angeben konnen.

Zur FErinnerung nochmals einige Definitionen und Eigenschaften aus
2.11:Untermannigfaltigkeiten.

Definition 3.12 Eine Teilmenge M C R"** heiBt n-dimensionale differenzierbare
Untermannigfaltigkeit, wenn zu jedem Punkt a € M eine offene Umgebung U C R"**
von a und eine stetig differenzierbare Abbildung f : U — RF existieren, so daB

) UNM=f10)
i) fiir alle z € U mit f(z) = 0 € R* hat das Differential (Df)(x) € M(k x
(n+ k),R) den maximalen Rang k.

Der Untervektorraum
T,(M) :=ker((Df)(a) = {v € B™* : (Df)(a) -v =0} C R™
heiBt der Tangentialraum von M im Punkt a € M. Sei orthogonales Komplement
No(M) :=T,(M)* :={w € R™™* : (v, w) =0 fiir alle v € T,(M)}

heiBt der Normalenvektorraum von M im Punkt a. Elemente v € T, (M) bzw. w €
No(M) heiBen Tangentialvektoren bzw. Normalenvektoren an M im Punkt a.

Satz 3.37 Eine Teilmenge M C R™* ist genau dann eine n-dimensionale dif-
ferenzierbare Untermannigfaltigkeit, wenn es zu jedem Punkt a € M eine of-
fene Umgebung V. C M, eine offene Umgebung T' C R™ und eine Immersion
¢ : T — R gibt, so daf T durch ¢ homdomorph auf V abgebildet wird.

Bemerkungen. Zur Erinnerung: Immersion bedeutet, dafl ¢ differenzierbar ist
mit rang(D¢)(t) = n fiir alle ¢ € T. Die Richtung (=) hatten wir in Satz 2.36
bewiesen.

Insbesondere gibt es eine Uberdeckung einer Untermannigfaltigkeit durch of-
fene Mengen V;. Dann heifit (V;, ¢;) mit ¢; : T; — V; eine lokale Karte von M. Fiir
Vij == ViNV; # @ gibt es zwei Homéomorphismen c;Si_l Vi — qzﬁi_l(‘/;j) cT,CcR"
und ¢j_1 : Viy — qu_l(Vij) C T; € R". Uber die Konstruktion von ¢ im Satz 2.36
zeigt man, daB 7;; := ¢, o ¢; : ¢; ' (Vi;) — ¢; ' (V;;) ein Diffeomorphismus ist zwi-
schen Teilmengen des R™. Man sagt, die Kartenwechsel sind Diffeomorphismen.
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Die Integration einer Funktion f iiber die Teilmenge V' C M wird
nun iiber einen analogen Transformationssatz durch Integration der Funktion
“|det Do|” (f o ¢) iiber T erklért. Das Problem dabei ist, daf die Determinante

der rechteckigen Matrix D¢ so nicht existiert. Man zeigt, dafl

“Idet Dg|” := /det((Dg)* - (D¢))

die richtigen Eigenschaften hat. Dabei ist (D¢)!(D¢) punktweise eine n X n-
Matrix. Entsprechend definiert man das Integral einer Funktion f iiber eine Karte
(V,¢) von M mit ¢(T) =V zu

/ a5 f(x) = / du /3t (DO) (u) - (DO)(w) F(6(u) *)
V,9) T

Die Idee ist wieder zu beweisen, daf8 das durch die n Vektoren a4, ...,a, C R***
aufgespannte Parallelotop das Volumen det( A" - A) hat, wobei a; die Spalten von
A e M((n+ k) x n,R) sind. Dann identifiziert man das Parallelotop mit dem
Bild des n-dimensionalen Einheitswiirfels im R"**  dessen letzte & Komponenten
identisch Null sind, unter einer affinen Transformation. Durch analoge Konver-
genzbetrachtungen wie im Transformationssatz beweist man, daf§ durch (*) das
Integral einer Funktion iiber V' C M sinnvoll definiert ist.

Beispiel 3.4 (Oberfliche der dreidimensionalen Kugel) Es sei
M = {(w1,29,23) € R3 : x% +:L’§ —l—x% _ RQ}

die Oberfléiche der dreidimensionalen Kugel vom Radius R. Mittels Polarkoordi-
naten gewinnen wir die folgende Abbildung ¢ : 10,27 x |0,7] — V C M:

1 R cos psind
zo | = ¢(p, ) := | Rsinpsind
x3 Rcos?

Das offene Rechteck T := 0,27 x ]0,7[ wird durch ¢ homdomorph auf die
Teilmenge V' := M \ HK abgebildet, d.h. aus der Kugeloberfliche wird der
Halbkreis HK := {(z1,72,23) € R* : 23 =0, zy > 0, 22 + 125 = R?*}
herausgeschnitten. Dann ist

—Rsinpsiny R cos g cosv
(Do) (e, V) = Rcospsiny Rsingcos? |
0 —Rsinv

(D) (e.0) - (Da)e,) = (T B

so dafl wir erhalten:
27 T
/ ds f(z) = RQ/ dgp/ di sin?d f(p(p, 1)) .
(V,9) 0 0
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Der Halbkreis H K ist eine Nullmenge. Man kann wieder zeigen, daf§ Nullmengen
fiir die Integrationstheorie ignoriert werden koénnen. Also stimmt das Integral
mit dem Integral iiber ganz M iiberein. Insbesondere erhalten wir fiir f = 1 die

Oberfliche der zweidimensionalen Sphére vom Radius R zu dS =47 R%.
M

Eine wichige Konsequenz des Transformationssatzes ist, dal (*) unabhingig
von der Wahl der Karte ist. Gibt es zu V' zwei Karten (V,¢;) und (V, ¢2) mit
Immersionen ¢; : T; — R"* so daB ¢; : T, — V; Homdomorphismen sind, so

gilt / ds f(z) = / dS f(z). Zum Beweis verwendet man, daf ¢, o ¢
(Vi1) (Vig2)

Ty — T5 ein Diffeomorphismus ist und den entsprechenden Transformationssatz,

der |det D(¢5 o ¢;')| beinhaltet.

Das nutzt man aus, um Integrationen iiber Untermannigfaltigkeiten zu definie-
ren, die aus mehreren Karten zusammengesetzt werden miissen. Wir betrachten
nur den einfachsten Fall, daf es endlich viele Karten (V3, ¢1),. .., (V,, ¢p) gibt, die
M = V1U---UV,, iiberdecken. Dann kann man immer eine Familie von Funktionen
fi + M — R konstruieren mit

e supp(a;) CV;

e > a;(x)=1fir allex € M.
Eine solche Familie heifit Zerlegung der Fins. Mittels Zerlegung der Eins erhalten
wir:

/Mde Z/ dS f(x)oy( ):izp;/UidS(fai)(x)

_ Z /T /TR ((DO () - (DGI(w) (Fou) (61(u))

Die Eigenschaften der Zerlegung der Eins garantieren, dafl diese Definition un-
abhingig von der Wahl der Uberdeckung und der o; ist. Die Konstruktion ver-
allgemeinert sich sogar auf abzéhlbar viele Karten, wenn sich jeweils nur endlich
viele schneiden und |fa;| integrierbar ist:

Definition 3.13 Essei M C R""* eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit, aus-
gestattet mit einem Atlas lokaler Karten (V;, ¢;) entsprechend Satz 3.37, so daB
M = Ufio V; und jeder Punkt x € M nur in endlich vielen V; enthalten ist.

Eine auf M definierte Funktion f heiBt iiber M integrierbar, wenn es eine dem
Atlas (V;, ¢;)ien untergeordnete Zerlegung der Eins (o );en gibt, so daB

i) Jede Funktion fo; ist iiber V; (damit iiber M) integrierbar

Z/V dS |(fai)(z)| < oo.

102

Preliminary version — 8. Februar 2007



Dann ist das Integral von f iiber M (unabhangig von der Zerlegung der Eins) definiert
durch

/MdS f(x) = Z/T du; \/det((Dy)! (u;) - (Di)(us)) (four)(dilus)) -

Wir sehen uns noch einige interessante Integrale iiber Karten an:

Beispiel 3.5 (Integrale entlang Kurven) Es sei I C R" ein offenes Intervall
und v : I — R” eine differenzierbare Kurve. Unter der Annahme (D7)(t) =
v'(t) # 0 handelt es sich um eine Immersion. Sei f jetzt eine Funktion auf der
Kurve I' := f(I), dann ist das Kurvenintegral gegeben durch

/F as f(x) = / at [/ (1)) £t)

Insbesondere ist das eindimensionale Volumen der Kurve I' := f(/) gerade ihre

Bogenlédnge L,
L= wy(T) :/dSZ/dt .
r I

Die Berechnung von Determinanten des Typs det(A*- A) mit A € M ((n+k) X
n, R) kann fiir groe n, k sehr umstéandlich werden. Hier hilft das Determinanten-
Multiplikationstheorem (Binet-Cauchy-Theorem) entscheidend weiter:

Theorem 3.2 (Binet-Cauchy) FEs seien A = (ay,...,an4%) € M((n+k) X
n,R) und B = (by,...,bysx) € M((n+k) x n,R) zwei rechteckige Matrizen, ge-
bildet aus den Zeilenvektoren a;,b; € R™. Firl <m; <mg <---<m, <n+k
seien quadratische Matrizen A™™2-"n = (@, Amys - - - G, ) € M(nxn,R) und
Brmmzemn = (po by by, ) € M(nox n, R) definiert. Dann gilt

det(At . B) = Z (det Am1m2~--mn> . (det Bm1m2...mn)

1<mi<meo--<mnp<n+k

Die Summe lduft iber die (”::k) = (T;Tk’?! verschiedenen Mdglichkeiten, n der n+k

Zeitlen der Matrizen auszuwdhlen.

Ein Beweis findet sich z.B. in G. Fischer: Lineare Algebra, Kapitel 3.3.

Beispiel 3.6 Es sei T' C R” offen und die Hohenfunktion A : T — R diffe-
renzierbar. Dann ist die Abbildung ¢ : T — R™ mit ¢(u) := (u, f(u)) eine
Immersion. Zur Berechnung von Integralen iiber den Graphen I' := ¢(T) C R
benétigen wir die Determinante der Matrix G(u) = (D¢)!(u) - (D¢)(u). Dabei ist

(Do) (u) = ( (grafZ) () ), wenn (grad h)(u) € R"™! als Zeilenvektor betrachtet

wird. Dann gilt mit den Bezeichnungen aus Theorem 3.2
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und damit det(D¢)!(u) - (D¢)(u) = 1 + ||(grad h)(u)||*>. Somit erhalten wir das
Integral einer Funktion f iiber den Graph I' := ¢(7T") C R" (Hohenfdche) z

/F as f(x) = / du /T 1 (@ad D@ f($(u))

Wir berechnen auf diese Weise noch einmal die Oberflédche der Halbkugel HK.

Dazusei T := {(z,y) € R? : 22+y? < R?} und h(z,y) := \/R? — 22 — y2. Dann
ist HK := (x,y, h(x,y)) C R? und wir erhalten

R

vg(HK):/HKdS:/Td(x,y)\/m.

Das Integral 16sen wir in Polarkoordinaten z = r cos ¢, y = rsin ¢. Mit Satz 3.32
erhalten wir

R 27 g
1 r=Rsin .
UQ(HK)Z/ drr/ dp ———0 " t27TR2/2dt sint = 27 R* .
0 0 /1 — 2 0
R2

Beispiel 3.7 (Rotationsfliichen im R?) Sei I C R offen und die Radiusfunk-
tion r : I — R, differenzierbar. Sei M := {(x,y,2) € R® : 2 €[, 2?2 +4* =
(r(2))?} die Rotationsfliche. Dann ist die Abbildung

¢: Ix]0,2n[ - M\ N, d(p, z) := (r(z) cosp, r(z)sing, z)

eine Immersion, wobei der Nullmeridian N = {(z,y,2) e R® : 2 €1,y =
0, 22 = (r(2))?} herausgeschnitten ist. Wir erhalten

r'(z)cosp —r(z)sing
(Do) (2, ) = T’(Z)lsinw 7‘(2)80890

und damit (det(Dg¢)" - (D¢))(z,¢) = r(2)*(1 + (r'(2))?). Da N eine Nullmenge
ist, erhalten wir das Integral einer Funktion f iiber die Rotationsfliche zu

/ ds f(x /dz/%dgpr W1+ (r(2))2 f(r(2) cos g, r(z)sing, z) .

Fiir I =]—R, R[ und r(z) = v R? — 22 erhalten wir die Oberflache der dreidi-
mensionalen Kugel M = {(z,y,y) € R® : 22 +¢* + 22 = R’} zu

R

R 5 2
_ _ VR2 — 22 — = 2
UQ(M)—/MdS—ZW/Rdz R?— 2 \/1+<m> QWR/Rdz Ar R

104

Preliminary version — 8. Februar 2007



3.14 Der Gaufische Integralsatz

Wir betrachten jetzt (differenzierbare) Hyperflichen im R", d.h. (n — 1)-
dimensionale Untermannigfaltigkeiten M C R". Lokal auf einer Teilmenge
U C M ist der Normalenvektorraum N,(U) ein eindimensionaler Untervektor-
raum des R", gegeben durch Vielfache des Gradienten der Funktion f : U — R",
die die Untermannigfaltigkeit beschreibt.

Definition 3.14 Ein Einheitsnormalenfeld auf einer Hyperflaiche M C R" ist ein
stetiges Vektorfeld v : M — R", so daB in jedem Punkt z € M gilt

i) v(x) steht senkrecht auf dem Tangentialraum 7, (M)

i) Jlv(z)]| =1
Eine differenzierbare Hyperflache heiBt orientierbar, wenn es auf ihr ein Einheits-

normalenfeld gibt. Ein Paar (M, v) mit festgelegtem Einheitsnormalenfeld v heiBt
orientierte Hyperflache.

Entweder es existieren zwei Einheitsnormalenfelder v und —v, oder gar keines.
Lokal in jeder Karte (V,¢) von M existiert immer ein Einheitsnormalenfeld
v = %. Beim Zusammensetzen der Karten zu einer Uberdeckung von M
kann es aber das Problem geben, dafl auf dem Durchschnitt V; N'V; sich die Ein-
heitsnormalenfelder der Karten um das Vorzeichen unterscheiden. Bekanntestes

Beispiel einer nichtorientierbaren Hyperflache ist das Mobiusband.

Definition 3.15 Es sei (M, v) eine orientierte differenzierbare Hyperflache im R”.
Ein Vektorfeld F' : M — R™ heiBt integrierbar iiber M, wenn die Funktion (F,v)
iber M integrierbar ist. In diesem Fall setzt man

[ 0= [ a5 .00,

Zur Formulierung des Gauflschen Integralsatzes benotigen wir den Begriff des
C!-Polyeders:

Definition 3.16 Essei G C R" eine kompakte Teilmenge und OG der Rand von G.
Ein Randpunkt x € OG heiBt reguldrer Randpunkt, wenn es eine Umgebung U C R"
von z und eine stetig differenzierbare Funktion f : U — R gibt mit (grad f)(y) # 0
furalley € U,sodaB GNU ={y € U : f(u) < 0}. Jeder nicht reguldre Randpunkt
von JG heiBt singular. Die Menge der reguldren Randpunkte heiBt reguldrer Rand
0,G. Die Menge der singularen Randpunkte heiBt singuldrer Rand 0,G. Die Menge
G heiBt C!-Polyeder, wenn 9,G eine n — 1-dimensionale Nullmenge ist.

Die Definition besagt, dafl der reguldre Rand eine (n—1)-dimensionale Unter-
mannigfaltigkeit (Hyperflache) ist. Singuldre Randpunkte sind z.B. die Ecken
und Kanten eines Quaders. Diese diirfen wir nicht ausschlielen, da der Beweis
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des Gaufischen Integralsatzes auf den Fall der Quader zuriickgefiihrt wird. Da es
fiir 0,G “innen” und “auflen” gibt, ist 0,G orientierbar. Das &uflere Einheitsnor-
malenfeld ist dann dadurch ausgezeichnet, dafl es fiir jeden Punkt x € 0G C R”
ein € > 0 gibt, so dafl x + tv(x) ¢ G fiir alle t €]0, €.

In Vorbereitung des GauBschen Integralsatzes sei an die Divergenz eines Vek-
torfeldes F' auf einer offenen Teilmenge U C R™ erinnert: Ist F' = (F}, ..., F,) mit
differenzierbaren Funktionen F; : U — R, dann ist die Divergenz des Vektorfeldes
die Funktion (divF) = 01 F) + -+ + 0, F),.

Theorem 3.3 (Gaufl) Es sei G C R" ein C'-Polyeder, und 9,G sei durch das
aufSere Einheitsnormalenfeld orientiert. Sei F': U — R™ ein stetig differenzierba-

res Vektorfeld auf einer offenen Teilmenge U C R™ mit A C U. Ist die Divergenz
des Vektorfeldes div F diber G C U integriebar und das Vektorfeld F' iiber den
requldren Rand 0,G integrierbar, dann gilt

/G dy (div F)(y) = /6 . dS F(z) .

Der entscheidende Schritt im Beweis ist die Betrachtung der Situation fiir
einen kompakten achsenparallelen Quader, der offenbar ein C!-Polyeder ist.

Lemma 7 Es sei Q C R" ein offener Quader und F = (Fy,..., F,) ein stetig
differenzierbares Vektorfeld auf einer Umgebung U von Q). Dann gilt

/Q dy (div F)(y) = / dS F(z)

0Q
Beweis. Es sei v = (vq,...,v,) das duflere Einheitsnormalenfeld auf 9Q). Wegen
Linearitat der Integrale geniigt es zu zeigen, daB fiir jede auf U stetig differen-
zierbare Funktion f und jede Komponente i = 1,...,n gilt

/Q a 0.5)0) = [ .

Durch Umnumerierung der Richtungen kénnen wir ¢ = n annehmen. Dann ist
Q = Q' x [a,b], wobei Q" C R™"! wieder ein offener Quader ist. Entsprechend sei
y = (¥, 2) die Parametrisierung mit ¢ € R"" und 2z € R. Der reguliire Rand
von (@) ist

0,Q = (@) x {a}) U ()7 x {b}) U (8:Q"x ]a,b]) ,

wobei (Q')° das offene Innere von @' ist. Fiir die n-te Komponente v,, des d&ufleren
Einheitsnormalenfeldes auf dem reguldren Rand gilt dann

1 auf (Q)° x {b}
vp(x) =¢ —1 auf (Q')° x {b}
0 auf 0Q'x|a,b|
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Also ist die Funktion fv,, nur iiber die Randflichen (Q')° x {b} und (Q’)° x {a}
zu integrieren. Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung gilt

/ngdx(””f>( z) = u/;)ody Fly',b) - ]{,) dy' f(y,a)
/Q)Ody/dz O )Y, 2) = / Ay, 2) (0uf)(,2) . O

Wir sehen uns einige Anwendungen des Gaufischen Integralsatzes an.

Beispiel 3.8 (Oberfliche der Einheitssphire)

Es sel G = K, == {z € R* : |jz|| < 1} die n-dimensionale Einheitskugel und
Snl:= 090G = {x € R" : ||z|| = 1} die (n—1)-dimensionale Sphire. Wir betrach-
ten das Vektorfeld F' = z mit (div F')(x) = n. Das dufiere Einheitsnormalenfeld
auf "1 ist v(z) = x. Dann gilt

/d:r (divF)(:v):n/fn:/ as <:B,x):/ s =:w, .
G Sn—1 Sn—1

Die Oberfliche der S™~! ist also v,,_1(S"™!) =: w, = nk,.

Beispiel 3.9 Essei G C R™ ein C'-Polyeder, a € R™\ G ein Punkt und F(x) :=
T7%  Wir beweisen

/@@F@:{O fiir o ¢ G (*)

w, firaeG

| —all"

Zunéchst gilt fir  # a

(div F)(z) = (z — a, grad — a||”>+ = ”nle( a)
= (& ~ & g foma) + e = 0

Ist a ¢ G, dann liefert der Gauflsche Integralsatz sofort die Behauptung (*).

Ist andererseits a € G, dann gibt es wegen a ¢ JG eine offene Kugel K, (a) C
G. Dann ist G, := G\ K,(a) wieder ein C'-Polyeder, und (div F)(y) = 0 fiir
alle y € G,. Es gilt 9,G, = 0,G U 0K,(a). Das duflere Einheitsnormalenfeld v
auf 0K, (a) aus Sicht von G, ist das innere Einheitsnormalenfeld aus Sicht von
K, (a), so daB gilt v(z) = —2=% = —1(z — a). Das ergibt (v(z), F(z)) = —

[z—all et

fir alle x € K,(r) und damit

. , 1
/ dSF(x):—/ dS F(z) = 1/ s = w, .
8.G 0K (a) 7 JoK, (a)
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Die Gleichung (*) verallgemeinert sich auf Linearkombinationen von Vektor-
feldern F'. Sei G C R? ein C!-Polyeder und seien ¢, . . ., g, die Punktladungen in
den Punkten ay,...,a; € R®\ G, dann ist nach dem Coulombschen Gesetz die
elektrische Feldstérke in einem Punkt x # a; gegeben durch

U "
E— 4di i

Ar [l — al]®

Der Fluf3 des elektrischen Feldstéirke durch die Oberfliche 0G ist dann gleich der

Gesamtladung in G:
/ dS F(z) = Z qi -
oG {i: a,€G}

Satz 3.38 (Greensche Formeln) Sei G C R" ein C'-Polyeder und f,g 2wei-
mal stetig differenzierbare Funktionen auf einer offenen Umgebung von G. Dann
qilt

/G dy (grad f,grad g)(y) = /8 . dS (f Dyg)(z) — /G dy (f Ag)(y) ,

/ dy (f g — g Af)(y) = / 45 (f Dyg — g D f)(x) |
G oG

wobei D, f = (v, grad f) die Richtungsableitung in die duflere Normalenrichtung
15¢.

Beweis. Man wendet den Gaufschen Integralsatz auf das Vektorfeld F' = f grad g
an und benutzt die Leibnizregel. 0

Die Greenschen Formeln spielen eine wichtige Rolle bei der Losung wichtiger
partieller Differentialgleichungen.

Definition 3.17 Sei U C R" offen. Eine zweimal stetig differenzierbare Funktion f
auf U heiBt harmonisch, wenn (Af)(x) = 0 fir alle x € U.

Die Newtonschen Potentiale N, : R” — R mit
1 1

Nyg) e 4 (1 2w o — a2

%lnﬂm—aH fir n =2

firn > 2

sind auf R™ \ {a} harmonisch.

Satz 3.39 (Mittelwertsatz harmonischer Funktionen) FEs sei f : U — R
eine harmonische Funktion auf einer offenen Menge U C R"™. Dann gilt fir jede
Kugel K,(a) CU

1

h(a) = dS h(z) .
(a) Wyl /BKT(a) S h()
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Beweis. (fir n > 2) Sei G := K,(a) \ K,(a) die Kugelschale mit innerem Radius
p und duBerem Radius » > p, und sei S, := 0K, (a) und S, := 0K ,(a). Dann sind
h, N, harmonisch auf G, so dal nach der 2. Greenschen Formel gilt

/ dS (hD,N, — N,D,h)(z) = / dS (hD,N, — N.D,h)(z) .
v Sy

Dabei ist v jeweils das duflere Einheitsnormalenfeld auf den Sphéren. Die

1. Greensche Formel fir G = Kg(a) sowie f +— 1 und g — h liefert
fSR dS (D,h)(z) = 0 fir R = p und R = r. Da N, auf Sg konstant ist, folgt

/ dS (hD,N,)(z) = / dS (hD,N,)(z). Fir alle z € Sq gilt (D, N,)(z) =
Sr

Sp
L1 und damit

wn |zl
1 /dSh()— 1 /dSh()
w1 Jg = wppnt s, v

Fiir p — 0 folgt aus der Stetigkeit von h die Behauptung. 0

Mit den Greenschen Formeln beweist man auch den folgenden Satz iiber eine
Losung der Potentialgleichung;:

Satz 3.40 Sei p : R® — R eine zweimal stetig differenzierbare Funktion mit
kompaktem Trdager. Fir x € R™ sei

o(@)i= [ dy V(@)oo

Dann ist ¢ : R" — R zweimal stetig differenzierbar, und es gilt A¢p = p.

Dabei kann man sich p als Ladungsdichte vorstellen und ¢ als elektrisches Potenti-
al. Auf diese Weise findet man das Coulombsche Gesetz als Losung der statischen
Maxwellschen Gleichungen.
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