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Aufgabe 1. Es sei f eine integrierbare Funktion auf Rn, a ∈ Rn ein Vektor und
λ1, . . . , λn ∈ R∗ positive reelle Zahlen. Zeigen Sie, daß dann auch die durch fa(x) :=

f(x − a) und f(λ1,...,λn)(x1, . . . , xn) := f
(

x1

λ1
, . . . , xn

λn

)
erklärten Funktionen integrierbar

auf Rn sind, und daß für diese gilt
∫

Rn

dx fa(x) =

∫

Rn

dx f(x) ,

∫

Rn

dx f(λ1,...,λn)(x) = |λ1 · · ·λn|
∫

Rn

dx f(x) .

Aufgabe 2. a) Für n ∈ N, n ≥ 1 sei cn =

∫ +1

−1

dt (1 − t2)
n−1

2 = 2

∫ π/2

0

dx sinn x. Zeige

(mit partieller Integration) für k ∈ N

c2k = π

k∏
i=1

2i− 1

2i
, c2k+1 = 2

k∏
i=1

2i

2i + 1
, cncn−1 =

2π

n
(n ≥ 1) .

(es wird die Konvention
∏b

i=a f(i) = 1 für a > b verwendet)

b) Sei κn(r) das Volumen der n-dimensionalen Kugel vom Radius r und κn := κn(1).
Zeige κn = κn−1cn (benutze Aufgabe 1), also κn = 2π

n
κn−2.

c) Folgere

κ2k =
1

k!
πk , κ2k+1 =

2k+1

1 · 3 · . . . · (2k + 1)
πk .

Aufgabe 3. a) Zeige:

A = {x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn : ‖x‖ ≤ R} ⇒
∫

A

dx x2
i = κn

Rn+2

n + 2

b) Berechne ∫

A

dx ln ‖x‖ für A = {x ∈ Rn : r ≤ ‖x‖ ≤ R}

c) Berechne
∫

A

dx x2
i e
−‖x‖2 für A = {x = (x1, x2, x3, x4) ∈ R4 : r ≤ ‖x‖ ≤ R}

Aufgabe 4. Für s ∈ R, s > 1 sei ζ(s) =
∑∞

n=1
1
ns . Für k ∈ N, k ≥ 1 sei fk : R → R

definiert durch

fk(x) =

{
xs−1e−kx für x > 0

0 für x ≤ 0
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a) Zeige: Für 0 < ε < R < ∞ gilt

∫ R

ε

dx fk(x) =
1

ks

∫ kR

kε

ts−1e−t dt also

∫

R
dx fk(x) =

Γ(s)

ks
, damit

∞∑

k=1

∫

R
fk(x) dx = Γ(s)ζ(s) .

b) Zeige
∞∑

k=1

fk(x) =
xs−1

ex − 1
und folgere

∫ ∞

0

dx
xs−1

ex − 1
= Γ(s)ζ(s).

(Wende auf tn :=
∑n

k=1 fk den Satz von der monotonen Konvergenz an.) Das Integral∫ ∞

0

dx
xs−1

ex − 1
tritt in der statistischen Physik im Zusammenhang mit dem Planckschen

Strahlungsgesetz auf.
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