
Definition:
Sei l ein ofienes Interva,ll und cs € -I. Eine F\rnktio n ! : I --+ R heißt differenzierbar im Punkt o6,
wenn der Grenzwert

,,- /(") - 
"f("0) _ o

xauo I - IO

existiert. 
rrr

f'(xs) :: ft@ü 
,: o Ableitung von f in cs

Äquivalent dazu ist: / ist in rs difierenzierba.r, rvenn eine Zaht f'(rs) existiert, so dass

,* /(c) - 
"f ("0) - "f'(co)(z 

- 
"o) _ o

r.uo t - rO

f @) : f (rs) + f'(rs)(r, - cs) ist die Tangente an die Funktion / im Punkte ("0, /(ro))
Satz:
Sei l ein ofenes Intervall. Dann ist f : I ---+ IR genau da.nn in so € / difierenzierbar wenn

r,.-\ rt_-\ f (") _ J@d .,r _\
f ' (rt): :  l im ' ' \- ' l  r \-u' ' :  l im ' '  '  ' '  "  : :  J '@^l

a-r t  I - IO a .+r ;  I - IO



6
9. Voflesung

Analysis I

Beispiele ntr Berechnung der Ableitung:

1) Die Funktion f : IR --+ lR. sei gegeben durch

f("):anj n€N' r€R

Dann gilt fur beliebi ge n, rs € IR'

n-L

rn - rf, -- (n - 
"o) I 

trn-t-i rro
j :o

Damit erhält man:

lim 
*n - 13 - hm H trn-'-i rt - n*|-t

n-+ßo,ü*ro ix - fro n-+no 
7_O

Die Funktio n f (r) 
-- nn ist damit auf garvlR. differenzierbar und

f 
'(*) : nnn-t '



Analysis I

9. Voilesung

Beispiere zwBerechnung derAbreifung: (Fortsetzung)5) Abreifungen von erernentaren Funktionen
trbnktion I
- I Ableitung

ro

e'

cos u

tan r

Inr

sin r

Qta-7

e*

1
r

COS Z

-sinr

1
cos2 r

(oeR,z>o)

(reR)

(r>o)

(r e iR)

(reR)

(*#[+kn,keZ)

I



Ableitungsregeln:
u und o seien in einem offenen Intervall 1 difiernzierba.re Funktionen. Dann sind auch die unten
angegebenen Funktionen difierenzierbar und es gilt:

a) (u+u)':l!*(

b) (*)' : crl wobei c e IR

c) (uo)' : du + utu Produktregel

d) (;)': S Quotientenregel (u(x) l0)

Kettenregel:
Seien gr : g(x) bzur. t: r(t) differenzierba,r, da,nn ist

4t _ dy d, _ ̂ .,,^,,r, ̂ ,,,,
;t: d, *: u'@(t)) 't '(t) Kettenregel

Beispiel: Man differenzierc g : (r,2 - 7)2
Sei z : x2 - 1, dann \sl g : 72, dh * : # #

U' :22 ,2r :2(x2 - l)2x : 4s(t2 - l)



Differentiation der Umkehrfunktion.
Ist g : /(z) eine difierenzierba.re umkehrbare Funktion, dann ist die Umkehrfunktion z : g(9)
difierenzierbar und es eilt:

g'(a) - oder für /'(r) + 0
dr1
d.tt @---'7 

dfrf 'b(a))

Beispiel:
l)Man differenziere gr : t/r frir r > 0

tr: a2,#:2a - z\ft, also ist a' : #
2)Man differenziere g - arccos r für 0 < r <
r-cos(y) mit  0<y17t,#- -s in(y)--

also ist 'u' : --- 1d,ID\-, IDt y 

lpt

- -\fr-8,- cos2(y)



Regel von l'Hospital
Sind / und g rn einem Intervall

$ bzw S, dann ist

falls der letzte Grenzwert existiert!

Beispiel:

lim"-*sff Fall: f; Lsg, lim".--sY - ff: t

lim".--ery Fall. $ Lsg, lim"--ery - lim"--o#

um a differenzierbar, g'(r) I 0 und ist limr-* 
"# 

von der Form

h- /!"? - hm I'14
i;ä s(r) ;r; s,@) 

1

1)

2) -1



Aufgaben

Aufgabe 1:
Zeigen Sie, dass die Funktion / auf R definiert durch f (") - rlrl
im Nullpunkt differenzierbar ist.

Aufgabe 2:
Zeigen Sie, dass die Funktion / definiert durch

(rzsin] :  r lof("):t- "^^^ö ,**_o
im Nullpunkt differenzierbar ist.

Aufgabe 3:
Man bestimme die Ableitungen der folgenden Funktionen:

a) a -- rlnr b) a : + d y- (3 cos2 r+ ln(1 + r\)I

d) y - arsinh(r) e) a - arcosh(r)

Aufgabe 4:
Man bestimme, falls existent, folgende Grenzwerte:

a) lim" ,offi
b) lim"---, ga rln r

c) lim"=-(exp(3 r) - lr)r-t



Analysis I 10. Voflesung

l) Satz von Rolle
Ist / , la,b] - IR stetig und differenzierbar auf (o,b), so gilt:

f (") - f (b) + 1ro e (a,b) , f '  ("0) - 0

2) Erster Mittelwertsatz
Ist / , la,b] * IR stetig und differenzierbar auf (o,b), so gilt:

trQ- f@)3rse (o,b) : f '(*o)-^6_o-

3) Zweiter Mittelwertsatz
Sind die Funktionen f , g , la, b] * IR. stetig und differenzierbar auf
(o,b) und gllt gt(") * 0 für alle r e (o,b), so gilt:

rro€(o,b) , f',(,*o!-f\?!-flQ
s'(ro) g(b) - g(a)

5



Dslinitittnen a) Eine Zr:rlegung des Intervalls [o, b] ist a -

b) Eine llirmanrr-Surnrnc der Funktion f : [a, b]

t"{31t1fligp"nn
uonngen

xo<J l

+ R für diese Zerlegung

ist von der Gestalt
n

Zn ,: 7, f(E)@,- , i _ )
I

l :  I

mi t  x '11 .116 .I  ) t  -  
i _ l '

i  -  1 ,2,  . . .n

c) / ist Riemann-iutegrie.rbär, wenn der Grenzwert lim Zn für die Riemann-

Summen für alle Zerlegungen existiert, für welch. äAä, - x;- r) nach 0 strebt

und wenn dieser Grenzwert unabhängig ist von der gew?ihlten Zerlegung.

b
' ! \ l - . -
ti) lf(x)dx :: lim Z, ist das bsaf;irnmt* I,nt*grs3 r;{"rrz ,i'-  n - + a



Analysis Il 5. lbrlcsuag I

Satz: Seien f (") und g(r) integrierbar auf [o, b]. Dann gelten:

1) / integnerbar auf lo,bl <+ Vc € [o, b] : / integrierbar auf lo, "l 
und

[",b]
Zusätzlich gilt:

bcb
f f f
I f@) dr : I f(") dr * | f(r) dr.

t"t"t

2) Linearität: Auch af (r) + gg(r) ist integrierbar:

bbb

I Gr(") + Bg@))d,r - " I r@)d* + B I o@)a*
aaa

3) Positivität:

b

Yrelo,bl ,f(r)>o + [f@)d,r>0.
J
a



95. VwlesungAnalysis II

Satz: (Fortsetzung)

4) Abschätzungen:

b

(b - a) . inf (/[o, b])
J
a

b
f
I f@)dr

J
a

b
f

J
a

b
f

I f@)dr
J
a,

Bei der letzten Abs chätntng muß lf (")l integrierbar sein.



L1

AnaiYsis Il 
5' Yorlestng

8.2 Kriterien für Integrierbarkeit

Satz: (Riemannsches Kriterium)

Ftir eine beschränkte Funktion /(r) 'a I r 3b' sind die folgenden

Aussagen äquivalent:

1) f (,) ist integrierbar irber [o' bl'

Z)ve > o : 1 z ezr''bl : or(z) -ut?) 1e'

Satz:
Sei / , |a,b] * ]R eine beschrärrlrte Funktion. Dann gilt:

1) Ist / (r) monoton, so ist f (*) integrierbar'

2) Ist / (r) stetig, so ist f (") integrierbar'
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5. Yorlesung

Analysis II

8.3 IlauPtsutzund Anwendungen

Definition:

Gegeben seien Funktionen F, f ,la,b] * R.. Ist F(") differenzierbar auf

[o, b], rurd gilt: F'(r) - f("), a I r 1b, so heißt

F (") eine Stammfunktion von f (")'

Bemerkung:

1) Ist ],(r) eine Stammfunlction von f ("), so sind auch alle F'nlüionen

der Form
r@)-F(r)+c

mit einer Konstanten c € IR. Stammfunktionen von f (")'

2) Sind h(r) und Fz(r) Stammtunktionen von f ("), so ist die

Funktion Fr @) - Fr(*) konstant'



Analysis II 5. Vorlesung

Satz: (Hauptsatz derlntegral- und Differentialrechnung)

Sei / , la,Ö] * IR eine stetige Funktion.

l) Die Funltion
t

F(r):- [ f e)dt
t"

ist eine Stammfirnktion von f (").

2) Ist ̂ F (r) eine Stammfi:nktion von f ("\ so gilt

17

b
f
lf(t)dt:F(b)-F(o).

J
a



Analysis II 
5. Votlesung

Beispiele: wir bezeichnen mit c stets die rntegrationskonstante:
f rr. ' 1

J 
rndr

f7
J 

:dr

f
I sinr dr

J 
u:r;

f
J 

cosrdr

/rh*
I I ,, 1 lt+rl

J fizdr

21



Integrationsregeln

' 
Partielle Integration
Für differenzierbare Funktionen u(r), u(r) gilt:

I u'o d,r - u't) - [ ,u' d'*
JJ

Beispiel:
1)

I*Vd'r-gqP 
- l"?Ld'r-3r3rnl"l 

- '.3+c
,ut

2)

I &*d* 
- 

**- lqp* 
d,r -rtan(r) * rn I cosrr + c

r.tl



Integrationsregeln

Substitutionsregel
' 

Sei p: [a,b] n [a,ö] stetig differenzierba.r und f , [",d] nR stetig. Dann gilt:

Formal werden also

n - p(t), dx - .'(t)dt und die Grenzen substituiert
Beispiel:
1) Ie - Br)ad,r subst. : 2 -Br : p(r) : t, _Jd,x _ dt

I e _ Jr)ad,r : I t4(_!)at_ _frf + C: _*(z _ 3"), + C
2) [ 3r2e"d,r Subst. : rJ : t, Jrzdr - dt

I Brzertd,r - [ etat : et + C : er, + c

/,:' r@)d,r: 
f"u r(e(t))e,(t)dt



Aufgaben

Aufgabe L:
Man beweise für -L < r und a ) 1:

(1+r)">L*orc

Aufgabe 2:
Man zeige, dass für ein beliebiges c € IR die Gleichun g e-' : tr * c
genau eine Lösung hat.

Aufgabe 3:

a) [ e" sin(r)dr , b) / ne'dr

q I ffi , d) / # (riPP: t f.b: arctan(t) + C)

Aufgabe 4:
Für nz, rz € Ns gilt:

pL pL

I r^(t-r)dr: I n"(L-n)*dr
JO JO



q)

Potenzreihe {PR) Z !o@- g)r, Funktion der variablen .r e R oder x e c

Konvergenzradius Ä

l* - ol . n'i t' ay(x -a)t absolut konvergent- k =  
O

l*- ol> lt + f * @- o)k clivergent.
/ r = 0

x :  a tR +  ke ineAussage !

Entrvicklungspunkl alles Konstanten aus R oder C

Beispiele

Bsp. Funktion PRmi t  a=0 Konvergenzbereich R
t 1 I

|  *x2
f

l - x 2 * a 4 - a 6 a . -:l <.r < I I

2
ln(l  +x) '-r.t-t* - lcx<l 

- f f i I

3
(1 +x)ln(l +.r) x + x 2  - x 3  * ' 4

2. r  3 .2  
'  
4 .3

- l<x<1 f r f - ' i- t t
I

4
d 1+l!  * t* t*

l !  2 t  3 l
- @ < . r < 6 @



Rechenrogcln

Fär eine PR mit dem Konvergenzradius ̂R > 0 gilt in l.r - al < j? :
(l) Addition, Subtraktion und Multiplikation wie bei polynomen

(Multiplikation mit Cauchy-Produkt)
(?) Die Ableitung einer PR, kann gliedweise berechnet werden:

d - ' -  
@

fr > r = oar(x 
- a)k : Z r - oo rtt{' 

- a)k- r

(3) Das Integral einer PR kann gliedweise berechnet werden.
(4) Identitätssatz ftir Koeffizientenvergleich:

= - - ' *
2r=oor@-o)k 

= 
>k=our@-a)k n l*-ol<Ä<+ ak: '  bk füral le f t



Beispiel:
1) Für alle lrl < 1 gilt +; - ILo r'. Durch Differenzierung erhält man für alle lrl < 1:

l r oooo

)r:hL*"::nnn-L

2) Für alle lcl <? gitt, ln'(l-r) : -r-"! : - DI*r".Durch lntegrieren erhäIt man für alle lcl < 1:
o o m'  

ln(1 -n)--tr '" +C
frin

Einsetzen von r=0l iefert C:0.



Berechnung des Konvergenzradius

Ist die Potenzreihe ![s a"(c-a)o konvergent für slle Zahlen c aus dem ofienen Intervall (a-8, o*R)
und höchtens noctr in den Randpunkten c : a+R und t : a- R. Dann gilt ftir den Konvergenzradius
R, falls die Grenzwerte existieren:

R - oder auch R - tim lgl .
lim;r-* Vlonl k-+m la,t+r I

Bemerkung:
Existiert lim6.-- Vi[l nicht, ist stattdessen der größte Häufungspunkt lim supp--- ffii zu nehmen.



Aufgaben

Aufgabel:
Bestimme den Konvergenzradius .R und den Konvergenzbereich K:

") Dn o#*" U)DL, nnnn
.) IL, #*" d) Dn rn25"(x - 2)"
u) fflo 3ntrn

Aufgabe 2:
Welche F\rnktion wird für welche r dargestellt durch:

") If o2nrn

b) Inr (-ä)n*r *n

Aufgabe 3:
Bestimme die Taylorreihe von arctan n um a : 0 und ihren Kon-
vergenzradius.

Aufgabe 4:
Man stelle die folgenden F\rnktionen als Reihe mit dem Entwick-
lungspunkta:0dar:

a) sin 5r

b) sz'z



Die Taylor Formel

w) = f(o)+f,(a)(r- a)+. *rc- (x-o)n -ffi (x- a)n+r

Taylor-Polynom T n(x, a) Restglied Rn mit ( anrischen a und x

(n + 1)!

Die Taylor Reihe von f LttLEntwickhrngspunkt a ist

sie konvergiert in allen Punkten .x gegen fd, in denen

T(x, a) :

lim 4,, :
n + @

tim Tr(x, a)
n - + @

0.



Aufgaben

Aufgabe 1:
Man berechne das Taylorpolynom von /(r) : e2'für re - 1.

Aufgabe 2:
Man gebe die Taylorformel mit Restglied an für die F\rnktion f (*) -
ue' und 0o : 0. .

Aufgabe 3:
Man bestimme die Taylorformel an der Stelle ß0 :1 von

f(*):# \
Tipp: Mache eine Partialbruchzerlegung und benutze die Formel
der geometrischen Reihe.

Aufgabe 4:
Man berechne die Taylorreihe von f (r)_ cosr fiir fio : ff. Tipp:
Man kann das Additionstheorem cos(r + y) - cos(r) cos(y) -
sin(r) sin(gr) benutzen.
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