Definition:
Sei [ ein offenes Intervall und zy € I. Eine Funktion f : I — R heif$t differenzierbar im Punkt z,
wenn der Grenzwert

f(z) = f(z0o)

lim =g
T—=T0 T — X
existiert. of
f(zo) := d—(xo) :=a Ableitung von f in z
x

Aquivalent dazu ist: f ist in zg differenzierbar, wenn eine Zahl f’ (xo) existiert, so dass

f(x) — f(xo) — f'(xo)(z — zo)

lim = ()
T 3% & == SCO
T(z) = f(zo) + f'(zo)(x — x¢) ist die Tangente an die Funktion f im Punkte (zg, f(z))

Satz:
Sei [ ein offenes Intervall. Dann ist f : I — R genau dann in zg € I differenzierbar wenn

f’(:l?(_;) == Tim f(CE) B f(xO) = lim f(SC) B f(xo) = f/(xg)

a:——m:bl' = .CUO ;1;—):1;6 b — xo



Analysis I 9. Vorlesung

Beispiele zur Berechnung der Ableitung:
1) Die Funktion f : R — R sei gegeben durch
fiz)=z", neN, zeR

Dann gilt fiir beliebige =, To € R
n—1 ]
g* = gt = (# — #y) Z g™t ]
j=0

Damit erhalt man:

n—1

" — x( !
lim 270 — lim _S_ a:”_l'JxO = nmg—l

x—Tg,L#xo L — L0 x—%o “ 5
j__—

Die Funktion f(z) = ™ ist damit auf ganz R differenzierbar und

f'(z) = nz™ .






Ableitungsregeln:
u und v seien in einem offenen Intervall I differnzierbare Funktionen. Dann sind auch die unten
angegebenen Funktionen differenzierbar und es gilt:

u+v +V’

cu’ wobei c € R

/

y =
wv)" = u'v + v'u Produktregel

(%) = “—v‘gv—ﬁ Quotientenregel (v(z) # 0)

Kettenregel:
Seien y = y(x) bzw. z = z(t) differenzierbar, dann ist

dy dydz :
BE Y (z(t)) - 2'(t) Kettenregel

Beispiel: Man differenziere y = (22 — 1)2

Sei z = ¢ — 1, dann ist y = 22, dh = 4 dz

T dz dz

y =2z 25 = 2(x* — 1)2z = 4x(2® — 1)



Differentiation der Umkehrfunktion.
Ist y = f(z) eine differenzierbare umkehrbare Funktion, dann ist die Umkehrfunktion z = g¢(y)
differenzierbar und es gilt:

1 de 1
'(y) = der — = = fiir f'(z
A 770 B TR R A

Beispiel:
1)Man differenziere y = 1/z fir z > 0

:r;zy%%zZyzZﬁ,alsois‘uy’z%

2)Man differenziere y = arccosz fiir 0 < z < 1

x = cos(y) mit 01< y <, % = —sin(y) = —/1 — cos?(y) = —V/1 — 22,

also 1st yl = Fm




Regel von I’Hospital
Sind f und ¢ in einem Intervall um a differenzierbar, ¢’(x) # 0 und ist lim,_,, 5%— von der Form

% bzw 2. dann ist
0
lim ﬁa_:z = lim ——=,
2 g(@) ~ aa (@)

falls der letzte Grenzwert existiert!

Beispiel:

sinx
@
In(1+z
z

Fall: 0 Lsg: lim, o S22 — %52 — 1

1) limg_g

Fall. % Lsg: lim;_, ln(lTﬂ) = lim,_, H% = ]

2) limy_o



Aufgaben

Aufgabe 1:
Zeigen Sie, dass die Funktion f auf R definiert durch f(z) = z|x|
im Nullpunkt differenzierbar ist.

Aufgabe 2:
Zeigen Sie, dass die Funktion f definiert durch

?sini : z#£0
fla) = { 0 : z=0
im Nullpunkt differenzierbar ist.

Aufgabe 3:
Man bestimme die Ableitungen der folgenden Funktionen:

U=

a)y=gzlhz b y = =g+l ¢) y = (3cos’z +In(1 + z?))

z—1

d) y = arsinh(z) e) y = arcosh(z)

Aufgabe 4:
Man bestimme, falls existent, folgende Grenzwerte:

Tsin 2z

a) hmx_,o sinh? &

b) limy o1 zlnz

¢) limg o0 (exp(3z) — 52)%
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1) Satz von Rolle
Ist f : [a, b] — R stetig und differenzierbar auf (a, b), so gilt:

fla)=f(®) = 3Fzo€(a,b) : f'(x)=0

2) Erster Mittelwertsatz |
Ist f : [a, b] — R stetig und differenzierbar auf (a, b), so gilt:

3) Zweiter Mittelwertsatz

Sind die Funktionen f, g : [a, b] — R stetig und differenzierbar auf
(a,b) und gilt ¢’ (z) # O fiir alle = € (a, b), so gilt:

: f'(x0) )~ [a)
3o € (a,b) g'(xo)  g(b) — g(a)




Definitionen a) Eine Zerlegung des Intervalls [a, 5] ist a = xg<x; <...<x, = b.

b) Eine Riemann-Summe der Funktion f:[a,b] — R fiir diese Zerlegung

ist von der Gestalt i;
n i
Z,=Y  fE-x ) | ey 4=
N
S NN
_ i=1,2,...n a ;(a ‘-Xi-@ ;a b -;
.

¢) f ist Riemann-integrierbar, wenn der Grenzwert lim Z ,, fur die Riemann-
—> ©
Summen fiir alle Zerlegungen existiert, fiir welche max,(x;—x;_;) nach O strebt

und wenn dieser Grenzwert unabhangig ist von der gewahlten Zerlegung.

b

d) If(x) dc = lim Z, istdas bestimmte Integral von f
n—»®
a




Analysis II 5. Vorlesung

Satz: Seien f(x) und g(x) integrierbar auf [a, b]. Dann gelten:

1) f integrierbar auf [a,b] < Vc € [a,b] : f integrierbar auf [a, ] und
c, b].
Zusatzlich gilt:

/bf(x) dx:/cf(:c) dx+/bf(as) dz.

2) Linearitit: Auch af(z) + Bg(z) ist integrierbar:
b

/(af(flﬁ)Jrﬁg(w))de - ajf(w)dx+ﬁ/bg($)d$

3) Positivitat:
b
Ve €labdl : flz}) 20 = /f(a:)da:ZO.

a



Analysis II 5. Vorlesung

Satz: (Fortsetzung)

4) Abschatzungen:

b

/ f@)dz < (b— a) - sup(fla, b])

a

(b —a) - inf(f|a, b])

IA

< (b—a) -sup{[f(z)| : a <z <D}

b
I / Fiavd

‘ /bf(flf)dw - /blf(w)ldw

Bei der letzten Abschétzung muB3 | f(x)| integrierbar sein.
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8.2 Kriterien fur Integrierbarkeit

Satz: (Riemannsches Kriterium)
Fiir eine beschrinkte Funktion f(x),a <z <D sind

Aussagen dquivalent:

die folgenden

1) f(x) ist integrierbar iiber [a, b].

2) Ve >0 : 3Z € Za,] 04(2) - Us(Z) <.

Satz:
Sei f : [a, b]

1) Ist f(z) monoton, SO ist f(x) integrierbar.

_. R eine beschrinkte Funktion. Dann gilt:

2) Ist f(x) stetig, SO ist f(x) integrierbar.

11
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8.3 Hauptsatz und Anwendungen

Definition:
Gegeben seien Funktionen F', f : [a,b] — R.Ist F(x) differenzierbar auf
(a, b], und gilt: F'(z) = f(z), a <z < b, so heilit

F(z) eine Stammfunktion von Ha).
Bemerkung:

1) Ist F(x) eine Stammfunktion von f(z), so sind auch alle Funktionen

der Form
F(z)=F(z)+c

mit einer Konstanten ¢ € R Stammfunktionen von f (x).

2) Sind F} (z) und F(z) Stammfunktionen von f(x), so ist die
Funktion F} (z) — Fa(x) konstant.
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Satz: (Hauptsatz der Integral- und Differentialrechnung)
Sei f : [a,b] — R eine stetige Funktion.
1) Die Funktion

Fig) / F(t)dt
ist eine Stammfunktion von f(z).

2) Ist F'(z) eine Stammfunktion von f(z), so gilt



Analysis IT 5. Vorlesung

Beispiele:  Wir bezeichnen mit C stets die Integrationskonstante:
1
fde = "t -1
/:c x e A (n # —1)
1
/—dx = Injz|+C (z #0)
&
/sinxd:(: = —Co8E b
/cos:cda: = sing + ¢
Jriae - wamero
1172 % = arctang
1 I1+2
dr = 2] :
/ 1—g2 % o l—2 e

21



Integrationsregeln

Partielle Integration
Fiir differenzierbare Funktionen u(z), v(z) gilt:

/u'v-datzuv— /uv' dx

Beispiel:
1)
1
/ 91:52 In|z|dz = 3.193 lnlazl—/ st, 3 dz = 3z°In|z| —2° + C
2)

1
/ cos2(z) \:de:c - @@\93/— /tan(a:)\vlfd:c = gtan(z) +In|cosz| + C



Integrationsregeln

Substitutionsregel

Sei ¢ : [a,b] — [a, b] stetig differenzierbar und [ e, d]

©(b)

— R stetig. Dann gilt:

b
f(z)dz = / Flo()¢ (t)dt

¢(a)
Formal werden also

T =¢(t), dr = ©'(t)dt und die Grenzen substituiert

Beispiel:

1) [(2-3z)%dz  Subst. 2 — 3T = (z) =t, —3dzx = d¢

2) f3$2€$3d:c Subst.: 23 = t, 322dr = dt
f3$23x3dx=f6tdt=€t+0:6333_'_(]

2=3P+C



Aufgaben
Aufgabe 1:
Man beweise fir —1 < z und a > 1:
1+x)*>1+azx

Aufgabe 2
Man zeige, dass fiir ein beliebiges ¢ € R die Gleichung e™ =z + ¢
genau eine Losung hat.

Aufgabe 3:

a) [e* sin(x)d:v , b) fxe”dx
f (2+ 1+z ’ d) f a"3+a“"3 Tlpp f 1+2 arctan(t) + C)

Aufgabe 4:
Fir m,n € Ny gilt:

1 1
/ z™(1 — z)"dz = / z"(1 — z)™dz
0 0



Potenzreihe (PR) Y a(x- a )%, Funktion der Variablen x € R oder x € C

b

k=0 | |
l.Koeffzien;I lZentrum, Entwicklungspunkt, alles Konstanten aus R oder C l

Konvergenzradius R
L o0
x—a|l <R= > ap(x—a)* absolut konvergent
k=0
w -
|x—a|>R=> > ap(x—a)*  divergent.

k=0
x =at*R = keine Aussage !

divergent | konvergent . divergent
aI—R clz aI-I-R
Beispiele
Bsp. Funktion PRmit a=0 Konvergenzbereich | R
i3 1
1+x2 1=t +245008.. |M<x<] (o) | 1
- 1
r
2 2T 3
ln(l'i'X) x—?'i'?—zi_._ —1<XS1 1H_q 1
- 1
ol syl Ak g | et | 1
x -t -1
RS G Nl e
4 2 3
X X0 0% 0
(2 1+ﬁ+i+5—!+”. —°0<x<00*_ o0 !




Rechenregeln

Fiir eine PR mit dem Konvergenzradius R>0 giltin |x—q| < f &
(1) Addition, Subtraktion und Multiplikation wie bei Polynomen
(Multiplikation mit Cauchy-Produkt)
(2) Die Ableitung einer PR kann gliedweise berechnet werden:

d%c Z:_ dak (x—a)k = Z:_ 0akk(x— a)k-1
(3) Das Integral einer PR kann gliedweise berechnet werden.

(4) Identitétssatz fiir Koeffizientenvergleich:

> aqlx-a)f =3 b(x-a) in x-d<Roa, = b, firalle k
k=0 k=0 :




Beispiel:
1) Fiir alle |z| < 1 gilt &= = >">°  z™. Durch Differenzierung erhilt man fiir alle |z| < 1:

1 d o T S
(1_1:)2:%;33 Z;’I’LIE 2

2) Fiir alle |z 3! gilt: In'(1—z) = —&= = — 3" z™. Durch Integrieren erhilt man fiir alle || < 1: |
In(l-z) = —ix—n H# s
n=1 i

Einsetzen von z = 0 liefert C' = 0.



Berechnung des Konvergenzradius

Ist die Potenzreihe Y - o an(z—a)™ konvergent fiir alle Zahlen z aus dem offenen Intervall (a—R, a+R)
und hochtens noch in den Randpunkten x = a+ R und = a— R. Dann gilt fiir den Konvergenzradius
R, falls die Grenzwerte existieren:

Qg

Qk+1

oder auch R = lim

B 1
Iimk_mo \k/ Iakl k—o0

Bemerkung:
Existiert limy_,o +/|ax| nicht, ist stattdessen der grofte Haufungspunkt lim supy_, ., +/|ax| zu nehmen.



Aufgaben

Aufgabel:
Bestimme den Konvergenzradius R und den Konvergenzbereich K

8) T2 Ba" b)Y, na”
) T B d) T2, 0?50z — 2)
&) X, 32"

Aufgabe 2:
Welche Funktion wird fiir welche z dargestellt durch:

8) > oo 2"
o0 n+l
b) Zn=0 (_%) x
Aufgabe 3:

Bestimme die Taylorreihe von arctanz um a = 0 und ihren Kon-
vergenzradius.

Aufgabe 4:
Man stelle die folgenden Funktionen als Reihe mit dem Entwick-
lungspunkt a = 0 dar:

a) sin 5z

b) 62z2



Die Taylor Formel

fx) = fla+tf'@x-a)t..

Taylor-Polynom T,(x, a) Restglied R, mit & zwischen a und x

n) n+1)
+f(———n§a) (x - a)’; + f(—(———n o 1()%) (x—a)" z

Die Taylor Reihe von f im Entwicklungspunkt a ist T(x,a) = lim T, (%, a) .

n—

Sie konvergiert in allen Punkten x gegen Xx), indenen lim R, = 0.
n—>




Aufgaben

Aufgabe 1:

Man berechne das Taylorpolynom von f(z) = €% fiir zo = 1.
Aufgabe 2:

Man gebe die Taylorformel mit Restglied an fiir die Funktion f(z) =
xe® und zy = 0. .

Aufgabe 3:

Man bestimme die Taylorformel an der Stelle zo = 1 von

2x2 — 11 |
P T3 — 3% 4 g

Tipp: Mache eine Partialbruchzerlegung und benutze die Formel
der geometrischen Reihe.

Aufgabe 4:

Man berechne die Taylorreihe von f(z) = cosz fiir g = %. Tipp:
Man kann das Additionstheorem cos(z + y) = cos(z)cos(y) —
sin(z) sin(y) benutzen.
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