Mehrdimensionale Analysis

Inhalt

I[__Stetiokeit]

b Kompaktheifl . . . . . . . . . .

I Partielle Ableitunged . . . . . . . . . .
|5 Differenzierbarkeitl . . . . . . . ... .
6 Vektorfelder, Gradient, Divergenz, Rotation, Laplacd . . . . .
Iz Die Tavlor-Formel . . . . . . . . . . . . ... ...
I8 Der Satz iiber implizite Funktioned . . . . . . . . . . . . . ..
l Untermannigfaltiokeiterd . . . . . . . . . oo

[13  Lineare Diﬁerentia]g]ﬂgblm,gﬁd .................
[14__Lineare Diﬁer@ﬂtialg].eiahlm.g.eanjI_lﬁmsmm_KQefﬁzienI@d .

16 Holomorphe Funktioned . . . . . . . . . . . . . . . ... ...
17 Die Canchvsche Inteeralformel . . . . . . . . . . . . . . .. .

19  Treppenfunktionen und Hiillreihen . . . . . . . . . . . . . ..
L0 Das Lebesoue-Inteeral . . . . . . . . .
L1 Der Kleine Satz von Beppo Led . . . . . . . . . ...

Preliminary version — 9. Februar 2009

49
49
92
o7
63
69

74
74
82
86



Literatur
K. Konigsberger, “Analysis 2,” Springer 2004.
O. Forster, “Analysis 2,” Vieweg 2005.

il

Preliminary version — 9. Februar 2009



Teil 1
Stetigkeit

1 Definition und grundlegende Eigenschaften

Wir definieren Stetigkeit fiir Abbildungen f : X — Y zwischen metrischen
Réumen (X, dx) und (Y, dy), die wir in Definition 20.13 im letzten Semester de-
finiert hatten. Wichtige Beispiele sind Metriken, die aus einer Norm (Definition
20.8) hervorgehen. Zentral sind die Begriffe Offenheit (Definition 24.1 und 24.3),
Konvergenz in metrischen Raumen (Definition 25.1), Vollstandigkeit (Definition
25.5).

Definition 1.1 Es seien (X, dx) und (Y, dy) metrische Raume und a € X. Eine
Abbildung f : X — Y heiBt stetig in a, wenn fiir alle € > 0 ein 6 > 0 existiert, so
daB

dy (f(z), f(a)) <e  firallez € X mit dx(z,a) <.

Die Abbildung f : X — Y heiBt stetig in X, wenn f in jedem Punkt a € X stetig
ist.

Eine wichtige Klasse stetiger Abbildungen ist:

Definition 1.2 Eine Abbildung f : X — Y zwischen metrischen Raumen heiBt
Lipschitz-stetig, wenn es eine Konstante L > 0 gibt, so daB fiir alle z, 2’ € X gilt

dy (f(x), f(z')) < L -dx(z,2") .

Satz 1.3 Es sei (V.|| ||) ein normierter Vektorraum. Dann ist die Norm, aufge-
faf3t als Abbildung || || : V — R zwischen metrischen Rdumen, Lipschitz-stetig
mit Lipschitz-Konstante 1.

Beweis. Zu zeigen ist |||z]| — [ly|l| = d(|l=[l, [ly]]) < d(=,y) = ||z — y||. Das folgt
aus den Dreiecksungleichungen ||z|| = ||z —y + y|| < ||z — y|| + |ly|| und ||y|| =
ly — =+ || < [lz =yl + =] [

Satz 1.4 Jede lineare Abbildung f : V — W zwischen endlich-dimensionalen
normierten Vektorrdumen (V.|| [|v) und (W, || |lw) ist Lipschitz-stetig.

Beweis. Es sei (v1, ..., v,) Basis von V und M := max;eq,.._n} (|| f(v:)]|w). Dann

.....

gilt fir x =37z, und a = Y| a;v;, mit x;,a; € K,

I1£@) = F@lw = || Yo = a)fw)]| | <MY fos = ail = Mllw — al|s
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Wegen der Aquivalenz aller Normen in endlich-dimensionalen Vektorraumen gibt
es ein C' > 0, so daB ||yl < C||ly||v fiir alle y € V und damit || f(z) — f(a)||w <
CM||z — allv. O

Im unendlich-dimensionalen Fall benttigen wir die Beschranktheit:

Satz 1.5 Seien (V)| |lv) und (W,|| ||lw) normierte Vektorrdaume. FEine lineare
Abbildung A -V — W st genau dann stetig, wenn es eine reelle Zahl C' > 0 gibt
mit ||A(z)||lw < Cllz||v fir allex € V. In diesem Fall ist A sogar Lipschitz-stetig.

Beweis. (=) Sei A stetig in 0 € V. Wegen A(0) = 0 gibt es dann zu € = 1 ein
0 >0, so daB

dw (A(2), A(0)) = [[A(2)[lw < 1 fir alle z € V mit dy(z,0) = ||z||y <0 .

Fiir x € V' \ {0} setzen wir z := 2”1‘5”‘/ -z, mit [|z]ly = § < 4, und erhalten

|A(z)||w = HQ”E”VA(Z)HW — legllv |A) lw < 2|jzlly  fiir alle z € V' \ {0} .

Damit ist C' = 2. Die Ungleichung [|A(z)|lw < C||||v gilt auch fiir z = 0.
(<) Fiir z,a € V gilt

dw (A(2), A(a)) = || A(2) = A(@)||,, = @ = a)],, < Cllz —allv .
d.h. A ist Lipschitz-stetig und damit stetig. U

Sind V, W normierte Vektorrdume, dann bildet in Verallgemeinerung von Satz
25.9 aus dem letzten Semester die Menge

BV,W):={A:V — W : A linear und stetig}

aller linearen stetigen (d.h. beschriankten) Abbildungen einen Vektorraum, der
mit der Operatornorm

[Allop :== sup — [JA(v)]lw

veV , |v||£1

zu einem normierten Vektorraum wird. Ist W vollstdndig (also Banach-Raum),
so ist auch (B(V,W),| |lop) ein Banach-Raum, was analog zu Satz 25.9 aus dem
letzten Semester bewiesen wird.

Satz 1.6 (Folgenkriterium der Stetigkeit) FEine Abbildung f: X — Y zwi-
schen metrischen Raumen X,Y st genau dann stetig im Punkt a € X, wenn fir
jede Folge (z1)ren von Punkten aus X mit limy .z = a gilt

lim f(z) = f(a) .

k—o0
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Beweis. Identisch zum Beweis von Satz 12.6 im ersten Semester, wenn dort der
Betrag durch den Abstand ersetzt wird. O

Uber das Folgenkriterium liaBt sich Satz 12.8 aus dem ersten Semester auf
metrische Rdume iibertragen:

Satz 1.7 Es seien X,Y, Z metrische Riume und W ein normuerter Vektorraum.

i) Sind f1, fo : X — W stetig in a € X, so ist auch f1+ fo : X — W stetig
ma.

i) Sind fi1, fo : X — K stetig in a € X, so ist auch fi - fo : X — K stetig
m a.

iii) Es seien F,g : X — K stetige Funktionen. Ist g(a) # 0, so ist g(z) # 0
in eimer Umgebung U C X von a, und die Funktion i : U — K st stetig
ma.

iv) Sind f : X — Y stetig ina und g : Y — Z stetig in f(a), so ist auch
go f: X — Z stetig in a.

Satz 1.8 FEs seien X,Y metrische Riume. Eine Abbildung f : X — Y zwischen
metrischen Rdumen X,Y st genau dann stetig im Punkt a € X, wenn zu jeder
offenen Umgebung V- C Y wvon f(a) € V eine offene Umgebung U C X vona € U
existiert mit f(U) C V.

Beweis (=) Sei f: X — Y stetig in a. Wihle eine beliebige offene Umgebung V'
von f(a). Wegen der Offenheit von V' existiert ein € > 0 mit K.(f(a)) C V. Fiir
ein zugehoriges § > 0 sei U := Ks(a). Dann ist f(U) C V.

(<) Nach Voraussetzung gibt es zu jeder offenen Kugel V' = K (f(a)) eine
offene Umgebung U von a mit f(U) C V. Diese enthélt eine offene Kugel Kj(a),
dh. f(Ks(a)) C K.(f(a)) .

Damit 148t sich noch allgemeiner die (globale) Stetigkeit von Abbildungen zwi-
schen topologischen Rdumen definieren:

Definition 1.9 Eine Abbildung f : X — Y zwischen topologischen Raumen heiBt
stetig auf ganz X, wenn das Urbild f~!(V) jeder offenen Menge V C Y offen in X
ist.

Durch Bildung des Komplements folgt, dafi auch das Urbild f~!(A) jeder ab-
geschlossenen Menge A C Y abgeschlossen in X ist: Setze A : Y \ V mit
V offen, dann ist f~}(A) ¢ f71(V). Da f auf ganz X definiert ist, folgt
FYA) c X\ f71(V). Insbesondere gilt:
Satz 1.10 Fliir eine stetige Abbildung f : X — R gilt:

i) Ui={xe X : f(z) <c} ist offen,

3
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i) A:={z e X : f(x) <c} ist abgeschlossen,
iii) N:={x e X : f(z)=c} ist abgeschlossen.

Beweis. | —0o,¢] C R ist offen und | —o0o,c] = R\ J¢, 0] sowie {¢} = R\
(] — 00, c[U]e, o) sind abgeschlossen. O

Definition besagt nicht, dafl eine stetige Abbildung offene Mengen auf
offene Mengen abbildet. Das wire falsch, wie das Beispiel cos : R — [—1, 1] zeigt.

Definition 1.11 Eine Abbildung f : X — Y zwischen metrischen Raumen X,Y
heiBt Homéomorphismus, wenn gilt:

i) f ist bijektiv,
i) f: X —=Yund f7}:Y — X sind stetig.

Zwei metrische Raume X, Y heiBen homéomorph, wenn es einen Homoéomorphismus
f: X —Y gibt.

In dieser Definition kénnen die metrischen Rédume durch topologische Raume
ersetzt werden. Insbesondere bilden Homoéomorphismen offene Mengen auf offene
Mengen ab, und abgeschlossene auf abgeschlossene.

Beispiel 1.12

i) Die offene Kugel X = K;(0) :={y € R" : |ly| < 1} C R" beziiglich
einer beliebigen Norm ist homéomoph zum R™:

f R — X mit f(x) = % ist Homdomorphismus mit £~ (y) = =

i) X =1[0,2r[CR, Y=8"={(z,y) eR? : 22 +y? =1}
f:X — Y mit f(t) = (cost, sint) ist bijektiv und stetig, aber f~! :
Y — X ist nicht stetig in (1,0). Die Folge von Punkten

pr = (cos(2m — k%rl), sin(2m — k%rl)) , kEeN,
konvergiert gegen (1,0) = f(0), aber f~'(py) = 27 — ;57 konvergiert

nicht gegen 0.

Insbesondere mufl die Umkehrung einer bijektiven stetigen Abbildung
nicht stetig sein.

Stetige Funktionen lassen sich oft durch Grenzprozesse erhalten.

Definition 1.13 Seien f : X — Y sowie f; : X — Y fiir £ € N Abbildun-
gen zwischen metrischen Raumen X, Y. Die Folge der Abbildungen f; konvergiert
gleichmabBig gegen die Abbildung f, wenn zu jedem ¢ > 0 ein n € N existiert mit
d(fx(z), f(z)) < € fiir alle z € X und alle k > n.

4
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Satz 1.14 Seien X,Y metrische Rdaume und fr, - X — Y, fir k € N, eine
Folge stetiger Abbildungen, die gleichmdf$ig gegen eine Abbildung f : X — Y
konvergiert. Dann ist f stetig.

Beweis. Wir zeigen, daf} f in jedem Punkt a € X stetig ist. Sei ¢ > 0 gegeben.
Wegen der gleichméfiigen Konvergenz gibt es ein n € N, so dafi dy ( fr(x), f (x)) <
¢ fiir alle £ > n und alle z € X. Da f; in a stetig ist, gibt es ein § > 0
mit dy (fi(z), fr(a)) < § fiir alle 2 € X mit dx(z,a) < §. Dann folgt aus der
Dreiecksungleichung

dy (f(2), f(a)) < dy (f(z), fi(2)) + dy (fu(@), fu(a)) + dy (fr(a), f(a)) <e
fiir alle z € X mit dx(x,a) < 0. O

Satz 1.15 Es seien X,Y metrische Raume, und eine Folge (fy) stetiger Funk-
tionen f, : X — Y sei eine Cauchy-Folge gleichmdf$ig auf X, d.h. zu jedem
e > 0 gibt es ein N € N, so daff fir alle k,l > N und alle v € X gilt
dy(fk(x),fl(:p)) < €. Ist Y wollstindig, so konvergiert (fyx) gleichmaf$ig gegen
eine Grenzfunktion f: X — 'Y, und diese ist stetig.

Beweis. Zu jedem Punkt x € X ist (fi(x))ren eine Cauchy-Folge, die wegen
der Vollstindigkeit in Y konvergiert und somit punktweise eine Grenzfunktion
f: X — Y definiert. Dann konvergiert (fx)ren gleichméBig gegen f, und nach
Satz [LT4list f stetig. O

2 Kompaktheit

Wir hatten im ersten Semester gesehen, dafi Funktionen iiber kompakten Inter-
vallen besondere Eigenschaften haben. Dort gilt der Zwischenwertsatz, der Satz
vom Maximum/Minumum, und stetige Funktionen sind automatisch gleichméfig
stetig. Zur Verallgemeinerung dieser Eigenschaften auf metrische Raume wird der
Begriff der Kompaktheit recht abstrakt definiert.

Definition 2.1 Sei A Teilmenge eines metrischen Raumes X. Unter einer offenen
Uberdeckung von A versteht man eine Familie (U;);c; von offenen Teilmengen U; C

X mit A C J,; Ui, d-h. zu jedem Punkt = € A gibt es ein i € I mit z € U;.

i) Eine Teilmenge A eines metrischen Raumes X heiBt iiberdeckungskompakt
oder kurz kompakt, wenn es zu jeder offenen Uberdeckung (Us)ier von A
endlich viele Indizes iy, ..., i, € I gibt, so daB A C U;, U---UUj;,. (Heine-
Borelsche Uberdeckungseigenschaft)

i) Eine Teilmenge K eines metrischen Raums X heiBt folgenkompakt, wenn
jede Folge von Punkten aus K eine konvergente Teilfolge besitzt, deren
Grenzwert in K liegt. (Bolzano-WeierstraB-Eigenschaft)
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Es wird in i) also nicht gefordert, daBl man A durch endlich viele offene Teilmen-
gen von X iiberdecken kann. Das geht immer, denn A 148t sich durch X selbst
tiberdecken, und X ist offen. Die Forderung ist, dafl man jede exotische unendliche
Uberdeckung von A auf eine endliche Uberdeckung reduzieren kann. Insbesonde-
re wird durch Definition X1l fiir A = X die Kompaktheit und Folgenkompaktheit
metrischer Raume erklért.

Satz 2.2 FEs set X ewn metrischer Raum.
i) Jede kompakte Teilmenge A C X ist auch folgenkompakt.
ii) Jede folgenkompakte Teilmenge K C X ist beschrinkt und abgeschlossen.

Beweis. 1) Sei (ay,)ren eine Folge von Punkten aus Aund K = {a; : k € N}. Ist K
endlich, so hat (ay) eine konstante Teilfolge. Sei K also unendlich. Angenommen,
K hat keinen Haufungspunkt in A. Dann besitzt jeder Punkt € A eine offene
Umgebung U(z) C X, die nur endlich viele Punkte aus K enthélt. Die offenen
Umgebungen U(z) bilden eine offene Uberdeckung von A. Da A kompakt ist,
geniigen bereits endlich viele U(z,), ..., U(z,) zur Uberdeckung, und A enthielte
nur endlich viele Punkte aus K, Widerspruch. Sei a € A Haufungspunkt von K.
Dann enthélt jede offene Kugel um a mit Radius 14%1 unendlich viele Punkte aus
K. Setze k; := min(k : d(ax,a) < 7). Dann ist (ag, )ien eine Teilfolge von (ay),
die gegen a konvergiert.

ii) Angenommen, K wére unbeschrankt. Dann gébe es zu beliebigem y € K
eine Folge (z)reny mit d(xy,y) > k, welche keine konvergente Teilfolge besitzt,
Widerspruch. Wire K nicht abgeschlossen, dann gébe es eine konvergente Folge
von Punkten aus K mit Grenzwert aulerhalb K, Widerspruch. U

Satz Z22i) besagt also:

Satz 2.3 (Bolzano-Weierstrafl) Sei A C X kompakte Teilmenge eines metri-
schen Raumes X und {yx}ren eine Folge von Punkten aus A. Dann gibt es einen
Punkt a € A und eine Teilfolge {yk, }1en von {yk}ren, die gegen a konvergiert. O

Eine wichtige Klasse folgenkompakter Mengen ist durch konvergente Folgen
einschlieBlich ihres Grenzwertes gegeben. Wir zeigen, dafl solche Mengen sogar
kompakt sind:

Satz 2.4 Sei X ein metrischer Raum und (xy)ken eine Folge von Punkten aus
X, die gegen einen Grenzwert a € X konvergiert. Dann ist die Teilmenge

A:=A{z, : keN}U{a}

kompakt in X .

6
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Beweis. Sei (U;);er eine beliebige offene Uberdeckung von A. Dann gibt es einen
Index m € I mit a € U,,. Die Teilmenge U,,, C X ist offen, enthélt also die offene
Kugel K.(a) fiir ein € > 0. Da (xy)ren gegen a konvergiert, gibt es einen Index
n € N, so daB z;, € K(a) fir alle k£ > n. Jeder Punkt z; mit 0 < k < n liegt in
irgendeiner Umgebung U;, mit 7, € I. Damit gilt

AC UioUUilu"'UUin,1UUma
so daBl A kompakt ist. O

Ganz entscheidend im Beweis ist die Tatsache, dafl der Grenzwert a zu A
gehort: Es sei z.B. A := {%H : n € N} C R. Dann ist A nicht folgenkompakt
(der Grenzwert gehort nicht zu A) und damit auch nicht kompakt.

Satz 2.5 Jede konvergente Folge in einem metrischen Raum ist beschrinkt.

Sei (zg)ken konvergent mit limy_,o xx = a. Nach Satz 24 ist {z : k € N} U
{a} kompakt, damit nach Satz [Z2ii) beschriankt. Die durch Weglassen von {a}
entstehende Menge bleibt beschrankt. O

Es 148t sich (mit groflerem Schreibaufwand) zeigen, dafl in beliebigen metri-
schen Rdumen kompakt und folgenkompakt dquivalente Eigenschaften sind. In
allgemeinen topologischen Réumen gilt zwar Satz EZ21), nicht jedoch die Um-
kehrung. Wir beschrénken uns hier auf den Beweis, daf in endlich-dimensionalen
normierten Rdumen die Umkehrung gilt, indem wir zeigen:

Satz 2.6 Fiir eine Teilmenge K eines endlich-dimensionalen normierten Vek-
torraums V' sind folgende Aussagen dquivalent:

i) K ist beschrankt und abgeschlossen.
i) K ist kompakt (Heine-Borel).
iii) K st folgenkompakt (Bolzano-Weierstraf3).
Wegen Satz ist nur i)=-ii) zu zeigen. Wir formulieren zunéchst einen Zwi-

schenschritt als eigenen Satz:

Satz 2.7 Sei X ein metrischer Raum, Y C X eine kompakte Teilmenge und
A CY eine abgeschlossene Teilmenge. Dann ist A kompakt.

Beweis. X \ A ist offen. Ist (U;)ic; eine offene Uberdeckung von A, dann ist
YCX=(X\A)Ul,.,U. DaY kompakt, geniigen endlich viele U; mit X \ A

5 iel Vi
zur Uberdeckung von Y und damit auch von A. U

Beweis von Satz[ZA. Sei zunichst V = R". Wegen Satz 7 geniigt es zu zeigen,
daBl der abgeschlossene Quader

Q = lay, 1] X -+ X [an, by ={(x1,...,2,) ER" : a, <z, <b,} CR"

7
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kompakt ist, denn jede beschrankte abgeschlossene Teilmenge von R™ liegt in
einem abgeschlossenen Quader.

Sei (U;)ser eine unendliche offene Uberdeckung von Qy = @, die nicht auf eine
endliche reduziert werden kann. Durch Halbierung aller Kanten zerlegen wir )
in 2" gleich grofie Teilquader der halben Groéfle. Es gibt dann mindestens einen
abgeschlossenen Teilquader, den wir mit ()7 bezeichnen, der nicht durch endlich
viele U; {iberdeckt werden kann. Durch Wiederholung des Verfahrens finden wir
eine Folge

Q=0QDQ1DQ2D...

von abgeschlossenen Quadern mit diam(Qy) = 5 diam(Q), so daB jeder von ihnen
nicht durch endlich viele U; iiberdeckt werden kann.

Nach dem Intervallschachtelungsprinzip gibt es einen Punkt x € Q) fiir alle
k. Dieser Punkt z liegt in irgendeiner Umgebung U; mit j € I. Da U; offen,
gibt es ein € > 0, so da K (z) C U;. Dann finden wir aber auch ein p € N
mit diam(Q,) = 5 diam(Q) < e. Somit gilt @, C U;, d.h. die Quader lassen
sich im Widerspruch zur Annahme durch endlich viele U; iiberdecken. Also ist )
kompalkt.

Sei nun V' beliebiger n-dimensionaler reellef] Vektorraum und ¢ : R" —
V' ein Isomorphismus (z.B. der kanonische Isomorphismus zu einer Basis).
Nach Satz A ist ¢ ein Homoomorphismus. Jede Uberdeckung von K C
V definiert eine Uberdeckung von ¢ '(K) C R" und umgekehrt, damit
ist K genau dann kompakt, wenn ¢ '(K) kompakt ist. Analog ist K ge-
nau dann folgenkompakt/abgeschlossen/beschrinkt wenn ¢~1(K) folgenkom-
pakt /abgeschlossen/beschriankt ist. (Fiir die Beschridnktheit folgt das aus der
Lipschitz-Stetigkeit). O

Daraus ergibt sich folgende Formulierung des Satzes von Bolzano-Weierstrafi:

Satz 2.8 Jede beschrinkte Folge in einem endlich-dimensionalen normierten
Vektorraum V' besitzt eine konvergente Teilfolge.

Beweis. Die Bildfolge unter dem Isomorphismus ¢! : V' — R™ kann in einen ab-
geschlossenen Quader eingebettet werden, welcher kompakt ist. Die Behauptung

folgt dann aus Satz EZ3 O
Satz 2.9 Es sei (V™| ||) ein n-dimensionaler normierter Vektorraum. Dann

gilt: Die Vollkugel B" := {x € V™ . ||lx —a| <r} C V™ um a € V" mit Radius
r und die Sphire S*™1:={x € V" : |z —a| =r} C V" sind kompakt.

IFiir komplexe Vektorrdume betrachte R2" NN Vg

8
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Bewers. Die Norm ist nach Satz Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante 1,
also sind B™ und S"~! abgeschlossen nach Satz [T, auflerdem beschrinkt (klar)
und damit kompakt nach Satz 2.0 O

Wir geben nun ein Beispiel dafiir an, dafl in allgemeinen metrischen Rdumen
die Umkehrung von Satz ZZ2ii) nicht gilt.

Beispiel 2.10 Wir betrachten den normierten (unendlich-dimensionalen) Vek-
torraum C([0, 27]) der stetigen Funktionen auf [0, 27| zusammen mit der Supre-
mumsnorm || fllec = Sup,epo2q |f ()] Die abgeschlossene und beschrinkte Ein-
heitsvollkugel
By(0) :={f € C([0,27]) - |Ifllc <1}
ist nicht folgenkompakt und damit auch nicht kompakt. Betrachte die Folge
(ex)ren der Funktionen e (z) = e**. Es gilt e, € B1(0), aber wegen |le, — €loo =
(k—l)z

SUD,e(o,20) 2810 5| = 2 filr k # [ besitzt (ex)ren keine konvergente Teilfolge. <

Allgemein a8t sich zeigen, daf die Einheitsvollkugel in einem normierten Vek-
torraum V' genau dann kompakt ist, wenn V' endlich-dimensional ist.

3 Stetige Abbildungen kompakter Raume. Zwischenwert-
satz

Satz 3.1 Sei f : X — Y eine stetige Abbildung zwischen metrischen Rdumen
X,Y. Ist A C X kompakt, dann ist auch f(A) CY kompakt.

Beweis. Sei (Us);en eine offene Uberdeckung von f(A). Aus der Stetigkeit von f
folgt, da8 V; := f~'(Uj;) offen ist. Dann ist A C |J,.; Vi, aber tatsiichlich gentigen
endlich viele V; zur Uberdeckung: A C V;, U---UV; , also f(A) C U;, U---UU;,.
0

Daraus ergibt sich der Satz vom Minimum/Maximum:

Satz 3.2 Sei A C X eine kompakte Teilmenge eines metrischen Raumes X und
f X — R eine stetige Funktion. Dann ist die Finschrinkung f|a auf A be-
schrankt (d.h. | f(y)| < oo fir alley € A) und nimmt ihr Supremum und Infimum
auf A an, d.h. es gibt p,q € A mit

f(p) =sup{f(y) : ye A}  wund  f(q) =inf{f(y) : y€ A}.

Beweis. Nach Satz Bl ist f(A) C R kompakt und nach Satz beschrénkt
(und abgeschlossen), besitzt also ein Supremum M und Infimum m. Wegen der
Abgeschlossenheit von f(A) gilt m, M € f(A). O

9
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Definition 3.3 Seien (X,dx) und (Y, dy) metrische Rdume. Eine Abbildung f :
X — Y heiBt gleichmaBig stetig, wenn zu jedem € > 0 ein ¢ > 0 existiert, so daB

dy(f(l‘l), f(l‘g)) < e fur alle X1,Te € X mit dx(l‘l,l'g) <94.

Satz 3.4 Seien X,Y metrische Riume und sei X kompakt. Dann ist jede stetige
Abbildung f : X — 'Y auch gleichmdifig stetig.

Beweis. Identisch mit Satz 14.11 aus dem 1. Semester, wenn | | durch Abstand
ersetzt wird. 0

Definition 3.5 Ein metrischer Raum X heiBt zusammenhangend, wenn es keine
Zerlegung X = U UV mit U,V offen und U,V # @ und U NV = @ gibt.

In R fiihrt diese Definition auf Intervalle:

Satz 3.6 Fine Teilmenge X C R mit mindestens zwei verschiedenen Punkten
15t genau dann zusammenhdngend, wenn X ein Intervall ist.

Beweis. (=) Sei X = I ein Intervall. Angenommen, I = U UV mit U,V offen
und U,V # @ und U NV = @. Dann gibt es Punkte u e U C Tundv e V C I
mit u < v oder u > v. Sei u < v, dann ist [u,v] C I. Sei s := sup{[u,v]NU}. Da
U =1I\V in I abgeschlossen ist, ist s € U, also ist |s,v] C V. Andererseits ist U
offen in I, enthélt also auch eine Kugel K(s), Widerspruch.

Sei umgekehrt X kein Intervall. Dann gibt es u < s < v € R mit u,v € X
und s ¢ X. Also sind U = X N| — oo, s[ und V = X N]s, 0o| offen, disjunkt und
nichtleer, aulerdem ist X = U U V. Somit ist X nicht zusammenh&ngend. U

Satz 3.7 FEssei f: X — Y eine stetige Abbildung zwischen metrischen Rdumen
X, Y. Ist X zusammenhdingend, so ist auch f(X) zusammenhingend.

Beweis. Wire f(X) nicht zusammenhéngend, so gidbe es disjunkte nichtleere
offene Mengen U,V mit f(X) = U UV. Wegen der Stetigkeit von f sind f~1(U)
und f~1(V) offen, nichtleer und disjunkt, denn f(x) liegt entweder in U oder in
V. Somit wire X = f~1(U) U f~1(V), Widerspruch. O

Satz 3.8 (Zwischenwertsatz) Sei X ein zusammenhdngender metrischer
Raum, a,b € X und f : X — R stetig. Dann nimmt f jeden Wert zunschen

f(a) und f(b) an.

Beweis. Nach Satz B ist f(X) zusammenhéngend. Ist f(a) # f(b), dann ist
f(X) nach Satz ein Intervall. Fiir f(a) = f(b) ist nichts zu zeigen. O

10

Preliminary version — 9. Februar 2009



Teil 11
Differentialrechnung im R"

4 Partielle Ableitungen

Wir betrachten Funktionen mehrerer Verénderlicher, also Abbildungen f : U —
R mit U C R" Sei x = (z1,...,x,) € U. Partielle Ableitungen von f sind
gewoOhnliche Ableitungen, die man erhélt, wenn alle Komponenten von x bis auf
eine festgehalten werden.

Dazu betrachten wir folgende in U eingebettete Intervalle:

]j = {(xla"'axj—17t7xj+1axn) eU : tEj] C R mit Z; ij} .

Die Einschrinkung der Funktion f : U — R auf [; wird dann zu einer
gewohnlichen Funktion f ’ ;I — R einer Veréinderlicher mit f } L) =
J J

f(z1,...,2j-1,t, %41, ). Fiir diese Funktion konnen wir die Differenzierbarkeit
im Punkt z; betrachten. Das Ergebnis ist die partielle Ableitung von f in der
j-ten Koordinatenrichtung:

Definition 4.1 Sei U C R" eine offene Teilmenge. Eine Funktion f : U — R heiBt
im Punkt = € U partiell differenzierbar in der j-ten Koordinatenrichtung, falls der
Grenzwert

o1

(0:)(x) = lim 7 (J (& + he;) — [ (@)
h#£0

existiert. Dabei ist e¢; € R" der j-te Einheitsvektor und h ist so zu wahlen, daB

x + he; € U. Der Grenzwert (0, f)(z) heiBt die j-te partielle Ableitung von f in .

Eine Funktion f : U — R heiBt partiell differenzierbar, falls (0;f)(x) fiir alle

x € U und alle 1 < j < n existiert, und stetig partiell differenzierbar, falls alle

Funktionen 0, f : U — R stetig sind.

Oft schreibt man auch %fj an Stelle von 0; f. Zur Existenz des Grenzwertes muf
U nicht notwendig offen sein.
Die partielle Ableitung erfiillt die Leibniz-Regel: Seien f,¢g : U — R partiell

differenzierbare Funktionen auf U, dann gilt

0;(f - 9)(@) = (9, /)(x) - g(x) + f(x) - (939)(x) ,  x€U.
Beispiel 4.2 Es sei f : R? — R gegeben durch f(z,15) = 1173 gin 1. Dann
ist (91f) (21, 22) = (221 sin 2y + cos x1)e*1t%3 und (9of) (21, 2) = 225 sin z1e71 93,
q

Beispiel 4.3 Die partielle Ableitung des Radius r(x) := ||z|| = /23 + -+ - + 22
in der j-ten Koordinatenrichtung ist nach der Kettenregel
0 1 ;
—T(xlu--wxn): 2.1’]:&
&L’j 21/x%_|_..._|_x% T
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Damit ist 7 : R™ \ {0} — R partiell differenzierbar mit (9;r)(x) = =.

Entsprechend ist nach der Kettenregel jede differenzierbare Funktion f(r)
des Radius, aufgefaft als Funktion f : R™\ {0} — R, partiell differenzierbar mit
(0 f)(z) = xj@. Zum Beispiel sind fiir f(r) = e die partiellen Ableitungen
gegeben durch (0, f)(z) = —2az; f(r). q

Das folgende Beispiel zeigt, dafl aus der partiellen Differenzierbarkeit einer Funk-
tion nicht die Stetigkeit folgt.

Beispiel 4.4 Es sei f : R? — R gegeben durch

S22 fiir (a1, 22) # (0,0)

_ 43
f(ay, ) { 0 fiir (21, 22) = (0,0)

Dann ist f auf R?\ {(0,0)} partiell differenzierbar mit

T 22315 To(25 — x7)
0 — - =
Ot = g T G T Wt

und analog
1(2f — 23)
) , = ———=
(Oaf) (w1, 72) (22 + 22)?
Im Nullpunkt haben wir

f(h’ O)_f(07 0)
h

f(07 h)_f(ov O)
h

(011)(0,0) = lim =0, (3f)(0,0) = lim ~0,
so daf f auf dem gesamten R? partiell differenzierbar ist. Jedoch ist f nicht stetig

in (0,0). Die Folge (yx)ren mit y = (k+r1’ k%rl) konvergiert gegen (0,0), aber

1 1 1
f(yk:) _ k+1  k+1 i
(1) + () 2

konvergiert nicht gegen f(0) = 0. <

Eine Verallgemeinerung der partiellen Ableitung ist die Richtungsableitung:

Definition 4.5 Sei U C R" offen, x € U und v € R™ ein Vektor. Dann heilt der

Differentialquotient
(Duf)(a) i= lim LEF ) = /(@)

t—0
t#0 t

die Richtungsableitung der Funktion f : U — R im Punkt z in Richtung v.
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Insbesondere sind die partiellen Ableitungen die Richtungsableitungen in Rich-
tung der Standardbasisvektoren, (D, f)(z) = (0;f)(z). Damit folgt aus der Exi-
stenz aller Richtungsableitungen die partielle Differenzierbarkeit. Die Umkehrung
gilt nicht. Wir werden jedoch im néchsten Abschnitt sehen, dafi Stetigkeit der
partiellen Ableitungen die Existenz aller Richtungsableitungen impliziert.

Die partielle Ableitung einer partiell differenzierbaren Funktion kann noch-
mals partiell differenziert werden, usw. Induktiv definieren wir:

Definition 4.6 Sei U C R" offen und k£ € N\ {0}. Eine Funktion f : U — R
heiBt (k+1)-mal partiell differenzierbar, wenn sie k-mal partiell differenzierbar ist und
alle partiellen Ableitungen 0;, ...0;, f partiell differenzierbar sind. Sind die partiellen
Ableitungen O .0y, f stetig, so heiBt f eine (k+1)-mal stetig partiell differen-

tp1 Vi - -
zierbare Funktion.

Satz 4.7 (Schwarz) Sei U C R" offen und f : U — R eine zweimal stetig
partiell differenzierbare Funktion. Dann vertauschen die zweiten partiellen Ablei-
tungen, d.h. fir allea € U und alle v, =1,...,n qilt

(0:0;f)(a) = (9;0:f)(a) -
Beweis. Der Ubersichtlichkeit wegen sei i = 1, = 2 (kann durch Umnumerieren
der Koordinaten immer erreicht werden) und dann n = 2 (die weiteren Kompo-
nenten sind festgehalten und spielen keine Rolle).
Fiir gegebenes § > 0 sei Ws(a) C U C R? der offene Wiirfel mit Kantenlinge

20 und Mittelpunkt a = (xo, yo). Es sei (x,y) ein beliebiger Punkt von Ws, d.h.
|z — x| < 6 und |y — yo| < J. Fiir festgehaltenes y sei F,(z) = f(z,y) — f(z,v0).
Nach dem Mittelwersatz der Differentialrechnung gibt es einen Punkt £ € Jzg —
d, o + d[, so dal

Fy(x) = Fy(wo) = F(€) - (x — o)
= fla,y)—f (@, y0)—f (2o, y)+f (w0, 50) = (01£)(& y) — ()& wo)) - (x—0) -
Wir nutzen den Mittelwertsatz nochmals fiir die Funktion G¢(y) := (01f)(&, y).
Es gibt also ein n €]y — 6, yo + 0], so daBl

Ge(y) — Ge(yo) = G/g(ﬁ) (¥ — o)

= (0 N)(&y) = (O )€ yo) = (01 )(&:m) - (Y — o) -

Insgesamt gibt es somit ein (£,n) € W mit
f(@,y)—f (@, y0)— f (@0, y)+ (0, y0) = (0201 f)(&, ) - (x — o) (y — %o) -

Wir kénnen aber auch erst x festhalten und den Mittelwertsatz in y anwenden,
und als letztes den Mittelwertwsatz in x. Im Ergebnis gibt es einen neuen Punkt

(€,7) € Wy mit
F@,y)—f (@, y0)— f (20, y)+f (o, yo) = (0102 ) (€, 1) - (z — z0)(y — wo) -
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Somit gilt (0201 f)(§,n) = (0102f)(€,7). Lassen wir 6 gegen 0 streben, so konver-
gieren (£,71) und (£,7) gegen (z,y), und aus der vorausgesetzten Stetigkeit der
zweiten partiellen Ableitungen folgt (020: f)(z,y) = (0102.f)(z, y). O

Entsprechend konnen bei k-mal stetig partiell differenzierbaren Funktionen
die partiellen Ableitungen in beliebiger Reihenfolge geschrieben werden:

Oy - 03 f = On(iy) - - On(in) f

fiir eine beliebige Permutation 7 der Indizes i1, ...,%;, denn jede Permutation
148t sich durch Vertauschen benachbarter Elemente darstellen. Es ist deshalb
auch iiblich, die mehrfachen partiellen Ableitungen zu schreiben als

_ )

Ory ... 0 f

5 Differenzierbarkeit

Definition 5.1 Sei U C R eine offene Teilmenge. Eine Abbildung f : U — R™
heiBt total differenzierbar (oder einfach nur differenzierbar) im Punkt z € U, falls
es eine lineare Abbildung A(x) : R" — R™ und eine auf einer offenen Umgebung V'
von 0 € R"™ definierte Abbildung ¢ : V' — R™ gibt, so da3

flx+8&) = flx)+ A(x) o+ (&) mit AH&n%ZO firalle € V.

Dann heiBt die lineare Abbildung (Df)(x) := A(x) das totale Differential (oder
einfach nur das Differential) von f im Punkt .

Einige Bemerkungen:

e Um den Restterm nicht ganz so miihsam zu charakterisieren, schreibt
man einfach o(||¢]]) und meint eine Abbildung ¢ : V' — R™ mit obigen
Eigenschaften.

e Da alle Normen auf endlich-dimensionalen Vektorrdumen &quivalent
sind, ist die Definition der Differenzierbarkeit unabhéngig von der Wahl
der Norm.

e Die lineare Abbildung A(x) : R — R™ ist beziiglich der Standardbasis
durch eine (m x n)-Matrix gegeben, die wir mit dem gleichen Buchstaben
bezeichnen, A(z) = (a;;(z)) € M(m x n,R). Die Matrix A = Df heifit
Jacobi-Matriz. Variiert man den Punkt x € U, so ist D f also durch m-n
Funktionen a;; : U — R bestimmt.

e Oft schreibt man auch df oder f’ fiir das totale Differential. Wir reser-
vieren d fiir das spéter einzufithrende duflere Differential.
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Satz 5.2 Sei U C R" offen und sei f : U — R™ im Punkt x € U differenzierbar
mit f(5+€) = f(2)+ A(z) - € +o(€]}) und Df(x) = Ax) = (as;(x))- Dann gilt:
i) f ist im Punkt x € U stetig.
i) Alle Komponenten f; : U — R von f = (f1,..., fm) sind im Punkt x
partiell differenzierbar mit (0;fi)(x) = a;;(x).
iii) f besitzt Richtungsableitungen in jede Richtung, und fir v =">"_
gilt (Df)(x) ov = (Dyf)(x) =327 v;(9;f)(x).
Beweis. 1) Wegen limg_g A(x)-£ = 0 und lime_g o(||£]]) = 0 gilt limg_o f(x+€&) =
f(x). Damit ist f stetig.
ii) Ist e, der k-te Basisvektor der Standardbasis, dann ist A(z) o e; =
Yo aij(x)e;, so daB fiir E =h-e;j und f =3, fie; gilt
file +h-ej) = filz) + ai;(z)-h+olh) = (0,fi)(x) = ay(x) .

iii) Es ist (Df)(x) ov = A(x)ov =31 377 vja,(x)e;, also

€V

filw +h-v) +Zhvy% +o([Al[lv]]) - .

Damit bietet sich folgende Strategie zur Uberpriifung der Differenzierbarkeit
einer Abbildung f : U — R™, U C R", an: Man bilde, falls existent, die Matrix
A(x) = (a;j(x)) der partiellen Ableitungen a;;(z) = 0;f;. Die Abbildung f ist
genau dann differenzierbar, wenn f(x + &) — f(x) — A(z) - € = o(||€||) fir alle
EeVv.

Beispiel 5.3 Es sei f(z,y) = ( ZEySQl?Iy ) Es ergibt sich
(O1f1)(z,y) =siny , (Oaf1)(z,y) =z COSY |
(O f2) (2, y) = yPe” (02f2)(x,y) = 2ye”

siny xcosy

also A(z,y) = ( et oyt ) Wir betrachten

fle+&y+n) —flry) - A ( g)

_ ( (x +&)sin(y +n) —xsiny — Esiny — x cosyn )
(y +m)%e™* — yPe® — y?e€ — 2yne”

[ —2(z+ &) sinysin® L + Lcosysing + xcosy(sing —n) \ 5
- ( y26x(6§_1 _§)+2yne$(6§_1)+n26m+§ _O( 5 +n )7

da sdmtliche Eintriage der Matrix fiir 1/&2 4+ n? — 0 mindestens quadratisch gegen
0 gehen. Damit ist f differenzierbar mit (Df)(z) = A. O
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Ein hinreichendes Kriterium fiir Differenzierbarkeit ist stetige partielle Diffe-
renzierbarkeit:

Satz 5.4 Set U C R" offen und f : U — R partiell differenzierbar auf U. Sind
alle partiellen Ableitungen O;f stetig im Punkt x € U, dann ist f im Punkt x
total differenzierbar.

Beweis. Da U offen, gibt es ein § > 0 mit Ks(z) C U. Wir wahlen ein £ =
(€1,...,&,) € R* mit ||€]| < & und betrachten die Punkte 2*) := x + Zlefjej.
Es gilt 2(» = 2 und 2" = z + £. Da sich benachbarte z*~Y und z*) nur in der
k-ten Koordinate unterscheiden, kénnen wir den Mittelwertsatz der Differential-
rechnung anwenden: Es gibt also ein ) € R mit [n®)| < &, so daB

FE) = FEE) =g @YY, g = D e

Das bedeutet

fla+8&) = f@)+ ) & (0:f)y™)

= (@) + D _@0)@) &+ D (™) = (Of)(@)) - &
k=1 k=1

4

#(6)
Fiir &€ — 0 strebt yi gegen x. Aus der Stetigkeit der partiellen Ableitungen folgt
lim (8, /) (y™) = (3/)(2) und damit Tim 2 — . .
&0 s e

Durch Kombination der Sétze 2 und B4 folgt, dafl jede stetig partiell diffe-
renzierbare Funktion f: U — R auf U auch stetig ist. Auflerdem gelten folgende
Implikationen:

: U — R stetig partiell differenzierbar
: U — R total differenzierbar
: U — R besitzt Richtungsableitungen in jede Richtung

=

=
=
= f:U — R partiell differenzierbar

Die Umkehrungen gelten im allgemeinen nicht.
Es gelten die iiblichen Linearitéts- und Produktregeln:

Satz 5.5 FEs set U C R" offen und fi, fo : U — R™ sowie f,g: U — R differen-
zierbar in x € U. Dann gilt:

i) fi+ fo ist differenzierbar in x mit (D(fi + f2))(x) = D fi(z) + D fa(x) ,
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i) f-g ist differenzierabr in x mit (D(f - g))(x) = (Df)(z) - g(x) + f(z) -
Dy(z)

iii) Ist f(x) #0, dann ist % differenzierbar in x mit (D%)(az) = D)

Beweis. Ahnlich zu Satz 16.6. aus dem ersten Semester. i) ist klar. Zu ii):

(f-g)z+&) —(f 9)(x)

= (f(z+&) = f(x)-gl@+ &+ fz) (9(z+&) — g(x))
= ((Df)(@)-E+0([9) - gl + &) + f(z) - (Dg(z) - &+ o(||]]))
= (Df)(z)-g(x) + f(z) - Dg(x) + o([[£]]) -

Analog ergibt sich iii). O

Satz 5.6 (Kettenregel) Secien U C R™ und V. C R™ offene Mengen sowie
f:U—=R™und g:V — R* Abbildungen mit f(U) C V. Die Abbildung f sei im
Punkt x € U differenzierbar, und g sei im Punkt f(x) € V differenzierbar. Dann
ist die Abbildung go f : U — RF im Punkt x € U differenzierbar, und es gilt

(D(g o f))(x) = (Dg)(f(x)) o (Df)(z) .

Beweis. Nach Voraussetzung gilt

fla+8) = f(@)+(Df)(@)-+o(lEl) . gly+n) = g(y)+(Dg)(y)-n+o(lnl]) .

Wir berechnen

(90 F)la+8) = g(f(x +8) = g f(x) + (DH() &+ olle]))

= g(f(@)) + (Dg)(f(x)) - (Df)(z) - &+ o(lI€])
|
)

+o([(Df)(2) - €

€
Linearitit = = ( )(HC) + ( f(x))- ( )(x)) €

Da die letzte Zeile wieder o(||£]|) ist, folgt die Behauptung. O

Zu beachten ist, da (Dg)(f(z)) o (Df)(x) die Komposition linearer Abbil-
dungen bzw. die Multiplikation der entspechenden Jacobi-Matrizen ist. Die Rei-
henfolge von (Dg)(f(z)) und (D f)(z) darf nicht gedindert werden! Ein wichtiger
Spezialfall ist die Ableitung ldangs einer Kurve.

Definition 5.7 Unter einer stetigen/differenzierbaren/stetig differenzierbaren Kur-
ve im R™ versteht man eine stetige/differenzierbare/stetig differenzierbare Abbildung
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¢ : I — R" (wobei I C R™ aus mehr als einem Punkt besteht). Ist die Kurve
c=(c1,...,¢,) : I — R™ differenzierbar in t, dann heifBt

d(t) == (Do) (t) = (i (1), ....c,(t) € R

der Tangentialvektor an ¢ im Punkt c(t).

Satz 5.8 Esseic = (c1,...,¢,): 1 — U eineint € I differenzierbare Kurve und
f:U — R" eine in x = c(t) differenzierbare Abbildung. Dann ist foc: 1 — R"
differenzierbar in t mit D(f o c)(t) = (Df)(c(t)) - ¢(t). O

Beispiel 5.9 Es sei ¢: R — R3, mit ¢(t) = (ht;sint;cost) die Schraubenkurve
und f : R® — R! gegeben durch f(x;y; z) := 22 +y*—22. Gesucht ist (D(foc))(t).
Wir driicken die Differentiale durch partielle Ableitungen aus:

h
d(t) = cost =: A,
—sint
Df(z,y,z)=(2x 2y —2z), Df(c(t)) = ( 2ht 2sint —2cost ) =: B,
also
(D(foc))(t)=B-A=2h*+4sintcost . Q

Uber eine differenzierbare Kurve 18t sich der Mittelwertsatz auf den R™ ver-
allgemeinern:

Satz 5.10 (Mittelwertsatz) FEs seien U C R™ offen und f : U — R eine
differenzierbare Funktion. Fir zwei Punkte a,b € U gelte c¢(t) == a+ (b—a)t € U
fir alle t € [0,1]. Dann gibt es einen Zwischenpunkt & = a + (b — a)ty, mit
to €10,1[, so daf f(b) — f(a) = (Df)(£) o (b—a).

Beweis. Fur F' = f o ¢ mit der differenzierbaren Kurve ¢ : [0,1] — U gilt nach
Kettenregel (DF)(t) = (Df)(c(t)) - ¢(t). Nach dem Mittelwertsatz der Differen-
tialrechnung gibt es ein ¢y € ]0,1[, so daf fir F(1) = f(b), F(0) = f(a) gilt
f(0) = fla) = F(1) = F(0) = (DF)(to) = (Df)(&) - (b —a), mit £ = a+ (b—a)lo.
UJ

Fir f : U — R™ gilt fiir jede Komponente ein Mittelwertsatz, jedoch wird
die Ableitung im allgemeinen an verschiedenen Zwischenpunkten &;,...,&, zu
nehmen sein. Deshalb wird eine Dastellung als vektorwertiges Integral sinnvoll:

Satz 5.11 (Integralform des Mittelwertsatzes) Es seien U C R™ offen, f :
U — R™ eine differenzierbare Abbildung und c : [o, f] — U eine differenzierbare
Kurve mit Randpunkten c¢(a) = a und c¢(8) = b. Dann gilt

8
F(b) — fla) = / dt (D) (e(t) o ¢ (8)
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Fiir die Kurve ¢(t) :== a+ (b—a)t € U gilt unter gleichen Voraussetzungen

£(b) — fla) = / dt (Df)(a+ (b—a)t)o (b—a) .

0

Beweis. Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung ist F;(/3) —
Fi(a) = ff dt F!(t). Setzt man F' = foc, also F; = f;oc, so folgt die Behauptung
aus der Kettenregel (DF)(t) = (D f)(c(t)) o c(t). O

Ist f: U — R sogar stetig differenzierbar in U, so ist (D f)(a+ (b—a)t) stetig.
1
Wir werden spéter beweisen, dafi dann auch das Integral g(x) = / dt (Df)(a+
0
(x — a)t) eine stetige Funktion g : U — R liefert. Also gilt in Komponentenform

fx) = fla) = Zgi(x)(xi — )

fir alle z € K,(a) C U und stetige Funktionen g : K,.(a) — R. Insbesondere ist
(0:f)(a) = gi(a).

Fiir den folgenden Schrankensatz benttigen wir die Abschétzung

H/abdt f(t)H S/abdt £ ()]

fiir eine vektorwertige Funktion f : [a,b] — R™. Dabei ist || || die aus dem
Skalarprodukt erhaltene Norm. Sei v = f: dt f(t) € R™, dann gilt

ol = (0.0 = { [ e £(2).0) - / "t (7). )

a

b b
(Canchy-Selwarz) < [t £ ol = o]l [t £

Satz 5.12 (Schrankensatz) Es seien U C R™ offen und f : U — R™ eine stetig
differenzierbare Abbildung. Mit || || werden die aus dem Standardskalarprodukt
erhaltenen 2-Normen auf R"™ bzw. R™ bezeichnet und mit || ||,, die Operator-
Norm einer linearen Abbildung. Sei c(t) := a+ (b — a)t € U fir alle t € [0,1].
Dann gilt || £(b) — f(a)| < M|lb—all mit M = sup,cion |(Df)a+ (b — a)t)]op.

Beweis. Nach der zweiten Version des Mittelwertsatzes .11l obiger Abschitzung
und Definition der Operatornorm gilt

116 =l = | [ it (Dfa+ (b)) o (b—a
< /01 dt H(Df)(a+ (b—a)t)o (b—a)l

< [ atlna+ b=l —al < Mip—al [ a1
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Die letzte Ungleichung ist Satz 19.11.i) aus dem 1. Semester. U

6 Vektorfelder, Gradient, Divergenz, Rotation, Laplace

Definition 6.1 Sei U C R" offen und f : U — R eine partiell differenzierbare
Funktion. Dann heiBt der Vektor

o f

oxy 7 Oz,

(grad f)(x) = ( ) eR"

der Gradient von f im Punkt z € U.

Satz 6.2 Sei U C R" offen und f : U — R differenzierbar. Dann gilt fiir jeden
Punkt x € U und jeden Vektor v € R"

(Do f)(x) = (v, (grad f)(x)) -
Beweis. Nach Satz BE2iii) ist (D, f)(z) = >, v;(0;f)(z) = (v, (grad f)(x)). O

j=1

Damit ist der Gradient in Richtung des steilsten Anstiegs der Funktion ge-
richtet, und die Norm ||(gradf)(x)| ist ein MaB fiir die Stérke des Anstiegs: Ist
grad f # 0 und ist # der Winkel zwischen einem Vektor v € R™ mit ||v|| = 1 und
grad f, dann gilt fiir das Skalarprodukt

(Dof) (@) = (grad f)()]| cos

Die Richtungsableitung ist maximal, wenn v in Richtung grad f zeigt.

Beispiel 6.3 Fiir f(z) = r gilt gradr = 7, der steilste Anstieg ist also radial

nach auflen gerichtet und vom Betrag her iiberall (aufier im Nullpunkt) konstant.

Fiir f(z) = + ist grad: = —%. Der steilste Anstieg ist radial nach innen

gerichtet und wachst zum Nullpunkt quadratisch. N

Der Gradient ist linear und erfiillt die Leibniz-Regel: Sind f,g : U — R
partiell differenzierbar, so gilt

(grad(f +g))(z) = (grad f)(x) + (grad g)(z) ,
(grad(f - g))(x) = (grad f)(z) - g(x) + f(x) - (grad g)(z) .

Der Gradient (grad f)(z) ordnet jedem Punkt x € U einen Vektor zu. So
etwas nennt man ein Vektorfeld:

Definition 6.4 Unter einem Vektorfeld auf einer offenen Teilmenge U C R™ ver-
steht man eine Abbildung v : U — R". Das Vektorfeld heiBt stetig/partiell differen-
zierbar/. .., wenn alle Komponenten von v stetig/partiell differenzierbar/. .. sind.
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Die Vorstellung ist, dafl an jedem Punkt z = (xy,...,x,) € U ein Vektor v(x) =
(v1(x),...,v,(x)) angeheftet ist. Eine niitzliche Konstruktion besteht darin, diese
Vektoren als Tangentialvektoren an Kurven f : I — R"™ durch z = f(t) zu
betrachten. Ist f(t) = (fi(t),..., fu(t)), dann ist also

%it):vi(f(t)), filto) = x; firi=1,...,nund t,ty € [
Die Kurve selbst ist dann durch Losen (Integration) dieser 2n Gleichungen zu
erhalten und heifit Integralkurve des Vektorfeldes durch x. In der Physik werden
die Bilder der Integralkurven auch Feldlinien bzw. Stromlinien des Vektorfelds
genannt. Unter recht schwachen Voraussetzungen an das Vektorfeld (Lipschitz-
stetig) kann man in einer geniigend kleinen Umgebung von z die Integralkurven
immer finden, aber nicht unbedingt auf ganz U, weil das an Singularitéiten des
Vektorfeldes scheitern kann. Eine Art von Singularitéit ist die Divergenz:

Definition 6.5 Sei v = (vy,...,v,) : U — R" ein partiell differenzierbares Vektor-
feld auf einer offenen Teilmenge U C R". Dann heiBt die Funktion
81}1 a’l}n

le('U) = a—xl + -+ 83;*”

die Divergenz des Vektorfeldes v.

Die Divergenz ist linear, div(v + w) = div(v) + div(w) und erfiillt folgendes
Analogon zur Leibniz-Regel: Sei v ein partiell differenzierbares Vektorfeld und f
eine partiell differenzierbare Funktion auf U C R”, dann gilt

div(f - v) = (grad(f),v) + f - div(v) .

Die Divergenz eines Vektorfeldes ist ein Maf fiir die Gesamtbeschleunigung
der Integralkurven. Das kann einerseits dadurch erreicht werden, dafl die Feld-
linien von der Parallelitidt abweichen (was wahrscheinlich den Namen motiviert
hat), oder durch Geschwindigkeitszunahme entlang der Feldlinien.

Beispiel 6.6 Fiir v(z) = x € R” gilt dive = n. Hier sind die Feldlinien radial
vom Nullpunkt nach aulen gerichtet und gerade durch den Radius parametrisiert.
Fiir v(z) = Ta 8116 mit ||| =r

1 1 1 -1
divfz<grad—,x>+—-divx:——g(x,x)JrE:n fir x #0.
T T r r T T

Die Vektoren v(z) = % haben in jedem Punkt x € R\ {0} die Lénge 1, aber

— Tall
die Feldlinien sind wieder radial nach aulen gerichtet und damit nicht parallel.<
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Gradient und Divergenz sind wichtige Hilfsmittel der Theoretischen Physik.
In der Mechanik 148t sich ein konservatives Kraftfeld als (negativer) Gradient
eines Potentials schreiben, F' = —grad V. In der Elektrodynamik wird die Di-
vergenz von Vektorfeldern zur Formulierung der Maxwellschen Gleichungen ge-
braucht. Dort gibt es noch eine weitere Konstruktion mit partiellen Ableitungen,
die Rotation. Die Rotation und das Vektorprodukt beruhen auf einer nur im R3?
moglichen Identifikation von sogenannten Differentialformen, deren Ideen wir im
folgenden vorstellen.

Definition 6.7 Sei V ein reeller Vektorraum und {ej,...,e,} eine Basis von V.
Dann heiBt
R firk=0
Ak(V):: span(eil/\---/\eik:1§i1<i2<---<ik§n) firl<k<n
0 firk>n

der Vektorraum der k-fach antisymmetrischen Tensoren iiber V. Dabei ist die Ver-
knlipfung A als formelles Symbol anzusehen.

Sei U C R™ offen. Eine stetige/partiell differenzierbare/. .. Abbildung w : U —
AR(R™) heiBt stetige/partiell differenzierbare/... k-Form auf U. Der Raum der k-
Formen auf U wird mit QF(U) bezeichnet.

Eine k-Form ist also die Zuordnung eines k-fach antisymmetrischen Tensors zu
jedem Punkt von U. Insbesondere kénnen 1-Formen auf U mit Vektorfeldern auf
U identifiziert werden, und 0-Formen auf U sind nichts anderes als Funktionen
auf U. Im allgemeinen nimmt man an, dafl die Formen beliebig oft differen-
zierbar sind; sie heifen dann auch Differentialformen. Ist dim(V') = n, so gilt
dim(A*(V)) = (2).
Definition 6.8 Sei {ej,...,e,} eine Basis von V. Die durch die Vereinbarung e; A
ej = —e; Ne;firalled,j =1,...,n und lineare Fortsetzung entstehende assoziative
Multiplikation
A AR(V) x ANV — AFH(V)

heiBt das duBere Tensorprodukt (auch wedge-Produkt wegen der englischen Bezeich-
nung “wedge” (Keil) fiir A). Entsprechend heiBt

A QFU) x Q(U) — QYD)
das duBere Formenprodukt.

Beispiel 6.9 Sein > 3 und w; = f ey und wy = g - e; A e fiir Funktionen
fig:U =R, dh. wi(x) = f(x)ey und we(x) = g(x) e; A eg fiir z € U. Dann gilt

wiAwes=(f-g) - (eaNerNe3)=—(f-g) (e1 Nea Aes) . N
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Allgemein gilt fiir wy, € Q(U) und ©; € (U) die graduierte Kommutativitét
W N (I}l = (—1)’”@1 N WE -

Definition 6.10 Sei (ey,...,e,) die Standardbasis von R™. Die durch
dw := Z e; N\ @(w)
i=1

fiir eine partiell differenzierbare k-Form w € QF(U) definierte Abbildung d : QF(U) —
QFFL(U) heiBt duBere Ableitung oder duBeres Differential.

Beispiel 6.11 Sei n =3 und w = f1 - (e3 Ae3) + fo - (e1 A e3), dann ist wegen
e; N\e = 0

dw = (81f1) . (61 N ey A 63) + (82f2) ceg N\ (61 A 63) = (61f1 - 62f2) : (61 Neg N\ €3) .
U

Satz 6.12 i) Ist f : U — R eine partiell differenzierbare Funktion, dann
gilt df = grad(f).

i) Sind wy, € QF(U) und @, € QYU) partiell differenzierbare Formen, dann
gilt die graduierte Leibniz-Regel

d(wk AN (I}l) = (dwk) AN (:)l + (—1)kwk AN chl .

iii) Istw € QF(U) zweimal stetig partiell differenzierbar, dann gilt d(dw) = 0.

Beweis. 1) ist klar. ii) folgt aus der Leibniz-Regel fiir die partielle Ableitung
und der graduierte Kommutativitit des A-Produkts. iii) folgt aus dem Satz von
Schwarz iiber die Vertauschbarkeit der zweiten partiellen Ableitungen zusammen
mit der Antisymmetrie e; A e; = —e; Ae;. O

Definition 6.13 Sei (ey,...,e¢,) die Standardbasis von R". Die durch
k(e N Ne ) =w fallswA (e, A---ANej,) =er ANea A== Ney,

und lineare Fortsetzung definierte Abbildung * : Q*(U) — Q" *(U) heiBt die Hodge-
Abbildung.

Ist z.B. n = 3, so gilt x(e; A eg) = —eq, denn (—ez) A (€1 Aeg) = e1 A ey Aes. Die
Hodge-Abbildung ist ein Isomorphismus von Vektorriumen, denn dim(A*(R")) =
(1) = (,",) = dim(A"*(R")). Das Inverse der Hodge-Abbildung ist, bis auf ein
mogliches Vorzeichen, die Hodge-Abbildung selbst: *(xwy) = (—1)¥m=*y, fiir

wy € Q¥(U) und U C R™.
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Definition 6.14 Sei U C R" offen.

i) Die durch 6wy := —(—1)"*x(d(*wy,)) fiir eine partiell differenzierbare k-Form
wy, € QF(U) definierte Abbildung § : QF(U) — Q*Y(U) heiBt Kodifferential.

ii) Sei v € QY(U) ein partiell differenzierbares Vektorfeld. Dann heiBt die Funk-
tion

div(v) := *(d(*v)) = (—=1)""ov € Q°(U)
die Divergenz von v.

iii) Seien v, w € QY(U) Vektorfelder auf U. Dann heiBt das Vektorfeld
vxw:=x*(vAw) € Q(U)

das Vektorprodukt von v, w.

iv) Sei v € QY(U) ein partiell differenzierbares Vektorfeld auf U. Dann heiBt das
Vektorfeld
rot(v) := *(dv) € QY(U)

die Rotation von wv.

Wir rechnen nach, das unsere Definition des Vektorprodukts mit der {iblichen
Vorschrift zusammenfillt. Sei v = vie; + voes + v3e3 und W = wyeq + woes + wses,
dann ist

VAW = vwa e N eat+viws er N\ es—uwi €1 N eat+0Ws €9 N\ e3—v3wW1 €1 N\ e3—U3Ws €9 N €3
*(v A w): V1W2 €3 —V1Ws3 €2 —UsW1 €3 +vows €1 +v3wq es —U3Wsy €1

also tatsachlich
(v X W) = vows —v3wy, (VX W)y =v3w; —viws, (VX w)z=vwWy — Vawy .

Entsprechend rechnen wir die Rotation aus: Sei v = v1e; + v2e9 + v3€3, Wobei v;
nun Funktionen sind, dann gilt

— Ouv Oug _Ou Oug _9u _Ovy
dv = gml e N 62+gml e1 N\ eg 2“ e N\ 62+ng ey N\ eg g:vs SWANCE gmg ey N eg
. Ov2 v3 V1 V3 V1 Vo
*(d'U)— 81'1 63 _81'1 62 _81'2 63 +8:}32 61 +8:B3 62 _81'3 61

(otw)y = 208 002 gy, = OO0 gy Ot o

n 8903 al‘l ’

Satz 6.15 Sei U C R? offen, f : U — R eine zweifach stetig partiell differen-
zierbare Funktion und v : U — R3 ein zweifach stetig partiell differenzierbares
Vektorfeld. Dann gilt

rot(grad f) = x(d(df)) =0, div(rot v) = *(d(*(*(dv)))) =0 .
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Ein wichtige Rolle innerhalb der Mathematik spielen Fragestellungen der folgen-
den Art (iibersetzt in physikalische Begriffe):

i) Gegeben sei ein rotationsfreies Vektorfeld v : U — R3 mit U C R? und
rot(v) = 0. Unter welchen Voraussetzungen an U existiert eine Funktion

f:U — R, sodal v=grad(f) gilt?

ii) Gegeben sei ein divergenzfreies Vektorfeld v : U — R?® mit U C R? und
div(v) = 0. Unter welchen Voraussetzungen an U existiert ein Vektorfeld
w: U — R, so daB v = rot(w) gilt?

In der Formensprache scheiben sich die Maxwellschen Gleichungen wie folgt:

dB =0 B+ FE=—j
dE+B =0 SE=p

Dabei bezeichnet der Punkt iiber einer Form die Zeitableitung, und die folgenden
Formen treten auf:

o E(t) € QY(U) ist das elektromagnetische Feld
e B(t) € Q*(U) ist das Magnetfeld (die Physik arbeitet mit Bppysik = *B €
Ql(U))

e j(t) € QY(U) ist die Stromdichte

e p(t) € Q°(U) ist die Ladungsdichte
Wegen 00 = £ * d x xdx = 0 gilt die Kontinuitétsgleichung 6j 4+ p = 0.

Die links stehenden Gleichungen kann man unter geeigneten Voraussetzungen

an U durch B = dA und E = —d¢ — A 16sen mit A € Q'(U) und ¢ € Q°(U).
Unter der Voraussetzung 0 A = —¢ ergibt sich fiir die rechten Gleichungen

A—(@d+dOA=j d—ddp=p.

Definition 6.16 Der durch Aw := §(dw) + d(dw) fiir w € QF(U) definierte Opera-
tor A = 6d + d§ : QF(U) — QF(U) heiBt Laplace-Beltrami-Operator. Im Spezialfall
k = 0 heiBt Af = 6(df) = div(gradf) der Laplace-Operator fiir eine zweifach
partiell differenzierbare Funktion f : U — R.

Fiir den Laplace-(Beltrami-)Operator gibt es die Darstellung

_ QPw ey 0*w
- 0x? o2’

n

Aw weQU), UcCR",

was zumindest fiir Funktionen w = f € Q°(U) leicht zu iiberpriifen ist.
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Folgende Differentialgleichungen enthalten den Lapace-Operator:

f—Af= p inhomogene Wellengleichung
f=Af=0 homogene Wellengleichung
Af =—p Poisson-Gleichung
Af=0 Potentialgleichung
cf —Af=0 Wiérmeleitungsgleichung

Die Maxwellschen Gleichungen im Vakuum (j = 0 und p = 0) fiithren also auf
insgesamt vier skalare Wellengleichungen (elektromagnetische Wellen). Zeitun-
abhéngige elektrische Felder werden durch die Poisson-Gleichung beschrieben.
Gibt es zusatzlich keine Ladungsdichte, dann ist die Potentialgleichung zu losen.

Wichtig ist noch zu zeigen, dafi man die Bedingung 6A + ¢ = 0, die uns die
Differentialgleichungen fiir A und ¢ entkoppelt hat, wirklich 16sen kann. Dabei ist
entscheidend, daf§ A und ¢ durch E und B nicht eindeutig festgelegt sind; es gibt
cine sogenannte Eichfreiheit: Setzt man A — A+df und ¢ — —f fiir f € QU),
so bleiben E, B unverdndert. Die Separierungsgleichung geht aber iiber in

A+ ¢ — A+ d—(f - Af).

Man bestimmt also zunéichst A, ¢ als Losung der inhomogenen Wellengleichungen
und berechnet daraus F und B. Die Eichbedingung 64 + ¢ = 0 wird zunéchst
verletzt sein, wir miissen aber nur wissen, daf§ die Eichung f so gew&hlt werden
kann, daB 6 A + ¢ = 0 zu erfiillen ist. Dann ist die Herleitung der Wellengleichun-
gen fiir die eichtransformierten Potentiale A, ¢ korrekt. Da aber E und B durch
f nicht gedndert werden, bestimmen sich die Feldstidrken E, B aus Losungen A, ¢
der Wellengleichungen auch ohne Beriicksichtigung der Eichbedingung.

7 Die Taylor-Formel

Um die im folgenden auftretenden vielen Indizes iibersichtlicher zu gestalten, hat
sich eine abkiirzende Schreibweise eingebiirgert. Sei a = (a,...,a;,) € N" ein
Multiindex, d.h. ein n-Tupel von Indizes «; € N. Dann setzt man

o] i=a1 +as+ -+ ay, al i=alag! - ap,! .

Fiir eine |o|-mal stetig partiell differenzierare Funktion f : U — R schreibt sich
eine mehrfache partielle Ableitung wie folgt:

olel £

— —Oél
Ox{' ... 0zon

(0 )(x) = (9" ... Op" [)(x)

Dabei ist 0, f = 0;...0; f. Ebenso setzt man z® := 27" - - - 20",

a;mal
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Satz 7.1 Se: U C R offen und sei f : U — R eine k-mal stetig differenzierbare
Funktion. Zu x € U sei ein Vektor & € R™ so gewdhlt, daff x + t& € U fiir alle
t € [0,1]. Dann ist die Funktion einer Verdnderlichen

g:[0,1]—=R,  g@):=f(z+1)

k-mal stetig differenzierbar auf [0, 1], und es gilt
d*g
dtk

=3 Ce @ e,

|a|=k
Dabei liuft die Summe tber alle Multiindizes o mit |a| = k.

Beweis. Es gilt g = f o c mit ¢(t) = x + t£. Nach der Kettenregel ist
g'(t) = (Df)(c() o d(t) = (Df) (@ +1€) 0 & =Y &(0if)(w +1€) .
i=1

Durch Wiederholung der Rechnung fiir jede der Funktionen (0;f)(z + t§) = g; o
c(t), u.s.w., berechnen wir die héheren Ableitungen, wobei wir zunéchst nicht den
Satz von Schwarz verwenden, d.h. wir betrachten 9;0; und 9;0; als verschieden.
Es ergibt sich

drg _
() = Yo G &b (i 0,0, )+ 16)

11,12,...,0=1

Nach dem Satz von Schwarz kénnen wir die partiellen Ableitungen ordnen und

zu 0% zusammenfassen mit || = k. Ebenso fassen sich die Produkte der &; zu
&* zusammen. Es gibt al!f“__!an! verschiedene 0, ... 0;,0;,, die nach Umordnung das
gleiche 0 ergeben. O

Satz 7.2 (Taylor) Sei U C R offen und sei f : U — R eine (k + 1)-mal stetig
differenzierbare Funktion. Zux € U sei ein Vektor £ € R™ so gewdhlt, daff x+t€ €
U fiir alle t € [0,1]. Dann gibt es ein 0 € [0, 1], so dafs

et =Y Senw+ X S e,

lo|<k loa|=k+1

Beweis. Wir betrachten die Funktion einer Verdnderlichen ¢ : [0,1] — R, die
durch g[t] := f(x + t&) gegeben ist. Nach Satz [l ist ¢ eine (k + 1) mal stetig
differenzierbare Funktion, auf die wir den eindimensionalen Satz von Taylor (Satz
24.1 aus dem 1. Semester) mit Lagrangescher Form des Restgliedes (Satz 24.2)
anwenden konnen: Es gibt also ein 6 € [0, 1] mit

g 1 dk+lg 9
T+ e )

M;r

&

1
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Einsetzen von ¢(t) = f(x + t€) und Verwenden von Satz [ liefert die Behaup-
tung. U

Der Satz von Taylor ist wichtig bei Abschéatzungen der folgenden Art:

Satz 7.3 Set U C R” offen und f : U — R eine k-mal stetig differenzierbare
Funktion. Dann gilt fir jedes x € U

fetre =Y S@n@ el fire—o.

o<k

Beweis. Da U offen, gibt es ein § > 0, so da§ Ks(z) C U. Dann gibt es zu jedem
¢ € R" mit ||€]| < 0 ein 6 € [0, 1] mit

et = Y %«wﬁmw+§j§%&VXx+%>

a|<k—1 |lal=k

=Y S @+ Y S (@ o0 - @)

la|<k |al=k

Es gilt [¢°] = &1]2F - - |&a[o < €]l -~ €]l = [le]l). Da 9 stetig ist, gilt

hm—zga O f) (4 66) — (6" f) () = 0.

|a|=F

Das ist genau die Behauptung. O

Fiir £ = 1 ist die Menge aller Multiindizes a mit |a| = 1 gerade die Menge
der Standardbasisvektoren (e;). Somit erhalten wir die Formel fiir das totale
Differential

flz+€) = f(z) + (¢, (gradf)(x)) + o(l[<]]) -
Fiir £ = 2 ergibt sich

fla+8) = f(x) + (& (gradf) (= Z &:;(9:0; f) () + o((1€]*) -

z]l

Dabei gibt es die Moglichkeiten o« = (0,...,0,2,0,...,0) mit o! = 2 und a =
0,...,0,1,0,...,0,1,0,...,0) mit «! = 1, wobei die Einsen an der i-ten und
j-ten Stelle stehen mit ¢ < j. Da eine in ¢, 7 symmetrische Funktion summiert
wird, kann die Summe mit ¢ < j durch die halbe Summe mit ¢ # j ersetzt werden.
Zusammen mit der Summe iiber i = j von a = (0,...,0,2,0,...,0) ergibt sich
die Beziehung.
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Definition 7.4 Sei U C R" offen und f : U — R eine zweifach stetig differenzier-
bare Funktion. Dann heiBt die symmetrische n x n-Matrix

(Hess f)(x) := (00, )(@)),; -
die Hessesche Matrix von f im Punkt x.

Somit gilt

Fla+€) = F(x) + (. + 3 €, AE) + o(€])
mit a = (grad f)(z) , A = (Hess f)(z) .

Die Hessesche Matrix ist wichtig bei der Untersuchung von lokalen Extrema einer
Funktion.

Definition 7.5 Sei U C R" offen. Ein Punkt x € U heiBt lokales Maximum bzw.
lokales Minimum einer Funktion f : U — R, wenn es eine Umgebung V' C U von x
gibt, so daB

F(2) > f(y) baw. f(x) < fly) firalleye V.

Gilt in diesem Fall f(z) = f(y) < « =y, so heiBt das lokale Maximum (bzw.
Minimum) strikt. Ein lokales Extremum ist ein lokales Minimum oder lokales Maxi-
mum.

Der folgende Satz liefert eine notwendige Bedingung fiir ein lokales Extremum:

Satz 7.6 Se: U C R” offen und f : U — R partiell differenzierbar. Besitzt f in
x € U ein lokales Extremum, so gilt (grad f)(z) = 0.

Beweis. Es geniigt, die n Funktionen einer Verdnderlichen g¢;(t) := f(x + te;)
zu betrachten, wobei e; der i-te Standardbasisvektor ist und ¢ € [—¢,¢€]. Hat
f ein lokales Extremum in z, so hat g; ein lokales Extremum in 0. Dann gilt
0= ¢/(0) = (0;f)(z). Da das fiir jedes 1 < i < n gilt, folgt die Behauptung. [

Wir beweisen eine hinreichende Bedingung fiir lokale Extrema unter Verwen-
dung der Hesseschen Matrix. Symmetrische Matrizen beziiglich der Standard-
Orthonormalbasis sind diagonalisierbar. Je nach Vorzeichen der Eigenwerte defi-
niert man (Definition 23.13 aus dem 2. Semester):

Definition 7.7 Eine symmetrische Matrix A = A* € M (n,R) heiBt
e positiv definit, falls (¢, A¢) >0 V¢ e R™\ {0},
e positiv semidefinit, falls (£, A§) >0 V¢ e R™\ {0},
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e negativ (semi)definit, falls — A positiv (semi)definit ist,
e indefinit, falls es £, € R" gibt mit (£, AS) > 0 und (n, An) < 0.

Fiir praktische Bestimmungen der Definitheit ist das Determinantenkriterium
(Satz 23.15 aus dem 2. Semester)) hilfreich.

Satz 7.8 Sei U C R” offen und f : U — R zweimal stetig differenzierbar. In
einem Punkt x € U gelte (grad f)(z) = 0.

i) Ist (Hess f)(x) positiv definit, so besitzt f in = ein striktes lokales Mini-
mum.

ii) Ist (Hess f)(x) negativ definit, so besitzt f in x ein striktes lokales Ma-
TUMUM.

iii) Ist (Hess f)(x) indefinit, so besitzt f in x kein lokales Extremum.

Beweis. Zur Vereinfachung der Schreibweise sei A := (Hess f)(x). In einer Umge-
bung V' von x gilt

fle+8) = f(2) + 3648 +6(6)  mit 6(6) = o([€]?)

Es gibt also zu jedem ¢ > 0 ein § > 0, so daf} ()| < €||€]|? fiir alle £ € R™ mit
€] < 0.

i) Die (n — 1)-Sphére S"! := {n € R® : |n]| = 1} ist kompakt. Nach
Satz nimmt die stetige Funktion g : S"! — R mit g(n) := (n, An) auf S"~!
ihr Supremum und ihr Infimum an. Es gibt also ein u > 0 (wegen der positiven
Definitheit) mit

= min {(n, An)}.

nesn—l

Da fiir beliebiges § € R™ \ {0} gilt 7§ € S, folgt (€, AE) > p[&|? fiir alle
£ € R™ (fiir § = 0 trivialerweise). Wihlen wir ¢ so klein, daB |¢(&)| < 4[I€]|?, so
gilt (&, AE) + ¢(§) > &[|€||*. Folglich haben wir

fle+8) = f@)+ Sl firalle ¢ € R mit [l¢] <.

Also hat f in x ein striktes lokales Minimum. Analog beweist man ii).
iii) Wir zeigen, dafl es yi,y2 € U gibt mit f(y1) < f(x) < f(y2). Nach
Voraussetzung gibt es ein £ € R mit (£, AS) := p > 0. Dann gilt fiir hinreichend

kleine t > 0 p
Flo+1€) = Fa) + 522 4+ o(10).

Wie zuvor finden wir ein 6 > 0, so daf8 [¢(t£)| < £t2 gilt fiir alle 0 < ¢ < 6. Dann
ist f(z+t&) > f(x) fur alle 0 < t < §. Ebenso folgt aus der Existenz eines n € R™
mit (n, An) == —p/ <0, da f(z+t'n) < f(z) fir alle 0 <t/ < ¢'. O
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Ist die Hessesche Matrix im Punkt x positiv oder negativ semidefinit, so muf3
man hohere Ordnungen in der Taylorsche Formel betrachten, um Aussagen iiber
Extrema von f mit (grad f)(z) = 0 zu gewinnen.

Beispiel 7.9 i) f:R? — R gegeben durch f(z,y) =1+ 22 + >
Es gilt (grad f)(z,y) = (2z,2y), folglich kann f nur in (0,0) ein lo-
kales Extremum haben. Wir testen (Hess f)(z,y) = ((2) (2)) Da

(Hess £)(0,0) positiv definit, hat f im Punkt (0,0) ein lokales Minimum.

ii) f:R? — R gegeben durch f(z,y) =1+ 2% — >
Es gilt (grad f)(z,y) = (2z, —2y), folglich kann f nur in (0, 0) ein lokales
Extremum haben. Wir testen (Hess f)(x,y) = ( (2) _02 ) Damit ist
(Hess £)(0,0) indefinit, so da§ f im Punkt (0,0) kein Extremum hat.

Wir beweisen noch das Maximumprinzip fiir harmonische Funktionen f :
U — R, d.h. Af =0. Dazu benétigen wir

Satz 7.10 (Rotationsinvarianz des Laplace-Operators) Fir jede Ortho-
normalbasis (v, ..., v,) im R™ gilt Af =3"" | Dy, D, f.

Beweis. Es sei f : U — R zweimal stetig partiell differenzierbar. Es sei
v; = E?Zlvijej die Zerlegung nach der Standardbasis (e;)i1,. .. Aus der Or-
thonormalitét folgt (siehe Satz 23.12 aus dem 2. Semester) Y " | v;vi = dj5 und
i1 Vijui; = 6. Nach SatzB2iil) ist (D, f)(x) = 7, v45(9;f)(x). Nochmalige
Richtungsableitung ergibt (D, (0;f))(z) = > _, vir(0x0; f) (), also

S (DD @) = 30 (3 w0, )(@) = S 0060 ) (@) = (Af)()
i=1 i=1  jk=1 G k=1

t

Satz 7.11 (Maximumprinzip fiir harmonische Funktionen) Es sei U C
R" eine beschrinkte offene Menge, U := U U OU ihr Abschluff und f : U — R
eine stetige Funktion, die in U harmonisch sei, d.h. (Af)(z) =0 fir alle x € U.
Dann nimmt f ihr Maximum und Minimum auf dem Rand OU an.

Beweis. Mit f erfiillt auch —f die Voraussetzungen, so dafl der Beweis fiir das
Maximum geniigt. Die Mengen U und OU sind kompakt, also nimmt die stetige
Funktion f ihr Maximum M auf U und m auf OU an (Satz B2). Angenom-
men, m < M. Dann gibt es ein € > 0, so daB fiir f.(z) = f(z) + €||z|* gilt
maxyeau fe(y) < M. Damit wird das Maximum von f, in ¢ € U angenommen:
fe(a) = max ey fe(x) > M. Damit mufl (grad f)(a) = 0 und (Hess f)(a) negativ
semidefinit sein (positiv definit und indefinit sind durch Satz [[§ ausgeschlossen).
Nach Satz 23.12 aus dem 2. Semester gibt es eine Orthonormalbasis (v;)i=1,. »
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aus Eigenvektoren von (Hess f)(a). Fiir die entsprechenden Richtungsableitungen
gilt

(Dvivafe)(a) = )\251] mit )\z S 0.
Nach Satz[LI0ist (Afe)(a) = > i (Dy, Dy, fe)(a) = A1+ -+, < 0. Andererseits
folgt aus der Harmonizitit Af, = ediv(grad(||z]|*)) = 2ne > 0, Widerspruch.
Also ist m > M. O

Das Maximumprinzip wird wichtig z.B. beim Dirichlet-Problem: Es sei U C
R"™ offen und beschréinkt und A : QU — R sei stetig. Gesucht ist eine stetige
Funktion f : U — R, die in U zweimal stetig differenzierbar ist und Af = 0
auf U und flgy = h erfiillt. Nach dem Maximumprinzip kann es hochstens eine
Losung geben, denn die Differenz von zwei Losungen ist konstant = 0 auf dem
Rand und damit = 0 auf ganz U.

8 Der Satz iiber implizite Funktionen

Es geht nun um Funktionen, die implizit definiert sind, z.B. durch Gleichungen
der Form 0 = F(xz, f(z)) = (f(x))* + 2> — 1. Wir werden untersuchen, unter
welchen Bedingungen sich derartige Gleichungen zumindest im Prinzip nach f(x)
auflosen lassen und welche Differenzierbarkeitseigenschaften die Lésungen haben.
Im obigen Beispiel ist offenbar f(z) = ++/1 — z2. Differentiation von F(z, f(x))
nach der Kettenregel liefert

0=F'(z, f(z)) = (O F)(z, f(z)) + (O F)(x, f(2))f'(x)
(0. F)(x, f(x)) x

= SO he @) - T

Wir werden die Losung des impliziten Problems iterativ konstruieren. Dazu
bendtigen wir:

Satz 8.1 (Banachscher Fixpunktsatz) Sei A C X eine abgeschlossene Teil-

menge eines Banachraums X (d.h. eines vollstindigen normierten Vektorraums
(X, || |N)- Die Abbildung ® : A — A sei eine Kontraktion, d.h. es gibt eine
Konstante 0 € 10, 1], so daf

|0(f) — B(g)ll < OIf — gl fir alle f.g € A.

Dann gilt:

i) @ besitzt genau einen Fizpunkt f., d.h. es gibt ein eindeutig bestimmtes
fe € A mit ®(f,) = f..

ii) Fiir einen beliecigen Anfangspunkt g € A konvergiert die durch

for=9, fir1=2(fk) fiirkeN
definierte Folge (fi)ren gegen fi, d.h. limy_ o fr = f.
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Beweis. 1) Wir beweisen zunéchst die Eindeutigkeit des Fixpunktes. Gébe es zwei
Fixpunkte f,, g%, dann ist

1+ = gill = 12(fs) = (gl < Ol fe — gl
und damit ||f, — g«|| = 0 wegen 0 < 6§ < 1. Das bedeutet f, = g..

2) Sei (fr)ren wie oben definiert. Dann ist

i1 — full = 1@(fx — (frm1)ll < Ollfx — facall < -+ < 0¥ f1 = foll -

Fir m > [ betrachten wir

1= £l = | X2 e = )] < 2 s = full < D2 0512 = ol
k=l k=l k=l

(1—0m)—(1-0") 11 = fol
= 1-0 ”fl—fOHS‘glﬁ-
Damit ist (fx)ren eine Cauchy-Folge, die wegen der Vollstdndigkeit des Banach-
Raums gegen einen Punkt f, konvergiert. Da A abgeschlossen, liegt der Grenzwert

f« sogar in A. Aus f, = limg_o fr und fry1 = O(fx) folgt ®(fi) = f.. O

Wir wissen, dafl stetige Funktionen iiber kompakten Mengen vollsténdig sind.
Auf offenen Mengen ist zusétzlich zur Stetigkeit auch die Beschrénktheit zu for-
dern:

Satz 8.2 SeiU C R" offen. Der Vektorraum Cy(U,R™) der beschrinkten stetigen
Abbildungen f : U — R™, zusammen mit der Norm || f|| := sup,cy || f(2)], ist
ein Banachraum.

Beweis. Zu zeigen ist die Vollstandigkeit. Sei (fx)ren beziiglich dieser Norm eine
Cauchy-Folge von Abbildungen f; € C,(U, R™), d.h. fiir jedes € > 0 gibt es ein k €
N mit sup, ¢y || fi(z)—fj(x)|| < efiiralle?, 7 > k. Dann ist auch || f;(z)—f;(z)|] < e
fiir alle 7,7 > k und alle € U. Wegen f;(z) € R™ und der Vollstédndigkeit des
R”™ wird durch f(x) := limg_ fr(z) punktweise eine Abbildung f : U — R™
definiert.

Zu zeigen ist, dal f stetig ist und daB (fi)keny in Cp(U,R™) gegen f kon-
vergiert. Da (fy)ren eine Cauchy-Folge in C,(U, R™) ist, gibt es zu jedem ¢ > 0
ein £k € N, so daBl fiir alle 7,5 > k und einen beliebigen Punkt x € U gilt
| fi(x) — f;(x)|| < e. Das gilt aber auch fiir den Grenzwert j — oo:

lim [[fi(2) = f3(@)l = [fi(2) = f(2)]| <€ firallexel.

Also konergiert (fi)ren gleichméBig gegen f, und nach Satz [T ist f stetig. Da
| fi(x) — f(z)|| < € fiir @ > k und f; beschriankt ist, ist f ebenfalls beschrénkt,

und

||fz—f||ZSIGIEI])HfZ(x)—f(x)H <e€ fiir alle 7 > k.

Also gilt limy_.o fr = f € Co(U,R™). O
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Satz 8.3 (iiber implizite Funktionen) Seien U; C R™ und Uy C R™ offene
Teilmengen und F = (Fy,...,Fy,) : Uy x Uy — R™ eine stetig differenzierbare
Abbildung. Es sei (a,b) € Uy x Uy ein Punkt mit F(a,b) = 0, und im Punkt (a,b)
sei die Jacobi-Matrix beziiglich der 2. Komponente

oF OF;
. oo
(5)@n:=| : - |@bheCLmR)
Py OFm OFy,

Oyr 77 Oym

wwertierbar. Dann gibt es eine offene Umgebung Vi C Uy von a und eine Umge-
bung Vo C Us von b sowie eine stetig differenzierbare Abbildung g : Vi, — Vo C R™,
so dafs

F(z,g(z))=0  firallex e V.

Mit anderen Worten: Ist eine implizit gegebene Gleichung F'(z, g(z)) = 0 in einem
Punkt a 16sbar mit g(a) = b und F(a,b) = 0, dann ist sie (unter den gegebenen
Voraussetzungen) sogar in einer Umgebung V; von a l6sbar.

Beweis. Wir setzen B := (%—Z)(a, b) € GL(m,R). Damit werde eine Abbildung
G : U; x Uy — R™ definiert durch

G(z,y) :==y— B " F(z,y), rel,,yelUy CR™.
Die Jacobi-Matrix von G im Punkt (z,y) € Uy x Us ist

(8G or ( oG

3y ) =Ea-B (G )y = ()b =0€ Mnxm ).

Somit ist H (%) (a, b)HOp = 0. Wegen der Stetigkeit von % gibt es Umgebungen
Wiy € Uy von a und Wy C Us von b, so daf

oG 1
H(a—y)(x,y) " < 3 fir alle (z,y) € Wy x Wy . (1)

Entscheidend ist die Beobachtung
Fle,y)=0 &  y=Gxy) (2)

und insbesondere b = G(a, b). Damit fithren wir die Losung von F(x,y) = 0 nach
y auf ein Fixpunktproblem zuriick.

(1. Konstruktion der Abbildung g) Wir geben zunéchst einen vereinfachten Be-

weis, der die Abbildung ¢ nur punktweise konstruiert und keine Informationen

iiber Stetigkeit liefert. Die Gebiete kénnen dann etwas grofler gewéhlt werden.
Nach dem Satz von Taylor gilt

oG

Glay) = Clen) = (G ) ) - (v =)+ —n) . oy —m)=olly =)
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fir alle (z,y), (z,n) € Wy x W,. Es gibt also ein r > 0, so daf§

1 ) . 5
loCy =)l < 7lly ==l fiir alle y € Wy mit [ly —nl| < r. (3)
Essei Vo :={y € Wy : |ly—>|| < r} C W, die abgeschlossene Kugel mit
Mittelpunkt b und Radius r. Damit gilt
G 3
|G y)~ Gl < || (G )@ Iy =l + ot —nll < Tl =l @)

fiir alle z € W; und alle y,n € V,. Da G(a,b) = b, gibt es wegen der Stetigkeit
von F' eine offene Umgebung V; C W; von a, so dafl

r

sup 6. 8) b < -
eV

Zusammen mit 7 +— b in @) folgt

s [Glay)—bl < sw ([Glay) — Glab)| + |G, )~ bll) <7
(z,y)EVI X V2 (z,y)eVI X V>
(5)

Folglich ist fiir beliebiges, aber festes x € V; die Abbildung ® : V, — R™ definiert
durch ®(y) := G(z,y) eine Kontraktion auf der abgeschlossenen Teilmenge V, C
R™ so dal es nach dem Banachschen Fixpunktsatz zu jedem x € W genau einen
Fixpunkt y, € V5 gibt mit y. = ®(z,y.) = G(x, y.). Nach (@) 16st die so definierte
Funktion g : Vi — V4 mit g(z) := y. das Problem F(z,g(x)) = 0.

(2. Stetigkeit von g) Wir betrachten jetzt stetige und beschrinkte Abbildungen
v € Cp(V1,R™) mit ||| = sup,ey, [|7(2)||. Zu gegebenem v € Cy(Vi,R™) werde
eine Abbildung ¢ : V; — R™ definiert durch

(@) = Gz, y(2)) =v(z) = B - F(z,7(x)) .

Wegen der Stetigkeit von F' ist 1 ebenfalls stetig. Auflerdem ist ¢ beschrankt:
Falls ||y — b|] < r, dann gilt nach (@) auch |[¢p — b|| < r. Dabei wird b als
die konstante Funktion aufgefafit. Damit wird durch ®(v) := 1 eine Abbildung
® : A — A der abgeschlossenen Teilmenge

A:={yeGWV,R") : [y =b| <r} CG(V1,R™)
eines Banach-Raumes auf sich selbst definiert. Nach (@) gilt fiir alle y € A

[D(71) = @(2)[| = sup (|G, 11(2)) = Gz, 72(2))]

zeVy

3 3
< < sup (@) = 2(2)[| = S lln =l -
4J:EV1 4
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Folglich ist ® : A — A eine Kontraktion und hat nach dem Banachschen Fix-
punktsatz genau einen Fixpunkt v, € Cy(V1, R™). Diese eindeutig bestimmte steti-
ge und beschrénkte Funktion g = v, : V; — R™ 16st die Gleichung F'(x, g(z)) =0
fir alle z € V5.

(3. partielle Differenzierbarkeit der Losung) Die Jacobi-Matrix (85 )z, y) €
M (m,R) ist genau dann invertierbar, wenn ihre Determinante ungleich Null ist.

Da die Determinante als Polynom der Matrixelemente eine stetige Funktion der
Matrixelemente ist und det B = det((%—g)(a, b)) # 0 ist, gibt es eine Umgebung

Vi € V; von a, so dafl (aF)(x g(z)) invertierbar ist fir alle z € V/.

Uber die Losung g =(91,---,9m) : V] — R™ definieren wir eine Abbildung
F:V! = R™ durch F(z) := F(z,g(z)). Da F(z) =0 fiir alle ¥ = (21,...,7,) €
V{, verschwinden auch alle partiellen Ableitungen von F"

0g;
' (a >( )
y=g(z) T

0= (5) = (), + 2 (G e

Sind Kj(z,y) die Matrixelemente der inversen Matrix J~! = (Kj(z,y)) der
Jacobi-Matrix

J= Uil € MOnB) . o) = (50 (@)

von F'im Punkt (x,y), dann erhalten wir

(520 = =X Kato) (510 )
! =1 j

Insbesondere ist g : V/ — R™ partiell differenzierbar. Aus der stetigen Differen-

zierbarkeit von F' und der Stetigkeit der Bildung der inversen Matrix folgt, dafl

die gg"_ stetig sind. Nach Satz B4l ist g dann total differenzierbar. O
J

y=g(x)

Eine erste niitzliche Anwendung des Satzes iiber implizite Funktionen sind
die Hohenlinien von Funktionen zweier Verinderlicher f : U — R mit U C R?
offen. Eine Niveaumenge von f ist die Menge

Ni(e) :={(z,y) €U : f(z,y) =c}

fir ¢ € R. Dabei kann Ny(c) leer sein, aus einem Punkt bestehen oder eine
eigentliche Hohenlinie darstellen. Im letzten Fall kann der Satz iiber implizite
Funktionen genutzt werden, um die Hohenline lokal zu konstruieren.

Es werde vorausgesetzt, dafi eine Losung (a,b) € U mit f(a,b) = ¢ bekannt
ist. Wir konnen (grad f)(a,b) # 0 voraussetzen (sonst gibt es ein lokales Ex-
tremum oder einen Sattelpunkt, was wir schon vorher untersucht hatten). Ist
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(g—i)(a, b) # 0, dann konstruiert fiir F'(z,y) := f(z,y) — ¢ der Satz iiber impli-
zite Funktionen ein offenes Intervall I mit a € I und eine eindeutig bestimmte
(partiell) differenzierbare Losung g : [ — R, so dafl f(z, g(x)) = c fiir alle x €
gilt. Ist (g—g)(a, b) # 0, so kann/mufl man die Rolle von x und y vertauschen:
Fiir F(y,x) := f(x,y) — ¢ konstruiert der Satz iiber implizite Funktionen fiir ein
offenes Intervall J mit b € J eine eindeutig bestimmte (partiell) differenzierbare
Losung h: J — R, so daB f(h(y),y) = c fir alle y € J.

Dadurch wird eine offene Teilmenge V' der Hohenlinie konstruiert. Man kann
einen so gewonnenen Punkt der Teilmenge als neuen Startpunkt fiir den Satz
iiber implizite Funktionen nehmen und so die Hohenlinie iiber die Teilmenge
V' hinaus ausdehnen. Das Konstruktionsverfahren 148t sich auf dem Computer
implementieren und kann zur dreidimensionalen Visualisierung von Funktionen
f U — R verwandt werden.

Eine weitere wichtige Anwendung des Satzes iiber implizite Funktionen ist
das lokale Invertieren einer Abbildung f:V — U mit U,V C R™.

Satz 8.4 SeiV C R" offen und f : V — R™ eine stetig differenzierbare Abbildung
in einem Punkt b € V. Das Differential von f sei invertierbar in b € V, d.h.
(Df)(b) € GL(n,R). Dann gibt es eine offene Umgebung Vo C V wvon b und eine
offene Umgebung Uy C R™ von a := f(b) so daf§ f : Vo — Uy bijektiv ist und
die Umkehrabbildung g = f~': Uy — Vj stetig differenzierbar ist. Auferdem gilt
(Dg)(a) = (Df)(b)) .

Beweis. Wir verwenden den Satz iiber implizite Funktionen mit F': R* xV — R"
gegeben durch F(x,y) := = — f(y). Ziel ist lokale Auflésung nach y = g(z) =
(@)

Es gilt F'(a,b) = 0 und (%—5)(@, b) = —(Df)(b) € GL(n,R). Nach dem Satz
iiber implizite Funktionen existiert eine offene Umgebung U’ von a, eine Umge-
bung V' C V von b und eine eindeutig bestimmte stetig differenzierbare Abbil-
dung g : U' — V', so daf

F(z,g(x)) =2 — f(g(x))=0  firallex €U .

Wegen der Stetigkeit von f gibt es eine offene Umgebung Vy € V' von b mit
f(Vo) := Uy C U'. Aus der Stetigkeit von g folgt, dafi Uy offen ist. Also ist
f: Vo — Up bijektiv mit f~! = g: Uy — V4.
Aus y = g(f(y)) und der Kettenregel folgt
(D(go )y) = En=(Dg)(f(y)- (Df)(y)  fir alle y € Vg

und insbesondere (Dg)(a) = ((Df)(b))~1. O

Definition 8.5 Unter einem Diffeomorphismus zwischen offenen Teilmengen
U,V C R"™ versteht man eine bijektive stetig differenzierbare Abbildung f:V — U,
so daB f~! ebenfalls stetig differenzierbar ist.
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Der SatzR.dl{iber die lokale Invertierbarkeit besagt also, daf} sich jede differenzier-
bare Abbildung f : V' — U, deren Differential in einem Punkt b € V invertierbar
ist, zu einem lokalen Diffeomorphismus fortsetzen 1af3t.

Als Anwendung der lokalen Invertierbarkeit betrachten wir die Umrechnung
zwischen kartesischen Koordinaten und Polarkoordinaten. Dazu sei f : R} xR —
R? gegeben durch f(r,¢) := (rcos¢,rsin¢). Das totale Differential (Jacobi-
Matrix) ist

8—];1 oh CcoS —7rsin
(DA, 6) = ( 5 8 ) o) = (Gt )
T @
Damit gilt det((Df)(r,¢)) = r > 0, die Jacobi-Matrix ist also in jedem Punkt
(r,¢) € R x R invertierbar. Folglich ist f in jedem Punkt von R*\ {0} lokal
invertierbar. Das ist in diesem Fall auch direkt zu erhalten: Ist f(r, ¢) = (z,y),
dann ist r = \/2? + y? und cos ¢ = ¥, sin ¢ = £. Damit erhalten wir die Jacobi-
Matrix fiir eine lokale Umkehrung g : U — V mit f(g(z,y)) = (z,y) zu

Do) = (0De) " = (B L) - ( Ve e ) |

r r _:v2+y2 22442

Eine Bijektion 1&8t sich z.B. finden zwischen
[ Rix -3, 2 =Ry xR.

Fiir (z,y) € R% xR setzen wir dann g(z,y) = (\/xZ + y?, arctan %) Es existiert
aber keine globale Bijektion f: R% x R — R? da f periodisch im Winkel ¢ ist.

9 Untermannigfaltigkeiten

Definition 9.1 Eine Teilmenge M C R"™** heiBt n-dimensionale Untermannigfal-
tigkeit, wenn zu jedem Punkt a € M eine offene Umgebung U C R"** von a und
eine stetig differenzierbare Abbildung f : U — R* existieren, so daB

i) UNM = f~(0),

i) fiir alle x € U mit f(z) = 0 € R* hat das Differential (Df)(x) € M(k x
(n + k),R) den maximalen Rang k.

Mit diesen Bezeichnungen heiBt & die Kodimension von M.

Beispiel 9.2 (Sphére S™) Dazu sei U := R"™ \ {0} und f : U — R!
gegeben durch f(z) = 2} + -+ + 22,, — 1. Dann ist rang((Df)(z)) =
rang(2(x1, ..., Tyy1)) = 1 fiir alle x € U. Somit ist

UNS™=8"=f10)={(z1,-..,wnp1) ER™ : af+-- 22, =1}
eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit. Die Kodimension ist 1. <
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Definition 9.3 Sei M C R"** Untermannigfaltigkeit, « € M und f : U — R* die
die Untermannigfaltigkeit M definierende differenzierbare Abbildung mit a € U C
R"™*_Dann heiBt der Untervektorraum

T,(M) :==ker((Df)(a)) = {v e R"™ . (Df)(a) - v =0} c R"**

der Tangentialraum von M im Punkt a € M. Sei orthogonales Komplement beziiglich
des kanonischen Skalarprodukts ( , ) im R"*k,

Ny(M) :=T,(M)* = {w € R™™ . (v, w) = 0 fiir alle v € T,(M)}

heiBt der Normalenvektorraum von M im Punkt a. Elemente v € T, (M) bzw. w €
N, (M) heiBen Tangentialvektoren bzw. Normalenvektoren an M im Punkt a.

Als Kern einer linearen Abbildung ist T,(M) C R""* ein Untervektorraum.
Wegen dim(R"™) = dim(ker(Df)) + rang(Df) ist dim(T,(M)) = n fiir alle
a € M. Nach dem Schmidtschen Orthonormalisierungsverfahren ist N, (M) ein
k-dimensionaler Vektorraum.

Definition 9.4 Sei T' C R" offen. Eine stetig differenzierbare Abbildung ¢ : T" —
R heiBt Immersion, wenn rang((D¢)(t)) = n fiir alle t € T

Satz 9.5 (lokales Koordinatensystem) Sei M C R""* cine n-dimensionale
Untermannigfaltigkeit. Dann gibt es zu jedem Punkt a € M eine offene Umgebung
V C M, eine offene Teilmenge T C R"™ und eine Immersion ¢ : T — Rk die
T homdéomorph auf V' abbildet.

Ein Homoéomorphismus war eine bijektive stetige Abbildung ¢ mit stetigem In-
versen ¢~ L.

Lemma 9.6 (angepafite Koordinaten) Sei M C R"™* cine n-dimensionale
Untermannigfaltigkeit. Dann gibt es zu jedem a € M eine Zerlequng R+ =
T,(M) ® N,(M) ~ R™ x R¥ mit offenen Mengen U; C T,(M) ~ R™ und U, C
N, (M) ~ R* sowie eine differenzierbare Abbildung g : Uy — Us, so daff M N
(U x Uz) = {(y,9(y)) - y €U}
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Beweis: Im R"* werde ein Koordinatensystem so gewihlt, dafi die ersten n
Koordinatenrichtungen den Tangentialraum 7, (M) aufspannen und die letzten k
Koordinatenrichtungen den Normalenvektorraum N, (M). In diesen Koordinaten
habe z € M die Darstellung z = (y,2) mit y € R” und z € R¥. Speziell ist
a = (Yo, 20). Seien V; C R" eine offene Umgebung von yo und Vo C R* eine
offene Umgebung von zy, so dafl rang((Df)((y,2))) = k fir alle (y,z) € M N
(Vi X Va). Sei (Df)(x,y) = (ay(y, 2)) mit ay(y,2) = g (y,2) fir 1 < j <
und a; ,+5(y, 2) = gfj (y,2) fiir 1 < j < k. Die Jacobi-Matrix beziiglich der 2.
Kompenente ist invertierbar in (yo, z0), d.h. 2L(yy, 20) € GL(k,R): Fiir w # 0

ist (°) € (ker((Df)(yo,zo)))L, also 0 # (Df(yo,20)) - (L) = %(yo,zo) -w, d.h.
%(yo, 2p) ist injektiv, wegen der Gleichheit der Dimensionen dann bijektiv. Nach
dem Satz iiber implizite Funktionen existiert eine offene Umgebung U; C V; von
yo und eine offene Umgebung Us C V, von zp sowie eine eindeutig bestimmte
stetig differenzierbare Abbildung g : Uy — Us mit f(y, g(y)) = 0 fiir alle y € U;.
O

Beweis von Satz [ Nach Lemma (. existieren offene Teilmengen U; C R"
und U, C R* sowie eine stetig differenzierbare Abbildung ¢ : Uy — Us, so dafl
MUy xUs) = {(y,9(y)) : y € U }. Wirsetzen V= MN(U; xU;) und T' = U,
sowie ¢(y) = (y,9(y)). Surjektivitdat von ¢ : T' — V folgt aus der Konstruktion
und Injektivitit aus der Eindeutigkeit von g. Dann ist ¢! : (y,g(y)) — y die
Projektion auf die erste Komponente, und damit stetig.

Schliefllich gilt (D¢)(y) = ( ( Dg)" () ) Da g differenzierbar auf T ist, ist

auch ¢ differenzierbar in y, und es gilt rang((D¢)(y)) = n. Damit ist ¢ : T'— V
eine Immersion. u

Es sei bemerkt, dal auch die Umkehrung von Satz gilt: Ist eine Immersion
¢ mit diesen Eigenschaften gegeben, dann kann man zeigen, dafi M Unterman-
nigfaltigkeit ist.

Satz 9.7 Sei M C R"™* cine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit, lokal de-
findert durch die Abbildung f = (fi,...,fr) : U — R¥, mit U C R™* offen.
Seia € MNU ein Punkt und ¢ = (¢y,...,0nsk) : T — R die aus f kon-
struterte Immersion, die T C R™ homdomorph auf eine Umgebung V- C M wvon
¢(ty) = a € M abbildet. Dann gilt:

i) Zu jedem Tangentialvektor v € T,(M) im Sinne von Definition qibt
es eine Kurve y :|—¢, e[ = M durch a = 7(0), so dafi v Tangentialvektor
an v 1m Punkt a ist.

ii) Ist umgekehrt v ein Tangentialvektor an eine Kurve vy : I — M durch
a € M, dann gilt v € ker(Df)(a) = T,(M).
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iii) Die Familie ((0;¢)(ta))
Basis von T,(M).

iv) Die Familie ((grad f;)(a))
eine Basis von No(M).

i=lom der Vektoren (0;¢)(t,) € Rk st eine

.....

n+k
i1, der Vektoren (grad fi)(a) € R™™ ist

Beweis. Sei v : I — M eine Kurve auf M durch +(0) = a, wobei das Intervall
I =]—¢, ¢ so gewiihlt sei, daf§ die Kurve s = ¢~ ' o~y : [ — T durch ¢, = s(0) =
¢~'(a) vollstindig in T liegt. Wegen f(¢(t)) = 0 fiir alle t € T gilt

0= (D(fe¢))(ta) = (Df)(a) - (DP)(ta) € M(k x n,R). (*)

Schreiben wir (D¢)(t,) = (v1,...,v,) € M((n + k) x n,R), mit Spaltenvektoren
v; = (9;0)(t.) € R™™, so folgt v; € ker((Df)(a)) = T,(M) fiir alle 1 < j < n.

iii) Wegen rang((D¢)(t)) = rang((0;¢;)(t)) = n ist die Familie (v;);=1,.n
linear unabhingig und spannt somit einen n-dimensionalen Untervektorraum von
R™* auf, der wegen der Gleichheit der Dimensionen identisch mit 7, (M) ist. Also

i) Damit 148t sich jeder Vektor v € T,(M) schreiben als v = Y7 | c;v;. Zum
entsprechenden Vektor ¢ = (cq, ..., ¢,) € R” wihlen wir die Kurven s : | — €, ¢[ —
T mit s(1) = t, + c¢r und (1) = ¢(s(7)). Dann ist

7(0) = (%(aﬁ 05))(0) = Y _(9:0)(ta)si(0) = Y _(9:9)(ta)e: = v

i=1 i=1

ii) Nach der Kettenregel gilt fiir den Tangentialvektor v and die Kurve ~

v=7(0) = (2609)(0) = S (@0)(t) 5(0) .
i=1
Damit ist v € T,,(M).

iv) Wegen (Df)(a) = (a;;) € M(k x (n+ k),R), a;; = (0;f;)(a) sind die
Zeilen von (D f)(a) gegeben durch die Vektoren (grad f;)(a), i = 1,..., k. Nach
(*) gilt (Df)(a) -v = 0 fiir alle v € T,(M) und somit (grad f;)(a) € N,(M).
Wegen rang((Df)(a)) = k ist die Familie ((grad fi)(a))i:1 _ linear unabhéngig
und damit wegen der Gleichheit der Dimensionen eine Basis von N,(M). O

Satz 9.8 (Extrema mit Nebenbedingungen) Sei M C R ecine n-
dimensionale Untermannigfaltigkeit, lokal definiert durch die Abbildung f =
(fi,-. s fe) = U — RE fiir U C R"™ offen, mit M N U = f~10) und
(rang(Df)(z)) = k fir allex € M NU.

Gegeben sei eine stetig differenzierbare Funktion F' : U — R, so daf$ die
Einschrinkung F|, : MOU — R im Punkt a € M ein lokales Mazimum (bzw.
Minimum) besitzt, d.h. es gibt eine Umgebung V- C M NU wvon a, so dafs

F(b) < F(a) bzw. F(b) > F(a) fiir alleb eV .
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Dann gilt (grad F')(a) € No(M), es gibt also Konstanten Ay, ..., \g, so dafs

k

(grad F')(a) = Z Ai(grad f;)(a) .

i=1
Diese Konstanten A1, ..., \r heiffen Lagrange-Multiplikatoren.
Beweis. Da F ‘ y I a € M ein lokales Extremum hat, hat die nochmalige Ein-

schrinkung auf eine Kurve v :]—¢, e[ — M durch v(0) = a ein lokales Extremum
int=0:

d
0= (==(F 27))(0) = (DF)(a) - /(0)
Wegen 7/(0) € T,(M) gilt (DF)(a) = (grad F')(a) € N, (M). O
_ Einige wichtige Beweise mittels Lagrange-Multiplikatoren stellen wir als
Ubungsaufgaben (Blatt 6):

1. Fiir eine symmetrische Matrix A = A' € M(n,R) nimmt die Ein-
schrankung der Funktion F' : R* — R, F(x) = (z, Ax), auf die Ein-
heitssphére ihr Maximum und Minimum in einem Eigenvektor an, und
der Lagrange-Multiplikator ist der Eigenwert.

2. Die Ungleichung zwischen geometrischem und arithmetischem Mittel:

YT Ty < 2wy ) fiir 2 > 0.

n

< (Z|xi|p)‘l’(g\yi\q)% fix

i=1

3. Die Holdersche Ungleichung ‘leyz
i=1

xz,yleRund%—i—%:l

Untermannigfaltigkeiten spielen eine wichtige Rolle in der Mechanik. Gegeben
sei ein mechanisches System aus N Teilchen (gleicher Masse m). Eine Konfigu-
ration des Systems wird beschrieben durch einen Punkt x = (zy, ..., x3y) € R3Y
(Angabe aller Koordinaten zu gegebenem Zeitpunkt). Dem System werden & holo-
nome Zwangsbedingungen auferlegt, beschrieben durch & Gleichungen fi(x) = 0,
..oy fr(x) = 0. Wir setzen voraus, daf§ die aus den partiellen Ableitungen
a;j(x) = (%)(:p) gebildete Matrix der partiellen Ableitungen maximalen Rang

hat, rang(a;j(x)) = k fiir alle x € M. Dann definieren die Gleichungen eine
n = (3N — k)-dimensionale Untermannigfaltigkeit M C R"**. Konfigurationen
des Systems mit Zwangsbedingungen sind dann durch Punkte aus M zu beschrei-
ben. Die Dimension von M entspricht der Zahl der Freiheitsgrade.

Nach Satz[3 gibt es zu jedem Punkt a € M eine offene Umgebung V' C M so-
wie eine Umgebung 7" C R" und eine Immersion ¢ : T' — M, die T" homdomorph
auf V' abbildet. Die Koordinaten (g, ...,q,) eines Punktes g € T heiflen verall-
gemeinerte Koordinaten.
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Sei (K (a)) € R3N eine Familie von Kriften, die auf die Teilchen wirken. Dann
wird die Beschleunigung der Teilchen beschrieben durch das d’Alembertsche Prin-
7ip

(mi(a) — K(a),v) =0 fiir beliebige v € T, M .

Die Forderung besagt, daf§ die durch Z(a) := mi(a) — K definierte Zwangs-
kraft keine virtuelle Arbeit verrichtet bzw. ein Normalenvektor ist. Somit gibt es
Lagrange-Multiplikatoren A, [ = 1,..., k mit Z(a) = S_F_ A(a) (grad f)(a). Es
liegt dann nahe, die Zwangskraft mit dem Gradienten einer Funktion W : U — R
in Verbindung zu setzen, deren Einschriankung auf M im Punkt a ein lokales Fx-
tremum hat. Diese Funktion ist die Wirkung und die Extremalitdtsforderung
heiflt Hamiltonsches Prinzip.

Beispiel 9.9 Eine eindimensionale Untermannigfaltigkeit M C R3 werde durch

f(z1, 29, 23) = ( 1742 x22 9 ) = 0 definiert. Das ist relevant fiir die Dy-
3 (7 — 2t — x3)

namik eines Pendels, bestehend aus einem Massenpunkt aufgehédngt an einem
masselosen Seil der Lange [, und zusétzlicher Beschréankung der Bewegung auf
die Ebene z5 = 0. Es gilt

0 1 0

—I 0 —XT3

o)) =

Damit bilden n;(z) := (grad f1)(z) = (0,1,0) und nq(z) := (grad fo)(x) =
(—21,0, —x3) eine Basis von N(g, 2,.2,)(M) und v(z) = (—x3,0, x1) eine Basis von
Toy wa,09) (M). Auf den Massepunkt wirke die Kraft (K, Ky, K3) = (0,0, —mg).
Das d’Alembertsche Prinzip liefert

) , rang((Df)(x)) = 2 fiir 3 + 23 #0 .

(miﬁl, mij, m.fl:’g + mg) = )\1(1’) (0, 1, 0) + )\2(1‘)( — X, 0, —.Tg) .

Zusammen mit den beiden Gleichungen f = 0 haben wir 5 Gleichungen zur
Bestimmung der 5 Funktionen x,xs, x3, A1, Ao. Wegen x5 = 0 ist auch A\ = 0.
Multiplikation mit (i1, 0, #3)" und Verwendung von z3+x3 = 1%, also z1d +x3i3 =
0, liefert den Energieerhaltungssatz

E= %((1’1)2 + (#3)%) + mgx3 = const

Multiplikation mit (z1,0, z3)! und Verwendung von z1 +x373+ (21)*+ (43)* = 0

liefert |
m., . .
Ay = l—2((x1)2 + (:703)2 — gxg) = l_2(2E — 3mgzs) .

Die Zwangskraft Z = (—Agx1,0, —Aox3) ist dann die Seilspannung. Die Glei-

chungen lassen sich in Polarkoordinaten z; = [sin¢ und x3 = —lcos¢ ent-

koppeln (¢ = 0 ist die Ruhelage). Der Betrag der Seilspannung ist dann

1Z]] = ml? + mgcosd = ™ + mg cos ¢, mit v* := |7 = 1242 N
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10 Parameterabhingige Integrale

Wir zeigen, dal man bei geeigneten Voraussetzungen Integration und partielle
Ableitungen vertauschen kann.

Satz 10.1 Sei I = [a,b] C R ein kompaktes Intervall, U C R™ offen und f :
I x U — R eine stetige Funktion. Dann ist die durch ¢(z) = fab dt f(t,x)
definierte Funktion ¢ : U — R stetig.

Beweis. Es sei (xy)ren eine Folge von Punkten z;, € U, die gegen x € U konver-
giert. Wir betrachten die Folge der Funktionen Fj : I — R, Fy(t) := f(t,xx). Da
die Menge X := I x ({zy : k € N}U{x}) kompakt ist, ist nach Satz B die Abbil-
dung f : X — R gleichméfig stetig. Zu gegebenem € > 0 gibt es also ein § > 0, so
daB fiir alle (¢, 2), (¢, 2") € X mit ||(¢,z)— (¢, 2")|| < 0 gilt || f(¢t, 2)— f(¥',2")]| < e.
Insbesondere gibt es ein I € N, so dafl || f(¢,z) — f(¢,zx)|| < € fur alle t € [ und
alle £ > [. Folglich ist (Fj)ren gleichméBig stetig, so dafi nach Satz 22.5 aus dem
1. Semester Integration und Grenzwertbildung vertauschen:

b

b b
lim [ dt f(t,z) :/ dt( lim f(t, ax)) :/ dx f(t,x) .

k—oo [, k—o0
Damit ist ¢ : U — R stetig. U

Satz 10.2 Seien I,J C R kompakte Intervalle und f : I x J — R eine stetige
Funktion, so daf$ f(t,x) nach x stetig partiell differenzierbar ist. Dann ist die
stetige Funktion ¢ : J — R mit ¢(z) == [, dt f(t,x) stetig differenzierbar, und es

qilt
of
! = [ dt =(t .
o) = [t ko)
Beweis. Es sei (xy)gen eine Folge von Punkten xj € J, die gegen = € J konver-
giert, wobei x, # x fiir alle £ € N. Nach dem Mittelwertsatz gibt es zu jedem
t €l und k € N ein y;, € J zwischen x und zy, so dafl

f(tv xk) - f<t7 I)

T — T

= (1)t yi) -

Da I x J kompakt ist, ist (0o f)(t, x) auf I x J gleichméfig stetig. Also gibt es zu
jedem € > 0 ein § > 0, so daB

(Do f)(t, 2)— (Do f) (¥, 2")|| < € fiir alle (¢, z), (t',2') € IxJ mit ||(t,x)—(¢,2")]| <4 .
Insbesondere gibt es ein [ € N, so daf}

|(D2f)(t, ) — (Oof )(t,yx)|| <€  fiirallet € I und alle k > 1.
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Also ist die Folge ((02f)(t, yx))ken gleichméaBig konvergent auf 7, so dafl Integra-
tion und Grenzwertbildung vertauschen:

/ T (b(xk) B (b(I) . 1
1) = Jim DI~ fin ([ (00— [ 500.)

- /dt( TRAGED) _f(t’x)> - /dt (of)(t, ) . 0

k—o0 T — X

Das Ergebnis iibertriagt sich sofort auf mehrere Variablen, da diese bei partiellen
Ableitungen festgehalten werden: Ist I C R ein kompaktes Intervall, U C R" offen
und f : I x[a,b] — R eine stetige Funktion, die stetig partiell differenzierbar nach
xy,...,x ist, dann gilt

s /dtfta:l,..., .) = /bdt(gi)(t,xl,...,xn).

Eine wichtige Anwendung sind Doppelintegrale:

Satz 10.3 Ist f : [a,b] X [c,d] — R stetig, so gilt

/dx/dtftx /dt/dxftx

Beweis. Sei F(§) = / dx/ dt f(t,x) und G(§) = / dt/ dx f(t,z). Nach

Satz [0 ist / dt f(t,z) stetig, so dafl nach Satz 20.3 aus dem 1. Semester

a

b
(Stammfunktionen) gilt F'(§) = / dt f(t,€). Andererseits gilt nach Satz

d ([ ’
G'(¢) = / dt d_f(/ dx f(t,:v)) = / dt f(t,&). Nach Satz 17.6 aus dem 1.
Semester ist /' — G = const, und F(c) = G(c) = 0 liefert die Behauptung. O

Eine weitere wichtige Anwendung sind die Euler-Lagrange-Gleichungen der
Variationsrechnung. Mit C?[a,b] werde der Vektorraum der zweimal stetig diffe-
renzierbaren Funktionen iiber dem kompakten Intervall [a, b] C R bezeichnet. Zu
a, # € R betrachten wir die Teilmenge

€2 gla.b] == {f € Cla.b] : fla)=or, f(b) =B} C C*la1]

der zweimal stetig differenzierbaren Funktionen mit vorgegebenen Werten am
Rand des Intervalls. Fiir eine zweimal stetig differenzierbare Abbildung L : [a, b] X
R"™ x R™ — R betrachten wir die Abbildung

S:(C2gla,b)" — R,

b
ﬂ%ww%WZ/ﬁL@%@ww%®@W%~ﬁW»,
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«

gen heiit L die Lagrange-Funktion und S die Wirkung. Zur Fixierung der
partiellen Ableitungen setzen wir L(¢,q1,...,Gn,v1,...,v,) und entsprechend
(81+iL)<t7 Q7v) = 3_15;(12 q, U) und (81+n+iL)<t7 q, U) = 3_5;(157 q, U)' Eine typiSChe
Problemstellung der Variationsrechnung ist es, das Infimum von S auf (C 4[a, b])"
zu suchen:

mit (CZ 3la,b])" == CZ g la,b] x --- x C2 5 [a,b]. In physikalischen Anwendun-

Satz 10.4 Mit diesen Bezeichnungen gilt: Eine notwendige Bedingung fir die
Realisierung S(¢) = infwe(ciﬁ[a,b})" S(v) des Infimums durch die Funktion ¢ €

(Ci,ﬁ [a,b])™ ist die Erfillung der Euler-Lagrange-Gleichungen

(%giﬂmb(t%a’(t» - (25 (o), ¢(1) =0, 1<i<n.

Beweis. Es sei ¢ € (CZ, 5[a,b])" eine Funktion mit
S(¢) < S()  fiir alle ¢ € (C gla, b])" .

Zu g € C2,la,b] sei §; = (0,...,0,9,0,...,0) € (C2,]a,b])*. Dann ist ¥ + €; €
g o,o[ ] ( g (0,0[ ]) (0

i—1 n—i
(C2 sla, b)) mit S(¢) < S(¢+ €d;). Dann besitzt F(e) := S(¢+ €d;) ein Minimum
bei € = 0, und es gilt notwendigerweise (< F)(0) = 0. Die Voraussetzungen von

Satz [0 fiir Differentiation unter dem Integral sind erfiillt, so dafl wir mit der
Kettenregel erhalten:

b
(%F)(e) :/ dt %L(t, o(t) + €0;(t), @' (t) +eég(t))

:/abdt (gi(...)~g(t)+gi(...)-j(t)) .

Dabei steht (... ) fir (¢, ¢(t) + €d;(t), ¢'(t) + €6;(t)). Im letzten Term integrieren
wir partiell unter Verwendung von g(a) = g(b) = 0:

/Gdtgi(...).g'@)

= SL. (0, 6(a) + €6.(a) & (a) + e01(0)) - g(a) — o (b, 6(5) + e5,0), /(D) + eB1(1)) -
Vi \7,0./ U;

—/abdt (%gi)(...)~g(t).

Somit folgt

b
0= (PO = [ at (5ot 000) ~ (G50 ) (160 610)) 900
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Das ergibt die Euler-Lagrange-Gleichungen, falls wir zeigen kénnen, dafl aus
fabf(t)g(t) fir alle g € Cgla,b] fir die stetige Funktion f : [a,b] — R folgt
f(t) =0 fiir alle t € [a,b]. Wegen der Stetigkeit von f geniigt es, f(t) = 0 fiir alle
t €la, b zu zeigen.

Angenommen, es gibt ein ¢ty €la,b][ mit f(ty) = € > 0. (Der Beweis fiir
f(to) = —e < 0 ist analog.) Wegen der Stetigkeit von f gibt es dann ein § >
0, so daB f(t) > § fiir alle t € Ks(tg) C Ja,b[. Dann gibt es (sogar beliebig
oft) differenzierbare nichtnegative Funktionen g, die auflerhalb Kj(ty) identisch
verschwinden. Eine Wahl ist z.B.

t) 0 firt <tg—o0odert>ty+90
= 1 1
g e t=Go-9 UoFd—t flirtg—d <t <tyg+9

Damit ist

[ s = [ i o > / gt >0,

0—0 0—9

im Widerspruch zur Annahme. Daraus folgt f(¢) = 0 fiir alle ¢ und schlieflich die
Giiltigkeit der Euler-Lagrange-Gleichungen. O

Das Supremum 5(¢) = supye(c2 Slad)n S(1) fiihrt offenbar auf dieselben Euler-
Lagrange-Gleichungen. Die Erfahrﬁng zeigt, dafl Bewegungsgleichungen fiir ein
physikalisches System sich oft als Euler-Lagrange-Gleichungen zu einer Wir-
kung erhalten lassen. Entsprechend fordert man das Hamiltonsche Prinzip: Von
allen moglichen Bahnkurven eines physikalischen Systems zwischen festgehaltenen
Anfangs- und Endkonfigurationen ist jene Bahn realisiert, fiir die die Wirkung extre-
mal ist.

In der einfachsten Situation ist die Lagrange-Funktion gegeben durch die Dif-
ferenz aus kinetischer Energie und potentieller Energie. Wir diskutieren den Fall
ohne potentielle Energie, aber mit allgemeinem Skalarprodukt in der kinetischen
Energie.

Beispiel 10.5 (Geoditengleichung) Durch eine in jedem Punkt z € R™ po-
sitiv definite symmetrische Matrix G(z) = G*(z) = (g;;(z)) € GL(n,R) wer-
de punktweise ein allgemeines Skalarprodukt ( , )gw) : R" x R* — R mit
(v(),w(x))cE = (v(z),G(x) - w(zr)) definiert. Fiir Bahnkurven v : R — R”
mit t — x(t) = (z1(t),...,z,(t)) betrachten wir die Lagrange-Dichte

L(t,q,v) = 5 (@(t), #()aw) = 5 D 90(a(t)) a:(H)y (1)

1,j=1
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Die Euler-Lagrange-Gleichungen sind dann
o d - 891] .
= <m§; 91 (v(0)i5(1)) = 5 Z o () (1) (1)
- - ) f} agk] 8g2_] +
—mng](l’( —i—mz Z axk i(t)a;(t)

. ngm > (%@fj (@) + (gif (a(t)) - gi"]j (@lt) (005 1)

Durch Multiplikation mit der inversen Matrix G~(z) = (hg(x)) € GL(n,R)
entsteht die Geoddtengleichung

£+ Y Ti(w()d(t)i;(t)

ij=1

N g Ik 99ij
- ;mk(x(t))( G e0) + G () - )

Im Fall des kanonischen Skalarprodukts G' = F), ergibt sich das Trégheitsgesetz
Z; = 0, da auf das Teilchen dann keine Kraft wirkt. In der allgemeinen Rela-
tivitdtstheorie beschreibt die Metrik G # FE, das Gravitationsfeld. Dann be-
schreiben die Geodétengleichungen die Bahnen von Testteilchen im Gravitati-
onsfeld. Fiir geeignete Wahl von GG, welche dem Gravitationsfeld einer kugelsym-
metrischen Masseverteilung entspricht, ergeben sich aus den Bahngleichungen
beriihmte Effekte wie die Lichtablenkung an der Sonne, beobachtbar bei einer
totalen Sonnenfinsternis, und die Periheldrehung des Merkur.
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Teil 111
Gewohnliche Differentialgleichungen

11 Definition und Beispielklassen

Unter einer gewonlichen Differentialgleichung versteht man eine Gleichung zwi-
schen einer Funktion y, ihren Ableitungen 3/,4”,...y™ und der Variablen z,
genauer:

Definition 11.1 Es sei I C R ein Intervall, G C R"*2 eine Teilmenge mit n > 1
und y : I — R eine n-mal differenzierbare Funktion, so daB fir z € [ gilt
(z,y(x),y'(z),...,y"™(x)) € G. Die Funktion y erfiillt eine gewdnliche Differen-
tialgleichung n-ter Ordnung, wenn es eine Funktion F': G — R gibt, so daB

F(z,y(@),y'(2), ...,y () =0 Veel.
L&Bt sich diese Gleichung nach y™(x) auflésen zu

v (@) = flay(2),y (@), ...y V(@)

dann heiBt die Differentialgleichung explizit.

Wir hatten in Abschnitt 25 des 1. Semesters bereits einige elementare
Losungsmethoden vorgestellt. Wir beschrinken uns auf eine kurze Wiederholung
der Definitionen und Losungen.

Definition 11.2 (DGL 1. Ordnung mit getrennten Variablen) Seien
I,J C R offene Intervalle und f : I — R und g : I — R stetige Funktionen, wobei
g(y) # 0 fiir alle y € J. Dann heiBt

Differentialgleichung mit getrennten Variablen.

Satz 11.3 Zu gegebenem Anfangspunkt (zo,vo) € IxJ definieren wir Funktionen
F:I—-RundG:J— R durch

Flz) = /;dt i), Gy = /%

Ist I' C I ein Intervall mit F(I') C G(J), dann gibt es genau eine Lisung
y : I' — R der Differentialgleichung v = f(x)g(y) mit der Anfangsbedingung
y(xo) = yo. Diese Lisung erfillt die Gleichung

G(y(z)) = F(x) fiir allex € I
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Definition 11.4 (lineare Differentialgleichung 1. Ordnung) Es seien I C
R und a,b: I — R stetige Funktionen. Dann heiBt

y'(z) = a(z)y(x) + b(x)

eine lineare Differentialgleichung 1. Ordnung. Diese heiBt fiir b = 0 homogen, sonst
inhomogen.

Satz 11.5 Es sei xg € I und yg € R. Dann g¢ibt es genau eine Lésungy : [ —
R der Differentialgleichung y' = a(x)y mit der Anfangsbedingung y(xo) = o,
ndamlich .
y(x) = yoexp (/ dt a(t)) .

o
Satz 11.6 (Variation der Konstanten) FEs seien I C R ein Intervall, a,b :
I — R stetige Funktionen sowie xy € I und yy € R. Dann gibt es genau eine
Lésung y : I — R der Differentialgleichung y' = a(x)y + b(x) mit der Anfangsbe-
dingung y(xo) = yo, ndamlich

o) =ge)(m+ [ devwi®)  mit g = ( [ deatt)).
fly) xo
Eine weitere wichtige elementar 16sbare Klasse sind die ezakten Differenti-
algleichungen, deren Losungen eine Kurvenschar F'(z,y) = C in der x-y-Ebene
bilden.

Definition 11.7 (Exakte Differentialgleichung) Sei G C R? offen und zu-
sammenhangend und g, h : G — R stetig. Die Differentialgleichung

g(x,y) + h(z,y)y =0

heiBt exakt, wenn es eine stetig differenzierbare Abbildung F': G — R gibt, so daB
g = g—f und h = %—Z. In diesem Fall heiBt F' die Stammfunktion der Differentialglei-
chung.

Die Stammfunktion einer exakten Differentialgleichung ist bis auf eine Kon-
stante eindeutig: Sei F eine zweite Stammfunktion, dann ist u := F — F stetig dif-
ferenzierbar mit % = g—; = 0. Wegen der stetigen Differenzierbarkeit verschwin-
den auch alle Richtungsableitungen von u, also ist u konstant (Ubungsaufgabe 4
von Blatt 4). Ist F(z) = F(z,y(z)) = C, dann ist

_dF OF OF

0= %(x) = %(x,y) + a—y(x,y) Y =g(z,y) +h(z,y)y,

d.h. aus F(z,y(x)) = C wird die Differentialgleichung zuriickerhalten. Durch
lokale Auflésung der Gleichung F'(z,y(x)) = C mittels des Satzes iiber implizite
Funktionen kann die Kurvenschar explizit konstruiert werden.
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Beispiel 11.8 Die Differentialgleichung 2y 3’ 4+ 2x = 0 ist exakt, denn F(x,y) =
z? + y* ist Stammfunktion. Die Niveaukurven F(z,y) = R? sind konzentrische
Kreise um den Nullpunkt. <

Satz 11.9 (Notwendige Bedingung fiir Exaktheit) Auf einer offenen und
zusammenhingenden Teilmenge G C R? sei die Differentialgleichung g(x,y) +
h(z,y)y" = 0 gegeben mit stetig differenzierbaren Abbildungen g,h : G — R. Ist
die Differentialgleichung exakt, so gilt

dg oh .
a_y<'x7y)_%<x7y) f'U,T’ alle (l’,y) €G.

Beweis. Nach Definition gibt es eine stetig differenzierbare Stammfunktion F' :

G — Rmit g = ‘g—f und h = %—Z. Da g, h stetig differenzierbar sind, ist F' sogar

zweimal stetig differenzierbar. Nach dem Satz von Schwarz gilt dann

0, _00F_oor_ o
Ox _8x8y_8y8x_8yg'

Wir kommen nun zur Berechnung der Stammfunktion.

t

Satz 11.10 Es seien I, J C R Intervalle und G = I x J. Die Abbildungen g, h :
I x J — R seien stetig differenzierbar, und es gelte g—g(:c,y) = %(x,y) fiir alle
(x,y) € I x J. Sei (xo,y0) € I x J ein beliebiger Anfangspunkt. Dann ist

Fla)i= [ dtgt)+ [ dshan,s)

o Yo
eine Stammfunktion der Differentialgleichung g(x,y) + h(z,y)y’ = 0.

Beweis. Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung gilt %—5 =
g(z,y). Wegen Stetigkeit von g kénnen wir unter dem Integral differenzieren, so
dafl auBerdem gilt

F v v h
5= gk nay = [ a Qe+ 1) = by O
Ohne Beweis bemerken wir, dafl man die Forderung an G stark abschwéchen
kann: Es geniigt, da8 G C R? einfach zusammenhingend ist, d.h. daf§ sich ein
beliebiger geschlossener Weg in G auf einen Punkt zusammenziehen laft. Ist
dann (xg,90) € G ein beliebiger Anfangspunkt und v : [a,b] — G eine beliebige
(stiickweise) differenzierbare Kurve mit vy(a) = (2o, o) und v(b) = (z,y), so ist

Fle) = [ an{ (o0 00),50)

eine Stammfunktion der exakten Differentialgleichung g(x,y)+ h(z,y)y’ = 0 mit

e}
5a(z,y) = Ge(z,y).

o1
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12 Existenz- und Eindeutigkeitssatz

Wir betrachten im weiteren die Differentialgleichung v’ = f(z,y) mit y € R™
Genauer sei G C R x R” eine Teilmenge und f : G — R" eine stetige Abbildung,
gesucht ist eine Losung y : I — R™ der Differentialgleichung v = f(z,y), so
daB (y(z),z) € G fiir alle z € I C R. Meist sucht man Losungen mit vorgege-
bener Anfangsbedingung y(z¢) = yo. Diese Problemstellung heifit System von n
Differentialgleichungen 1. Ordnung.

Viele interessantere Differentialgleichungen lassen sich auf ein solches System
iiberfithren. Sei z.B. eine explizite gewohnliche Differentialgleichung n-ter Ord-

nung gegeben, 2 = f(x, z,2',..., 2" Y) dann setzen wir
Y1 z Y2
Yo 4 Ys
y=| + |:= : = Y= : = f(z,y) .
Yn—1 Z(n_2) 5 Yn
Yn Z(nil) f(x7y1a"'7yn)

Wir l6sen das System von Differentialgleichungen durch Zuriickfithren auf eine
Integralgleichung.

Satz 12.1 Es set G C R x R" und f : G — R" eine stetige Abbildung sowie
(x0,%0) € G. Dann gilt: Eine stetige Abbildung y : I — R™ eines Intervalls
I C R mit xg € I und (z,y(z)) € G fir alle x € I lost genau dann die Dif-
ferentialgleichung y' = f(x,y) zur Anfangsbedingung y(xo) = yo, wenn folgende
Integralgleichung gilt:

y(z) =yo + /l“ dt f(t,y(t)) fir alle x € 1.

0

Beweis. (<) Fiir x = xq folgt y(xo) = yo. Wegen der Stetigkeit von y und f ist
auch die Abbildung F' : I — R mit F(t) := f(t,y(t)) stetig auf I. Damit gilt
nach dem Fundamentalsatz der Differential- und Integralrechnung

% / dt f(t,y(t) = f(z.y(2)),

d.h. y ist sogar differenzierbar mit y'(z) = f(z,y(z)).
(=) Es gilt

/ Cdt £t y(t) = / Cdt g (1) = y(@) — y(ao) = y(a) —yo .

zo o

d.h. die Integralgleichung ist erfiillt. O

Es wird sich zeigen, dal Existenz und Eindeutigkeit der Losung bewiesen
werden kann, wenn die Funktion f einer Lipschitz-Bedingung geniigt.
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Definition 12.2 Sei G C R x R". Eine Abbildung f : G — R™ geniigt einer
Lipschitz-Bedingung (beziiglich der Variablen y), wenn es ein L > 0 gibt, so daB

Hf<x7y> - f(:L’,ﬂ)H < L”y - g” fiir alle (l’,y), (.T,g) €G.

Die Funktion f geniigt einer lokalen Lipschitz-Bedingung, wenn jeder Punkt (¢, yo) €
G eine Umgebung U C R x R"™ besitzt, so daB f in GNU einer Lipschitz-Bedingung
mit moglicherweise von U abhangiger Lipschitz-Konstanten L(U) geniigt.

Ein niitzliches Kriterium ist stetige partielle Differenzierbarkeit nach y:

Satz 12.3 Sei G C RxR" offen und f : G — R" stetig partiell differenzierbar in
den letzten n Koordinatenrichtungen vy, ..., yn. Dann geniigt f in G lokal einer
Lipschitz- Bedingung.

Beweis. Wegen der Offenheit von G gibt es zu beliebigem (zg,yo) € G ein r > 0,
so daf3

Vi={(x,y) eERXR" : |z —xo| <71, |ly—wo| <r} CG.

Die Behauptung folgt nun aus dem Schrankensatz fiir V, und die Lipschitz-
Konstante ist L := sup, , ey H(Df)(:c, y)H O

Satz 12.4 (Eindeutigkeitssatz) EsseiG C RxR" und f : G — R™ eine steti-
ge Abbildung, die lokal einer Lipschitz-Bedingung geniigt. Sind y,y zwei Losungen
derselben Differentialgleichung v' = f(z,y) und §' = f(z,q) dber einem Intervall
I C R, und in einem Punkt xo € I gelte y(xo) = §(xg), so folgt

y(x) = g(z) fir alle x € 1.

Beweis. Die Eindeutigkeit wird stiickweise vom Punkt zy aus ausgedehnt.
i) Sei dazu y(a) = g(a) fiir ein @ € I. Dann gilt fiir alle x € I die Integralglei-
chung

mm—g@%=/iﬁuuw@»—f@g@».

Da f lokal einer Lipschitz-Bedingung geniigt, gibt es reelle Zahlen L > 0 und
0 >0, so daB

L (8 y(@) = f(E g < Llly()) —g@)]] - firalle t € 11 Ks(a) .
Wie iiblich ist Kj(a) ;== {t € R : |t —a| < d}. Sei nun € := min(4, 5-) und

’ 2L
M= s Ily(t) - 50
teINKc(a)

Dann folgt fiir alle z € I N K (a)
5 v N M
lye) =g < L] [ dt lye) - 50)]| < LMe< -
53

Preliminary version — 9. Februar 2009



Das bedeutet M = sup,¢;ng. [y(z) — g(z)|| < & und damit M = 0, d.h. die
Funktionen y, ¢ stimmen sogar auf I N K (a) tiberein.

ii) Wir zeigen nun y(x) = g(z) fir alle z € I mit x > zy. Dazu sei

zri=sup{{ €T : y(€) =7}

Fiir 21 = +00 oder z; gleich dem Intervallende ist nichts mehr zu zeigen. Anson-
sten gibt es ein 6 > 0 mit |xy, 27 + §[C I. Da y,y als Losungen der Differenti-
algleichung insbesondere stetig sind, gilt y(x;) = §(x1). Dann aber gibt es nach
i) ein € > 0, so daf y(z) = g(x) fir alle x € I N K. (x1), im Widerspruch zur
Definition von z;. Analog wird der Fall z < zy behandelt. O

Satz 12.5 (Picard-Lindelof) Sei G C R x R” offen und f : G — R™ eine ste-
tige Abbildung, die lokal einer Lipschitz- Bedingung geniigt. Dann gibt es zu jedem
(x0,%0) € G ein e > 0 und eine Losung y : [xo—¢€, xo+¢€| der Differentialgleichung
y' = f(x,y) mit Anfangsbedingung y(xo) = yo. Nach Satz[IZ7] ist diese Lisung
eindeutig.

Beweis. Der Beweis verwendet den Banachschen Fixpunktsatz fiir die zugehorige
Integralgleichung. Dazu sei C([xg — €, 29 + €], R") der Banachraum der stetigen
Abbildungen ¢ : [xg — €, 29 + €] — R™ mit der Supremumsnorm

ol == sup  [o(x)] .

z€[T0—€,20+€]

(Die Vollsténdigkeit beweist man unter Verwendung von Satz [[TH wie im Satz
25.7 aus dem letzten Semester.)
Gewahlt sei ein Quader

Qsr = {(2,y) €RXR" = [z —zo| <0, |ly —woll <7}

mit J,7 > 0, so daBl die Abbildung f in ()5, einer Lipschitz-Bedingung mit der
Lipschitz-Konstanten L geniigt. Da f stetig und (s, kompakt ist, gibt es eine
reelle Zahl M > 0, so daB || f(x,y)|| < M fur alle (z,y) € Qs,. Mit diesen Daten
sel € := min(é, 17, 57 ). Wir betrachten die abgeschlossene Teilmenge

A={peC([xo— €10+ € ,R"), [[¢ —yol <7}

des Banachraums. Wir zeigen, dafl

@) =+ [ dt f(t.60)

o

eine Kontraktion 7" : A — A definiert.
i) Zunéchst ist T'(¢) € A zu zeigen fiir alle ¢ € A. Nach Konstruktion ist

(t,o(t) € Qs, CG  firallet € [zg—e€,x0+ €.

o4
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Damit ist f sinnvoll erklédrt und stetig in ¢. Es gilt

@)@ = wll = | [ a sit.ow)]| < e —anfar < ear <.

also T'(¢) € A.
ii) Seien ¢1, ¢o € A, dann gilt

(@) =Tl = | [ ar (70t 0100 = 00|

1
<z —z0| L sup |¢1(t) — ¢1(t)| < §||¢1 — ¢ -

te[zo,z]
Also ist T : A — A eine Kontraktion auf einer abgeschlossenen Teilmenge eines

Banachraums. Nach dem Banachschen Fixpunktsatz gibt es damit einen Fixpunkt
y € Amit T'(y) =y, also

mw=m+/%wwmm,

d.h. eine (eindeutige) Losung der Differentialgleichung. U

Es sei betont, dal die Grofle des Intervalls 2e durch die Lipschitz-Bedingung
an f und die Norm || f|| bestimmt ist. Wenn || f(z, y)|| mit y also anwéchst, wird
die Fortsetzbarkeit der Losung immer kleiner.

Beispiel 12.6 Betrachtet werde die Differentialgleichung 3’ = 2xy?. Die Funkti-
on f(z,y) = 2xy? ist auf ganz R? nach y partiell differenzierbar, geniigt also auf
ganz R? einer lokalen Lipschitz-Bedingung. Die eindeutige Losung zu y(0) = 0
ist offenbar y = 0. Sei dann y(0) > 0. Da G = R x R, einfach zusammenhéngend
ist, ist die entsprechende Differentialgleichung 2x — y%y’ = 0 auf G exakt mit
Stammfunktion

§ vd 11
Fay)= [ dten- [ G- -ades -

o Yo S Yy Yo

Die Niveaukurven sind also durch z? + - = (' gegeben, d.h. y = 5=, insbeson-

dere y(0) = % > (. Die Losung a8t sich also nur bis zu |—v/C, \/7[ fortsetzen.
Im umgekehrten Fall y(0) < 0 ergibt sich y = —ﬁ mit y(0) = —é < 0 so daf3
die Losung auf ganz R fortgesetzt werden kann. <

Ohne Beweis erwidhnen wir, dafl die Fzistenz einer Losung der Differential-
gleichung ¢y’ = f(x,y) bereits durch die Stetigkeit von f garantiert ist:

25
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Satz 12.7 (Peano) FEs sei 9 € R und yo € R" und

Q5,T = {(xvy)eRXRn : |x_y0|§57 ”y_yOHST}

fir 0,7 > 0. Die Funktion f : Qs, — R" sei stetig (also beschrinkt) mit M :=
maX )y, |f(@,y)]]. Dann gibt es mindestens eine Lisung y : [xo — €, 70 + €]
der Differentialgleichung y' = f(x,y) mit Anfangsbedingung y(xo) = yo, wobei
€ :=min(d, y7) ist (mit € := 0 fiir M =0).

Der Beweis ohne die Lipschitz-Bedingung ist aber aufwendiger und wird deshalb
weggelassen.

Beispiel 12.8 Betrachtet werde die Differentialgleichung v’ = (yZ)% mit y(0) =
0. Die Funktion f(z,y) = (yQ)% ist stetig auf ganz R?, aber nicht stetig partiell
differenzierbar in y = 0, und tatséchlich geniigt f in keiner Umgebung von (0, 0)
einer lokalen Lipschitz-Bedingung. Nach dem Existenzsatz von Peano gibt es
lokal eine Losung der Differentialgleichung, z.B. y(z) = 0 fiir alle z € R. Das
ist aber nicht die einzige Losung. Durch Trennen der Variablen findet man, dafl
Ye(z) = 2—17(x — ¢)? die Differentialgleichung zur Anfangsbedingung y(c) = 0
erfiilllt. Durch Verkleben mit der Nullosung konstruieren wir zu ¢,d > 0 die

Losung
E(x —c)? firx>c>0

27
ycc’(x) = 0 fiir —¢ <zx<c
> (z+¢)? firz < —¢ <0
Man rechnet nach, daf y.» tatséchlich stetig differenzierbar ist. <

Das Verfahren von Picard-Lindel6f iiber den Banachschen Fixpunktsatz ist
konstruktiv und kann deshalb leicht numerisch implementiert werden.

Beispiel 12.9 Gegeben sei die Differentialgleichung 3’ = 2xy auf G = R x R
mit Anfangsbedingung y(0) = yo. In einer gewissen Umgebung [—¢, €] von 0
konvergiert deshalb die Folge (yx(7))reny von Funktionen mit yo(z) = yo und

Y (2) = o + / Cdt £t ()

gegen die eindeutige Losung. Wir finden

(@) = o +/ dt 2o = yo(1 + 2%)
0

x l‘4
y2(z) = yo + / dt 2ty (1 + t2) = yo(l + 2%+ 5)
0
4 2%
_ 2, T LT
yk(x)—y()(ler +2+ +k!)
Damit ergibt sich die Losung y(t) = limy_o yi(x) = yo €, was man natiirlich
auch mit elementaren Methoden finden kann. q
56
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13 Lineare Differentialgleichungen

Wir spezifizieren nun den Existenz- und Eindeutigkeitssatz auf Systeme linearer
Differentialgleichungen y' = A(x)y + b(x). Dabei ist A(x) eine Matrix und b(x)
ein Vektor. Im Hinblick auf die Diagonalisierbarkeit von A erweist es sich als
niitzlich, mit komplexen Matrizen zu arbeiten. Sei dazu K = R oder K = C. Die
Variable x bleibt aber reell.

Definition 13.1 Es sei / C R ein Intervall, A = (a;;) : I — M(n,K) eine stetige
Abbildung und b = (by,...,b,)" : I — K" eine stetige vektorwertige Funktion. Dann
heiBt ' = A(x)y + b(z) ein inhomogenes lineares Differentialgleichungssystem und
y' = A(z)y ein (bzw. das zugehdrige) homogene(s) lineare(s) Differentialgleichungs-
system.

Gesucht sind Lésungen y : I — K", wobei fiir K = C ~ R? die Differenzierbarkeit
komponentenweise betrachtet wird.

Satz 13.2 Es sei I C R ein Intervall, A = (a;;) : I — M(n,K) eine stetige
Abbildung und b = (by,...,b,)" : I — K" eine stetige vektorwertige Funktion.
Dann gibt es zu jedem xo € I und jedem yo € K" genau eine Lésung y : [ —
K" der linearen Differentialgleichung y' = A(x)y + b(xz) mit Anfangsbedingung
y(xo) = yo-

Beweis. i) Wir setzen f(z,y) = A(x)y + b(z). Sei J C I ein kompaktes Intervall,
dann folgt aus der Stetigkeit von A

L :=sup ||A(z)] < o0
zeJ

Somit gilt fiir beliebige x € J und y,y € K*

1f(z,y) = [z, 9l = |A)(y = 9)|| < Llly =l -

Folglich gentigt f(z,y) auf ganz J x K" einer globalen Lipschitz-Bedingung, so
dafl nach Satz [[Z4 die Losung auf J x K" eindeutig ist.

ii) Nach Picard-Lindelof existiert die Losung in einer Umgebung von xy. Zu
zeigen bleibt, daf} sie auf ganz I existiert. Dazu definieren wir Folgen von Abbil-
dungen gy : I — K" durch

Yera(2) = g0 + / Cdt Ftn®) . (@) =

Zo

Die so konstruierten Abbildungen y, sind stetig auf I. Also gilt

M = SUI; llyi(z) — yo(x)]| < o0 .
S
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Wir zeigen mit vollstdndiger Induktion

LF||z — ao|*
o

Fir £ = 0 ist das die Definition von M. Der Induktionsschritt ist

|Yes1(z) —yr(2)|| < M

) = (o) = | (74D = e300
< ) /m: dt || f (£, yrar (£) — f(ta?/k(t))H)
gqéywmﬂw—mww

z IFIE — ok LR — g R
SL)/ at 21t = ol ‘:M [z = 2ol
. ] (k+1)

Setzen wir r := sup,c; |x — 2o/, dann ist die Reihe > ;7 (ye41(x) — yr(x)) abso-
lut konvergent auf .J, da sie durch die Reithe M ) 72 LZTk = Mel™ majorisiert
wird. Somit konvergiert die Folge (yx) auf jedem kompakten Teilintervall J C I

gleichméfig gegen die Grenzfunktion

= li = —
y = lim g yo+kz_0(yk+1 ui)

welche somit stetig auf J und damit auf [ ist. Diese Grenzfunktion erfiillt nach
Konstruktion die Integralgleichung

mw:%+/%wwmm

0

und 16st deshalb auf I die Differentialgleichung y' = A(x)y + b(x) mit Anfangs-
bedingung y(zo) = yo. O

Ahnlich wie in der linearen Algebra bilden die Losungen der homogenen Dif-
ferentialgleichung, wenn man keine Anfangsbedingung stellt, einen Vektorraum:

Satz 13.3 Es sei I C R ein (nicht-triviales) Intervall und A : I — M(n,K)
stetig. Dann bildet die Menge V4 aller Lisungen der homogenen Differentialglei-
chung y' = A(x)y einen n-dimensionalen Vektorraum tber K.

Fiir ein k-Tupel von Lésungen yay,...,yw € Va sind folgende Aussagen
dquivalent:

i) Die vektorwertigen Funktionen (yqy,...,Yw)) sind linear unabhdingig.
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ii) Es gibt ein xo € I, so dafS die Vektoren y)(zo), - .., yu(20) € K™ linear
unabhdngig sind.

iii) Fir jedes xg € I sind die Vektoren ya)(xo),...,yw(xo) € K" linear
unabhdngig.

Beweis. Klar ist, da8 V4 ein Untervektorraum des (unendlich-dimensionalen) Vek-
torraums C(7, K") aller stetigen Abbildungen f : I — K" ist, denn

(Aya) + Aye) = My + Ay = M(A@)ya) + A (A(2)y2)
= A(2) - (Mya) + Aayee) -

Die Aquivalenzen iii)=-ii)=-1) sind klar, und i)=+iii) folgt aus der Eindeutigkeit
der Nullssung: Ist 3°F | A\yi(z0) = 0, so folgt S°F_ \ys(z) = 0 fiir alle z € 1.

Wir zeigen dim(V4) = n. Seien ey, ... e, € K" die Standardbasisvektoren
und xy € I. Dann gibt nach dem Existenz- und Eindeutigkeitssatz eindeutige
Losungen y;y : I — K" der Differentialgleichung y ;" = A(x)y;) mit Anfangsgbe-
dingung y;) (7o) = e;. Die Losungen sind linear unabhéngig, da sie an der Stelle
7o linear unabhéngig sind. Jede weitere Losung 41y ist linear abhéngig, da sie
an der Stelle x( linear abhéngig ist. O

Definition 13.4 Unter einem Losungs-Fundamentalsystem der Differentialglei-
chung y' = A(z)y versteht man eine Basis (y), ..., yw)) des Vektorraums V der
Losungen von 3 = A(x)y.

Schreibt man das Losungs-Fundamentalsystem als Matrix Y = (y;;), mit y;; :=
Y() (die j-te Spalte von Y ist y(;)), dann gilt offenbar det Y'(xg) # 0 fiir wenig-
stens einen (und damit fiir jeden) Punkt zy € I. Eine beliebige Losung schreibt
sich damit als y(z) =Y (z) - A mit A = (Ay,...,\,)" € K™

Beispiel 13.5 Gegeben sei die Schwingungsdifferentialgleichung 2" + w?z = 0.
Wir setzen y; := z und y, := —%z/ , was also auf das Differentialgleichungssystem
Yy = —wys und yh = wy; fithrt. In Matrixschreibweise ergibt sich y' = Ay mit A =
0 —w
w 0
behandeln wir spater. Man bestétigt durch Nachrechnen, dafl folgende Funktionen

y; : R — R? Losungen der Differentialgleichung sind:

[ coswx [ —sinwz
vy () = sinwz )’ Y (@) = cosw '
Diese sind in g = 0 und damit auf ganz R linear unabhéngig, was man auch
durch

. Die Losungstheorie dieses Problems mit konstanten Koeffizienten

det Y (z) = det ( )
sinwr  coswx

COSwWT — Slnwx ) 1

sieht. q
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Wir charakterisieren nun den Losungsraum der inhomogenen Differentialglei-
chung;:

Satz 13.6 Es sei I C R ein (nicht-triviales) Intervall und A : I — M (n,K) und
b: I — K" stetige Abbildungen. Dann gilt: Die Menge aller Lésungen

Lay={y: 1 —=K": ¢y = A(@)y+b(z)}
der inhomogenen Differentialgleichung ist der affine Raum
Lap=9+Vy,

wobei V4 der Vektorraum aller Lésungen der zugehérigen homogenen Differen-
tialgleichung y' = A(z)y und § € Lay eine beliebige Lisung der inhomogenen
Differentialgleichung ist.

Mit anderen Worten: die allgemeine Losung der inhomogenen Differentialglei-
chung ist die Summe aus einer speziellen Losung und der allgemeinen Losung der
homogenen Differentialgleichung.

Beweis. 1) Sei y € L4 eine Losung von y' = A(z)y +b(x), dann erfillt u :==y— g
die homogene Differentialgleichung u' = A(z)u. Das bedeutet u € Vj, also
y € g+ V4 und damit LAJ, Cy+Va.
ii) Sei umgekehrt y € § + V4 gegeben, also y = § + v mit ' = A(x)u. Dann
gilt
y =7 +u = (A2)f + b(x)) + A(z)u(r) = A(z)y + b(z) ,
also g + V4 C LAJ). ]

Die spezielle Losung y bekommt man wie in den elementaren Losungs-
methoden durch “Variation der Konstanten”:

Satz 13.7 (Variation der Konstanten) Sei Y = (ya),...,ywm) : 1 —

GL(n,K) ein Losungsfundamentalsystem der homogenen Differentialgleichung

Yy = A(z)y. Dann wird eine Lisung § der inhomogenen Differentialgleichung

g = A(z)y + b(x) erhalten durch den Ansatz §(z) =Y (x) - v(x), wobei die diffe-
renzierbare Abbildung v : I — K" der Differentialgleichung Y (z)v" = b(x) gendigt.
Ihre Lésung ist somit

v(z) = /l“ dt Y (t) - b(t) + const .

0

Beweis. Es gilt
7(x) = Y'(2)-0(2)+Y (@) () = A()-Y (2)-0(2) +Y ()0 () = A()j(z)+b(x) ,

also v'(z) = Y~!(x) - b(x). Umgeschreiben in eine Integralgleichung ergibt sich
die Losung. (
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Beispiel 13.8 Gegeben sei die Schwingungsdifferentialgleichung mit periodi-

scher #uBerer Kraft 2” + w?z = bcos(Qx). Mit y; := z und y, := —%z' ergibt

sich ] = —wy, und ) = wy; — %cos(Qx). Die spezielle Losung ist fiir 2 # 4w

damit

[ coswt sinwt 0 €
v(x)—/xodt (_sinwt coswt)'<—%COSQt)+(c2)
b €T . 3 J—

2w cos(wt 4+ Qt) + cos(wt — ) &

[ a) b —cos(wr+Qx) \ b — cos(wzr—Qx)
-\ 4 2w (w+Q) sin(wz+Qr) 2w(w—1Q) sin(wx—Qx)
( ch ) 4 b ( w coswx cos Nz 4+ 2 sinwzx sin Qz )

w(w? — Q?) \ —wsinwz cos Qx + 2 coswx sin Qx

Damit ergibt sich

¢} coswz — ¢y sinwz . b cos Qx
¢ sinwz + ¢, cos wx W2 —02) \ ZsinQz ) -

w

o) =¥ o) = (

Fiir Q% — w? wird die Amplitude der speziellen Lésung unendlich (Resonanz).
Tatséchlich mufl das Integral in diesem Fall anders berechnet werden.

A sin(2wt) a1
v(z) = 2w 20 dt < cos(2wt) + 1 ) + < o
([ AhY b — cos(2wx)

S\ 4 402 \ sin(2wz) 4 2wz

i coswr — ¢y sinwzx
¢} sinww + ¢, coswx

Daraus folgt

n b COS W cOS 2wx + sin wx sin 2wx + 2wx sin wx
Sin wx cos 2wx — CcOS W SIn 2wx — 2wWx COSWIL

B ( () + 1) coswz — ¢y sinwz ) n b ( rsinwr )

/ b : / o, .
(¢} — 12) sinwzx + ¢y coswx 2w \ —xcoswr

Die Amplitude wéchst also mit der Zeit x an. Wir werden spéter eine einfachere
Berechnungsmethode fiir diese Differentialgleichung angeben. <

Wir iibertragen nun die Aussagen zu linearen Differentialgleichungssystemen
auf lineare Differentialgleichungen n-ter Ordnung.

Definition 13.9 Sei I C R ein Intervall und b,a; : I — K stetige Funktionen fiir
k=0,1,...,n— 1. Dann heiBt

Y™ 4 a1 (2)y" Y + -+ ag(2)y = b(x)
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eine lineare Differentialgleichung n-ter Ordung. Sie heiBt homogen fiir b = 0, sonst
inhomogen.

Satz 13.10 In den Bezeichnungen von Definition 139 gilt:

i) Die Menge V, aller Losungen der homogenen linearen Differentialglei-
chung n-ter Ordnung ist ein n-dimensionaler Vektorraum tber K.

ii) Die Menge L,y aller Losungen der inhomogenen linearen Differential-
gleichung n-ter Ordnung ist der affine Raum L, =y + V,, wobei § eine
beliebige Losung der inhomogenen Differentialgleichung ist.

iii) Bin n-Tupel (yay,--.,Ym)) von Lisungen der homogenen Differential-
gleichung ist genau dann linear unabhdngig, wenn in einem (und damit
jedem) Punkt x € I die “Wronski-Determinante”

(A A

Yy (T Y (T Y\ T

W(z) := det (1): (2). , ( ).
iy V@) oy V@) oy )

ungleich Null ist.

Beweis. Alle Aussagen folgen sofort aus der zu Beginn des Abschnitts [ gegebe-
nen Umschreibung

Y1 Y
. Yo Y
Y= . = .
gn y(nfl)
in ein System von linearen Differentialgleichungen erster Ordnung und den dafiir
bewiesenen Satzen. Insbesondere ist W (z) = det Y (z). O

Beispiel 13.11 Gegeben sei die Differentialgleichung
1 1

" / y— *
y—%er@y:l auf I :==R7 .
Der Ansatz y = z® fithrt fiir die zugehorigen homogene Gleichung auf

(a(a —-1)— % + %)x“‘Q =(a—1)(a—1%)z*?=0

und damit auf y(1)(x) = & und y(2) () = /=. Die Wronski-Determinante ist damit

W(x):det(glc @):—1\/5,

2 2
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d.h. (z,4/x) ist ein Losungsfundamentalsystem. Um eine spezielle Losung der
inhomogenen Gleichung zu finden, nutzt man, da8 fiir y = cz? jeder Summand
der linken Seite eine Konstante ist. Damit findet man ¢ = 2 in der speziellen

3
Losung und
2
Y= ng + 1T + o/

als allgemeine Losung der Differentialgleichung. <

14 Lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koef-
fizienten

Lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten kénnen auf Eigen-
wertprobleme fiir lineare Abbildungen zuriickgefithrt werden, die wir in der Li-
nearen Algebra behandelt haben.

Zur Fixierung der Bezeichnungen sei C[T'] die Menge aller Polynome (endlicher
Ordnung) in einer formalen Grofie T, d.h. P, (T) := ag+a; T+ - -+ a,T" € C[T]
fiir ein n € N und a; € C. Die Menge der Polynome C[T] bildet eine sogenann-
te Algebra, d.h. einen Vektorraum mit Produkt, wobei alle Distributiv-Gesetze
gelten. Wir interessieren uns fiir die Menge C[%] der Differentialoperatoren.

Ist C*(I) der Vektorraum der k-mal stetig differenzierbaren komplexwertigen
Funktionen f : I — C auf dem Intervall I C R und P, (i) = a0+a1i+ —+a nd‘inn
mit n < k, dann ist dieser Differentialoperator n-ter Ordnung P, (- ) eine lineare
Abbildung

Po(i) :CHI) = C* (), fl2) = ao +arf'(2) + -+ anf " (2) .

Wir kénnen a,, = 1 annehmen. Insbesondere ist P, (=) ein Endomorphismus des
Vektorraums C*°(I) der beliebig oft dlfferenmerbaren Funktionen. Damit L6t sich
die Eigenwerttheorie von Endomorphismen eines Vektorraums auf Differential-
operatoren iibertragen. Zwar ist C*°(I) ein unendlich-dimensionaler Vektorraum,
aber nach Satz 0 ist der Vektorraum ker(P, (L)) C C*°(I) der Losungen y
von P,(L)y =0 endlich-dimensional.

Die gesamte Theorie der Differentialoperatoren P, ( ~) beruht auf der Beob-
achtung, dafl

Folglich gilt:

Satz 14.1 Ist A € C eine Nullstelle des Polynoms P, d.h. P(A\) = 0, dann ist
y = e eine Losung der Differentialgleichung P(4L)e*™ = 0.

Im einfachsten Fall sind alle n Nullstellen von P, verschieden:
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Satz 14.2 Sei Py(T) =T" + ap 1 T" + -+ a1 T + ag ein Polynom, welches n
paarweise voneinander verschiedene Nullstellen Ay, ..., \, € C habe. Dann bilden
die Funktionen yqy, ..., ym) : R — C mit

Yy () = M k=1,...,n,
ein Fundamentalsystem von Lésungen der Differentialgleichung
Pu(gp)y = Y™+ any" TVt ay+ag=0.

Beweis. Nach Satz[[4list jede dieser Funktionen y) Losung der Differentialglei-

chung. Zur Uberpriifung der linearen Unabhingigkeit berechnen wir die Wronski-

Determinante an der Stelle x = 0. Mit y((ig () = X.eM ergibt sich

1 1 ... 1
A1 Ay oA
W(z) = det . :
Aot et

Das ist genau die Vandermonde-Determinate (Aufgabe 1 von Blatt 9 aus der
Linearen Algebra),

W) =[x =) #0,

k>l

da die Nullstellen paarweise verschieden sind. 0

Man sieht aber auch, daf§ fiir mehrfache Nullstellen die Lésungen e** nicht linear
unabhéngig sind.

Beispiel 14.3 Gegeben sei die Differentialgleichung y” — 2y” + ' — 2y = 0. Sie
schreibt sich als Ps(<L)y = 0 mit

Py(T)=T3-2T*+T —2=(T - 2)(T? +1) = (T — 2)(T —i)(T +1) .
Alle Nullstellen von P sind paarweise verschieden, so daf3
vy =€, Yy =T, ym =€
ein Losungsfundamentalsystem bildet. Wegen

Cle’i$ + 626—’i$ — (Cl + 02) cos + (Z.Cl — Z.CQ) Sinl‘

bildet dann

Y1) = CosST , Ye) = sinz Y) = e2®

ein reelles Fundamentalsystem. <
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Ganz allgemein gilt: Ist A = i mit 4 € R eine rein imaginédre Nullstelle eines
rellen Polynoms P(T) € R[T], dann ist auch A = —iu eine Nullstelle, so daf}
sich die Losungen e der entsprechenden Differentialgleichung dquivalent durch
cos px und sin gz ausdriicken lassen.

Beispiel 14.4 Wir erinnern noch einmal an die Schwingungsdifferentialgleichung
Y+ w?y = 0. Mit P(T) = T?* + w? = (T — iw)(T + iw) finden wir sofort das
Losungsfundamentalsystem ) = coswz und y) = sinwz. <

Es verbleibt die Diskussion mehrfacher Nullstellen. Nach dem Fundamental-
satz der Algebra kénnen wir jedes Polynom P,(T) =T" +a, (T" ' +---+ag €
C[T] in Linearfaktoren zerlegen,

P,(T) = (T — M)k - (T = \)Fr |

mit paarweise verschiedenen Nullstellen \; € C und k1 + --- + k., = n. Wir
benotigen zwei Hilfssdtze:

Lemma 14.5 Sei A € C und k € N sowie I C R. Fiir jede k-mal stetig differen-
zierbare Funktion f : 1 — C gilt

(i = V(f(2) eX) = [P (@) e .
Bewers. Fiir k = 0 ist nichts zu zeigen, und fiir £ = 1 ergibt sich
(5 = N(f(2) ) = f(2) ¥ + f(2) (X)) = A f(x) e = f'(w) ™.
Der Induktionsschritt &k +— k + 1 ist
(i = N (f(2) ) = (G = NP (@) )
= (f"(2))" e)
nach obiger Rechnung fiir k£ = 1. O

Lemma 14.6 Es sei P,(T) € C[T] ein Polynom und A € C, so dafy P,(\) # 0.
Ist gr : R — C eine Polynomfunktion k-ten Grades, so gilt

Po(3) (gn(x) ) = By () 7,
wobei hy : R — C ebenfalls eine Polynomfunktion k-ten Grades ist.

Beweis. Das Polynom P,(T') 1a8t sich (z.B. iiber den Satz von Taylor) umordnen
nach Potenzen von 7" — A:

n

Pu(T)=> a(T =AY

J=0
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mit ¢; € C und ¢y = P,(\) # 0. Damit gilt nach Lemma 23

n

Pn(%) (gk(a:) e)‘m) = Z Cj(% -\ (gk(ﬂf) em) = Z ngiij)(x) e

J=0

Wegen ¢ # 0 ist hy(7) == D7 ¢ g,(j )(ZL‘) wieder eine Polynomfunktion vom Grad
k. O

Satz 14.7 Es sei P,(T) = (T — \)* - (T — \.)* ein Polynom n-ten Grades
mit paarweise verschiedenen Nullstellen \; € C der Vielfachheit k;. Dann besitzt
die Differentialgleichung P(%)y = 0 ewn Liosungs-Fundamentalsystem aus den
Funktionen

Ygm(x) =ameN 1< j<r, 0<m<h—1.

Beweis. 1) Fiir gewéhltes j 148t sich das Polynom P, schreiben als P,(T) =
Q;(T)(T — )% mit Q;()\;) # 0. Dann gilt nach Lemma [Z3

Po(o)(2"eM) = Qi() (i — X)) (@™eM®) = Qi) (2™) e =0

wegen m < k;. Somit erfiillen alle Funktionen y ;) die Differentialgleichung.

ii) Zu zeigen bleibt die lineare Unabhéngigkeit der y(;n). Eine Linearkombina-
tion der y(jm hat die Form g(z) = 377, g(j)(x)eM®, wobel g(;)(x) eine Polynom-
funktion vom Grad < k; — 1 ist (wir lassen den Polynomgrad zur Verbesserung
der Lesbarkeit weg). Wir zeigen durch Induktion nach r, dal § = 0 genau dann,
wenn g¢;) = 0 fiir alle j.

Fiir r = 1 folgt aus g(z) = gu)(x)e* = 0 fiir alle z € R, daB g1)(z) = 0 ist.

Im Schritt von r — 1 nach r sei dann Z;Zl gj)(@)eM® = 0. Ist eines der g
gleich Null, so sind wir nach Induktionsannahme fertig. Ansonsten wenden wir
(-4 — )\.)* an und benutzen Lemma und Lemma [Z6

4
r r—1
0= (%~ Ar)k’"<Zg(j)(x)ekj““) = (& — Ar)’““<Zg(j>(ﬂi)€w)
j=1 j=1
r—1 k, r—1 kr
=33 el =) (s @) = S0 (D el @) e
Jj=11i=0 j=1_ =0 |

wobei h(;)(z) wegen cjo = (A; — A, ) # 0 wieder ein Polynom vom Grad < k; —1
ist. Nach Induktionsvoraussetzung ist dann h(;) = 0 fiir alle j und weiter wegen

cjo # 0 auch g((;.))) (x) = 0, im Widerspruch zur Annahme. O
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Beispiel 14.8 Gegeben sei die Schwingungsdifferentialgleichung mit kritischer
Reibung
0=y"+ 2wy +w’y = P(;)(y)

mit Po(T) = T? + 2wT + w? = (T + w)? Die allgemeine Losung ist deshalb
y = (c1 + cox)e “". q

Wir betrachten nun inhomogene lineare Differentialgleichungen Pn(%)y =
b(x). Es bietet sich an, die Losung der homogenen Gleichung zu bestimmen, sie
in die Matrixform einer linearen Differentialgleichung 1. Ordnung zu iiberfiihren
und dann durch Variation der Konstanten eine spezielle Losung des inhomoge-
nen Problems zu berechnen. In manchen Fillen kommt man aber durch einen
geeigneten Losungsansatz schneller ans Ziel.

Zunichst folgende Beobachtung: Ist b(z) = by (x)+- - -+ by(x) und y) Losung
von P, (<L)ygy = by(x), so ist y = ya) + -+ + y Losung von P,(-L)y = b(z).
Der Losungsansatz funktioniert dann fiir rechte Seiten der Form b(z) = g,,(z)e!*,
wobei g, eine Polynomfunktion vom Grad m ist.

Satz 14.9 Sei P,(T) =T" +ap_1T" '+ -+ a;T + ag € C[T)] ein Polynom und
we C, sodaff P(u) # 0 (keine Resonanz). Dann gilt:

i) Die Differentialgleichung Pn(%)y = el besitzt die spezielle Liosung
1 nx

y(@) = F e

ii) Ist g, : R — C eine Polynomfunktion vom Grad m, so besitzt die Dif-
ferentialgleichung Pn(%)y = gm(x)e" eine spezielle Losung der Form
y(x) = hy(x)e!*, wobei h,, : R — C wieder eine Polynomfunktion vom
Grad m ist.

Beuweis. 1) ist klar wegen P, (-L)e'® = P, (u)e"®.

ii) mit Induktion nach m. Der Fall m = 0 ist Teil i). Nach Lemma ist
Py (L) (amer) = ()€ fiir eine Polynomfunktion Ay, (x) vom Grad m. Wir
schreiben g, () = chm(x) + gm_1(z) fiir ein ¢ € C und ein Polynom g, ()
vom Grad m — 1. Nach Induktionsvoraussetzung gibt es eine Polynomfunktion
hn—1(z) vom Grad m — 1, so daB P,(L)y = gm_1(z)e"” die spezielle Lésung
y(z) = hyp—1(z)e" hat. Dann hat P, (<L )y = g, (2)e” die spezielle Losung y(z) =
(cx™ 4+ hpp_1(z))e!". O

Beispiel 14.10 Gegeben sei die Differentialgleichung y” —y = =, also P3(-L)y =
b(z) mit P5(T)=T3-1=(T-1)(T*+T+1)= (T —-1)(T —7)(T — 72) und
b(z) = ze®. Damit ist P3(0) # 0, so daBl es eine spezielle Losung y = ¢1x + ¢
der Differentialgleichung gibt. Wir testen

d? !

(@ —(az+c) =—crx —cop =1z,
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was auf ¢g = 0 und ¢; = —1 fithrt. Zusammen mit der allgemeinen Losung
(12 = —% + %\/g) des homogenen Problem ergibt sich als allgemeinste Losung

3 3
y:—x+ae$+6_%x(bcos§x+csin§x> . <

Satz 14.11 Sei Py(T) =T"+a, T" ' +---+a1T+ag € C[T] ein Polynom und
gm : R — C eine Polynomfunktion vom Grad m. Die komplexe Zahl u € C sei
eine k-fache Nullstelle von P, (Resonanzfall). Dann besitzt die Differentialglei-
chung Py(-L)y = gn(x)e"™ eine spezielle Losung der Form y(z) = hpyix(z)e,
wobei hyym () = thf c;x? eine Polynomfunktion vom Grad m + k ist, in der
die untersten Potenzen x7 mit j < k nicht auftreten.

Beweis. Nach Voraussetzung gibt es eine Darstellung P,,(T) = Qi (T)(T — p)*
mit @, x(p) # 0. Nach Satz [Z gibt es eine Polynomfunktion h,,(z), so daf
Qu-r (L) (M (x)e"™) = gy (x )e“m Es gibt dann eine Polynomfunktion h,, x(z) =

Z;n:,;k c;x?, so daf hfﬁl (2) = hy (). Nach Lemma [[ZH gilt damit
P (s (@)e™) = Quos () (i = 1) (s (0)e)
= Qur () (M () = Quoi(E) (o (x)e)
= gm(x)e"” O

Beispiel 14.12 Wir betrachten noch einmal die Differentialgleichung 3" +w?y =
beos Qr = Re(be®). Wir rechnen im Komplexen und nehmen am Ende den
Realteil der Losung. Wir haben Po(T) = (T —iw)(T +iw). Zunichst sei Q? # w?.
Wegen P (i) = w? — Q2 ergibt sich fiir  # w die komplexe Losung zu

) ) b )
y:clelo«m+cze—zwx+wQ_Qzesz ’ C1,Co eC.
Der Realteil ist
Re(y) = ay coswz+as sinwx+m cosQr, a3 = Re(cr+cs) , as =Im(ca—cy) .

Im Resonanzfall 2 = +w ist 2 eine einfache Nullstelle, so dafl eine spezielle
Losung die Form cze™® hat. Wegen

(% + w?) (cxe™®) = 2icwe™”
ergibt sich
) ) br .
Yy = c1e™" + coe T + %e“’x , c1,c0 € C .

Der Realteil ist

Re(y) = a1 coswz+as sin wx+%x sinwz , a; = Re(c1+¢2) , as = Im(ca—cy) .
Wir bestatigen damit die zuvor in Beispiel erhaltenen Losungen. q

g p g
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15 Differentialgleichungen 2. Ordnung

Viele Probleme der Physik fithren auf Differentialgleichungen 2. Ordnung. Das
typische Beispiel ist das Newtonsche Gesetz fiir die eindimensionale Bewegung
der Mechanik 3" = f(y,'), dabei ist f die durch die Masse dividierte Kraft. Die
iibliche Anfangsbedingung ist die Vorgabe von Ort und Geschwindigkeit zur Zeit
xo, d.h. y(zg) = yo und y'(xg) = vy. Diese Differentialgleichung 148t sich in ein
System linearer Differentialgleichungen 1. Ordnung iiberfithren und dann durch
Picard-Lindelof integrieren. Ist die Kraft f(y) unabhéngig von der Geschwindig-
keit, aber z.B. nichtlinear, dann bietet sich noch ein anderer Weg an: Da R einfach
zusammenhéangend ist, ist das Potential

Uly) = — / s f(s)

unabhéngig vom Integrationsweg. Es gilt %(y) = —f(y). Durch Multiplikation
des Newtonschen Gesetzes mit der Geschwindigkeit ¢’ ergibt sich dann

AU 1, '
0= "y _/:(_/ U )
Yy + Y 59 T (y)

Die Losung ist der Energieerhaltungssatz %y’Q +U(y) = E = 20¢+U(yo) = const.
Das ist nun eine Differentialgleichung mit getrennten Variablen mit der Losung

1 T(y) -

y ds
+ =
LWMW—U@)

Der Ort selbst bestimmt sich dann durch die Umkehrfunktion zu y(z) = T~ (x —
l‘o).

r — Ty =

Beispiel 15.1 Die Differentialgleichung des mathematischen Pendels ist y” =
—w?siny. Dabei ist y der Auslenkungswinkel und w? = 4. mit g der Schwerebe-
schleunigung und L der Fadenlénge. Fiir kleine Winkel ist siny ~ y, und es wird
die einfachere lineare Schwingungsdifferentialgleichung (harmonischer Oszillator)
erhalten. Wir stellen aber nicht die Bedingung kleiner Winkel. Das Potential

ergibt sich zu
y
Uly) = —/O ds (—w?sins) = w?*(1 — cosy) = 2w’sin* ¥ .

Dieses entspricht der Gesamtenergie im maximalen Auslenkungswinkel a = 3(0),
so daf} sich folgende Losung ergibt:

1 @ ds
.TIQ—
Wy \/sin2 % — sin2§
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Es interessiert die Zeit % einer halben Schwingung zum anderen Umkehrpunkt

y = —a. Wir substituieren sin § = sin § sin u, also
1 s o 1
50055 d3281n5c:osudu = — sin? ds-sm—\/l—sm u du

= \/1—s1n sinQudS:\/siHQ%—sirPgdu.

Das ergibt

2
= —FE(sing),

/ \/l—sm —sm U

2
wobei E(k) := / u ein elliptisches Integral ist. In Beispiel 22.9
1 —k%sin“u
aus dem 1. Semester hatten wir

P (e (R ) )

n=1

gezeigt. Insbesondere ist lim, .o T = %’r <

Wir betrachten nun einige Beispiele fiir Differentialgleichungen zweiter Ord-
nung, welche sich aus wichtigen partiellen Differentialgleichungen ergeben, wenn
gewisse Symmetrien vorliegen. Thre Losungen sind spezielle Polynome.

Die Legendresche Differentialgleichung auf dem Intervall I =] — 1, 1] ist gege-
ben durch

(1—2?)y" —2zy+nn+1)y=0, neN.

Satz 15.2 Das Legendresche Polynom n-ter Ordnung

Po(z) = — (%)"(@«2—1)"

27!
ist Losung der Legendreschen Differentialgleichung zum Parameter n.

Beweis. Der Vorfaktor ist hier irrelavant, er kommt von der Orthonorma-
litdtseigenschaft der Legendreschen Polynome. Aus dem Pascalschen Dreieck folgt
die Leibniz-Regel n-ter Ordnung

() o =3 (1) 19w ).

j=0
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Wir betrachten die (n + 1)-ste Ableitung von z(z) = (2% — 1)L (2? — 1)" =
2nz(x? — 1)™

dn+1 d .
i (@ - N = 1)

n+1 dnt? . (n+1 dntl N AN "
2 dn+2 2 n s 2 n dn 2 n
= (z _1)dx"+2<x —1)"+2(n+ 1)z (=1)"+n(n+1)—(—1)

dxnt1 dz™
_(n+1 att " n+1 a "
:( 0 )andx"“(x - 1"+ ) 2nw(:c - 1)
= ona L ) an(n 1) -1y
=2z (e n(n ey
Zusammenfassung der Terme liefert
0= (1—2*)P/(x) — 2P (x) + n(n+ 1)P,(z) . O

Die Legendreschen Polynome treten bei der Losung der sehr wichtigen parti-
ellen Differentialgleichung

AYp+U(r)p =0

in Kugelkoordinaten (r,0,¢) auf (A ist der Laplace-Operator). Beispiele sind
die (zeitunabhéngige) Schrodinger-Gleichung mit kugelsymmetrischen Potential
(z.B. Wasserstoffatom). Der Ansatz ¢ (r,0,¢) = R(r)O(0)®(¢) fihrt mit der
Normierungsbedingung fiir die Wahrscheinlichkeit [o, dz [¢0(r,0,¢)> = 1 auf
Losungen, die im allgemeinen durch ganze Zahlen parametrisiert werden (Quanti-
sierung der Energieniveaus). Man findet (bis auf Vorfaktoren) ©,0(0) = P;(cosf).

Die Legendresche Differentialgleichung ist durch die Legendreschen Polynome
noch nicht vollstiandig gelost, da geméf der allgemeinen Theorie linearer Diffe-
rentialgleichungen n-ter Ordnung eine zweite linear unabhéngige Losung benétigt
wird. Man kann zeigen, dafl diese zweite Losung durch das folgende Reduktions-
verfahren erhalten werden kann:

Satz 15.3 Sei I C R ein Intervall und a,b : I — K stetige Funktionen. Es sei
yay : I — K eine Losung der Differentialgleichung y" + a(x)y’ + b(x)y = 0 und
in einem Intervall J C I gelte yay(x) # 0 fir alle x € J. Dann erhdlt man auf
J eine zweite linear unabhingige Lisung ye) : J — K der Differentialgleichung
durch den Ansatz yo)(r) = u(x)yq)(z), wobei u dann eine nichtkonstante Losung
der Differentialgleichung
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ist, die 1m ersten Schritt zu

integriert werden kann.

Sehr dhnlich werden folgende Differentialgleichungen behandelt:
Beispiel 15.4 Die Hermitesche Differentialgleichung zum Parameter n € N ist
y"' — 2y +2ny =0, re€R, neN.
Eine Losung ist das Hermitesche Polynom n-ter Ordnung
d\" 2
) = (e (LY e
() = (1) ()"

Es tritt auf als Losung der eindimensionalen Schrodinger-Gleichung fiir das Po-
tential U(z) = sw?z? eines harmonischen Oszillators.

Beispiel 15.5 Die Laguerresche Differentialgleichung zum Parameter n € N ist

oy +(1—2)y +ny=0, reR,, neN.
Eine Losung ist das Laguerresche Polynom n-ter Ordnung
1 x d " n_—x
L,(z):= e <%) (z"e™™) .

Es tritt auf als Losung der zweidimensionalen Schrodinger-Gleichung in Radial-

koordinaten fiir das Potential U(z) = %w2r2 eines harmonischen Oszillators.

Beispiel 15.6 Die hypergeometrische Differentialgleichung zu den 3 Parametern
a, 3,7 € R ist

r(l—2)y" +(y—(a+ B+ 1))y —afy=0, reC\{0,1,00}.

Eine Losung ist gegeben durch die hypergeometrische Funktion

v o1 v(y+1) 2!
Ist o oder 3 eine negative ganze Zahl —n (und v geeignet), dann bricht die Reihe

F(O‘f’x> O A R R E IR Vs

ab, und F (O‘f ‘az) wird ein Polynom n-ter Ordnung in z.

Durch die sehr allgemeine 3-parametrige Form lassen sich viele andere spezielle
Funktionen durch hypergeometrische ausdriicken. Viele Integrale berechnen sich
zu hypergeometrischen Funktionen, wichtig ist dabei die Identitét

F(O‘f‘x) = %/{)1 dt t77H 1 — )P — )
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Beispiel 15.7 Die Besselsche Differentialgleichung zum Parameter p € R ist
w1y p
y+—y+<1——2>y=0, peR.
x x

Dabei ist zundchst « € R%, jedoch kann man die Gleichung auf z € C\ {0}
ausdehnen. Die Besselsche Differentialgleichung tritt auf bei zweidimensionalen
Schwingungen und Wellen in Radialkoordinaten. Die Gleichung Au = —u in 2
Dimensionen liefert mit dem Ansatz u(r,¢) = f(r)e? die Besselsche Differen-
tialgleichung fiir y(z) — f(r). Die Gleichung Au = —u entsteht z.B. aus der
Wellengleichung (A atg)@/) mit dem Ansatz (7, ¢,t) = u(r,¥)e’.

Die Losungen der Besselschen Differentialgleichung heiflen Zylinderfunktio-
nen. Die einfachste ist die Besselfunktion (zum Parameter p € R)

2k

P > T

Eine zweite linear unabhéngige Losung ist die Neumannsche Funktion N,(z).
Fir x € C sind die komplexen Linearkombinationen Hp(x) = Jy(z) £ iN,(x)
(Hankel-Funktionen) niitzlich.

Es gibt niitzliche Integraldarstellungen der Besselfunktion, z.B.

1 ™
Jn(z) = —/ df cos(nf — xsin ) neN.
0

™

Daraus folgt |.J,(x)| <1 fiir alle 2 € R, was aus der Reihenformel nicht offensicht-
lich ist. Bestimmte Integrale mit Zylinderfunktionen sind elementar berechenbar
(zumindest tabelliert). Thre Bedeutung ist vergleichbar mit Sinus und Cosinus
bzw. Exponentialfunktion. Die Nullstellen der Besselfunktion sind wichtig bei
zweidimensionalen Randwertproblemen, z.B. bei Schwingungen einer am Rand
eingespannten Membran.
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Teil IV
Grundlagen der Funktionentheorie

16 Holomorphe Funktionen

Wir behandeln nun die komplexe Differenzierbarkeit von komplexwertigen Funk-
tionen f : U — C auf offenen Teilmengen U C C.

Definition 16.1 Es sei U C C offen. Eine Funktion f : U — C heiBt komplex
differenzierbar im Punkt z € U, falls der Grenzwert

o fw) = f(2)
/ - 1
f (Z) wﬂlz{?v;éz w—z
existiert. Die Funktion f : U — C heiBt holomorph im Punkt z € U, wenn f in einer
offenen Umgebung V' C U von z komplex differenzierbar ist, und holomorph auf U,
falls f in jedem Punkt von U holomorph ist.

Wie iiblich wird die Konvergenz beziiglich des Abstands | | auf C definiert. Wie
im Reellen folgt aus der komplexen Differenzierbarkeit die Stetigkeit, aulerdem
die lineare Approximierbarkeit nach Satz 16.4 aus dem 1. Semester: Ist f : U — C
differenzierbar in zy € U, dann gibt ein ¢ : U — C mit

F() = F(20) + 20}z — 20) +6(z)  mit T 2L _ g

zZ—2z20 B — ZO

Fiir komplex-differenzierbare Funktionen f, g gelten die iiblichen Rechenregeln
(f+9) () =F(2)+d(2), (f - 9)'(2) = f'(2)g9(2) + f(2)g'(2) ,
(fog)(z)=f(g(2)-4'(2) .

Analog zu Satz 16.12 aus dem 1. Semster gilt:

Satz 16.2 Jede Potenzreihe f(z) = > oo, apz® mit ax € C ist im Inneren ihres

Konvergenzkreises Kr(0) komplex differenzierbar und damit (fir R > 0) holo-
morph in Kr(0). Ihre Ableitung ist f'(z) = > oo, kagz""'. O

Wir kénnen f : U — C auch auffassen als f = u+iv : U — R%?mit U C R? und
komplexe und reelle Differenzierbarkeit vergleichen. Wir werden oft (z,y) € R?
mit = + iy € C identifizieren.

Satz 16.3 Es sei U C C ~ R? offen.

i) Eine Funktion f:U — C mit f =u+1iv sei in z =z +1iy € U komplex
differenzierbar. Dann sind u,v : U — R partiell nach x,y differenzierbar,
und es gelten die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen

Opu = Oyv | Oyu = —0,v .
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i) Die Funktionen u,v : U — R seien stetig partiell differenzierbar auf U,
und es gelten die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen. Dann
ist f = u+iv holomorph auf U.

Beweis. i) Ist f komplex differenzierbar in z, dann gilt

0.f(w+ig) = lim —(fla+htiy)~ fotiy) = F(),

—0, heR h

o f(w+i) = Tim o (fa il + )~ fla b)) = 17)

—0, heR lh
also 0, f = —i0, f und nach Zerlegung in Real- und Imaginérteil
Opu +10yv = —i0yu + Oyv .

ii) Nach Voraussetzung sowie SatzBEAlist f = u+iv total differenzierbar, und
das Differential ist gegeben durch die Jacobi-Matrix der partiellen Ableitungen:
f@+h+i(y+h2)) = flz+iy) + hi (0o f)(z +iy) + ha(9, f)(z +iy) + (h1 +1hs)

|p(h1+ih2)| _ Y »
7\/@ 0. Unter Verwendung der Cauchy-Riemannschen Dif

ferentialgleichungen gilt

mit limhth_,o

fl@+h +i(y + o)) — f(z +1iy)

hi + ihs
1 : : : : ¢(hy +ihy)
=i (hl(amu +10,v)(x + 1y) + he(Oyu +10,v)(x + 1y)> + i
hi +ih
hy +1iho
Wegen limy, j,—0 % = 0 existiert der Limes
: [t h +i(y + he)) — flz+iy) -
/ o _
fllx+1iy) = hlﬂgﬁo I iy = 0,u +10,v .
Die Rechnung gilt fiir beliebige x + iy € U, also ist f holomorph auf U. O

Beispiel 16.4 Es sei f(z) = 2z = 2? + y*. Dann ist f komplex differenzierbar
in 0, aber nicht in 2 # 0 und damit nirgends holomorph. Zwar gilt f/(0) =
lim,_q Zf = lim,_¢ z = 0, aber mit u = 2? + y? und v = 0 ergibt sich

Oyu=2x, Ou=2y, Ov=0,p=0.

Die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen gelten also nur in z = y = 0,
somit ist f in keiner Umgebung von 0 komplex differenzierbar. <
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Definition 16.5 Es sei U C C offen und v : [a,b] — U, mit y(t) = x(t) + iy(t),
eine differenzierbare Kurve. Sei f : U — C stetig. Dann wird das Kurvenintegral von
f entlang v erklart als

/dz f(2) 22/ dt f(v())3(t) =/ dt (f(y()a(t) +if (v(£)y(1)) -

Ist v : [a,b] — U stiickweise differenzierbar, d.h. ~ ist stetig und es existieren a =
to <ty <---<t, =>b, sodaB die Einschrankung von ~ auf |¢;_1, ;| differenzierbar

ist, dann setzt man /dz f(z Z/ dz f(z
Ve

ti— 1%]

Satz 16.6 Seiy : [a,b] — U eine differenzierbare Kurve und f : U — C stetig.

Dann gilt
/ &= f(2)| < sw 1F GO L)
¥ tE[a,b]
wobei L(~y / dt /(i y(t))? die Kurvenliange von -y ist.

Beweis. Das folgt aus

L g< >] [ ot i gt0) = £0)0) + 600)
it |g(t)| = |F((0) |G+ GO a

Wire f sogar stetig differenzierbar, dann sind die Cauchy-Riemannschen Dif-
ferentialgleichungen nach Satz [[T9 notwendig fiir die Existenz von Stammfunk-
tionen zu u(x,y) + iv(z,y)iy'(z) = 0 und iv(x,y) + u(z,y)iy'(z) = 0. Wir hatten
im Anschluf§ an Satz behauptet, dafl fiir einfach zusammenhéngende Ge-
biete U die Stammfunktionen mittels einer beliebigen Kurve 7 : [a,b] — U mit
v(a) = xo + iyo und y(b) = x + iy gegeben sind durch

Plag) = [ de(uta(t).y0)i®) - vla®).y()it0))
Glay) = [ de(u(a(®)9(6)a(0) + u(a(0)y(©)i(D)

also

b
(F+i6)a +i9) = [ de(fO@)0 +if6@)0) = [ &= 1),

a v
Insbesondere ergibt sich fiir eine auf U stetig differenzierbare Funktion und eine
geschlossene Kurve v : [a,b] — U mit y(a) = v(b) durch Unterteilung in ¢ €]a, b

die Identitat j{ dz f(z) = 0. Wir zeigen, dafl das sogar ohne die Voraussetzung
gl
der stetigen Differenzierbarkeit von f und mit Abschwichung an U gilt. Zunéchst
sei v = A der Rand eines Dreiecks A.
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Satz 16.7 (Lemma von Goursat) Fs sei U C C offen, f: U — C holomorph
und A ein offenes Dreieck mit A = AUOA C U. (Sind a,b,c € U die Eckpunkte
von A, dann ist 0A = abUbe U ct mit positivem Umlaufsinn, d.h. entgegen dem
Uhrzeigersinn.) Dann gilt
dz f(z) =0.
A

Beweis. Durch Verbinden der Seitenmittelpunkte entstehen aus A vier kongruente
Dreiecke A,, Ay, A., A,,. Werden diese Dreiecke positiv umlaufen, dann gilt

/Mdzf(z):/(maalzf(Z)—i—/(r)Abalzf(z)—i—/(mcdzj'"(z)—|—/8Amalzf(z)7

da in der Summe die Kanten von 0A,, zweimal in entgegengesetzte Richtung
durchlaufen werden. Ist A; jenes Teildreieck, fiir das das Kurvenintegral den
betragsméafig grofiten Wert hat, dann gilt

‘/aAdz f(z)‘ < 4)/aAl dz f(z)‘ :

Das Dreieck A; werde erneut in 4 Teildreiecke zerlegt, Ay sei jenes mit be-
tragsméBig grofftem Kurvenintegral. Durch Wiederholung des Verfahrens entsteht
eine Folge A = Ay D A; D --- D A, von Dreiecken mit

‘/Mdz f@)‘ < 4 /Mn dz f@)‘ .

Wegen der Vollstandigkeit von C gibt es ein 2y € A, fiir alle n. Nach Voraus-
seetzung ist f in 2y komplex differenzierbar, d.h. es gibt eine Funktion r : U — C
mit

f(2) = f(20) + (z — 20)f'(20) + |z — 20|7(2)  mit lim r(z) =0.

z—20

Fiir ein Kurvenintegral iiber die lineare Funktion f(z) + (2 — 20)f(20) gilt

/dz (f(20) + (2 — 20) f'(20))

Y

= [t (Fle0) + (@lt) + (0 = 20) ) ) (5(0) + )
_ / t ((Fz0) = f () (a(0) + i) + 3.7 (o) (a(0) + 10(1))°)
= ((£(z0) = 20/'(20)) (1(8) = (@) + %f’(zo)(v(b)2 ~5(@?) .

Fiir eine geschlossene Kurve v wie z.B. v = 0A,, gilt somit
/ dz (f(z0) + (2 — 20) f'(20)) = 0.
RIS
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Es sei L := L(A) der Umfang von A. Dann ist L(A,,) = 27" L. Wegen 2, € A,
ist |z — 20| < 27"L fir alle z € 0A,,. Somit gilt nach Satz (6.6

‘/ dz f(z)‘ = ‘/ dz |z—z0\r(z)‘ <27"L- sup |z—zl|r(2)| < 47"L* sup |r(2)] .
0A, 0An

ZéaAn ZEFn
Somit gilt
YRICIEEECN
OA 2€A,
Fir n — oo geht z — 2 und damit lim, .. sup,.5-|7(2)| = 0. Das ist die
Behauptung. O

Wir zeigen nun, dafl wir ein Kurvenintegral durch ein Integral iiber ein ein-
geschriebes Polygon approximieren kénnen.

Satz 16.8 Es sei U C C offen, v : [a,b] — U eine (stickweise) differenzierbare

Kurve und f : U — C stetig. Dann gibt es zu jedem ¢ > 0 eine Unterteilung

a =1t <ty < - <t, =0b sodaff fir die zugehirigen Sekanten ~;(t) :=
t—t;i—1

Y(tio1) + = (v(t:) = v(ti1)), mit t € [t;_1,t;], von vy gilt v; C U und

‘Ldzf(z)—glidzf(z)‘ <e.

Beweis. Es sei L < oo die Lénge von v und 6 > 0 vorgegeben. Wegen der
Kompaktheit von v und der stiickweisen Differenzierbarkeit (lineare Appro-
ximierbarkeit) gibt es eine endliche Uberdeckung von ~ durch offene Kugeln

Ky,..., K, C Cvom Radius < ¢ und eine Unterteilunga = tg < t; < ---<t, =0
derart, dafl
Fi = {S’)/(t) —+ (1 — S)’)/Z(t) te [tz;l,ti], s € [D, 1]} C Kz NnU . <*)

Die Menge I'; der Punkte (*) ist als Bild von [¢;_1,t;] x [0, 1] unter einer stetigen
Abbildung kompakt, so da3 f auf I'y U---UT, gleichméBig stetig ist. Zum gege-
benen € > 0 gibt es also ein § > 0, so zu jeder (*) erfiillenden Uberdeckung (K;)
und Unterteilung (;) fiir beliebige z,2" € I € K; N U gilt |f(2) — f(2')] < 5.
Ferner gibt es nach Satz 19.12 (Riemannsche Summen) aus dem 1. Semester zu
¢ > 0 eine (zunéchst andere) Unterteilung a = tp < t; < -+ < t, = b mit
|t; — ti_1] < &', so daB fiir beliebige Wahl der Stiitzstellen &; € [t;_1, ;] gilt

NSNS

| [ 56wy - 3 raeie - o) <

Wegen der Lipschitz-Stetigkeit von v gibt es ein M > 0 mit |y(t;_1) — y(t;)| <
M'. Nach moglicher Verkleinerung von 6 oder ¢’ konnen wir diese Zerlegung als
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identisch mit (*) annehmen. Wir wéhlen ¢; als Zwischenpunkt im Mittelwertsatz
der Differentialrechnung fiir +:

t;) — y(ti—
V(&) = il t) Z( 1) = (1) fiir beliebiges t € [t;, t;_1] .
- bi—1

Nach Konstruktion der I'; gilt | f(7:(t)) — f(7(&))| < 57 fiir beliebige ¢ € [t;_1,1].
Somit ist

ti—1

Die letzte Ungleichung ist Satz [6.6l Nun ist die Lénge L(vy;) = / dt |%:(t)]
ti—1

der Sekante ~y; kleiner gleich der Linge des Kurvensegments zwischen ~y(¢;_1)

und (#;) und somit ;" |, L(7;) < L. Damit ergibt sich die Behauptung aus der
Dreiecksungleichung. 0

Definition 16.9 Es sei U C C offen.

i) Zwei stetige Kurven ~o,71 : [a,b] — U mit yo(a) = v (a) = A und ~o(b) =
71(b) = B heiBen homotop in U, wenn sie in U stetig ineinander deformiert
werden konnen, d.h. wenn es eine stetige Abbildung H : [a,b] x [0,1] —
H(t,s) € U gibt mit H(t,0) = 70(t) und H(t,1) = v(¢) fiir alle t € [a, b]
sowie H(a,s) = A und H(b,s) = B fiir alle s € [0, 1].

ii) Eine geschlossene stetige Kurve v : [a,b] — U mit y(a) = v(b) = A
heiBt kontrahierbar in U (oder nullhomotop), wenn sie homotop zum Punkt
Yo(t) = A fiir alle t € [a, b] ist.

iii) U heiBt einfach zusammenhingend, wenn U zusammenhingend ist und jede
geschlossene Kurve in U kontrahierbar ist.

Satz 16.10 (Cauchyscher Integralsatz) Es sei U C C offen und f : U — C
eine holomorphe Funktion. Dann gilt:

i) Fir jede in U kontrahierbare stickweise differenzierbare geschlossene

Kurve vy : [a,b] — U gilt /dz f(z) =

v
i) Sind 79,71 homotope stickweise differenzierbare Kurven in U mit ge-
meinsamem Anfangs- und Endpunkt, dann gilt

/%dzf(z):/%dzf(z).
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iii) Ist U einfach zusammenhingend und ~ : [a,b] — U eine beliebige
stiickweise differenzierbare Kurve von ~y(a) = zy nach ~v(b) = z, dann
st das Integral

F) = [ o fw) = [ du fw)

20 Y

unabhdngig von v und eine holomorphe Stammfunktion zu f, d.h. es gilt

F'(z) = f(2).
Beweis. i) Nach Satz gibt es zu beliebigem € > 0 eine Unterteilung a =
to < t1 < - < t, = b und zugehorige Sekanten ~; : [t;_1,t;] — U von v

mit < €. Nach Konstruktion ist mit v auch das

Adz 1) - Z/ dz f(2)

geschlossene Polygo;l P(y) := m U---Un, in U kontrahierbar. Es sei Q(7)
das Innere von P(7v), welches sich triangulieren l&8t, d.h. es gibt endlich viele
abgeschlossene Dreiecke Ay, ..., A,, C U, welche sich hochstens in Ecken oder
Kanten schneiden, mit Ay U---UA,, = Q(7y) und (A, U---UA,,) = P(v).
Nach dem Lemma von Goursat ist / dz f(z) = 0 fur jedes Dreieck A;. In der

0N,
Summe heben sich die Beitrdge aller inneren Kanten weg, so dafl

Oziél;ﬂzﬂ@:ilmdzﬂ@.

i=1

Somit ist

/dz f(z)) < € fiir beliebiges € > 0, also /dz f(z)=0.
v 0!
ii) folgt aus i) fiir die kontrahierbare Kurve v = ~y U (—7;), wobei —v; in

umgekehrte Richtung wie +; durchlaufen wird, was / dz f(z) = — / dz f(2)
-1 71
ergibt.
iii) Nach Aufteilung in Polygonziige kénnen wir annehmen, da8 fiir beliebige
z + h aus einer Umgebung von z das Dreieck A mit Eckpunkten zg,z, z+ h in U
liegt. Sei F'(z) := / dw f(w) und analog fir F(z + h). Nach dem Lemma von

20,2

Goursat ist

Damit ist
’F(z +h)— F(2)
h

- f(2)

:%lﬁﬂwﬂm—%Lﬁﬂwﬂd
< sup |f(w)— f(2)].

weEz,z+h
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Wegen der Stetigkeit von f ist limy, .o sup,,c; 577 [f(w) — f(2)] = 0. O

Der Cauchysche Integralsatz ist die Grundlage der gesamten Funktionentheo-
rie. Seine Konsequenzen sind grundlegend verschieden zur reellen Dfferential-
rechnung.

Beispiel 16.11 (Fresnel-Integral) Gesucht ist [;° dt e~ . Dazu integrie-

ren wir die holomorphe Funktion f(z) = e % iiber die geschlossene Kurve
(717727_73):
r4ir
g 72 /dzf(z):/ dzf(z)+/ dzf(z) .
73 7 72
0 Y1 T

Mit vo(t) = 7 + it ist | f(72(t))] = e+ < e+t und damit

2

‘/w dz )| < / dt | f(ra®)a(t)] = e / gt =1

r

Fiir r — oo konvergiert das Integral gegen 0, also gilt

lim [ f(z)dz=lim | f(z)dz=lim [ dte " =
rT—00 ~3 rT—00 ol r—00 0

ol

Andererseits ist y3(t) = (1 + 1)t mit ¢ € [0, 7], also (73(¢))* = 2it? und

" 42 1 1 & -2 & -2
lim [ dte " (1+1i) = Chi) / dr e = \ﬂ/ dr e ™ .
r=o0 Jo V2 Jo 0

o , 1
Somit gilt / dt e = 5\/E und nach Zerlegung in Real- und Imaginérteil
0 i

mit e 1 = cost? — isint2 schlieBlich

OOaltcost2 :/OiltsintZ:\/E = /Oodxcosx:/o‘zixsinx: z.
[t coste) = [Car sinte) = 3 (a0 22 = [ = 7

<

Beispiel 16.12 (Hauptzweig des komplexen Logarithmus) Es sei C™ :=
C \ R~ die geschlitzte komplexe Ebene (die reellen Zahlen < 0 fehlen). Jede
geschlossene Kurve v : [a,b] — C~ ist kontrahierbar. Die Funktion f(z) = % ist
wegen f'(z) = —Z holomorph auf C~ und kann deshalb wegunabhéingig integriert
werden. Es sei

“d d
L(z) = Co = (v ist beliebige Kurve zwischen 1 und z in C7)
e , 2
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Dann ist L(z) holomorph auf C~ mit L'(2) = L und L(1) = 0. Es gilt (ze 1)) =

z

e L&) (1 — 21/(2)) = 0, also ist ze #*) = const = 1-e M) =1, d.h.

=2z fir alle z € C™ .

Man nennt L(z) den Hauptzweig des komplexen Logarithmus. Mit der Kurve
Ty=mUrn, n)=t:[Lr]—=C, ) =ré:[0,¢ —C

von 1 iiber r nach z = re'? ergibt sich mit 4,(¢) = 1 und 4,(t) = ire'

"o s 1 -
L(z):/1 dt;-1+/0 dtre—w-ire“:rJrigb. q

Ist f : U — C eine nullstellenfreie Funktion auf einer einfach zusam-
menhingenden offenen Teilmenge U C C, dann wird durch e/ = f der holo-
morphe Logarithmus F von f definiert. Wie in Beispiel ist

S
F(Z)‘/Zod F(w)

eine holomorphe Stammfunktion zu f7/, und es gilt fe ¥ = const. Wegen ¢* =
1 & 2z € 27iZ unterscheiden sich zwei holomorphe Logarithmen nur um
Vielfache von 27i und sind somit durch Angabe ihres Wertes in einem Punkt zg €
U eindeutig bestimmt. Uber den holomorphen Logarithmus kénnen komplexe
Potenzen nullstellenfreier Funktionen definiert werden als f® = e®f fiir a € C.

17 Die Cauchysche Integralformel

Satz 17.1 (Cauchysche Integralformel) FEs sei f holomorph in einer offenen
Teilmenge U C C, welche die abgeschlossene Kreisscheibe K,.(a) mit Mittelpunkt
a € U und Radius r enthdlt. Der Umfang der Kreisscheibe ist dann die Kurve
Kk (t) = a+relt mitt € [0,2r]. Dann gilt fir jeden Punkt z € K,.(a) im Inneren

des Kreises . £0)
f(z) = %/ dg -z

Beweis. Zu z € K,(a) gibt es ein € > 0, so dal die abgeschlossene Kreisscheibe
K.(z) um z mit Radius € im Inneren von K, (a) liegt. Sei 7.(7) = 2z + €€ mit
7 € [0,27] der Umfang. Der entstehende (asymmetrische) Kreisring KR, :=

K,.(a)\ K.(z) werde aufgeschnitten entlang einer beliebigen (stiickweise differen-

zierbaren) Kurve 0 € KR, .
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Dann ist g beziiglich ¢ holomorph in dem so entstehenden einfach zusam-
menhéngenden Gebiet I', das von den Kurven k,., o, —7., —o berandet wird. Dabei
werden die beiden Kurven ¢ in verschiedene Richtungen durchlaufen, so dafl sich
die Randintegrale wegheben. Aulerdem wird 7, in negative Richtung durchlaufen.
Somit gilt nach Satz

[l [acle = [l g [ac =

Insbesondere ist die rechte Seite unabhéngig von ¢, also kénnen wir den Limes
e — 0 betrachten. Da f in einer Umgebung von z komplex differenzierbar ist,
ist w auf K.(z) beschrankt. Da der Umfang L(~.) mit € gegen 0 geht, ist

=0 /5 ¢—=z

und . (7) = ie e, damit

1 2T : it
/dg‘ :/ di~—— = 2ni,
v C—z 0 ee

was die Cauchysche Integralformel beweist. O

((re(r))—=z ~ eel”

= 0. Schlieflich gilt auf dem inneren Kreis i L

Entscheidend fiir die gesamte Funktionentheorie ist die Tatsache, dafl man den
Wert f(z) durch ein Kurvenintegral berechnen kann, wobei die Kurve auflerhalb
von problematischen Punkten der Funktion gew#hlt werden kann. Auflerdem geht
der Punkt z im Kurvenintegral gar nicht in die Funktion f ein, sondern tritt nur
im Faktor é auf. Dadurch lassen sich bemerkenswerte Aussagen gewinnen.

Satz 17.2 (Potenzreihenentwicklung) FEine holomorphe Funktion f auf ei-
ner offenen Teilmenge U C C kann in jeder offenen Kreisscheibe K,(a) C U in
eine Potenzreihe f(z) =Y " an(z —a)" entwickelt werden. Der Konvergenzra-
dius ist mindestens so grofi wie der Abstand des Mittelpunktes a zum Rand von
U. Die Entwicklungskoeffizienten sind gegeben durch die Integrale

o] f(9)
" d¢ (¢ —a)rt?

~ 2ni 9K (a)
fir einen beliebigen Radius 0 < r < p. Ist |f({)| < M fiir alle ¢ € 0K, (a), dann
konnen die Koeffizienten abgeschitzt werden durch |a,| < %

Beweis. Fir z € K,.(a) mit r < p und ( € 0K,(a) gibt es eine reelle Zahl

0<q<1,sodaB |§:Z| <1 - q. Dann gilt

fQ _fQ 1 :Cf(_éiz(z—ay’

(—z (—a 1-2¢ 24\ ~a
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wobei die Reihe, die durch ) (1 —¢)" = % majorisiert wird, gleichméflig kon-
vergent ist. Damit gilt

Die Abschitzung ergibt sich aus |(C—f¢§§’)’+1| < 2 fiir alle ¢ € 9K,(a) und der
Lénge 27r des Randes. U

Als wichtige Konsequenz ergibt sich:

Satz 17.3 Jede holomorphe Funktion f : U — C ist beliebig oft komplex diffe-
renzierbar, alle Ableitungen f*) sind holomorph und gegeben durch

k!
F9(z) = o= /8KT(a) d¢ % . zeK.(a). 0

Diese Aussage ist grundlegend verschieden von der reellen Differentialrechnung:
Fiir eine reell differenzierbare Funktion muf3 die Ableitung nicht einmal stetig sein
(zB. f(z) = 2?sin 2). Selbst wenn eine Funktion beliebig oft reell differenzierbar

ist, muf} sie nicht in eine Potenzreihe entwickelbar sein (z.B. f(z) = e 3 in
x=0).

Satz 17.4 Ist f(2) = Y joyar(z — ¢)F eine in Kg(c) konvergente Potenzreihe,
dann kann f um jeden Punkt w € Kg(c) in eine Potenzrethe f(z) = o by(z—

w)"™ entwickelt werden. Der Konvergenzradius dieser Reihe ist mindestens R —
— [k

w — c|, und es gilt b, = ap(w — )k,

o=, und es g5, = Y- (Fantw - 0

k=n

Beweis. f ist holomorph in w € Kg(c) und deshalb in eine Potenzreihe entwickel-
bar. Der Konvergenzradius folgt aus Satz [[Z2, sowie

bn:%f(n)(w):%iakk(lg—1)-~-(k—n+1)(w—c)k". 0
k=n

Oft ist der Konvergenzradius der umentwickelten Reihe groBer als R — |w — ¢/, so
daB die umentwicklete Reihe die Funktion f {iber Kg(c) hinaus fortsetzt. Man
spricht dann von einer analytischen Fortsetzung von f.

Beispiel 17.5 Es sei f(z) = > j, 2" mit Konvergenzradius R = 1. Wir ent-
wickeln f um w = —%. Innerhalb des Konvergenzkreises ist

f(Z):lizzs (i+%):§nz:0(§<z+%)>n'

5 —

Die Reihe konvergiert fiir [z + 3| < 2 und wird damit auf einen groBeren Kreis
analytisch fortgesetzt. O
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Wir zeigen, daf eine mogliche analytische Fortsetzung eindeutig ist:

Satz 17.6 Es set U C C offen und zusammehdngend. Fiir zwei holomorphe
Funktionen f,g: U — C sind dquivalent:

=g
ii) Die Identitatsmenge {w € U : f(w) = g(w)} hat einen Hdiufungspunkt
in U.

iii) Es gibt ein ¢ € U und einn € N, so daff f*(c) = g¥)(c) fiir alle k > n.

Beweis. 1)=+ii) ist klar.

ii)=iii) Fiir h = f — g hat die Nullstellenmenge von h einen Haufungspunkt
c € U. Angenommen, es gibe ein k& € N mit h*)(c) # 0, und sei n das Mi-
nimum dieser k. Wegen der Potenzreihenentwicklung ist h(z) = (z — ¢)"h,(2)
mit h,(2) = > e, ar(z — ¢)* und h,(c) # 0. Wegen der Stetigkeit von h,, gilt
dann auch h,(z) # 0 fir alle z aus einer e-Umgebung von ¢, im Widerspruch zur
Voraussetzung, dafl ¢ Haufungspunkt der Nullstellenmenge ist.

iii)=i) Essei h = f—gund Sy := {w € U : h™(w) = 0}. Nach Satz [ TLiii)
ist Sy abgeschlossen in U. Da der Durchschnitt beliebig vieler abgeschlossener
Teilmengen wieder abgeschlossen ist, ist S := (),—, Sk abgeschlossen in U. An-
dererseits ist S auch offen in U, denn fiir 2; € S ist die Potenzreihenentwicklung
von h in einer beliebigen offenen Kreisscheibe K C U mit Mittelpunkt z; die
Nullreihe. Damit verschwinden simtliche Ableitungen h(®)(z) fiir alle z € K, also
ist K C S. Da U zusammenhéngend ist, folgt S = U. t

Bemerkenswert ist, dafl f = ¢ in ganz U aus zwei entgegengesetzten Bedin-
gungen folgt: Aus der Gleichheit aller Ableitungen an nur einem Punkt sowie aus
der Gleichheit an geniigend vielen Punkten in U. Das ist grundlegend verschieden
vom reellen Fall. Fiir die Funktionen f(X) = 0 und g(x) = ¢+ sind in z = 0
alle Ableitungen gleich, aber offenbar ist f # ¢. Als wichtige Konsequenz ergibt
sich, dafl holomorphe Funktionen f,g : U — C, die auf I C R (also als reelle
Funktionen) tibereinstimmen, bereits auf ganz U identisch sind.

Beispiel 17.7 Fiir den komplexen Logarithmus gilt L(1 4+ 2) = 7o, %zkﬂ

fiir alle z € K;(0), denn 1 + z € C~, und die Gleichheit gilt auf dem reellen
Intervall | — 1, 1].

Eine komplexe Funktion f, die iiberall auf C definiert und holomorph ist, heifit
ganze Funktion. Nach Satz gibt es fiir eine ganze Funktion f die Darstellung
f(z) =300 a,z" mit Konvergenzradius oo.

Satz 17.8 (Liouville) Jede beschrinkte ganze Funktion ist konstant.
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Beweis. Ist |f| < M auf C, dann erfiillen die Entwicklungskoeffizienten nach
Satz die Abschétzung |a,| < 2 fiir beliebiges r > 0. Also ist a,, = 0 fiir alle
n>1und f(z) = ao. O

Der Satz von Liouville hat kein Analogon in der reellen Differentialrechnung.
Z.B.ist f(x) = sinx beliebig oft differenzierbar auf R, beschriankt, und nichtkon-
stant.

Satz 17.9 (Fundamentalsatz der Algebra) Jedes Polynom vom Grad > 1
mit komplexen Koeffizienten besitzt in C eine Nullstelle.

Beweis. Angenommen, das Polynom P habe keine Nullstelle, dann ist % holo-
morph auf ganz C. Auerdem ist ﬁ — 0 fiir |2| — oo, d.h. P%z) ist beschrénkt.
Nach dem Satz von Liouville ist % dann konstant, also wére auch P konstant.

Widerspruch. O

Nach Abdividieren der Nullstellen 148t sich somit jedes komplexe Polynom
P(z) = > )_yaxz" vom Grad n, normiert auf a, = 1, faktorisieren in P(z) =

[Timi(z = bi).

18 Der Residuensatz

Wichtig fiir die Ausnutzung der Cauchyschen Integralformel zur Berechnung von
Integralen ist eine genauere Diskussion moglicher Singularitdten von komplexen
Funktionen.

Satz 18.1 (Riemannscher Hebbarkeitssatz) Fs sei f eine auf U\ {a} holo-
morphe Funktion, und es existiere eine Umgebung V C U von a € U, so daf f
auf V\{a} beschrinkt ist. Dann gibt es eine Fortsetzung f von f, die holomorph
auf ganz U ist.

Beweis. Wir definieren eine Funktion ¢ : U — C durch
[ (z=a)*f(z) firz#a
¢(2) '_{ 0 fir 2 =a
Wegen der Beschrianktheit von f auf V' \ {a} ist ¢ holomorph auf V' \ {a} und
dann auf U \ {a}, und es gilt

(@) — tim 2 = 010)

z—a zZ — Q

Damit besitzt ¢ die Potenzreihenentwicklung ¢(z) = > 7, a,(z — )", und die
Fortsetzung von f kann definiert werden als

f(z) = Zan+2(2 — Cb)n . ]

=0.
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Definition 18.2 Ist f holomorph in einer Umgebung U \ {a} eines Punktes a € U,
so heiBt a eine isolierte Singularitdt von f, und zwar:

i) Eine hebbare Singularitit, wenn f holomorph in den Punkt a fortgesetzt
werden kann.

ii) Ein Pol, wenn keine holomorphe Fortsetzung in a existiert, aber ein k €
N\ {0} derart, daB (2 — a)* f holomorph in den Punkt a fortgesetzt werden
kann. Die kleinste derartige Zahl k heiBt die Vielfachheit des Pols. Der Punkt
a ist genau dann ein k-facher Pol von f, wenn es in U eine Darstellung
f(z) = 2L gibt, wobei g holomorph in U ist (insbesondere auch in a)

= G-af

und g(a) # 0 gilt.

iii) Eine wesentliche Singularitat, wenn sie weder hebbar noch Pol ist.

Eine Funktion f : U — C auf einer offenen Teilmenge U C C heiBt meromorph,
wenn sie bis auf Pole in U holomorph ist.

Jede rationale Funktion ist meromorph.
Ist f holomorph in U \ {a} und liegt in a ein Pol der Ordnung & vor, dann
hat die eindeutige Fortsetzung von f auf U die Laurent-Reihenentwicklung

(e o]

f(z) = Z an(z—a)" .

n=—k

Die Laurent-Reihe ist konvergent in einem Kreisring

Kpy(a)={2z€U,0<r<|z—al <R}.

Dabei ist R der Konvergenzradius des Nebenteils der Laurent-Reihe Z an(z—a)".

n=0
-1 k

Der Hauptteil der Laurent-Reihe E an(z —a)" = E G—ar a") ist als endliche
z—a)"
n=—=k n=1

Summe beschrénkt in K, (a). Fir die Entwicklungskoeffizienten gilt:

Satz 18.3 FEine auf U\ {a} holomorphe Funktion habe in a einen k-fachen Pol.
Dann sind die Entwicklungskoeffizienten der Laurent-Reihe f(z) = Z an(z—a)"

n=—k

gegeben durch

o] /(©)
n dG(C — a)n+1

B 2mi 0K, (a)
fir einen beliebigen Kreis K,(a) um a mit Radius r > 0, so daff K,.(a) C U.

87

Preliminary version — 9. Februar 2009



Beweis. Die Funktion h(z) = (z — a)¥ f(2) 1iBt sich holomorph auf U fortsetzen

und besitzt eine Potenzreihenentwicklung h(z) = (z — a)"f(2) = Z an(z —a)"

n=0
. 1 Mo 1 ()
ap = — dgiz—,/ d¢ —————.
21 Jor, @ (C—a)™™ 27 Jop ) o ((—a)mTh
Also ist
S N (] f(©) -
n—k n—k
1 =Dt =yt =3 (g [ )
Substitution n — k — n liefert die Behauptung. O

Offenbar hat eine auf U \ {a} holomorphe Funktion genau dann eine we-

sentliche Singularitit in a, wenn der Hauptteil der Laurent-Entwicklung f(z) =

Z a,(z — a)" nicht abbricht. Ein Beispiel einer wesentlichen Singularitét ist
n—=——oo
ez = Yo %zik in z = 0. Eine Funktion f ist in jeder Umgebung einer wesentli-
chen Singularitédt stark oszillierend; ohne Beweis erwdhnen wir:

Satz 18.4 (Picard) Mit hichstens einer Ausnahme nimmt f in jeder Umgebung
einer wesentlichen Singularitit jede komplexe Zahl unendlich oft an.

Fiir e* wird die Null nicht angenomien.

Definition 18.5 Es sei f eine auf U \ {a} holomorphe Funktion mit Laurent-

Reihenentwicklung f(z) = Z a,(z—a)". Dann heiBt der Koeffizient a_; = res, f

das Residuum von f in a.

Offenbar ist res,f = 0, wenn f in a holomorph ist oder (wegen der Eindeutigkeit
der Laurent-Reihe) in a eine hebbare Singularitit besitzt. Nach Satz gilt:

Satz 18.6 Es sei f eine auf U \ {a} holomorphe Funktion. Dann gilt
= ROl
res,f = — z)dz
27T1 BKT(a)
fir einen beliebigen Kreis K,.(a) um a mit Radius r > 0, so daff K,.(a) CU. O

Wir geben Berechnungsvorschriften fiir das Residuum in einigen wichtigen
Spezialfillen an:

o Ist f(z) = %, und ist g holomorph in einer Umgebung von a, so folgt
aus der Cauchyschen Integralformel Res, f = g(a).
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e Ist allgemeiner f = ¢ Quotient von in a holomorphen Funktionen g, h mit
h(a) = 0 und h'(a) # 0, dann ist wegen der stetigen Differenzierbarkeit
h(z) = (z —a)(h'(a) + ¢(2)) mit lim,_, ¢(z) = 0. Es gibt also ein r > 0,
so dafl |¢(z)| < K (a), so daB m holomorph auf K, (a) ist. Damit

gilt

O [C) g(a)

h W(a)+ola) Wa)

e Hat f in a einen k-fachen Pol, d.h. die Laurent-Reihe ist f(z) =
Zioz,k a,(z —a)", dann folgt

dk—1)
res,f =a_; = ﬁm((z — a)kf(z))

zZ=a

Satz 18.7 (Residuensatz) Es sei U C C offen, S C U eine Teilmenge ohne
Hiufungspunkt in U und f holomorph auf U \ S. Sei A C U eine Teilmenge,
die in U einfach zusammenhdngend ist und deren Rand v := 0A in U liegt und
keinen Punkt aus S trifft (SN~ = &). Dann gilt

/f(z)dz = 27i Z res, f .

a€SNA

Beweis. Analog zur Cauchyschen Integralformel werden um jeden Punkt a € SNA
Kreise K., (a) gelegt, die im Inneren von A liegen und sich nicht schneiden (S
hat keinen Haufungspunkt). Dann ist f holomorph auf einer Umgebung von I' :=
A\Uuesna Ke,(a). Durch Aufschneiden von I' zwischen vy und jedem Kreis K, (a)
entsteht ein einfach zusammenhéngendes Gebiet, so dafl das Integral von f iiber
dessen Rand verschwindet. Die Schnitte werden zweimal in umgekehrter Richtung
durchlaufen, so dafl sich die Integrale gegenseitig autheben. Die Integrale iiber die
0K, (a) ergeben bis auf einen Faktor —27i (Durchlauf in umgekehrter Richtung)
das jeweilige Residuum Res, f. U

Der Residuensatz ist ein méchtiges Werkzeug zur Berechnung von Integralen.

2m
dt
Beispiel 18.8 Gesucht ist I(a) := / —— fiir @ > 1. Da auf dem Ein-
o a-+cost

heitskreis z(t) = e gilt cost = 1(z(t) + ﬁ)}m{l(o). Dann ist 2(t) = iz(¢), und
wir erhalten

2 1 ) 2 dz 2
I(a):/ dt T T ,():7/ 2—:7/ dz f(z)
0 a+5(2(t) + m) i2(t) 1 Jogy) 2220z +1 i Jok, ()
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1
mit f(z) = . Nur die Polstelle bei

(z—(—a—+va2—=1))(z = (—a+Va*>—1))

z =+va? — 1 — a liegt im Inneren des Einheitskreises, also folgt

/27r dt 4 f 2m p
———— =dmres yrq_f = —— .
o a-+cost a*=1-a a?—1

Allgemein gilt fiir solche Art von Integralen:

Satz 18.9 FEs sei R(z,y) eine rationale Funktion in zwei Variablen und
R(cost,sint) sei fir alle t € [0,2n] erkldrt. Dann gilt

/OQF dt R(cost,sint) = 2m Z res, R R(z) == %R(% (z+%), %(z—%)) .

a€K1(0)

Eine andere wichtige Klasse von reellen Integralen, die mit dem Residuensatz
berechnet werden konnen, ist die folgende:

Satz 18.10 FEs sei R eine rationale Funktion (einer Variablen), die auf der re-
ellen Achse keinen Pol habe und in oo eine mindestens zweifache Nullstelle, d.h.
wenn R(x) = P(x)/Q(z) mit Polynomen P,Q, dann ist deg(Q) — deg(P) > 2.

In diesem Fall gilt
/ dx R(x) = 27i Z res, R ,

o0 acH

wobei H ={z € C : Im(z) > 0} die obere Halbebene ist.

Beweis. Man integriert iiber den Halbkreis bestehend aus dem Durchmesser
[—r, 7] auf der reellen Achse und dem halben Umfang z = re® mit ¢t € [0,7].
Dabei wird r so grof gewihlt, daf alle Pole in H von R(z) im Inneren des Halb-
kreises liegen. Nach Voraussetzung verschwindet dann fiir r — oo das Integral

iiber den Halbkreisbogen. O

I : © da :
Beispiel 18.11 Gesucht ist I, := e mit n € N\ {0}. Aufgefafit als

o ="
komplexe Funktion sind die (einfachen) Pole 22" = —1 der oberen Halbebene bei
ap = eL@le), k=0,1,...,n— 1. Also gilt mit res,(3) = ﬁ
n—1 . . -1 itn
< drx 27i T in ik T il —e€n z
— § ' = _" e n o= —e2n — =0

/_OO 1+ 22 — ope =) n ¢ P ¢ in® 1 —ex sin -

<

Integrale der Form I = fooo dx R(x), wobei R eine gerade Funktion ist, werden
iiber I = § [*_dx R(z) ausgerechnet.
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Satz 18.12 Es sei R eine rationale Funktion ohne Pol auf der reellen Achse und
mit mindestens einfacher Nullstelle in co. Dann ist fiir jedes o > 0 das folgende
Integral existent und durch den Residuensatz berechenbar zu

/OO dr R(1)e'** = 2ni Z res, <R(z)eiaz) .

e acH
Beweis. Das zugehorige bestimmte Integral iiber [—r, r] wird durch ein Quadrat in
der oberen Halbebene geschlossen. Die entsprechenden Kurvenstiicke sind 7, (¢) =
r+it mit t € [0,7], y2(t) = t+ir mit t € [—r,r] und v3(¢) = —r +it mit t € [0, r].
Unter Beachtung des Umlaufsinns liefert der Residuensatz

27Tizl"esa (R(Z)eiaz> :/ dx R(x)e™” +i/ dt R(r+it)e@+1

acH 0
— / dt R(t-+ir)el ot — i/ dt R(—r+it)e =+
- 0

Da R eine mindestens einfache Nullstelle in oo hat, gilt |R(z)| = R(]z]) < ly‘z‘
und damit

M O[T M
< dte ot < ———
—1+rJ “a(l+r)

M
< —e Y 2.
147

}/ dt R(:i:r+it)ei“(ir+it)
0

‘/ dt R(t-+ir)elotHn)

Folglich verschwinden die Integrale iiber 7; im Limes r — oo. Die Existenz des
Limes » — oo fiir das reelle Integral ergibt sich nach partieller Integration und
Verwendung von |R'(z)| < ﬁ O
Nach Zerlegung in Real- und Imaginérteil konnen die reellen Integrale

/00 dzr R(x)cos(ax) = Re (27Ti Z res, (R(z)eiaz)> ,

—00

/Z dx R(z)sin(az) = Im (27Ti Z res, (R(z)ei‘”))

berechnet werden.

[e.e]

Beispiel 18.13 Gesucht ist Tmr Im( e ) Die Voraussetzun-
oo L 22 oo L+ 22

gen von Satz[[8 T2 sind erfiillt, es gibt einen Pol bei x = i in der oberen Halbebene,
so daf gilt

* xe” . zel? dett o7
/ — = 27l resi<f) =27l— = — .
oo L+ 22 (z+1)(z —1) 2i e

Somit eilt * rsinx 7 -
omit gi = _,
8 o L2 e
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Teil V
Das Lebesgue-Integral

19 Treppenfunktionen und Hiillreihen

Ein n-dimensionaler Quader ) C R ist das direkte Produkt Q = I; x --- x I,
zusammenhéangender beschrankter nichtleerer Intervalle Iy,...,I, C R"™. Dabei
diirfen die Intervalle, offen, abgeschlossen, halboffen und zu einem Punkt entartet
sein. Die Lénge eines Intervalls I ist definiert als

|I] := diam(/) = sup |t; — 1o .

t1,ta€l

Dann definieren wir das Volumen eines Quaders zu
v(ly X -+ x Iy) = |I| -+ | 1] -

Diese Definition ist bereits nichttrivial, denn z.B. haben das offene Intervall ]a, b
und das abgeschlossene Intervall [a, b] das gleiche Volumen |a — b|. Wichtig ist,
daBl die Volumina sich additiv unter Zerlegungen verhalten. Sind I, I3, I> zusam-
menhéngende Intervalle mit [ = I; U Iy, dann ist |I| = |I;| + |I2]. Damit gilt fiir
die Quader v(Q1UQ2) = v(Q1) +v(Q2). Ausgeartete Quader, fiir die mindestens
eine Kante aus einem zu einem Punkt entarteten Intervall I = {t}, ¢ € R, besteht,
haben das Volumen Null.

Definition 19.1 Eine Funktion ¢ : R" — C heiBt Treppenfunktion, falls es endlich
viele paarweise disjunkte Quader )1, ..., Qx gibt, so daB

i) Fiir jedes 1 < < k ist die Einschrankung ¢|g, von ¢ auf (); eine konstante
Funktion.

i) ¢(x) =0 furallez € R*\ (U, Q).

Durch Teilungen der Quader kann man stets erreichen, dafl zwei beliebige Trep-
penfunktion ¢q, ¢ beziiglich des gleichen Satzes paarweise disjunkter Quader
{Q1, ..., Q} definiert sind. Daraus folgt, dafl eine endliche Linearkombinationen
von Treppenfunktionen wieder eine Treppenfunktion ist. Somit bildet die Men-
ge aller Treppenfunktionen einen Vektorraum. Sind ¢1, ¢ Treppenfunktionen, so
auch |¢1| sowie max(¢1, ¢2) und min(¢py, ¢o) Treppenfunktionen.

Es ist bequem, die charakteristische Funktion einer Teilmenge A C R" ein-

zufiihren als
1 firze A,

14a:R"—= R, 1A(a)¢:{o fiir x ¢ A .

Dann kann jede Treppenfunktion ¢ als Linearkombination ¢ = Ele cilg, mit
¢; € C geschrieben werden. Wegen der Moglichkeit der Zerteilung von Quadern
ist eine solche Darstellung aber nicht eindeutig.
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Definition 19.2 Das Integral einer Treppenfunktion ¢ = Zle cilg, :R" — Cist

definiert als .
[ o o@) =Yoo
i=1

Satz 19.3 Das so definierte Integral einer Treppenfunktion ist unabhdngig von
der Darstellung der Treppenfunktion. Auflerdem gilt fir Treppenfunktionen ¢,

i) /}Rndx(a¢+ﬁ¢)($)=a/ dx ¢(x) + Rndxw(:p), a,feC.

n

i) | [ dwota)|< [ dofotal.

iii) Sind ¢, reellwertig mit ¢ < 1, so gilt /

Rn

dx ¢(x) < / dx Y(z) .

R’ﬂ
Der Beweis der Unabhéngigkeit des Integrals von der Darstellung ist langlich (sie-

he Koningsberger: Analysis I, §7.1, Satz 7.1) und wird hier nicht wiedergegeben.
Die Eigenschaften i)-iii) sind dann klar.

Wir verallgemeinern Treppenfunktionen nun zu Hiillrethen durch folgende
Schritte:
e Die Quader diirfen sich iiberlappen.

e Wir lassen abzdhlbare (unendliche) Linearkombinationen von 1, zu,
® = 3 . .ncilg, (das sind dann im allgemeinen keine Treppenfunktio-
nen mehr).

e “Unendlich” wird als Funktionswert zugelassen. Dabei setzt man c+o0o =

oo fiir alle ¢ € CU{o0} und 0- 00 = 0 sowie ¢- 00 = oo fiir ¢ € C*U{o0}.

Definition 19.4 Eine Reihe & = Y, . ci1q, heiBt Hiillreihe einer Funktion f :
R™ — CU {oo}, wenn gilt:

i) Die Quader @ € R” sind offen und die ¢, € R, sind nichtnegative reelle
Zahlen.

i) Esgilt [f(z)] < ®(x) = >, cncrlg,(z) fiir alle 2 € R™.

Der Inhalt einer Hiillreihe & = >, _ ¢ 1, ist definiert als I(®) := >, crv(Qr) €
R U {00}, mit I(®) := oo, falls die Reihe nicht konvergiert.

Jede Funktion f : R" — C U {oo} besitzt eine Hiillreihe, z.B. ® = 72,1, ,
wobei @ C R™ der offene Wiirfel mit Mittelpunkt 0 und Kantenlénge k ist.

Definition 19.5 Sei f : R® — C U {00} eine beliebige Funktion. Dann ist die
L'-Halbnorm von f erklirt als das Infimum der Inhalte von Hiillreihen zu f,

| fll1 :=inf{I(®) : P ist Hillreihe zu f} .

93

Preliminary version — 9. Februar 2009



Entscheidend fiir Besonderheiten des Lebesgue-Integrals ist folgendes Beispiel:

Beispiel 19.6 Es sei f = 1 die charakteristische Funktion eines ausgearte-
ten Quaders @ (eine Kante I; = {a} hat die Linge Null). Sei Q%) ein offe-
ner Quader, der @) enthilt, wobei die j-te Kante von Q") gegeben ist durch
I;k) =]a — kil,a + k#ﬂ[ Dann ist @, = 1w eine Hiillreihe fiir jedes k € N.
Bleiben alle anderen Kanten festgehalten, dann gilt v(Q™) = %4_111(@(0)). Nach
Definition des Infimums ist 0 < [[1g]; < v(QW) = %HU(Q(O)) fir alle £ € N,
also || 1gl[y = 0. N
Daraus folgt, da die L'-Halbnorm keine Norm ist, denn || f|; =0 # f = 0.

Es gelten aber die anderen Normeigenschaften:

Satz 19.7 Fir f,g : R" - CU {oo} und c € C gilt:
i) llefll = lelll Al
) 1F+ gl < NIfll + Mgl
iii) Aus |f(x)] < |g(x)| fir alle € R™ folgt || ][y < |lgll-
)

iv) Fiir nichtnegative reellwertige Funktionen f, : R" — Ry U {oo} gilt

1

eI
k=0 k=0

Beweis. i) und iii) sind klar, und ii) folgt wegen |f(z) + g(x)| < |f(x)| + |g(z)]
aus iii) und iv).

iv) Zu gegebenem € > 0 existiert nach Definition des Infimums zu f; eine
Hiillreihe @, = >, crilo,, mit I(®) = >, criv(Qri) < [[felli + 57. Dann ist

Q=32 D=7, (ZZ ckilQ,ﬂ) Hiillreihe zu >, fi, mit

I(®) = i (ZCkiU(Qki)> < i (ka”l + 2%) = i I fxlls + 2¢€ .
k=0

k=0 7 k=0
Somit gilt H Yoreo fell <3002 1kl + 2€ fiir alle € > 0, und daraus folgt iv). O

Satz 19.8 Fliir einen abgeschlossenen Quader A C R™ gilt
|14]l1 = v(A) :/ dx 14(x).
R’ﬂ

Beweis. 1) Zu jedem e > 0 gibt es einen offenen Quader Q. D A mit v(Q.) <
v(A) + e. Damit ist ||14]]1 < v(Q) < v(A) + € fiir alle € > 0, also [|14]]; < v(A).

ii) Zu zeigen ist, dal auch durch eine unendliche Zerteilung von A die entspre-
chende Hiillreihe ® = Y77 cxlg, zu 14, mit Q) offen, keinen kleineren Inhalt
haben kann. Wegen ®(x) > 1 fiir alle z € A gibt es zu gegebenem ¢ > 0 einen
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Index N(z) mit E]kvz(g) crlg, (x) > 1 — €. Da die @ offen sind und der Durch-
schnitt endlich vieler offener Mengen offen ist, gibt es eine Umgebung U(z) C A
von z, so dafl wegen der Konstantheit von 1¢, auf Q) gilt

N(z)

Z crlo, () >1—¢ fir alle x € U(z) .

k=0
Da A kompakt ist, wird A durch endlich viele U(x),...,U(z,) tiberdeckt. Also
gibt es ein N = max(N(z1),...,N(xp)), so daB Zszo celg,(x) > 1—€e=(1-
€)14(x) fiir alle z € A. Da fozo cxlg, (x) eine Treppenfunktion ist, folgt mit
Satz [I3iii)

Also gilt ||1alj1 = v(A) = / dx 14(z). O

n

Satz 19.9 Fir jede Treppenfunktion ¢ = Zle cilg, gilt

folli = [ de lo(e)]

Beweis. Da ||¢]l1 = |||¢|||1, kénnen wir ¢(z) > 0 annehmen.
i) Wir zerlegen die beliebigen Quader ();, deren Kanten offen, abgeschlossen,
halboffen und entartet sein diirfen, in disjunkte offene Quader und disjunkte

Rénder, so dafl

k' l
(b:ZC;ng_'_ZdJlR]’ C;,d]>0
=1 j=1

Zu jedem der entarteten Quader R; mit Volumen 0 wéhlen wir einen nichtent-
arteten offenen Quader R? D R; mit v(RJ) < e. Dann ist &, := S, cilge +
Z;ZO d;1 Ro eine Hiillreihe zu ¢ mit

% I
ol < irelff(q)e) = irelf (Zcév(@f) + EZdj) = /R dx ¢(z) .
i=1 j=1 "

ii) Sei A ein abgeschlossener Quader derart, da§ ¢(z) = 0 fiir alle x ¢ A,

und sei m = maxgea ¢(x). Dann ist ¢ := mly — ¢ wieder eine nichtnegative

Treppenfunktion, so daf —/ dx ¥(z) < —||¢||; und daraus
]Rn
/ dzx ¢(x) = / dr (mly(z) —(z)) =m | drla(z)— / dx P(x)
n n Rn Rn
< [lmlally = [[¥lh = llo + ¢l = ¥l < (|8l - m
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20 Das Lebesgue-Integral

Definition 20.1 Eine Funktion f : R" — C U {00} heiBt (Lebesgue-)integrierbar,
wenn es eine Folge von Treppenfunktionen (¢ )ken gibt mit limy_ || f — ¢|l1 = 0.
In diesem Fall heilt

dx f(z):= lim dx ¢p(x)

Rn k—o0 Rn

das Lebesgue-Integral von f.

keN
eine Cauchy-Folge in C ist: Wegen der L'-Konvergenz gegen f gibt es zu jedem

€>0ein k€N, sodaB [[f— ¢ < § fiir alle [ > k. Dann gilt fiir alle m,[ > &k

’/ndx ¢l(:ﬂ)—/Rndx Om()| = ’/ndx (61— 6m) @) g/}Rndﬂ(@_%)w

= |61 = bmlls < Mloe — fllL + ILf — dmll1 < €.

Zur Definition ist zu bemerken, dafl die Folge der Integrale ( / dx qﬁk(x))
RTL

Wegen der Vollstandigkeit der komplexen Zahlen existiert der Grenzwert und
damit das Lebesgue-Integral von f, und das Integral ist endlich.

Offenbar ist jede Treppenfunktion integrierbar. Die folgende Eigeschaft des
Lebesgue-Integrals ist grundlegend verschieden vom Riemann-Integral:

Satz 20.2 Ist f : R" — CU {oo} integrierbar, dann ist auch |f| integrierbar,

und es gilt
[ s)] < / d (@) = 11|

Beweis. Sei (¢ )ren eine Folge von Treppenfunktionen mit limy_« || f — ¢x|[1 = 0.

Wegen |(|f] = [ox)] < [f = il gilt [[(1f] = |@x])llx < [If — @[l und insbesondere
limy oo || (| f| = |@&])][1 = 0. Also ist |f] integrierbar. Fiir die Integrale gilt die
Abschéatzung

k—o0

)/nda:f
- [ sl

Wegen [[@lls < ll¢x = flls + If1le < 2l é — fll2 + [|@xll2 gilt mit Satz T3

hm/ dx ¢p(x)| = hm )/ dx ¢p(x < hm dz |op(x)]
n ]Rn

d I — d s

([ dolonl@) ~low =1l <7l < ([ dolond@) +lon = 11

Fiir £ — oo erhalten wir ||f||1:/ dz | f(x)]. d
R?’L
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Bemerkung: Aus der Integrierbarkeit von |f| folgt nicht die Integrierbarkeit von
f, denn z.B. kénnte f in einem beschréinkten Intervall I unkontrolliert zwischen
+1 und —1 springen, wihrend |f| = 1 als Treppenfunktion iiber I integrierbar
ist.

Satz 20.3 Das Lebesque-Integral erfiillt die folgenden Rechenregeln fiir integrier-
bare Funktionen f,g: R" — CU{oo} und o, 3 € C:

i d = d d .

) [ dotar+toe) =a [ dofa) s [ degt)

i) Sind f,g reellwertig mit f(x) < g(z) fir alle x € R™, so folgt
[ ars@ < [ doglo.
R Rn

iii) Ist g beschrinkt, so ist f - g integrierbar.

n

Beweis. i) ergibt sich durch approximierende Treppenfunktionen. ii) folgt aus

g—f=lg—f und/ d:c(g—f)=/ dz lg— f| = llg— fll: > 0 nach Satz
Rn R"

202

iii) Sei |g(x)] < M < oo und seien ¢y, Treppenfunktionen, die in der
L'-Halbnorm gegen f,g konvergieren. Fiir ¢ > 0 gibt es ein k € N, so dafl
|f — drlli < 55+ Sei dann p := max,ern |¢r(x)]. Dann gibt es ein [ € N, so dal
g — ull < - Bs gilt

|(fg = drb) (@) = [(f — o) (2)g(2) + dr(x)(g — i) (2)]
< M|(f = or)(@)] + pul(g — 1) (@)

und deshalb
|\ fg—owthilli < N(M|f — oul + plg — ]| < M| f — dlls + pellg — il < €.
]

Insbesondere gilt:

e f:R" — CU{oo} ist genau dann integrierbar, wenn Re(f) und Im(f)
integrierbar sind, und es gilt

[ @) = [ dren@ +i [ o)

e Sind f,g integrierbare reellwertige Funktionen, dann sind auch

max(f,g) = 5(f + g+ [f — g|) und min(f, g) = 3(f + g — |f — g|) inte-
grierbar sowie f* := max(f,0) und f~ := max(—f,0). Es gilt f* > 0,
f= > 0sowie f = ft — f~ und |f|] = f* + f~. Somit gilt auch:
f=@Ref)"=(Ref)” +i(Im )" —i(Im f)~ ist genau dann integrierbar,
wenn alle vier nichtnegativen Anteile (Re f)*, (Im f)* integrierbar sind.
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Die Integration einer Funktion f : A — CU{oc} iiber eine Teilmenge A C R™
wird zuriickgefiihrt auf die Integration im R™ durch

)= { 160 e
Dann heifit f integrierbar iitber A C R", wenn f, integrierbar ist, und wir setzen
/daz f(z) ::/ dx fa(x).
. Riemann—int%%rierbare Funktionen auf kompakten Intervallen sind auch

Lebesgue-integrierbar:

Satz 20.4 Es sei [ : [a,b] — C eine iber [a,b] Riemann-integrierbare Funktion.
Dann ist f idiber [a,b] auch Lebesque-integrierbar, und Riemann- und Lebesque-

dz f(z) = /abda: ().

Beweis. Wir konnen f als reellwertig annehmen. Nach Satz 19.6 aus dem 1.

Semester gibt es zu € = k%rl Treppenfunktionen ¢, ¥, mit ¢ < f < ¢ und

Integral stimmen diberein, /
[a,b]

b
1
/ dx(, — or)(z) < R Da fiir Treppenfunktionen Lebesgue- und Riemann-

Integral iibereinstimmen, gilt ||y — dx||1 < k%rl nach Satz[M[@d Aus 0 < ¢ — f <

Y — ¢ folgt ||vn — flli < 1Yk — ¢l < I%i—l nach Satz T3 Somit ist f Lebesgue-
integrierbar, und

b b
/ dr f(z) = lim [ dx ¢p(z) :/ dz f(z),
[a,b] a a

k—o0

denn das Infimum der Folge der Integrale iiber v ist Oberintegral zu f. U

21 Der Kleine Satz von Beppo Levi

Wir geben ein erstes Approximationsverfahren fiir das Lebesgue-Integral an:

Satz 21.1 (Kleiner Satz von Beppo Levi) Zu f : R" — R" U {oo} gebe es
eine monoton wachsende oder monoton fallende Folge (¢y)ren von Treppenfunk-
tionen, so dafl (¢r) punktweise gegen f konvergiert und die Folge der Integrale

dx ¢(x) beschrankt ist. Dann ist f integrierbar, und es gilt / dzx f(z) =

n

R

lim / dz 6x(x).

k—oo Rn

Beweis. Sei (¢r)reny monoton wachsend. Wegen der punktweisen Konvergenz gilt

(f — on)(x) =D 2 (hit1 — ¢i)(x). Nach Satz [T Aiv) und Satz gilt

S > i — il = Z/ dz (¢iy1 — ¢i)(z) -
i=k i=k Y R"

1= ulh = | S (ues — 60
i=k
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Da die Folge der Integrale ( / dx QSZ(:E)) monoton und beschrinkt ist, kon-

1€N

n

vergiert sie gegen einen Grenzwert F, d.h. es gilt || f — ¢yl < F —/ dz ¢r(z).
RTL

Damit ist f integrierbar mit / dx f(x)=F. O
R7
Wir wenden dieses Approximationsverfahren auf uneigentliche Riemann-
Integrale von Regelfunktionen an. Das waren nach Definition 20.1 aus dem 1.
Semester Funktionen, die sich gleichmé&fig durch Treppenfunktionen approximie-
ren lassen, d.h. zu einer Regelfunktion f : [a,b] — R gibt es zu jedem € > 0
Treppenfunktionen ¢, 1 mit f(x) —e < ¢(x) < f(x) und f(z) < ¢¥(x) < f(x)+e.
Regelfunktionen sind Riemann-integrierbar, und fiir sie gilt der Hauptsatz der
Differential- und Integralrechnung. Jede stetige Funktion ist Regelfunktion.

Satz 21.2 Eine Regelfunktion f :]a,b] — R, wobei a = oo und/oder b = oo zuge-
lassen ist, ist genau dann iber |a,b] Lebesque-integrierbar, wenn |f| uneigentlich
Riemann-integrierbar ist, d.h. fir Folgen |ax, by] Cla,b| kompakter Intervalle mit

by,
limy o ar = a und limy_,o, by, = b gilt klim / dzx |f(x)| < oco. In diesem Fall
—00 an

b
gz’lt/]b[dx f(a:):/ dx f(x).

Beweis. Wir wihlen kompakte Intervalle I = [ag, bx] Cla,b] mit I, C Ix; und
UZO:O I, = ]a’v b[ :

(=) Sei f iiber |a,b[ Lebesgue-integrierbar, dann sind auch f* und f~
Lebesgue-integrierbar, und wegen f[fk b < f]f'; B gilt mit Satz

b
0N + +
/ak dx f (:U)—/[ak’bk]da:f (x)gﬁyb[dazf (x) .

b by
Damit existiert / dr f*(x) := lim dx f*(x) und ist durch/ dr f*(x)

a k—0o0 ag la,b[

beschrénkt.

(<) Sei |f| : ]a,b] — R uneigentlich Riemann-integrierbar. Nach dem Ma-
jorantenkriterium Satz 21.7 aus dem 1. Semester ist dann auch f : Ja,b[ — R
uneigentlich Riemann-integrierbar, und somit auch f* = %(| f| £ f). Da auch
f* Regelfunktionen sind, gibt es eine monoton wachsende Folge von Treppen-
funktionen ¢; : Ja,b] — Ry, die auf ]a, b] punktweise gegen f* konvergiert. Die
Folge der Integrale fab dx qb,f(a:) ist nach dem Majorantenkriterium beschrénkt
durch f; dr f*(x). Nach dem kleinen Satz von Beppo Levi ist dann auch die
Grenzfunktion f]i:’b[ = limg_ gbff Lebesgue-integrierbar mit

b b
/ dr f£(x) = lim [ dz ¢F(x) g/ do f*(x) .
Ja,b[ k—oo Jq a
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Zusammen mit der umgekehrten Abschéitzung aus (=) folgt dann

/]mb[dx fE(x) = /abdx fE(x). O

Die absolute Konvergenz des Riemann-Integrals kann nicht auf einfache
Konvergenz reduziert werden. Z.B. gilt fiir das uneigentliche Riemann-Integral

o sin .
/ dx = m, aber *>* ist nicht Lebesgue-integrierbar iiber R. Denn mit
_ x

e}
sinx

sin x
T

xT

ware auch

’ Lebesgue-integrierbar, was nicht der Fall ist.

Wir untersuchen nun die Integrierbarkeit von stetigen Funktionen iiber offenen
und kompakten Teilmengen. Im eindimensionalen werden stetige Funktionen als
Regelfunktionen beliebig genau durch Treppenfunktionen approximiert. Das gilt
auch im R™:

Lemma 21.3 Sei U C R" offen und K C U kompakt. Sei f : K — R stetig mit
f >0. Dann gibt es zu jedem € > 0 Treppenfunktionen ¢,y > 0 mit

fz) —e < oc(x) < f(x) <te(z) < f(x)+€  firalex e K

und ¢(x) = P(x) =0 fir allex € R\ U.

Beweis. Nach Satz B4list f : K — R gleichméfig stetig, d.h. fiir jedes € > 0 gibt
es ein § > 0, so daf fiir die Supremumsnorm gilt

| f(z) — f(2")]| <e  fiirallez,2’ € K mit ||z —2'|| <4 .

Fiir jeden Punkt x € U werde ein abgeschlossener Wiirfel W, C U mit Mittel-
punkt z und Kantenlinge 0 < [ < § gewdhlt. Sei W2 := W, \ 0W; das (offe-
ne) Innere eines solchen Wiirfels. Dann ist K C (J,., W?. Da K kompakt ist,
gibt es endlich viele Wiirfel W7, ..., Wg , die K iiberdecken, und insbesondere ist
K cWwyJ---UW, Cc U. Nun ist auch W; N K kompakt, so dafl f auf W; N K
ein Maximum M; und Minimum m; annimmt. Dann sind

Y = max(M 1y, ... My1ly,) , ¢e :=min(my 1y, ... mplw,)
Treppenfunktionen mit den geforderten Eigenschaften. U

Satz 21.4 Sei U C R" eine beschrdinkte offene Teilmenge und K C R"™ eine
kompakte Teilmenge. Dann ist jede beschrinkte stetige Funktion f: U — R dber
U integrierbar und jede stetige Funktion g : K — R diber K integrierbar.

Beweis. Wegen f = fT — f~ mit fT(z) := max(f(z),0) > 0 und f~(x) :=
max(—f(z),0) > 0 geniigt es, die Integrierbarkeit von nichtnegativen Funktion
f zu zeigen.
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i) Jede offene Teilmenge U C R™ ist Vereinigung abzahlbar vieler kompakter
Teilmengen K; C U, d.h. U = U;io K. (Siehe Forster, Analysis 3, §7, Hilfssatz
1). Die Einschrénkung von f auf K; wird nach Lemma PT3 von unten gleichméBig
durch eine Treppenfunktion ¢; zu ¢; = 2% approximiert. Dann ist (¢;) ey eine
monoton wachsende Folge von Treppenfunktionen, die punktweise gegen f kon-
vergiert. Da U beschréankt ist, gibt es einen abgeschlossenen Quader () C R™ mit
U C Q. Da f beschrankt ist, gibt esein M € Rmit 0 < ¢,(z) < fy(z) < M1g(z)
fiir alle x € R™. Also gilt

/ dz ¢j(z) < Mug < oo,

so dafl fyy nach Satz BTl von Beppo Levi integrierbar ist.

ii) Umgekehrt ist jede kompakte Menge K abzihlbarer Durchschnitt von offe-

nen Teilmengen U; D K, d.-h. K = (72, U;. Damit wird fx nach Lemma 2T von

1

oben durch eine monoton fallende Folge v; von Treppenfunktionen zu ¢; = 55, die

aulerhalb U; verschschwinden, punktweise approximiert. Die Folge der Integrale
(/ dz ; (x)) ist nach unten durch 0 beschréankt, so dafi fx nach Satz P11l
Rn jeN

integrierbar ist. O

22 Der kleine Satz von Fubini

Es geht nun darum, die Integration einer Funktion f : R® — RU{oo} auf getrenn-
te Integrationen iiber R? und R"? zuriickzufithren mit 0 < p < n. Letztendlich
geniigt es also, eindimensionale Integrale ausrechnen zu konnen, und diese re-
duzieren sich unter geeigneten Bedingungen (Satz und Satz ZT.2) auf die
bekannten Riemann-Integrale. Zunéchst diskutieren wir Treppenfunktionen.

Satz 22.1 Es sei ¢ = Zle cilg, : RP x R"? — R eine Treppenfunktion, ge-
schrieben ¢(x,y) fir x € R? und y € R*"P. Dann ist auch ® : R"? — R mit

O(y) := dzx ¢(x,y) eine Treppenfunktion, und es gilt

[ dwwswn = [ ([ drotn).

Beweis. Die entsprechende Zerlegung der Quader sei Q; = Q) x Q7 mit Q) C RP
und Q7 C R"P. Dann gilt v(Q;) = v(Q}) - v(QY). Fiir festes y € R" P definieren
wir

k

dy(x) =) (algr(y))lg ()

i=1

= 0= [ dr6,0) =Y (elar)o(@) = Y (c0(Q)larly).

i=1 i=1
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Also ist & = Zle (civ(Q;))ng/ : R"? — R eine Treppenfunktion. IThr Integral
ist

Offenbar gilt fiir diese Situation

[ et = [ ([ o)~ [ o [ ayoten).

Satz 22.2 (Fubini) FEs sei A C RP x R"™? eine kompakte Teilmenge oder eine
beschrinkte offene Teilmenge. Fir festes y € R"™P sei A, :=={z € RP : (x,y) €
A} C R? und fir festes x € RP sei A, :=={y € R"? : (z,y) € A} CR"P. Eine
Funktion f : A — R sei stetig und beschrdankt. Dann gilt:

i) Ist A, # @, dann ist die durch f,(z) = f(z,y) definierte Funktion
fy 1 Ay — R dber A, integrierbar, und die durch

[ vty fira,te
Ay
0 fir Ay =@

Fy) =

definierte Funktion F : R"™P — R st diber R™"™P integrierbar.

i) Ist A, # @, dann ist die durch f.(y) := f(x,y) definierte Funktion
fo 1 Ay — R dber A, integrierbar, und die durch

G(z) = / dy f(z,y)  fir A. # @
0 fir Ay = @

Ag

definierte Funktion G : RP — R ist tiber RP integrierbar.
iii) FEs gilt

/Ad(:c,y) f(x,y)z/wpdy F(y)z/ndfc G(z) .

Beweis. Wir beweisen den Satz fiir A offen und beschrankt und kénnen wie {iblich
f > 0 annehmen. Nach Lemma@RT 3 gibt es eine monoton wachsende Folge (¢ )ren
von nichtnegativen Treppenfunktionen ¢ : RP x R"? — R, die gleichméfig
gegen f4 konvergiert. Dann ist fiir festgehaltenes y die durch ¢, = ¢p(x,y)
definierte Folge von nichtnegativen Treppenfunktionen ¢, : R? — R monoton
wachsend und gegen f, konvergent. Durch Einbettung in einen gentigend grofien
abgeschlossenen Quader folgt analog zum Beweis von Satz ZT4l1), daf die Folge
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der Integrale ®(y) := / dx ¢yi(x) auch beschrankt ist. Nach Satz ET] gilt
RP

somit

F(y) = lim &4(y) = lim [ dv dx(z,y) -

RP
Die Integrale ®(y) : R"? — R sind selbst wieder nichtnegative Treppenfunk-
tionen, die monoton wachsend gegen F'(y) konvergieren. Wie zuvor ist die Folge

der Integrale / dy P (y) beschriankt, so dafl nach Satz 2111 gilt

Rn—P

/Rn_pdy F(y) = hm - pdy Or(y) = hm - pdy </dex gbk(x,y)) )

Mt Sats B und fim [ de,y) outo.s) = [ d(e.9) fa.y) Glgt die Behan

k—oo R™
pung.
Fiir A kompakt ist f durch eine monoton fallende Folge von nichtnegativen
Treppenfunktionen zu approximieren, ansonsten ist der Beweis identisch. O

Auf diese Weise konnen wir die Integration von stetigen und beschriankten
Funktionen f : A — R iiber beschrénkte offene oder kompakte Teilmengen A C
R™ schrittweise auf eindimensionale Integrationen zuriickfithren (p = 1). Fiir
p=1siB:={yeR"! : A # @} C R"! und (im einfachsten Fall)
A, = Ur_ [21x(y), 22x(y)] € R. Dann gilt

/Ad(:c,y) f(z, /dy Z/ dz f(z y))

Wenn A, aus offenen Intervallen besteht, ist Satz ] zu beachten.
Insbesondere gilt fiir die Integration stetiger Funktionen iiber das Rechteck
la,b] x [c,d] C R?

/[a’b]x[ad]d(af,y) f(z,y) Z/cddy</abda; f(a:,y)> =/abda:</cddy f(a:,y)> :

Beispiel 22.3 Es sei A = {(z,y) € R* : 2%+ y* < r} der abgeschlossene
Vollkreis vom Radius 7 sowie B = [—r,7] und A, = [—/r2 —y% /1% — y2].
Somit gilt fiir eine stetige Funktion f: A — R

i s = [ an ([V e o).

—r r2—y

Insbesondere ist das Volumen (also der Flacheninhalt) von A gegeben durch

U(A):/Ad(x,y)lz/:dy(/mdxl):/idy%/m

7'27?J2

" =T COS % .
:4/ dy /12 —y2 7= t4r2/ dy sin®t
0 0
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Die Stammfunktion zu f(f) = sin*¢ ist F(f) = 3(¢t — costsint). Damit ist

/2 dy sin?t = T und v(A) = 7r?. q
0 4
Satz 22.4 (Volumen der n-dimensionalen Vollkugel) Das Volumen k,(r)
der n-dimensionalen Vollkugel A = {(x1,...,1,) € R* : 22 + .. -+ 22 < r?}
vom Radius r ist

T
Z3pn T r" fiir n gerade
L
" L(%52) oyt il
2 " .n i
— r fiir n ungerade

Beweis. Durch Induktion nach n. Die Aussage gilt offenbar fiir n = 1 mit k; = 2r

und n = 2 mit ky = 7r2.

i) Sei n gerade und die Behauptung bewiesen bis n — 1. Dann ist A, =
{(z1,...;2p 1) €R™ ¢ 22+ 422 | <r?—22} und somit

:/ dxn/ dy 1 :/ dxp,kn_1(\/12 —22) = 2/ dx,kn_1(\/1% — 22)
—r Ay, —r 0

n—2
gy =2 T ol
=G, e 0=

n, 2=2n-2 z
Tn=rcost Lz' 't ’ dt sin™t .
(n—1)! 0

Nach Beispiel 20.8 aus dem 1. Semster ist

P, (2k—1)@k=3)--1 7 (2k—Dlx
/Odtsm STk — 2 2 PG —D

und 2k — n liefert die Behauptung.
ii) Sei n ungerade und die Behauptung bewisen bis n — 1. Dann ist

/ dxn/ dyl—/ dxp,kn1(/1%2 —22) = / dx,kn_1(\/1% — 22)
Ag 0
27‘(‘7

n—1 g,= rcost 2m2 n % n
= i da:n(r —22)% 1'7’/0dtsmt.

T2+ J0 2'

Nach Beispiel 20.8 aus dem 1. Semster ist

3 —92)... 2k L)
/ dt sin2kly — 2k(2k —2)---2 _ 2°F kN E! |
0 2k+1)2k—-1)---3-1  (2k+1)!
und 2k + 1 — n liefert die Behauptung. U
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23 Nullmengen und Satz von Riesz-Fischer

Definition 23.1 Eine Menge A C R" heiBt (Lebesgue-) meBbar, wenn die Funktion
1 liber A integrierbar ist. In diesem Fall heiBt

un(A) ::/Adxl(x):/Adx:/ndx 14(x)

das n-dimensionale Volumen bzw. das Lebesgue-MaB von A. Die leere Menge hat
das Lebesgue-MaB Null.

Aus Satz T4 folgt, da jede kompakte Teilmenge K C R™ und jede offene und
beschrénkte Teilmenge U C R™ meBbar ist.

Fiir Quader @ C R™ ist offenbar v,(Q) = v(Q) das zu Beginn eingefiihrte
Volumen. Fiir den Vollkreis A = {(z,y) € R? : 2?4+ y? < r} gilt vy(A) = 7r?
nach Beispiel

Satz 23.2 Sind A, B C R" mefibar, so gilt

i) AUB und AN B sind mef$bar, und es gilt v,(AUB) = v,(A) +v,(B) —
v, (AN B).

ii) Aus A C B folgt v,(A) < v,(B).

Ist eine Funktion f tiber A C R™ integrierbar und ist B C R™ mefbar, dann ist
f auch iber AN B integrierbar, und es gilt

!/Aan:cf(:c)] S/Ad:c ()] .

Beweis. i) folgt aus 14np = 14 -1p und 14y = 14+ 15 — 14 - 1 und ii) aus
14 <1p.

Die letzte Behauptung folgt aus fang = fa-1p. Da f4 und 15 integrierbar sind
und 1p beschrinkt ist, ist f4np integrierbar nach Satz EIL3iii). Die Abschitzung

folgt aus |fans| < [fal- O

Der kleine Satz von Fubini ermoglicht wieder (da 14 stetig) die schrittweise
Berechnung von Volumina. Ist A C R? x R*? und A, := {z € R? : (z,y) €
A} C RP die in Satz eingefithrte Schnittmenge, dann gilt

vn(A) = / dy vp(Ay) -
Rn—p
Insbesondere folgt

Satz 23.3 (Prinzip von Cavalieri) Seien A, B C RP x R"™P zwei kompakte
Mengen, und es gelte v,(A,) = v,(By) fir alle y € R*P. Dann gilt v,(A) =
v (B). O
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Zum Beispiel haben ein Rechteck und ein Parallelogramm mit glei-
cher Grundldnge und gleicher Hohe das gleiche zweidimensionale Volumen
(Flécheninhalt):

Wir haben bisher vor allem stetige Funktionen integriert. Wir zeigen nun, daf3
Singularitéiten, die nur auf eine Teilmenge vom Maf§ Null auftreten, keine Rolle
spielen.

Definition 23.4 Eine Menge N C R™ heiBt (Lebesgue-) Nullmenge, wenn sie eine
der folgenden dquivalenten Eigenschaften hat:

i) N ist meBbar mit v, (N) = 0.

ii) Die charakteristische Funktion von N hat die L'-Halbnorm Null: ||1y]|; = 0.
Beweis: 1)=1i) 0 = v,(N) = [, dz 1y(z) = [, dz [1x(z)] = ||1n]h
(<) Fiir die Treppenfunktionen ¢ = 0 gilt ||[1x — ¢x||1 = 0 und damit v,(N) =
fRn dr 1y(x) = limg_o fRn dx ¢r(z) = 0.
Satz 23.5 i) Jede Teilmenge einer Nullmenge ist eine Nullmenge.

ii) Die Vereinigung abzdhlbar vieler Nullmengen ist eine Nullmenge.

i) Ist N = J,—; Ng mit v,,(Ng) =0, dann ist 0 < Iy (z) <> po 1y, () und
somit Lyl < 30 L,y = 0. .

Zum Beispiel ist die Menge der rationalen Zahlen Q C R eine Nullmenge, so
daBl 1¢ iiber R integrierbar ist mit [, do 1g(z) = 0.

Satz 23.6 Es sei A C R"! eine offene oder abgeschlossene Teilmenge und I' =
{(z,9(x)) : z€ A, g: A— R stetig} C R der Graph einer stetigen Funktion.
Dann ist I' eine Nullmenge.

Beweis. Jede offene oder abgeschlossene Menge ist Vereinigung abzéhlbar vieler
kompakter Teilmengen, so daf} es geniigt, den Satz fiir A kompakt zu beweisen.
Das Bild einer kompakten Menge unter einer stetigen Funktion ist ein kompaktes
Intervall. Also ist I kompakt, und das Volumen ist nach dem Satz von Fubini

9(x)
v, (T) = / d;z:/ dy 1(xz) = 0. O
A 9(z)
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Definition 23.7 Es sei F eine Eigenschaft, die einer Teilmenge A C R™ zukommt.
Wir sagen, die Eigenschaft E gilt fast iberall auf A, wenn die Menge der Punkte,
fiir die F/ nicht gilt, eine Nullmenge ist.

Satz 23.8 FEine Funktion f : R — R U {oo} mit ||f|l1 < oo ist fast iberall
endlich, d.h. N :={x € R* : f(x) = oo} ist eine Nullmenge. Insbesondere ist
jede integrierbare Funktion fast diberall endlich.

Beweis. Fir alle e > 0 gilt 1y < €| f], also || 1x][1 < €[/ f]|1 und damit ||1x][; = 0,
da || f]lx < oo 0

Satz 23.9 (Modifikationssatz) Seien f,g : R" — R U {oo} Funktionen, die
fast diberall gleich sind, und f sei integrierbar. Dann ist auch g integrierbar, und
es gilt dx f(z) = dx g(z). Insbesondere gibt es zu jeder integrierbaren

R™ R7
Funktion f eine integrierbare Funktion g mit gleichem Lebesque-Integral, die fast

tberall mit f tbereinstimmt und nur Werte # oo annimmd.

Beweis. Zu f gibt es eine Folge {¢y} von Treppenfunktionen mit klim | f— okl =
0. Essei N:={r € R" : f(z) # g()}. Dann gilt [g — f| < >7%, 1y und somit

0< llg=ully < llg = Fl+11F =@l < (D2 Itwlly) + 1 = dully = 1 = 6l -
j=1

Also gilt limy . ||g — @kli = 0, d.h. g ist integrierbar, mit / dx g(x) =

n

k—o00

lim dz ¢r(z) :/ dz f(x). d
R” n

Der Modifikationssatz ist auch hilfreich bei Zusammensetzungen von Gebie-
ten: Sei f iiber A und iiber B integrierbar und sei A N B eine Nullmenge, dann
ist f auch iiber AU B integrierbar, da f4_p fast iiberall mit der Funktion f4+ fp
tibereinstimmt. Also gilt / dr f(z) = / dx f(x) + / dz f(z). Insbesondere

AUB A B
konnen wir Funktionen auf einer beschriankten offenen oder kompakten Teilmen-

ge, fiir die die Menge der Unstetigkeitsstellen eine Nullmenge ist, integrieren. Das
betrifft z.B. stiickweise stetige und beschrinkte Funktionen.

Satz 23.10 Fir eine Funktion f : R" — R U {oo} gilt ||f]1 = 0 genau dann,
wenn f fast tberall gleich Null ist. Insbesondere verschwindet jede nichtnegative
integrierbare Funktion [ mit [, dx f(x) =0 fast iberall.

Beweis. Die Richtung (<) ist klar. Sei also || f||; = 0. Wir betrachten N := {z €
R™ : f(z) # 0}. Dann gilt N = (J;2; Ny mit Ny, .= {z € R* : |f(z)] > £}.
Dann ist 1y, < k- |f] und somit 0 < ||1n, |1 < k|| f|l1 = 0. Also ist jedes NV}, und
damit N eine Nullmenge. O
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Mit Hilfe der Eigenschaften von Nullmengen zeigen wir jetzt, dafl das
Lebesgue-Integral in gewisser Weise vollstandig ist.

Definition 23.11 Eine Folge (fx)ren von Funktionen f : R" — R U {oo} heiBt
L'-konvergent gegen eine Funktion f : R" — RU{oo}, wenn limy .o ||f — fx]l1 =0
gilt. Die Funktion f heiBt dann der L'-Grenzwert von (fi)ren.

Die Folge (fi)ren heiBt L'-Cauchyfolge, wenn es zu jedem € > 0 ein N € N gibt,
so daB || fx — fil]1 < e fiir alle k, I > N.

Der L'-Grenzwert kann nicht eindeutig sein, denn aus limy_ ... ||f — fili =
limy oo ||g — frl[1 = 0 folgt ||f — g|li = 0, d.h. f und ¢ sind nur fast iiberall
gleich. Wie iiblich ist jede L'-konvergente Folge eine L'-Cauchyfolge. Fiir inte-
grierbare Funktionen gilt aber auch die Umkehrung:

Satz 23.12 (Riesz-Fischer) FEs sei L'(R™) der Vektorraum der iber R™ in-
tegrierbaren Funktion. Jede L'-Cauchyfolge (fi)ren integrierbarer Funktionen
fx € LYR™) besitzt einen Grenzwert f € LY(R™), und es gilt

i) /Rn dz f(x) = klim dz fr(x)

— 00 Rn

ii) Es gibt eine Teilfolge von (fy)ren, die fast dberall punktweise gegen f
konvergiert.

Beweis. Es werden Indizes k1 < ky < ... so gewéhlt, daB ||fx — fr, |1 < 2% fiir
alle k > k,. Dann gilt > > || fr, — fu,.i |l < 1. Abkiirzend sei g, :== fi, — fr,,
und g = Y7 |g,|. Nach Satz ist wegen ||glly < 1 die Menge N = {x €
R™ : g¢g(z) = oo} eine Nullmenge. Aulerdem gibt es eine Nullmenge N; mit
fr, () # oo fiir alle ¢ N;. Dann setzen wir

lim fi, = i+ )0 fiir z € R\ (N U Ny)
n=1

fz) = —
0 firx €e NUN,
Damit ist f(x) # oo, und die Teilfolge ( fx,) konvergiert fast tiberall gegen f, d.h.
ii) ist gezeigt.
Die Teilfolge ist so gewihlt, dal es zu jedem ¢ > 0 ein p € N gibt, so dafl
>y lgvlly < €und [|fy — fi,ll1 < € fiir alle k > k,. Da fj, integrierbar ist, gibt
es eine Treppenfunktion ¢ mit || fi, — ¢[| < e. Somit gilt fiir & > &,

I =l < IF = fioll + i, — 0l < | Y00
v=p

+ € < 2€,
1

d.h. f ist integrierbar. Fiir £ > k, gilt
If = felli <1 = fe,lln + [ fr, — felli < 2€,
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. (fr) ist L'-konvergent gegen f. SchlieBlich gilt

’/ndxf /Rndxfk(x)’ S/Rndx’f(x)—fk(;p)}:||f_fk||1<2€.

also die in i) behauptete Konvergenz der Integrale. 0

Eine integrierbare Funktion ist L!-Grenzwert einer Folge von Treppenfunk-
tionen. Nach dem Satz von Riesz-Fischer kann man erwarten, dafl fast iiberall
auch punktweise Konvergenz zu erreichen ist:

Satz 23.13 Jede integrierbare Funktion f € L'(R) ist L'-Grenzwert einer Folge
((bk)keN von Treppenfunktionen mit

i) Z @41 — il < o0
k=0

ii) (¢r) konvergiert fast tiberall punktweise gegen f.

Beweis. Es gibt eine Folge (¢;) von Treppenfunktionen mit lim; . || f —41||1 = 0.
Nach dem Satz von Riez-Fischer gibt es eine Teilfolge (¢) mit Eigenschaft i),
die fast iiberall punktweise gegen eine integrierbare Funktion f konvergiert. Nach
Konstruktion sind beide L!'-Grenzwerte f, f fast iiberall gleich. U

Wir wissen, dal die L'-Halbnorm keine Norm auf dem Vektorraum L£'(R")
aller iiber R™ integrierbaren Funktionen ist: aus || f||; = 0 folgt nach Satz 2310
nur, dafl f fast iiberall Null ist. Es bietet sich deshalb an, fast iiberall gleiche
Funktionen zu Aquivalenzklassen zusammenzufassen. Sei dazu N (R") = {f €
LYR™) : ||f|li = 0}. Offenbar ist N'(R™) ein Untervektorraum von L£'(R™).
Zwei Funktionen f, g € £L}(R") heiflen dquivalent (f ~ g), wenn f — g € N (R"),
d.h. wenn f und g fast iiberall gleich sind. Die entsprechende Aquivalenzklasse
einer Funktion f € £L'(R") wird mit [f] oder f+ A (R") bezeichnet. Dann ist die
Menge aller Aquivalenzklassen

L(R") = LYR")/N(R") = {[f] : feL(R")}

ein Untervektorraum von £!(R"). Dabei ist die Linearkombination von Klassen

definiert als Klasse der Linearkombination: ¢; [f1] + el fo] := [e1fi + cafs)-
Durch die Aquivalenzklassenbildung wird das Problem mit der Normeigen-
schaft von || || behoben: Dazu definieren wir ||[f]||1 := || f||1. Diese Definition ist

sinnvoll, denn aus f ~ g, also [f] = [g], folgt

11l = llg + (f = Dl < llglls + 1 = gllx = llgll ,

die Norm ist also unabhéngig von der Wahl des Représentanten. Insbesondere gilt
die Dreiecksungleichung sowie ||c[f]|[1 = |¢||| f][1. SchlieBlich gilt nach Satz
I[f]li = 0 genau dann, wenn [f] = [0]. Damit ist (L'(R"), || [|1) ein normierter
Raum, nach dem Satz von Riesz-Fischer sogar ein Banach-Raum.
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24 Der Transformationssatz

Der Transformationssatz ist eine méchtige Methode zur Berechnung von Integra-
len.

Satz 24.1 Seien U,V C R" offene Teilmengen und sei T : U — V ein Diffeo-
morphismus. Eine Funktion f : V — RU{oo} ist genau dann iber V integrierbar,
wenn die Funktion |det(DT)|-(foT) : U — RU{oo} diber U = T~Y(V) inte-
grierbar ist. In diesem Fall gilt

/ dz | det(DT)(x)] f(T(z)) = / dy 1(y) .
U 1%

Zur Erinnerung: Ein Diffeomorphismus 7' ist eine differenzierbare bijektive Ab-
bildung mit differenzierbarem Inversen. Das Differential DT ist dann eine lineare
Abbildung DT : R™ — R", so dafl die Determinante korrekt definiert ist. Fiir
geniigend kleine U sichert der Satz iiber die inverse Funktion Satz die In-
vertierbarkeit von DT'. Der Transformationssatz 143t sich aber auch verwenden,
wenn 7' nur auf einer Nullmenge N kein Diffeomorphismus ist, da Nullmengen
im Lebesgue-Integral keine Rolle spielen. In diesem Fall geniigt es, iiber U \ N
bzw. T~1(U \ N) zu integrieren.

Der Beweis des Transformationssatzes erfordert Methoden, die wir erst spéter
bereitstellen. Dieser Abschnitt stellt typische Folgerungen und Anwendungen vor.

e Im R! reduziert sich der Transformationssatz auf die Substitutionsregel:
Sei T : [a,b] — [a, ] eine bijektive stetig differenzierbare Abbildung,
dom gite [ do|T'a)| /2 @) = [ dy f0).

[a,b] [, 8]

e Im Spezialfall einer nichtausgearteten affinen Transformation y = T'(z) =
Az +b € R" mit det A # 0 ist f : K — R" U {00} genau dann iiber
K C R" integrierbar, wenn f o T iiber T~!(K) integrierbar ist, und es
gilt

1
dv f(Az +b) = /dyfy.

e Beschreibt A eine Rotation oder Spiegelung (dann ist |det A| = 1) und
wéhlen wir fiir f die konstante Funktion f = 1, so folgt, dafl K ge-
nau dann mefbar ist, wenn T!(K) mefbar ist, und es gilt v,(K) =
vo(T71(K)). Volumina bleiben also bei Kombinationen aus Verschie-
bung, Drehung und Spiegelung erhalten.

24.1 Integrale iiber Kugelschalen

Sehr haufig treten Integrale iiber n-dimensionale Kugeln oder Kugelschalen auf.
Solche Integrale lassen sich durch eine Transformation 7" zu Polarkoordinaten
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vereinfachen (und mit dem Satz von Fubini oft auch lésen). Polarkoordianten
im R"” bestehen aus dem Radius r und n — 1 Winkeln ¢, 9,...,9, 5. Dann
ist T : (r,o, 01, ..., 001) = (Y1, Yn) = Ton(r, 0,01, ..., o) definiert durch
To(r, ) = (r cos @, rsin ¢) und dann rekursiv y,, = rcos ¥, o und (y1, ..., Yp_1) =
To1(r, 0,01, ..., Uy_3) - sindd, 5. Konkret heifit das

Y1 rcospsind; ---sind, o
Yo rsinpsind; - - -sind, o
Y3 rcost; sinty - - -sind,,_o
Yn_1 7 COS Pp_3Sin vV, o
Yn rcos,_o

Damit die Transformation T bijektiv wird, ist (z.B.) 91,...,9, 5 € ]0,7[ und
¢ €10, 27 zu wéhlen.

Satz 24.2 Es gilt | det(DT)(r, 0, Y1, ..., 0p_2)| = r"(sind;)! - (sind, )" 2.

Beweis. Das Differential der Transformation ist

9y1 Oy On Oy
or O¢ 991 " 0Un_a
Oy2  Oyz  Oy2 Oy
or Op 091 " O9p_2
DT — Qys  Oys  Ous dys
- or dp o9, 0Yp_2
OYn  Oyn  Oyn Ay
or B¢ 991 " 0Un_a

Fir n = 2 ist 0,y = (cos ¢,sinyp) und 0,y = (—rsiny, —rcosp), so daf die
Determinantenformel gilt. Im Schritt von n auf n + 1 fiir n > 2 haben wir mit
7= y1,...,Yn) €ER"und y = (ysinv,_1,rcos?, ;) € R*H

[ Oy -sindd, 4 [ 0,y -sind,_
Ory = ( cos V,_1 ) ’ Opy = ( 0 ’

Nach Induktionsannahme gelte die Determinatenformel fiir n > 2. Im Schritt von
n auf n+ 1 betrachten wir zunéchst sinv,,_; = 0. Dann ist gilt rang(d7") = 2 und
damit det dT = 0. Sei also sin®,_; # 0. Dann addieren wir das (—r<292=1)_fache

sin¥y,_1
der ersten Spalte zur letzten. Wegen 10,y = y wird die neue letzte Spalte zu

—70,7 - cos Up_1 7 coS ¥y, 1 0
cos? 9y 41 + rsin® = —r .
T in Y1 TS Up—1 sin¥n—1
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Entwicklung nach der neuen letzten Spalte und Herausziehen des Faktors sin 4,1
aus jeder der ersten n Spalten der Unterdeterminante bestétigt die Determina-
tenformel. O

Sei nun IT := ]0,27[x(]0, 7[)" 2 und I C ]0, 00[ ein offenes Intervall. Dann
ist das Bild von I x II unter 7" die offene Teilmenge K(I) \ N C R™, wobei
K[I]:={z e R" : ||z| € I} die offene Kugelschale der Radien im Intervall I ist
und N eine Nullmenge, die durch Aufschneiden der Kugel bei yo = 0 entlang der
positiven y;-Achse erhalten wird. Da fiir das Lebesgue-Integral Nullmengen (N
und Rénder von I) keine Rolle spielen, erhalten wir

Satz 24.3 Sei I C [0,00[ ein beliebiges Intervall und K(I) = {x €
R™ : ||z||2 € I} die entsprechende Kugelschale. Fine auf K(I) definierte Funkti-
on f ist genau dann iber die Kugelschale K(I) integrierbar, wenn die Funktion
f(T(ry o, 01, ..., 0n2)) - T LC(p, 01, ..., 0 2) tiber I x II integrierbar ist. In
diesem Fall gilt (unter Verwendung des spdter bewiesenen Satzes von Fubini)

/K dy £(v)

()
21 T ™
= /dr T"_lfdgo/dﬁl siny - - -/dﬁn_g sin" 2 9,_o f(T(r,@,V1,...,0n_2)) .
I 0 0 0
O

Als Beispiel berechnen wir nochmals das Volumen der dreidimensionalen Ku-
gel vom Radius R, d.h. I = [0, R]. Die Funktion 1 ist integrierbar, so daf} gilt

R ) 2T ™ . R3 - A7 5
v(K([0,R]) = i drr i dy i dd, smﬁl:?-Zw-(—cosﬁl’O):?R :

Wenn in Satz ([243) die Funktion f nicht von den Winkeln abhingt, also
rotationssymmetrisch ist, dann erhalten wir:

Satz 24.4 Es sei f eine Funktion auf dem Intervall |a,b[. Die Funktion f auf
R™ mit f(x) = f(||z]]) ist genau dann iber die Kugelschale K integrierbar, wenn
die Funktion f(r)r"=! dber I integrierbar ist. In diesem Fall gilt mit K, := K, (1)

/ dz f(||z]]) = n/{n/dr ().
K(I) I

Beweis. Unter Verwendung von Satz 4.3 ist nur zu zeigen, dafi das Winkelintegral
2m s T
/ dcp/ diy sindy -- / d9,_s sin" 29, o = nk, liefert. Das folgt aber sofort
0 0 0
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fir das Volumen der Einheitsvollkugel mit f =1 und I = [0, 1]:

21 T ™
K, :/ dr 7“"_1/ dgp/ dy sinﬁl---/ d9,,_s sin""29,_s
0,1] 0 0 0

1 27 ™ T
= —/ dgp/ dy sinﬁl---/ d9,_s sin" 29, _o . O
n Jo 0 0

24.2 Integration iiber Teilmengen von (R,)"

Héaufig treten Integrationen auf, die auf das Standardsimplex
A" ={(z1,...,2p) €ER" 1 ;, >0, x1+---+2x, <1} CR"

zuriickgefiithrt werden kénnen, z.B. bei Funktionen auf (R, )", die entscheidend
von der Summe x; + --- + x, abhidngen. In diesem Fall ist eine auf Jacobi
zuriickgehende Transformation hilfreich. Dazu definiert man

<$):bwwﬂ:(m%;m)

und dann rekursiv fiir 7 = (zy,...,x,)"
z Jp(ur, .. u,) (1 —u
( o ) = n+1(U17 e ,unaun-i—l) = ( n( i ’1;17,11/1)+(1 n+1) ) '
n n

Wir zeigen, daf J,, einen Diffeomorphismus implementiert zwischen
o Ry x (]0,1))""" und (R4)",
e bzw. (]0,1[)" und (A™)° := A"\ 9A™.

Zunéchst zur Bijektivitat. Klar ist, da das Bild Teilmenge von (R, )™ ist. Es
gilt 1 + --+ + x, = wuy zunéchst fiir n = 2 und dann rekursiv fiir alle n. Sei
also u; > 0. Damit gilt 0 < z, < wuy, es gibt also eine bijektive Zuordnung
zwischen w, € ]0,1[ und x, = wju,. Sei dann zusitzlich wu, fixiert, dann ist
1+ +xp1 = up — 2, = u(l —u,). Insbesondere folgt 0 < x,,_1 < uy(1 —uy,),
damit eine bijektive Zuordnung zwischen u,_q € |0, 1[ und z,, = uyu,_1(1 — u,),
usw.
Das Differential von J ist

D = (1)

(D) (it 1) = ( (1_u5:+11>(€{]")(a) —{Z(a)) |

wobei e; = (1,0,...,0) € R" der erste Einheitsvektor ist. Also ist J differenzier-
bar. Es gilt det(DJs)(uy,u2) = uy. In der Rekursionsformel ist die erste Spalte

113

Preliminary version — 9. Februar 2009



gegeben durch (( un+1)§il Up— 1)t = (MJ un_l)t, so dafl Addition der

u1
-fachen ersten Spalte zur letzten ergibt:

— Unt1)(DJn) (@) 0 )

UlUn+1

1—up
_ (1
det(DJy1)(T, tpyq) = det

= u1(1 = upy1)" " det ( (DJ,) (@) ) .

Somit gilt | det(DJ,)(ur, ..., un)| = u} (1 —uz)(1 —ug)?- - (1 —u,)""2, und J,
ist ein Diffeomorphismus. Damit haben wir den folgenden Satz bewiesen:

Satz 24.5 FEine auf (Ry)™ bzw. auf (A™)° definierte Funktion f ist genau dann
iber (Ry)™ bzw. (A™)° integrierbar, wenn die Funktion |det(DJ,)|f o J, dber
Ry x WL bzw. diber W™ integrierbar ist, wobei W* := (]0, 1))* der offene Wiirfel
1st. In diesem Fall gilt

/ o G2 f(@)

bzur. AT
:/ duy uy™ /du2/ dusz (1—ug) /dun (1=u,)" 2 f(Jn(ug, ..., up)).
bzur ]01 0,1 0,1 }O 1[

Speziell erhalten wir v, (A") = %

Beispiel 24.6 (Beta-Funktion) Wir integrieren die fiir p,q > 0 stetige und
beschrinkte Funktion f(z,y) = 2P 1y? te™*¥ {iber (R™)? mit der Jacobi-Formel
und mit dem Satz von Fubini:

o0 1
/ d(x,y) 2Pty le Y = / duy u’1’+q_1/ dug (1 — ug)P Tl ™!
(R+)? 0 0
1
—Tlp+a) [ dua (1= ug
0

Fubini :/ dx xplex/ dy yi eV =T(p)T'(q) .
0 0

Somit gilt fir die als Beta-Funktion bezeichnete Funktion B(p, q)

B(p,q) ::/O dt (1 — )P~ % N

Beispiel 24.7 Mit der Jacobi-Abbildung lassen sich z.B. zweidimensionale Inte-
grale des folgenden Typs l6sen (dabei ist p,q > 0):

/ Al y) 2y f e+ y) = / duy w2 () / duy (1 — ug) g
A2 10,1]

10,1

ZB(p,Q)/]Ol[du uf I fw)
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Die obige Gleichung gilt, wenn eines der Integrale existiert. Statt iiber A2 und
10, 1[ kann auch iiber (R, )? und R, integriert werden. q

Die Integration iiber das Standardsimplex ist deshalb so wichtig, weil sich
durch Potenzabbildungen viele Integrationsgebiete darauf zuriickfithren lassen.
Dazu wird fiir «;, a; > 0 folgende Transformation betrachtet:

1 a1
Y1y Yn) =T (1, ... ) = (@12, .. apzn™) .

Die Transformation 7" bildet (R, )" diffeomorph auf sich selbst ab. Sie bildet
andererseits das Innere des Standardsimplex A" diffeomorph auf das Innere des
verallgemeinerten Simplex

aq (0773
AGLtn = {(yl, oY) ER™ oy, >0, <£> + ... <y—n) < 1}
b yUn a/l an

ab. Das sind dann z.B. Viertelkreise (n = 2, a1 = ay = 2, a3 = ay = r) oder
Kugeloktanten, . ...
Die Determinante des Differentials ist offenbar
ai - - Qy 19 ]

‘det(DT)(.Tl,,l'n)‘ = mﬂffl .Tﬁm

Satz 24.8 Eine auf auf dem verallgemeinerten Simplex (Agl:-an) definierte

Funktion f st genau dann dber dieses verallgemeinerte Simplex integrierbar,
1 1 L—l 1

L L L
wenn die Funktion f(ajzy", ..., apze™ )yt - x5 dber das Standardsimplex
integrierbar ist. In diesem Fall gilt

al-.-an

/ dyf(y)z—/ d(wr,. e @it i flawt . a)
A n

Q,..,Qn -y,

Durch Kombination mit der Jacobi-Transformation entsteht so ein Diffeomor-
phismus W" oy An L Agl--n mit dem wir Integrationen {iber ein verallge-

-Qan

meinertes Simplex auf Integrationen iiber den Wiirfel zuriickfithren kénnen.

Beispiel 24.9 Wir berechnen das Volumen eines Ellipsoiden-Oktanten EO :=

222 .. . ) .
A7 iiber die Jacobi-Transformation:

v3(EO) = / dy
A2:2:2
8 s
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abc

e /dulul/ du2/ duz(1 —u3) - uy u2 (l—ug) 2u3 (]_—Ug) !
0 0

b 1 1
= e du1 ui / duy Uy (1 —Ug) "2 / dus u3
8 Jo 0 0
abc 2 1 4dabc® (T(%))?
=5 '3 B(%a %) 2= =
8 '3 s 3 (1)

Fiir a = b = ¢ = r entsteht das Volumen des Kugeloktanten KO = A22?2

r,r,r

mit v, (KO) = rs(r) = £ - 4’2{’3, so daf§ wir I'(3) = /7 erhalten. Somit ist

v5(EO) = ¢ und das Ellipsoid E = {(z,y,2) € R® : i—j + %—; + j—j < 1} hat
das Volumen v3(E) = £ abe. q

25 Konvergenzsitze. Satz von Fubini

Wir verallgemeinern nun den Satz BTl der uns ein Integrierbarkeitskriterium
fiir monotone Folgen von Treppenfunktionen mit beschranktem Integral geliefert
hat, auf monotone Folgen integrierbarer Funktionen mit beschrianktem Integral.

Satz 25.1 (von der monotonen Konvergenz bzw. Satz von Beppo Levi)
Es sei (fix)ken eine monoton wachsende Folge integrierbarer Funktionen
fr € LY(R™). Die punktweise gebildete Grenzfunktion f = limy_ . fx ist genau

dann integrierbar, wenn die Folge der Integrale dx fp(z) beschrinkt ist. In
Rn

diesem Fall gilt/ dz f(x) = hm dx fr(z).

Rn k—oo Jgn

Beweis. (<) Wegen f, < f ist / dr fr(z) < / dx f(z), so dal die Be-
n Rn

schrinktheit der Integrale notwendig ist.
(=) Die Folge ( / dx fk(x)> sei beschrankt (und monoton wachsend).
R” keN

Also konvergiert sie gegen einen Grenzwert in R. Jede konvergente Folge ist eine
Cauchy-Folge, so daf3 es zu jedem ¢ > 0 ein N € N gibt, so dal fiir alle k > [ > N
gilt

o= filh = [ do o)~ o) = [ do (i) = i)

~ [ e fte) = [ dopta) =| [ o fte)~ [ o i) <

Folglich ist (fx)ren eine L'-Cauchyfolge, die nach dem Satz von Riesz-Fischer
einen L'-Grenzwert f hat, so daB eine Teilfolge ( fr,) fast iiberall punktweise
gegen f konvergiert. Damit gilt f = lim, e fr, = f fast iiberall punktweise.
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Nach dem Modifikationssatz ist dann auch f integrierbar mit

/n dz f(x) = /n dz f(z) = lim dx fy, () = hm ndaz fe(x). O

V—00 Rn R
Wir benotigen ein weiteres Integrierbarkeitskriterium:

Satz 25.2 (von der majorisierten Konvergenz bzw. Satz von Lebesgue)
Es sei (fi)ken eine Folge integrierbarer Funktionen auf R"™, die fast tberall
punktweise gegen eine Funktion [ konvergiert. Es gebe eine integrierbare
Funktion F mit |fy| < F fir alle k € N. Dann ist f integrierbar, und es gilt

[ do f@) = Jim [ o i)

Beweis. Es geniigt, reellwertige Funktionen zu betrachten. Es gibt eine Nullmenge
N, so dafl F(z) < oo und limy_. fx(z) — f(z) fiir alle z ¢ N. Fir € N sei
F(z) = f(x) = fr(x) = 0 gesetzt, so daB} (fi) punktweise gegen f konvergiert.
Sei g, = max(fk, fe+1, fr+r). Dann ist fiir festes k& die Folge (gx,),en monoton
wachsend, und die Folge der Integrale ist beschrédnkt durch das Integral von F'.
Nach dem Satz von Beppo Levi ist gy := limy .o gr,, = sup;sy f; integrierbar,

" ’/nd:pgk(x)’ §/ndx F(z) .

Andererseits konvergiert (gx)reny monoton fallend gegen f. Analog zum Beweis des
Satzes von Beppo Levi ist damit (g ) eine L'-Cauchy-Folge, die eine L'-Grenzwert
g hat, gegen den eine Teilfolge gy, fast iiberall punktweise konvergiert. Somit ist

f =g =1lim;_. g, fast iiberall, und es gilt / dz f(x hm / dz gi(z

Das Verfahren wird wiederholt fiir hy, = min(f, fkﬂ, kar,,) mit Limes und

hi = limy_.oo by, = inf;>y f; und / dx f(x) = klim / dx hg(x). Aus hy <
Rn —00 JRrn

fr < gi folgt die Behauptung. O

o] s—1

Beispiel 25.3 Wir beweisen do — 1= I'(s)¢(s) fiir s € C mit Re(s) > 1.
et —

Diese Formel wird beim Planckoschen Strahlungsgesetz benotigt.

Der Integrand ist punktweiser Limes der Regelfunktionen f, =
22:1 5 le™nr  Rg gllt |x371| — |61n:v(sfl)| —_ |61nx(Re(s)71)| — xRe(s)fl. Damit ist
| x| iber R, uneigentlich Riemann-integrierbar, folglich fj Lebesgue-integrierbar.
Es gilt

‘,L,Re(s)fl

‘fk:|<F ZxRes lfnmzex_l 7
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und fiir Re(s) > 1 ist F' wieder Lebesgue-integrierbar. Somit gilt nach dem Satz
von Lebesgue

oo s—1 o 1
/0 dz —~ 1= lim Z/o dr z°'e™™ = lim —TI'(s) =((s)I'(s). O

et — k—o00
n—=

Es geht nun um die Verallgemeinerung des Satzes von Fubini von steti-
gen Funktionen auf beliebige integrierbare Funktionen. Zur Vereinfachung der
Schreibweise sei X = R” und Y = R"P. Wie iiblich entsteht aus f(x,y) durch
Festhalten von y € Y die Funktion f, auf X und durch Festhalten von z € X
die Funktion f, auf Y.

Satz 25.4 (Fubini (allgemeinster Fall)) FEs sei f: X XY — RU{oo} eine
integrierbare Funktion. Dann gilt:

i) Abgesehen von einer moglichen Nullmenge N C Y ist fiir festesy € Y\ N
die Funktion f, iiber X integrierbar.

it) Die durch F(y) := /de flz,y) firye Y\ N
0 fiirye N
definierte Funktion F :Y — R ist diber Y integrierbar, und es gilt

/xxyd(:v,y) f(:my)ZLdyF(y)E/Ydy/)(dxf(x,y)_

Bewers. Zu f gibt es nach Satz eine Folge (¢x)ren von Treppenfunktionen
und eine Nullmenge A C X X Y, so daf fiir (z,y) ¢ A gilt limg_oo x(z,y) =
f(z,y) und auBerdem > .7 [|¢r+1 — ¢kll1 < oo. Im folgenden bezeichnen || ||1,x
und || ||;y die L'-Halbnormen auf X und Y.

Wir beweisen zunéchst, dafl es eine Nullmenge N’ C Y gibt, so daf§ fiir y €
Y\ N gilt, daB A, := {z € X : (z,y) € A} C X eine Nullmenge ist. Wegen
|14]]1 = 0 gibt es fiir jedes € > 0 zu 14 eine Hiillreihe > 1o, mit Y o0 v(Q;) <
e. Die Quader zerlegen sich in Q; = Q) x Q/ mit Q; € X und Q7 € Y. Fiir
festes y ist (ohne Ausschlufl einer Nullmenge) 14, < »2°; 1¢/1¢(y) und damit
a(y) == [y daela,(z) < 327 0(Qf)1gr(y). Integration der so definierten Funktion
a iber Y liefert ||all;,y = 0, d.h. die Existenz einer Nullmenge N’ C Y, so da8
0=a(y) = ||14,]1,x = 0 fiir y ¢ N. Das war zu zeigen.

Folglich konvergiert fiir festes y € Y \ N’ die Folge (¢, )ren fast iberall auf
X (némlich fiir ¢ A,) gegen ¢,.

Sei Hy(y) := / dz |pi1,4(x) — ¢py(x)|. Nach dem Kleinen Satz von Fubini
X

(Satz 2ZZTI) gilt/ydy Hk(y)z/x d(z,y) [Prr1(,y) — or(w,y)| = || Prr1 — Pxlln

XY
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und damit

> [ dy ety < oo )
k=0 Y

Die Folge (Gy)sen der Funktionen Gy = > ;_, H, ist monoton wachsend. Nach
(*) gilt

I, ::Ldyas<y>=k§%Ldka<y>s;/ydym(y)<oo,

d.h. die Folge (I;)seny der Integrale ist beschriankt. Nach dem Satz von Beppo
Levi ist damit die Grenzfunktion ) ;7 j Hj integrierbar. Nach Satz gibt es
hochstens eine Nullmenge N”, so dafl Hy(y) < oo fiir alle y € Y\ N”. Somit gilt
fir alley € Y\ N, mit N = N'UN"|

o0
D sy = Sryllix < oo (**)
k=0

Damit ist (¢xy)ren eine L'-Cauchyfolge auf X, die nach dem Satz von Riesz-
Fischer fast iiberall punktweise gegen eine iiber X integrierbare Funktion fy kon-
vergiert. Damit ist nach dem Modifikationssatz auch ¢, integrierbar, und fiir
y €Y\ N gilt

i [ drou(e.9) = [ de flo.) = Pl

k—o0

Wir betrachten nun die Treppenfunktionen ®y(y) := / dz ¢r(z,y). Die Folge
X

(g )ren konvergiert fast iiberall punktweise gegen F'. AuBlerdem ist

% |Ppt1 — Pillry = kg%/ydy ’ /de (Pp414(x) — gbky(x))’

< kz;/ydy/de }gbk—l—l,y(l‘) - ¢k,y(x)] = g drsr — dxllr < oo .

Somit ist (®p)ren eine L-Cauchyfolge, die nach dem Satz von Riesz-Fischer fast
iiberall punktweise gegen eine integrierbare Funktion F' konvergiert. Damit ist
auch F' integrierbar, und es gilt

/Ydy F(y)zljirg}o/ydy <I>k(y)=l}ijgo/ydy /Xd:c o(@,y)
—tw [ depotey = [ dew) sy, O

k—oo Jxxy XxY
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Im Beweis konnen die Rollen von X,Y vertauscht werden, so dafl fiir eine
iitber X x Y integrierbare Funktion gilt

/Xxyd(l“’y) f(%@/):/xdaffydy f(rv,y)zfydy/xdx flz,y) .

Die Voraussetzung der Integrierbarkeit iiber X x Y ist entscheidend. Es
gibt Beispiele fiir Funktionen, fiir die die Integrale / dx / dy f(x,y) und
b'e %

/ dy / dx f(z,y) existieren, ohne dafl f(x,y) integrierbar ist. Die Umkehrung
Y b'e

ist der Satz von Tonelli, den wir ohne Beweis angeben.

Definition 25.5 Essei A eine Vereinigung abzahlbar vieler kompakter Mengen. Eine

Funktion f : A — R U {oco} heiBt lokal-integrierbar, wenn sie iiber jede kompakte
Teilmenge K C A integrierbar ist.

Satz 25.6 (Tonelli) Eine lokal-integrierbare oder fast iberall stetige Funktion
f: X xY — R ist genau dann iiber X XY integrierbar, wenn wenigstens eines

der iterierten Integrale / d;z:/ dy |f(z,y)] oder/dy/ dz |f(x,y)| existiert.
b Y vy Jx
Ist das der Fuall, so gilt

/Xxyd(%y) f(x’y):/de/Ydyf(x’y):/Ydy/xdxf(x’y)'

26 Beweis des Transformationssatzes
Wir unterteilen den Beweis in folgende Schritte:

i) Diskussion der Nullmengen

ii) Volumen eines affin transformierten Wiirfels

)
iii) Volumen eines diffeomorph transformierten Wiirfels
iv) Beweis fiir Treppenfunktionen
v) Beweis im allgemeinen Fall
In den Beweisen ist es vorteilhaft, auf R" die Mazimumsnorm
|(z1,. .., %) |00 := max(zq,...,x,) einzufithren.

Lemma 26.1 FEs seien U,V C R" offen, T : U — V ein Diffeomorphismus und
N C U eine Nullmenge. Dann ist auch T(N) C V' eine Nullmenge.

Beweis. Fur x,y € U und t € [0, 1] sei g(t) := T(z + t(y — x)). Dann gibt es nach
dem Mittelwertsatz ein 6 € [0, 1] mit

T(y) — T(x) = g(1) — g(0) = ¢'(0) = (DT)(z +0(y —2)) - (y — 2) ,
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wobei im letzten Schritt die Kettenregel benutzt ist. Damit gilt nach Definition
der Norm einer linearen Abbildung

IT(y) = T(2)llo < Sup [(DT)(z + 0y — 2))|| - ly — [l -

Zu N gibt es fiir jedes € > 0 eine Uberdeckung durch abzihlbar viele kompakte
Wiirfel Wy, € U mit Y2, v,(Wy) < e. Entsprechend ist T(N) C (Upe, T(Wy).
Sei jetzt x,y € NNWy. Auf Wy ist ||(DT)(z+0(y —x))|| als stetige Funktion auf
einer kompakten Menge beschriankt, d.h. || T(y) — T(x)||co < L ||y — z|| fiir alle
x,y € Wy und somit auch fir alle z,y € NNWy. Also gilt v, (T'(Wy)) < L™, (Wy),
d.h. T(N N W) ist eine Nullmenge. Dann ist auch 7'(/V) als Vereinigung von
abzahlbar vielen Nullmengen eine Nullmenge. O

Lemma 26.2 FEs scien ay,...,a, € R" und P(ay,...,a,) = {x = tja; + -+ +
tha, = t; € [0,1]} € R™ das durch diese Vektoren aufgespannte Parallelotop.
Dann gilt

vo(P(ay,...,a,)) = |det(aq,...,a,)],

wobei a; auf der rechten Seite die i-te Zeile einer (n X n)-Matriz ist.

Beweis. Aus der Definition und dem Beweis der Eindeutigkeit der Determinante
im letzten Semester folgt, dal der Betrag der Determinante eindeutig definiert
ist durch

(D1) |det(...,Aa;,...)| = |Al|det(... a4 ...)|
(D2) |det(...,a;,...,a;,...)| =|det(...,a; +aj,...,a;,...)|
(D3) |det(eq,...,en)| =1

Die Punkte in (D1), (D2) bedeuten, daf die jeweiligen Zeilen der rechten und
linken Seite identisch sind.

Wir beweisen, daf§ auch das Volumen diese Eigenschaften hat. (D3) ist klar.

(D1) Sei P\ := P(ay,...,a;-1,Aa;,ai11,...,a,). Die Parallelotope P; und
P_; sind nur gegeneinander verschoben und haben nach Cavalieri das gleiche
Volumen. Wir konnen uns also auf A > 0 beschrénken. Fiir natiirliche Zahlen
A =1 ¢ N\ {0} gilt offenbar v,(P) = lv,(P;) nach Aneinandereihung von [
Parallelotopen P, in i-ter Richtung. Sei A = g eine rationale Zahl mit p,q €
N\ {0}. Dann gilt v, (Fyx) = qua(Py) = va(F,) = pon(P1) = 2un(Fy). SchlieBlich
finden wir fiir A € Ry zu jedem € > 0 rationale Zahlen r; < A\ < ry mit |r; —rg| <
oo(m- Das ergibt Un(Pry) < 0p(Py) < vy(Pr,) und damit |v,(Py) — Av,(P)| < e.
Somit gilt (D1) fur alle A € R.

(D2) Nach dem Prinzip von Cavalieri geniigt es, die jeweiligen Fléchen in der
{i, j}-Ebene zu vergleichen:
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aj

Wieder nach Cavalieri haben die durch {a;,a;} bzw. {a; + a;, a;} aufgespannten
Parallelogramme die gleiche Fliache. Das beendet den Beweis. O

Sei nun W = P(ey,...,e,) C R™ der Einheitswiirfel und 7' : R” — R"™ mit
T : x — A-x eine lineare Abbildung. Dann ist A-e; = a; die i-te Spalte von A bzw.
die i-te Zeile von A*. Aus der Linearitdt von T folgt somit T'(W) = P(aq, .. ., ay).
Aus Lemma und det A" = det A ergibt sich schlieBlich v, (T(W)) = |det A| -
v (W).

Lemma 26.3 Fiir jeden kompakten Wiirfel W C U gilt
0a(T(W)) < max | det( DT)(z)| - (W),

Beweis. Da jede kompakte Teilmenge mefibar ist und das Bild einer kompakten
Teilmenge im R™ unter einer stetigen Abbildung wieder kompakt ist, sind v, (W)
und v, (T'(W)) definiert. Wegen Lemma geniigt es, den Fall v,(W) > 0 zu
beweisen.
i) Wir setzen o := W) Dyrch Halbierung samtlicher Kanten zerlegen wir
W in 2" achsenparallelengleich grofle Teilwiirfel. Dann gibt es einen Teilwiirfel
Wy mit v, (T(W1)) > av,(W;). Durch Wiederholung dieser Zerlegung gewinnt
man eine Folge W; D Wy D ... von Wiirfeln mit v, (T (W;)) > av,(W;). Nach
Intervallschachtelungsprinzip (z.B. Satz [Z8) gibt es einen Punkt a € W, der in
allen W; liegt. Sei b := T'(a) der Bildpunkt. Wir kénnen das Koordinatensystem
so verschieben, dafl a = b = 0 gilt.

Ist my der Mittelpunkt des k-ten Wiirfels und hat der Ausgangswiirfel W die
Kantenlinge 2L, dann ist Wy, = {z € U : ||z — myl|c < &}. Nach Definition
der Differenzierbarkeit von 7" im Nullpunkt gilt 7'(xz) = T'(0) + (DT)(0) - = + ¢(x)

mit m_ ﬁb(ﬁ) = 0. Wir setzen A := (DT)(0) € GL(n,R). Wegen T'(0) = 0
x—0,x T|loo
gilt dann T'(x) = A - (x + ||zl - 7(2)), Wobei r(z) = IlellooA_l - ¢(z) gegen 0

€

konvergiert fiir  # 0. Also gibt es zu jedem € > 0 ein 0 > 0, so da} ||r(z)||- < §
fir alle z € R™ mit ||z]oc < 0. Sei [ ein Index, so daf fiir alle x € W, gilt
z]o <24 < 4. Dann gilt

L L e L
Iz +llzlloo -7 (2)) =mulloe < llz=mulloc+[2lloo-Ir(@)lloo < 5 +2 575 = 57 (1+¢€)

fiir alle x € W;. Somit ist die Menge V; := {x + ||z|| - r(x) : = € W}} enthalten
im Wiirfel Wf = {z € R" : |lz — my|loo < & - (1+€)}.
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Also gilt T(W;) = A-V, C A- W[ und weiter
un(T(Wh)) < 0n(A- W) = [det A|(1 + €)" 0, (W) .

ii) Angenommen, es gelte a > max,ew | det(DT)(x)| > |det A|. Dann finden wir
ein € > 0, fiir das auch a > (1 + €)"|det A| gilt. Das bedeutet v, (T (W;)) <
av, (W;) im Widerspruch zur Konstruktion von W;. O

Lemma 26.4 Sei K C U eine kompakte Teilmenge, so dafl der Rand 0K eine
Nullmenge ist. Dann gilt

min | det(DT)(z)] - v,(K) < v,(T(K)) < mas | det(DT) ()| - v (K) .
Beweis. Die kompakte Menge K und damit ihr offenes Innere K \ 0K ist meBbar
mit v, (K) = v, (K \ 0K). Zu K \ 0K gibt es eine Ausschopfung Ay C A; C
mit K \ 0K = |, , Ak, wobei die kompakten Teilmengen A, = ! ,OW durch
Zusammenkleben von kompakten Wiirfeln W;, der Kantenldngen 1, 2 ;k ent-
lang ihrer Riander gebildet werden. Dann ist vn(K \OK) =320 >0 un(Wi,).
Wegen der Stetigkeit und Bijektivitdt von T gilt T(K) \ 0T(K) = T(K \ 0K) =

T(Urzo Ui"—o Wi,) und dann mit Lemma und Lemma

n(T(K)) = va(T(K \ 0K)) =) Z un (T (W)
< max | det(DT)(z)] - SN v (Wi,) = max | det(DT)(x)] - va (k) -
k=0 i,=0

Andererseits folgt daraus durch Vertauschung der Rollen von K und 7'(K)

Vp(K) = v, (T"HT(K))) € max |det(DT ) (y)| - v, (T(K)) .

yeT(K)

Nach dem Satz iiber implizite Funktionen gilt (DT~1)(y) = ((DT)(z))!
x = T7'(y), also |det(DT)(y)| = rgampmey Nun ist [det(DT)(y)| dort
maximal, wo |det(DT)(z)| minimal ist. Das bedeutet

U (T(K)) > min | det(DT) ()| - v, (K) . O

zeK

Satz 26.5 Der Transformationssatz gilt fir jede Treppenfunktionen ¢ auf V', de-
ren Triger supp(¢) := {y € R* : ¢(y) # 0} Teilmenge von V ist.

Beweis. Wegen der Linearitidt des Integrals geniigt es, den Transformationssatz
fiir die charakteristische Funktion eines Quaders zu beweisen. Weiter brauchen
wir nach Lemma nur kompakte Quader () € V' zu betrachten, da der Rand
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eines Quaders eine Nullmenge ist. Die Integrierbarkeit von |det DT'|1g o T ist
klar, denn 1g o T verschwindet auferhalb der kompakten Menge T-1(Q) C U,
und | det DT ist stetig auf T71(Q). Zu zeigen bleibt

/dy:vn(Q):/ dz | det(DT)(z)] .
Q T-1(Q)

Da die stetige Funktion |det(DT1)|~!| auf der kompakten Menge Q
gleichméBig stetig ist (Satz BAl), gibt es zu jedem e > 0 eine Zerlegung Q) =
Q1U---UQ), in kompakte Quader, die nur Randpunkte gemeinsam haben und so
klein sind, da max,cq, | det(DT 1) (y)| ' —minyeq, | det(DT 1) (y)| ! < e. Dann
gilt im Urbild 771(Q;)

max )|det(DT)(a:)\vn(T_1(Qi))— min | det(DT)(z) v, (T(Q:))

zeT—1(Q; c€TH(Qs)
S evn(T_l (Qz)) .

Sowohl / dz | det(DT)(x)| als auch v, (Q;) nach Lemma P64 sind enthalten
T—1(Qi)

im Intervall

Le min | | det(DT) (2)|va(T(Q:)), e | det(DT) () |vn(T(Q:))

Also gilt
< evn(T7H(Qy)) -

’/Tl(Qi) dr |det(DT)(x)| — v, (Q)

Summation iiber alle Teilquader liefert

p

dr |det(DT)(x)| — v, < dr | det(DT)(z)| — v, (Q;
[ 2 eom@ - w@[ <] [ i aeon@) o)

< eva(T7H(Q)) -
Fiir € — 0 ergibt sich die Behauptung. U

Beweis des Transformationssatzes. i) Nach Definition der Integrierbarkeit gibt es
zu jeder iiber V' C R” integrierbaren Funktion f und jedem e > 0 eine auf einer
beschrankten Teilmenge des R" definierte Treppenfunktion ¢, mit || f — ¢c[[; < 5.
Wegen |fy — ¢ dv| < |fv — ¢ gilt dann auch || fy — ¢ dy |1 < 5.

Sei B C R" eine beschrinkte offene Teilmenge mit supp(¢.) C B und M =
MaXgesupp(ee) | fe(2)]. Dann gibt es zu der beschriankten offenen Teilmenge V' N B
eine Vereinigung A = Qo U --- U @, C V N B von endlich vielen kompakten
Quadern Q; mit }vn(VﬂB ) —vn(A)} < Damit ist ¢.14 eine Treppenfunktion
mit supp(¢.1a4) C V, fiir die gilt

<€
2M

€
pcla — v |1 = [|¢ela — dlvapli < M|v,(A) — v, (VN B)| < 5
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Somit gilt || fy — ¢lalh < |fv — vl + loly — ¢lali < €, dh. wir
konnen annehmen, dafl die approximierenden Treppenfunktionen zu fy ihren
Triger in V haben. Nach Auwahl einer Teilfolge gemif3 Satz gibt es also zu
fv eine Familie (¢ )reny von Treppenfunktionen mit Tréager in V', die fast iiberall
punktweise gegen f konvergieren und auflerdem L!-konvergent gegen f sind.

ii) Wir betrachten die Folge der Funktionen b = | det(DT)|(¢ o T). Nach
Satz ist ¢ iiber U integrierbar, und es gilt

||§Z~5k_¢~5l||1,U:/de k() — i |_/ |w(y W) = lléx — dullrv -

Damit ist (ék)keRn eine L'-Cauchyfolge auf U, so dafl eine Teilfolge fast
iiberall punktweise gegen eine iiber U integrierbare Funktion f konvergiert mit

/ dz f(z) = klim / dz ¢p(x). Andererseits konvergiert ¢ auch fast iiberall
U > Ju

punktweise gegen die Funktion | det(DT)|(foT). Nach dem Modifikationssatz ist
dann auch | det(DT)|(f o T) iiber U integrierbar, und es gilt

[ de 1401 @) £@) = fin [ dodute) = pim [yt = [ o ).

Ist umgekehrt | det(DT)|(foT) iiber U integrierbar, dann folgt durch Vertauschen
der Rollen von T und 7!, daB | det(DT~)|(| det(DT)|(f o T)) o T~! = f iiber

V' integrierbar ist. Damit ist der Transformationssatz bewiesen. O

27 Integration iiber Untermannigfaltigkeiten

Wir haben bisher die Methoden entwickelt, um Funktionen iiber Teilmengen
A C R” zu integrieren und z.B. Volumina solcher Teilmengen zu berechnen.
Wir konnen damit aber noch nicht die Oberfliche des Randes von A berechnen.
Die dazu notwendigen Ideen sollen nun kurz vorgestellt werden, wobei wir aus
Zeitgriinden keine Beweise angeben konnen. Wir erinnern an die folgende Cha-
rakterisierung von Untermannigfaltigkeiten, die wir in Satz fiir die Richtung
(=) bewiesen hatten:

Satz 27.1 Eine Teilmenge M C R™* ist genau dann eine n-dimensionale dif-
ferenzierbare Untermannigfaltigkeit, wenn es zu jedem Punkt a € M eine of-
fene Umgebung V. C M, eine offene Umgebung T C R™ und eine Immersion
¢ : T — R gibt, so daff T durch ¢ homdomorph auf V abgebildet wird.

Bemerkungen. Zur Erinnerung: Immersion bedeutet, daf§ ¢ differenzierbar ist mit
rang(Do)(t) = n fir alle t € T..

Insbesondere gibt es eine Uberdeckung einer Untermannigfaltigkeit durch of-
fene Mengen V;. Dann heifit (V;, ¢;) mit ¢; : T; — V; eine lokale Karte von M. Fiir

125

Preliminary version — 9. Februar 2009



Vij = ViNV; # @ gibt es zwei Homéomor“phismen gbi_l :Vij — gbi_l(‘/ij) cT,CR"
und gbj_l Vi — gbj_l(\/;j) C T; c R™. Uber die Konstruktion von ¢ im Beweis
von Satz @0 zeigt man, daB 7;; := ¢; ' 0 ¢; : ¢; ' (Vi) — ¢;'(V;;) sogar ein Diffeo-

morphismus ist zwischen Teilmengen des R™. Man sagt, die Kartenwechsel sind
Diffeomorphismen.

Die Integration einer Funktion f iiber die Teilmenge V C M wird
nun iiber einen analogen Transformationssatz durch Integration der Funktion

“| det Do|”(f o ¢) tiber T erkldrt. Das Problem dabei ist, dafl die Determinante
der rechteckigen Matrix D¢ so nicht existiert. Man zeigt, daf3

“|det Do|” == \/det((D¢)* - (Dg))
die richtigen Eigenschaften hat. Dabei ist (D¢)'(D¢) punktweise eine n x n-
Matrix. Entsprechend definiert man das Integral einer Funktion f iiber eine Karte

(V,¢) von M mit ¢(T) =V zu
| s pw)= [ du AT DA fow). )
(Vi9) T

Die Idee ist wieder zu beweisen, da8 das durch die n Vektoren ay, ..., a, C R***
aufgespannte Parallelotop das Volumen det(A" - A) hat, wobei a; die Spalten von
A € M((n+ k) x n,R) sind. Dann identifiziert man das Parallelotop mit dem
Bild des n-dimensionalen Einheitswiirfels im R"**, dessen letzte & Komponenten
identisch Null sind, unter einer affinen Transformation. Durch analoge Konver-
genzbetrachtungen wie im Transformationssatz beweist man, daf§ durch (*) das
Integral einer Funktion iiber V' C M sinnvoll definiert ist.

Beispiel 27.2 (Oberfliche der dreidimensionalen Kugel) Es sei
M :={(z1,20,23) € R® : 2} + 13 + 23 = R*}

die Oberfliche der dreidimensionalen Kugel vom Radius R. Mittels Polarkoordi-
naten gewinnen wir die folgende Abbildung ¢ : |0, 27[ x |0,7[ = V C M:

1 R cos psinv
zy | = ¢(p, V) := | Rsinpsind
T3 Rcost

Das offene Rechteck T := ]0,27[ x ]0, x| wird durch ¢ homéomorph auf die
Teilmenge V' := M \ HK abgebildet, d.h. aus der Kugeloberfliche wird der
Halbkreis HK := {(zy,73,23) € R® : 2y =0, 2y > 0, 22 + 25 = R?*}
herausgeschnitten. Dann ist

—Rsinpsiny R cos cosv
(Do) (p, V) = Rcospsinyd  Rsingcosd |
0 —Rsin?

(D)o, (Do) = (T B
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so dal3 wir erhalten:
27 ™
/ ds f(x) :RZ/ dcp/ dd sin?d f(p(p, 1)) .
(V,9) 0 0

Der Halbkreis H K ist eine Nullmenge. Man kann wieder zeigen, dafl Nullmengen
fiir die Integrationstheorie ignoriert werden konnen. Also stimmt das Integral
mit dem Integral {iber ganz M iiberein. Insbesondere erhalten wir fiir f = 1 die

Oberflache der zweidimensionalen Sphére vom Radius R zu / dS =4rR?. <
M

Eine wichige Konsequenz des Transformationssatzes ist, daf (*) unabhéngig
von der Wahl der Karte ist. Gibt es zu V' zwei Karten (V,¢;) und (V, ¢2) mit
Immersionen ¢; : T; — R"* so dal ¢; : T; — V; Homéomorphismen sind, so

gilt / ds f(z) = / dS f(z). Zum Beweis verwendet man, daf ¢, o ¢ " :
(V,¢1) (Vig2)

Ty — T5 ein Diffeomorphismus ist und den entsprechenden Transformationssatz,

der |det D(¢, o ¢;')| beinhaltet.

Das nutzt man aus, um Integrationen iiber Untermannigfaltigkeiten zu definie-
ren, die aus mehreren Karten zusammengesetzt werden miissen. Wir betrachten
nur den einfachsten Fall, daB es endlich viele Karten (V1, ¢1), ..., (V,, ¢,) gibt, die
M = V1U---UV,, iiberdecken. Dann kann man immer eine Familie von Funktionen
fi + M — R konstruieren mit

e supp(a;) C V,

e > a;(z)=1firallex € M.
Eine solche Familie heif3t Zerlequng der Eins. Mittels Zerlegung der Eins erhalten
wir:

| as f<x>:g | as f<x>ai<x>=i2: /V 45 (fou) ()

_ Z/T du; /det((Doy)t(w;) - (D) () (fou)(di(us)) -

Die Eigenschaften der Zerlegung der Eins garantieren, dafl diese Definition un-
abhingig von der Wahl der Uberdeckung und der o; ist. Die Konstruktion ver-
allgemeinert sich sogar auf abzéhlbar viele Karten, wenn sich jeweils nur endlich
viele schneiden und | fa;| integrierbar ist:

Definition 27.3 Essei M C R"** eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit, aus-
gestattet mit einem Atlas lokaler Karten (V;, ¢;) entsprechend Satz P71l so daB
M = J;Z, Vi und jeder Punkt 2 € M nur in endlich vielen V; enthalten ist.

Eine auf M definierte Funktion f heiBt iber M integrierbar, wenn es eine dem
Atlas (V;, ¢;)ien untergeordnete Zerlegung der Eins («;);en gibt, so daB
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i) Jede Funktion fa; ist iiber V; (damit iiber M) integrierbar

Z/V dS |(foy)(z)| < oo.

Dann ist das Integral von f iiber M (unabhiangig von der Zerlegung der Eins) definiert
durch

| s s Ej/"muvﬂa (D6:) () - (D6:) () (fox) (6:(s)

Wir sehen uns noch einige interessante Integrale iiber Karten an:

Beispiel 27.4 (Integrale entlang Kurven) Essei I C R” ein offenes Intervall
und v : I — R" eine differenzierbare Kurve. Unter der Annahme (D7)(t) =
v'(t) # 0 handelt es sich um eine Immersion, d.h. v spielt die Rolle von ¢ in
Definition 273 Sei f jetzt eine Funktion auf der Kurve I' := ~([I), dann ist das
Kurvenintegral gegeben durch

ZﬁSf@%=zﬁﬂhﬁWf@%

Das motiviert auch die Definition des komplexen Kurvenintegrals. Insbe-
sondere ist das eindimensionale Volumen der Kurve I' := ~([I) ihre Bogenlénge

L,
~ [as= [arlve

Die Berechnung von Determinanten des Typs det(A’- A) mit A € M((n+k) x
n,R) kann fiir grofie n, k sehr umsténdlich werden. Hier hilft das Determinanten-
Multiplikationstheorem (Binet-Cauchy-Theorem) entscheidend weiter:

A

Satz 27.5 (Binet-Cauchy) Es seien A = (aq,...,a,4k) € M((n+k) x n,R)
und B = (by,...,bpx) € M((n+k) x n,R) zwei rechteckige Matrizen, gebildet
aus den Zeilenvektoren a;,b; € R™. Firl < m; < mg < --- < m, < n-+k
seien quadratische Matrizen A2 = (G, Qmyy - -+, G, ) € M(n X n,R)
und B™ ™2 = (b by ooy b, ) € M(nox n, R) definiert. Dann gilt

det(A"-B)= S (det AT (det BT

1<mi<meo--<mnp<n+k

Die Summe lduft tiber die ("+k) = % verschiedenen Mdglichkeiten, n der n+k

Zeilen der Matrizen auszuwdhlen.

Ein Beweis findet sich z.B. in G. Fischer: Lineare Algebra, Kapitel 3.3.
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Beispiel 27.6 Es sei T C R” offen und die Hohenfunktion A : T' — R diffe-

renzierbar. Dann ist die Abbildung ¢ : T — R"™ mit ¢(u) := (u, h(u)) eine

Immersion. Zur Berechnung von Integralen iiber den Graphen I' := ¢(T') C R™*!

benétigen wir die Determinante der Matrix G(u) = (D¢)!(u) - (D¢)(u). Dabei ist
E, n :

(Do) (u) = ( (erad h)(u) ), wenn (grad h)(u) € R™ als Zeilenvektor betrachtet

wird. Dann gilt mit den Bezeichnungen aus Satz
det((D¢)1’2 ..... n) -1 ’ det((ng)l ..... i—1,4+1,..., n+1) — i(‘?,h

und damit det(D¢)!(u) - (D¢)(u) = 1 + ||(grad h)(u)||*>. Somit erhalten wir das
Integral einer Funktion f iiber den Graph I' := ¢(T) C R™™ (Hohenfiche) zu

/FdS () Z/Tdu V1+ [(grad h)(w)[? f(u, h(w)) .

Wir berechnen auf diese Weise noch einmal die Oberfliche der Halbkugel H K.
Dazusei T := {(z,y) € R? : 22+y? < R?} und h(z,y) := \/R? — 22 — y2. Dann
ist HK := (x,y, h(x,y)) C R? und wir erhalten

v (HK) = s = / (x,y) i
HK —x2—y

Das Integral 16sen wir in Polarkoordinaten z = rcos ¢, y = rsin¢. Mit Satz
erhalten wir

R 27 s
1 r=Rsin 2 .
vo(HK) = / drr/ dp ——— s t27TR2/ dt sint =27R*>. <
0 0 /1 — 2 0
R2

Beispiel 27.7 (Rotationsflichen im R?) Sei I C R offen und die Radiusfunk-
tion r : I — R, differenzierbar. Sei M := {(x,y,2) € R? : 2 €1, 2* +9y* =
(r(z))?} die Rotationsfliiche. Dann ist die Abbildung

¢: Ix]0,2n[— M\ N, P(p,2) == (r(z)cos g, 7(z)sinp, 2)

eine Immersion, wobei der Nullmeridian N = {(z,y,2) € R®* : z €1, y =
0, 2% = (r(2))?} herausgeschnitten ist. Wir erhalten

r'(z)cosp —r(z)sing

(Do)(z,0) = | r'(2)sing r(z)cosp
1 0

und damit (det(D¢)" - (D¢))(z,¢) = 7(2)*(1 + (r'(2))?). Da N eine Nullmenge
ist, erhalten wir das Integral einer Funktion f iiber die Rotationsfliche zu

/de /dz/ do r(2)\/1+ (r(2))2 f(r(2) cos i, r(z)sing, 2) .
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Fiir I =]—R, R[ und r(z) = v R? — 22 erhalten wir die Oberfldche der dreidi-
mensionalen Kugel M = {(z,y,y) € R® : 2? +y*+ 22 = R?} zu

R

z 2
*RQ_ZQ) m /_‘R z m

UQ(M):/MdS:%/_zdz \/m\/u(

N

28 Der Gaufische Integralsatz

Wir betrachten jetzt (differenzierbare) Hyperflachen im R", d.h. (n — 1)-
dimensionale Untermannigfaltigkeiten M C R". Lokal auf einer Teilmenge
U C M ist der Normalenvektorraum N,(U) ein eindimensionaler Untervektor-
raum des R", gegeben durch Vielfache des Gradienten der Funktion f : U — R",
die die Untermannigfaltigkeit beschreibt.

Definition 28.1 Ein Einheitsnormalenfeld auf einer Hyperflache M C R"™ ist ein
stetiges Vektorfeld v : M — R"”, so daB in jedem Punkt x € M gilt

i) v(x) steht senkrecht auf dem Tangentialraum T, (M)

i) [[v(z)] =1
Eine differenzierbare Hyperflache heit orientierbar, wenn es auf ihr ein Einheits-

normalenfeld gibt. Ein Paar (M, r) mit festgelegtem Einheitsnormalenfeld v heiBt
orientierte Hyperfliche.

Entweder es existieren zwei Einheitsnormalenfelder » und —v, oder gar keines.
Lokal in jeder Karte (V,¢) von M existiert immer ein Einheitsnormalenfeld
v = Hgigj }c”. Beim Zusammensetzen der Karten zu einer Uberdeckung von M
kann es aber das Problem geben, daf§ auf dem Durchschnitt V; NV} sich die Ein-
heitsnormalenfelder der Karten um das Vorzeichen unterscheiden. Bekanntestes

Beispiel einer nichtorientierbaren Hyperflache ist das Mobiusband.

Definition 28.2 Es sei (M, v) eine orientierte differenzierbare Hyperflache im R".
Ein Vektorfeld F' : M — R" heiBt integrierbar iiber M, wenn die Funktion (F v)
iber M integrierbar ist. In diesem Fall setzt man

/(M,y) dS F(x) :=/Mds (F(z),v(z)) .

Zur Formulierung des Gauflschen Integralsatzes benotigen wir den Begriff des
C!-Polyeders:

Definition 28.3 Essei G C R"” eine kompakte Teilmenge und 0G der Rand von G.
Ein Randpunkt = € G heiBt reguldrer Randpunkt, wenn es eine Umgebung U C R"
von z und eine stetig differenzierbare Funktion f: U — R gibt mit (grad f)(y) # 0
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firalley € U,sodaB GNU = {y € U : f(u) < 0}. Jeder nicht reguldre Randpunkt
von JG heiBt singular. Die Menge der reguldren Randpunkte heiBt regularer Rand
0.G. Die Menge der singuldren Randpunkte heiBt singuldrer Rand 0;G. Die Menge
G heiBt C!-Polyeder, wenn 9,G eine n — 1-dimensionale Nullmenge ist.

Die Definition besagt, dafl der reguldre Rand eine (n—1)-dimensionale Unter-
mannigfaltigkeit (Hyperflache) ist. Singuldre Randpunkte sind z.B. die Ecken
und Kanten eines Quaders. Diese diirfen wir nicht ausschlieen, da der Beweis
des GauBschen Integralsatzes auf den Fall der Quader zuriickgefithrt wird. Da es
fiir 9,G “innen” und “aulen” gibt, ist 0,G orientierbar. Das duflere Einheitsnor-
malenfeld ist dann dadurch ausgezeichnet, dafl es fiir jeden Punkt = € 0G C R”
ein € > 0 gibt, so dafl = + tv(x) ¢ G fiir alle t €]0, €].

In Vorbereitung des GauBschen Integralsatzes sei an die Divergenz eines Vek-
torfeldes F' auf einer offenen Teilmenge U C R™ erinnert: Ist F' = (FY, ..., F,,) mit
differenzierbaren Funktionen F; : U — R, dann ist die Divergenz des Vektorfeldes
die Funktion (divF) = 01 Fy + -+ - + 0, F,.

Theorem 28.4 (GauBl) Es sei G C R" ein C'-Polyeder, und 8,G sei durch das
aufSere Einheitsnormalenfeld orientiert. Ser F': U — R™ ein stetig differenzierba-
res Vektorfeld auf einer offenen Teilmenge U C R™ mut G C U. Ist die Divergenz
des Vektorfeldes div F' iber G C U integrierbar und das Vektorfeld F' iber den
requldren Rand 0,G integrierbar, dann gilt

/G dy (div F)(y) = /a TGdiq F(z) .

Der entscheidende Schritt im Beweis ist die Betrachtung der Situation fiir
einen kompakten achsenparallelen Quader, der offenbar ein C!-Polyeder ist.

Lemma 28.5 FEs sei Q C R™ ein offener Quader und F' = (Fy, ..., F,) ein stetig
differenzierbares Vektorfeld auf einer Umgebung U von Q). Dann gilt

/Q dy (div F)(y) = / dS F(x)

0Q
Beweis. Es sei v = (vy,...,v,) das duflere Einheitsnormalenfeld auf 9Q). Wegen
Linearitdt der Integrale geniigt es zu zeigen, daf fiir jede auf U stetig differen-
zierbare Funktion f und jede Komponente ¢ = 1,...,n gilt

/Q dy (01w = [ @

Durch Umnumerierung der Richtungen kénnen wir ¢ = n annehmen. Dann ist
Q = Q' x]a,b[, wobei Q" C R"! wieder ein offener Quader ist. Entsprechend sei
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y = (¥, z) die Parametrisierung mit ¢’ € R"* und 2z € R. Der reguliire Rand
von () ist

0,Q = ((Q)° x {a}) U ((@")° x {b}) U (8,Q'x Ja, [ ) ,

wobei (Q)')° das offene Innere von @)’ ist. Fiir die n-te Komponente v,, des dufleren
Einheitsnormalenfeldes auf dem reguldren Rand gilt dann

1 auf (Q)° x {b}
vp(z) =< —1 auf (Q)° x {b}
0 auf 0Q'x ]a,b|

Also ist die Funktion fr, nur iiber die Randflichen (Q')° x {b} und (Q")° x {a}

zu integrieren. Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung gilt

/Tde (vaf)(z) = / dy' f(y'.b) — /(Q/) a F(y.a)
/Q)ody/ dz (Onf)(Y', 2) = / Ay, 2) (0uf)(,2) . O

Wir sehen uns einige Anwendungen des GauBlschen Integralsatzes an.

Beispiel 28.6 (Oberfliche der Einheitssphére)

Es sei G = K, := {z € R* : ||z|| < 1} die n-dimensionale Einheitskugel und
S1:=9G = {x € R" : ||z|| = 1} die (n—1)-dimensionale Sphire. Wir betrach-
ten das Vektorfeld F' = z mit (div F')(z) = n. Das duBere Einheitsnormalenfeld
auf "1 ist v(z) = x. Dann gilt

/ d:c(divF)(:c):n/ dx :nﬁn:/ dS(:c,x):/ s =: w, .
n n Sn—1 Sn—1

Die Oberfliche der S™! ist also v, _1(S"7!) =: w, = nk, =

NS

2
T <

MI:

NN

Beispiel 28.7 Es sei G C R" ein C'-Polyeder, a € R" \ G ein Punkt und
r—a

F(z) :== ——. Wir beweisen
|z —all”
[ Br@={0 fat *
Zunéchst gilt fir  # a
(div F)(z) = (x — a, grad I a||"> + a”ndlv( —a)
= (& — o, i e + e = 0
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Ist a ¢ G, dann liefert der Gauflsche Integralsatz sofort die Behauptung (*).

Ist andererseits a € G, dann gibt es wegen a ¢ 0G eine offene Kugel K, (a) C
G. Dann ist G, := G\ K,(a) wieder ein C'-Polyeder, und (div F)(y) = 0 fiir
alle y € G,. Es gilt 9,G, = 0,G U 0K, (a). Das &uflere Einheitsnormalenfeld v
auf 0K, (a) aus Sicht von G, ist das innere Einheitsnormalenfeld aus Sicht von
K. (a), so daB gilt v(z) = —p=r = —1(z — a). Das ergibt (v(z), F(z)) = — =

fir alle x € K,(r) und damit

. i, 1
/ dSF(:c):—/ dS F(z) = 1/ s = w, .
Nel 0K (a) 7 oK, (a)

Die Gleichung (*) verallgemeinert sich auf Linearkombinationen von Vektor-
feldern F. Sei G C R? ein C!-Polyeder und seien ¢, .. ., g, die Punktladungen in
den Punkten ay,...,a; € R®\ G, dann ist nach dem Coulombschen Gesetz die
elektrische Feldstérke in einem Punkt x # a; gegeben durch

k
E=Y wle=al
2 i e alP

Der Fluf3 des elektrischen Feldstéirke durch die Oberfliche 0G ist dann gleich der
Gesamtladung in G:

ds i
/aG E(x Z qi <

{i: a,€G}

Satz 28.8 (Greensche Formeln) Sei G C R" ein C'-Polyeder und f,g 2wei-
mal stetig differenzierbare Funktionen auf einer offenen Umgebung von G. Dann
gilt

/ dy (grad f, grad g)(y) = / 48 (f Dyg)(x) — / dy (F Ag)(y)
G oG G
/ dy (f Ag — g Af)(y) = / dS (f Dyg — g Duf)(x)
G oG

wobei D, f = (v, grad f) die Richtungsableitung in die duflere Normalenrichtung
15t.

Beweis. Man wendet den Gauflschen Integralsatz auf das Vektorfeld F' = f grad g
an und benutzt die Leibnizregel. O

Die Greenschen Formeln spielen eine wichtige Rolle bei der Loésung wichtiger
partieller Differentialgleichungen.

Definition 28.9 Sei U C R" offen. Eine zweimal stetig differenzierbare Funktion f
auf U heiBt harmonisch, wenn (Af)(z) = 0 fiir alle x € U.
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Die Newtonschen Potentiale IV, : (R"\ {a}) — R mit
1 1
N e ] =2 le =
—In ||z — al| fir n =2
2m

fiirn > 2

sind auf R" \ {a} harmonisch.

Satz 28.10 (Mittelwertsatz harmonischer Funktionen) Es sei h: U — R
eine harmonische Funktion auf einer offenen Menge U C R™. Dann gilt fiir jede
Kugel K,.(a) C U
1
h(a) = / 4s h(z)

o -1
W™ Jok,(a)

Beweis. (fiir n > 2) Sei G := K, (a) \ K,(a) die Kugelschale mit innerem Radius
p und duBerem Radius r > p, und sei S, := 0K, (a) und S, := 0K ,(a). Dann sind
h, N, harmonisch auf G, so dal nach der 2. Greenschen Formel gilt

‘/wwmm—mmww5/wwmm—mmww.

Dabei ist v jeweils das &duflere Einheitsnormalenfeld auf den Sphéren. Die

1. Greensche Formel fir G = Kg(a) sowie f +— 1 und g — h liefert
st dS (D,h)(z) = 0 fir R = p und R = r. Da N, auf Sk konstant ist, folgt

/ dS (hD,N,)(z) = / dS (hD,N,)(z). Fir alle x € Sg gilt (D,N,)(x) =
Sy

Sp
= - }%n_l und damit

1 1
T /T dS h(z) = o /S,, dS h(z) .

Fiir p — 0 folgt aus der Stetigkeit von h die Behauptung. O

1 1

wn [lz—al"=1

Mit den Greenschen Formeln beweist man auch den folgenden Satz iiber eine
Losung der Potentialgleichung:

Satz 28.11 Seip: R™ — R eine stetig differenzierbare Funktion mit kompaktem
Trager. Fir x € R ses

oa) = [y Nyfa) plo).

Dann ist ¢ : R" — R zweimal stetig differenzierbar, und es gilt A¢p = p.

Dabei kann man sich p als Ladungsdichte vorstellen und ¢ als elektrisches Potenti-
al. Auf diese Weise findet man das Coulombsche Gesetz als Losung der statischen
Maxwellschen Gleichungen.
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