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Teil 1
Einleitung

1 Programm

Spektrale Tripel sind der Rahmen fiir nichtkommutative Differentialgeometrie.
Historischer Ausgangspunkt sind die Theoreme von Gelfand-Naimark und Serre-
Swan. Sie besagen, dafl siamtliche topologische Information eines kompakten
Hausdorff-Raums X bzw. eines Vektorbiindels iiber X aus der kommutative Alge-
bra der stetigen Funktionen C'(X) bzw. aus einem endlich erzeugten projektiven
Modul £ iiber C'(X) rekonstruiert werden kann.

Die Verallgemeinerung dieser Strukturaussagen auf nichtkommutative Alge-
bren A und projektive Moduln £ iiber A und deren Untersuchung ist Gegen-
stand der Nichtkommutativen Geometrie. In der Vorlesung wird es um einen
Teilaspekt gehen, ndmlich die Charakterisierung differenzierbarer und metrischer
Réaume und ihre nichtkommutative Verallgemeinerung. Alain Connes hat erkannt,
daB Differenzierbarkeit und Metrik gemeinsam durch einen weiteren Operator D
in einem Hilbert-Raum H kodiert werden. Spektrale Tripel sind gegeben durch
(A, H,D) und Bedingungen zwischen ihnen. Diese Bedingungen sind flexibel je
nach interessierender Beispielklasse.

i) Wir starten mit den Bedingungen, die nach A. Connes im Fall einer kom-
mutativen Algebra A die Rekonstruktion einer orientierten differenzier-
baren Mannigfaltigkeit aus (A, H, D) erlauben, und stellen wesentliche
Ideen dieser Rekonstruktion vor.

ii) Anschliefend geht es um fast-kommutative Geometrien, das sind Tensor-
produkte aus kommutativen spektralen Tripeln mit Matrizen. Wir zei-
gen, daB Aquivalenzklassen solcher fast-kommutativen Geometrien Yang-
Mills-Modelle der Physik beschreiben, und diskutieren im Detail das
Spektralwirkungsprinzip: Jede Funktion des Spektrums von D enthélt in
asymptotischer Entwicklung die Wirkungsfunktionale der Gravitations-
und Teilchenphysik.

iii) Im letzten Teil behandeln wir isospektrale Deformationen, in denen der
Operator D und der Hilbert-Raum H unverdndert aus einem kommuta-
tiven spektralen Tripel iibernommen werden, die Algebra jedoch nicht-
kommutativ deformiert wird. Standardbeispiel ist der nichtkommutative
Torus.

2 Gelfand-Naimark

Das Gelfand-Naimark-Theorem stellt eine 1:1-Korrespondenz her zwischen kom-
pakten Hausdorff-Rdumen und kommutativen unitalen C*-Algebren. (Genauer
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gesagt ist es ein kontravarianter Funktor zwischen entsprechenden Kategorien.)
Hausdorff-Rdume sind topologische Rdume, in denen die Punkte durch offene
Umgebungen getrennt werden konnen, Gegenbeispiele sind pathologisch. Wir
erinnern im folgenden an Definition und grundlegende Eigenschaften von C*-
Algebren.

Wir betrachten ausschlieflich Algebren A iiber C und nehmen die Existenz
eines Einselements 1 € A an, la =al =a VYa € A (A heiBt dann unital). Die
Algebra heifit kommutativ, wenn ab = ba Va,b € A.

Eine normierte Algebra ist eine Algebra A zusammen mit einer Abbildung
| |l - A — R, die die drei Normaxiome fiir Vektorrdume erfiillt und zusétzlich
|ab]| < ||a|| ||b]] und ||1]] = 1. Eine beziiglich der Norm vollstdndige normierte
Algebra heifit Banach-Algebra.

Eine *-Operation (Involution) auf A ist eine Abbildung * : A — A, fiir die
gilt:

(a+b)*=a*+b", (Aa)*=Xa*, (ab)*=0b"a", (a*)* =ua.

Dann heifit A eine x-Algebra oder involutive Algebra.

Eine Banach-x-Algebra ist eine involutive Banach-Algebra (A, || ||), fur die
la*|| = ||a]| gilt. Daraus folgt ||a*a| < ||al|?>. Gilt sogar die Gleichheit, so liegt
eine C*-Algebra vor:

Definition 2.1 Eine C*-Algebra ist eine involutive Banach-Algebra (A, || ||, *) mit
der C*-Eigenschaft ||a*a| = ||a||? fiir alle a € A.

Die C*-Eigenschaft ist sehr einschrankend: Man kann zeigen, dafl die C*-Norm
eindeutig ist, und Isomorphismen zwischen C*-Algebren sind automatisch isome-
trisch.

Beispiel 2.2 Das Standardbeispiel einer C*-Algebra ist die Algebra C(X) > f
der stetigen (komplexwertigen) Funktionen auf einem kompakten Hausdorff-
Raum X (das Urbild f~!(V) offener Mengen V' C C ist offen in X), zusammen
mit der Supremumsnorm ||f|| = sup,cx |f(x)| und der Involution f*(z) = f(z).
Bekanntlich ist (C'(X),|| ||) ein vollstindiger normierter Vektorraum (stetige
Funktionen auf kompakten R&umen sind gleichméBig stetig, so dafl Cauchy-
Folgen (fx) stetiger Funktionen gegen eine stetige Funktion konvergieren). Es
gilt
1fgll = sup(|f(2)] |g(x)]) < (sup | f(2)]) (sup |g(=)]) = [ f[I ]lg]]
reX zeX rzeX

und || f|| = ||f*]], also ist C(X) Banach-*-Algebra. SchlieBlich nehmen stetige
reellwertige Funktionen auf kompakten Réumen ihr Supremum an, d.h. es gibt
ein p € X mit ||f|| = |f(p)| und deshalb

I77£11 = sup [f(@)* = 1) =71,

d.h. C(X) ist C*-Algebra.
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Beispiel 2.3 Es sei (H,( , )) ein komplexer Hilbert-Raum (d.h. vollstédndig
beziiglich der durch das Skalarprodukt definierten Norm). Es sei £(H) der Vek-
torraum der linearen und beschrinkten Operatoren auf H zusammen mit der
Operator-Norm [|T|| := sup,es <1 | AZ]|. Wegen der Vollstindigkeit von H ist
L(H) ein Banach-Raum, sogar eine Banach-Algebra wegen || Tz|| < ||T]|||z] und
deshalb || TSxz| < [|[T||IISz]| < IT||IISII||z|l.- Nach dem Rieszschen Darstellungs-
satz definiert (x, Ty) = (T*x,y) eindeutig den zu T' € L(H) adjungierten Opera-
tor T* € L(H), und es gilt ||T*|| = ||7'||. SchlieBlich gilt nach Cauchy-Schwarz

|T2|* = (T2, Tx) = (T"Tw,x) < |T"Tx|l|z]| < |T°T ||,

also nach Supremumsbildung ||T'[]? < || T*T|| < ||T||*. Damit ist £(H) eine C*-
Algebra.

Ein zweites Theorem von Gelfand-Naimark besagt, dafl jede C*-Algebra iso-
morph zu einer C*-Unteralgebra von L£(H) ist. Ein entscheidender Schritt im
Beweis ist die GNS-Konstruktion.

Definition 2.4 Es sei A eine komplexe unitale Banach-Algebra und a € A. Das
Spektrum von a ist die Teilmenge der komplexen Zahlen

sp(a) ={z € C : (a— z1) ist nicht invertierbar in A} |

und r(a) := sup{|A| : A € sp(a)} heiBt Spektralradius. Das Komplement des
Spektrums C \ sp(a) ist die Resolventenmenge von a.

Die geometrische Reihe — >~ | -2 konvergiert fiir [|a|| < || gegen (a—z1)7", so
daB r(a) < ||a||. Die Resolventenmenge ist offen, denn mit 7 ist fiir |77 — 77| <
|77~ auch 7" = T(1 — T-YT — T")) invertierbar. Das Spektrum ist also
abgeschlossen und wegen r(a) < ||a|| kompakt. Ebenso ergibt sich aus der geome-
trischen Reihe, daf die Resolventenfunktion z — (a — 21)~! holomorph auf der
Resolventenmenge ist. Damit ist das Spektrum nichtleer, denn sonst wiirde die
Resolventenfunktion eine auf ganz C holomorphe, beschrankte und nichtkonstan-
te Funktion sein, im Widerspruch zum Satz von Liouville. Mittels Holomorphie
und Funktionalkalkiil kann man die Spektralradiusformel

. 1
r(a) = lim [la"|[*

beweisen. Fiir normale Elemente (aa* = a*a) einer C*-Algebra zeigt man
daraus, daB r(a) = |la|| gilt. Uns geniigt spéter ein Spezialfall: r(a*a) =
lim, s ||(a*a)?"||2" = |la*al|. Insbesondere gilt r(a) = [a|| in jeder kommuta-

tiven C*-Algebra.

Beispiel 2.5 Fiir die Algebra A = C(X) der stetigen Funktionen ist sp(f) =
{f(z) : x € X} der Wertebereich der Funktion.

3

Preliminary version — 9. Februar 2009



Definition 2.6 Ein Charakter auf einer unitalen normierten Algebra A ist ein von
0 verschiedener Algebrenhomomorphismus x : A — C.

Es gilt x(1) = 1 und ||x|| = 1, denn sei x(a) = A, dann ist x(a — A1) = 0, also
A € sp(a) und somit |x(a)| = |A| < r(a) < ||lal|. Also ||x|| < 1 und ||x|| > 1 aus
x(1) =1.

Sei A nun kommutativ und X = Spec(A) der Raum der Charaktere auf
A. Offenbar ist Spec(A) Teilmenge der Einheitsvollkugel A} des Dualraums A’
von A. Das Banach-Alaoglu-Theorem besagt, dal A} kompakt in der schwach-*-
Topologie von A’ ist. AuBerdem ist A’ ein Hausdorff-Raum beziiglich der schwach-
x-Topologie. Man zeigt, dal Spec(A) abgeschlossen ist (Das Komplement, also
die Menge der linearen stetigen Funktionale, die keine Algebrenhomomorphismen
sind, ist schwach-*-offen). Somit ist X ein kompakter Hausdorff-Raum (mit der
Relativtopologie aus A’).

Definition 2.7 Sei A kommutative Banach-Algebra und a € A. Die (nach Definiti-
on der schwach-x-Topologie stetige) Abbildung a : Spec(A) — C, mit a(x) := x(a),
heiBt Gelfand-Transformierte zu a. Die Abbildung p : A — C(Spec(A)), mit
p(a) := a, heiBt Gelfand-Transformation.

Offenbar ist C'(X) wieder eine kommutative C*-Algebra.

Theorem 2.8 (Gelfand-Naimark) Es sei A eine kommutative C*-Algebra.
Die Gelfand-Transformation ist ein isometrischer Isomorphismus p : A —

C(Spec(A)).

Beweis. Wir verwenden (mit anderen Bezeichnungen) [26].

Klar ist, dafl p ein Algebrenhomomorphismus zwischen normierten Algebren
ist. Zu zeigen ist i) ||p(a)|| = ||a|| fir alle a € A, was die Injektivitét liefert, und
ii) die Surjektivitét.

i) Es gilt |p(a)(0)] = lIx(a)]l < lIxllllall = [la]| fir alle x € Spec(A), also nach
Supremumsbildung |||l < ||a||. Insbesondere ist p stetig.

Man zeigt fiir C*-Algebren mittels Polarisationsformeln oder Funktional-
kalkiil, daB p ein *-Homomorphismus ist, y(a*) = x(a). Das Spektrum selbst-
adjungierter positiver Elemente von A ist reell und positiv. Das Spektrum ist
abgeschlossen, also ist r(a*a) € sp(a*a). Wenn man beweisen kann, daf es zu

jedem Spektralwert A € sp(a) einen Charakter y gibt mit y(a) = A, so folgt

x(a*a) = x(a")x(a) = [a()* = r(a’a) = [la"al| = ||a]|*.
Also folgt ||al| = sup,cgpeciay la(X)] > [lal[, zusammen mit der anderen Unglei-
chung also ||a|| = ||a|| fiir alle a € A.

Es bleibt y(a) = A zu zeigen. Dazu ist eine Verbindung zwischen Charakteren
und maximalen Idealen zu verwenden. Ein (echtes) Ideal 1 ¢ I 3 b einer Algebra

4

Preliminary version — 9. Februar 2009



A 3 a ist ein linearer Teilraum mit ab, ba € I. Zunéchst ist ker y ein Ideal in A.
Dieses ist maximal (nicht enthalten in einem echten Ideal I'), denn fiir a € I'\ker x
ist x(a) invertierbar. Wéhle b € A mit x(a)x(b) = 1 (x ist surjektiv!), dann
ist ab € I und ab—1 € kery C I, also 1 € I, Widerspruch. Sei umgekehrt
I ein maximales Ideal von A, dann zeigt man unter Verwendung des Lemmas
von Zorn, da A/I ein Korper ist. Nach dem Satz von Gelfand-Mazur ist dann
A/l ~ C: Denn sei A/I 5 b# 0 und A € sp(b) (nichtleer), dann ist b — A1 nicht
invertierbar, also b = A1. Damit definiert jedes maximale Ideal I einen Charakter
Xx1:A— A/l — C, mit I = ker y;.

Daraus folgt nun, daff es zu jedem A\ € sp(a) ein x € Spec(A) gibt mit
x(a) = A. Denn A(a— A1) # 1 ist echtes Ideal, und dieses ist in einem maximalen
Ideal ker x; enthalten. Wegen 1 € A folgt also a — A1 € ker x7, d.h x;(a) = .

ii) Surjektivitdt folgt aus dem Satz von Stone-Weierstrafl:
Sei X ein kompakter Hausdorff-Raum und B Unteralgebra von C'(X). Wenn B
i) die Punkte von X trennt, d.h. fiir alle z,y € X gibt es f € B mit f(z) # f(y),
ii) nicht identisch verschwindet, d.h. fiir alle z € X gibt es f € B mit f(z) #0,
i) abgeschlossen unter komplexer Konjugation ist,
dann liegt B dicht in C'(X) beziiglich der Norm-Topologie.

Sei B = p(A) C C(Spec(A)). Seien x; # x2 Charaktere. Dann gibt es ein
a € A mit x1(a) # xz(a), also a(x1) # a(xz2), und @ € B trennt die Punkte.
Wegen 1(x) = 1 verschwindet B nicht identisch. Mit p(a) liegt auch p(a)* = p(a*)
in B. Also liegt B dicht in C'(Spec(A)) Wegen ||p(a)|| = ||la|| ist B vollstéindig
in der Norm-Topologie (ist (a)-Cauchy-Folge, so auch (a), die gegen a € A
konvergiert), also abgeschlossen und gleich C'(Spec(A)). O

Sei X ein kompakter Hausdorff-Raum. Es verbleibt zu zeigen, dal ¥ =
Spec(C(X)) wieder homoomorph zu X ist. Nach Definition der schwach-*-
Topologie geniigt es zu zeigen, daB es eine Bijektion zwischen X und Spec(C(X))
als Mengen gibt.

Sei €, : C(X) — C die Auswertung in z € X, d.h. €,(f) = f(z). Damit ist ¢,
ein Charakter, und

kere, ={f € C(X) : f(x) =0}

ist maximales Ideal von C'(X). Somit liefert die Auswertung eine Abbildung e :
X — Spec(C(X), die in der schwach-*-Topologie von Spec(C(X) stetig ist.

Sei umgekehrt y € Spec(C(X)), dann ist ker x ein maximales Ideal in C'(X).
Angenommen, [ = ker y wére verschieden von allen ker¢,. Insbesondere wére [
in keinem ker €, enthalten, d.h. zu jedem x € X gibt es ein g, € I mit g,(z) # 0.
Wegen der Stetigkeit ist dann auch g, (y) # 0 fir alle y aus einer Umgebung U,
von X. Da X kompakt ist, gibt es endlich viele zq, ..., 2z, mit f ="  |g.,|> € [
iiberall verschieden von 0. Also ist f invertierbar und 1 = f~1. f € I, Wider-
spruch. Also ist e bijektiv.
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3 Serre-Swan

Definition 3.1 Es sei X ein kompakter Hausdorff-Raum. Ein (komplexes) lokal-
triviales Vektorbiindel iiber X ist gegeben durch einen topologischen Raum FE und
eine stetige surjektive Abbildung p : F — X, so daB gilt:

e Fiir jeden Punkt z € X ist die Faser E, := p~!(z) C E ein endlich-
dimensionaler komplexer Vektorraum.

e Zu jedem x € X existiert eine Umgebung U und eine Zahl m € N, so daB3
p~H(U) homdomorph zu C™ x U ist.

Ein (globaler) Schnitt von E 2 X ist eine stetige Abbildung s : X — E mit
pos = idy. Mit I'(E, S) werde der Vektorraum der Schnitte von E % X bezeichnet.

Dabei ist (A1sy + Aas2) () := A\is1(x) + Aesa(z). Durch (sf)(x) := s(z)f(z) fir
f e C(X) wird I'(E, S) zu einem Modul iiber C'(X). Das bedeutet, dafl in den
Vektorraum-Axiomen C durch C(X) ersetzt werden kann. Es tibertragen sich alle
Strukturen, die nicht die Division erfordern. Lineare Unabhangigkeit iiber C'(X)
ist nicht sinnvoll, im Gegensatz zum Begriff des Erzeugendensystems: Ein C(X)-
Modul &£ heifit endlich erzeugt, wenn es eine endliche Familie 7y, ..., ng gibt, so
daB jedes n € £ (nicht notwendig eindeutig) darstellbar ist als n = Zle n; f; fiir
fi € C(X).

Ein C(X)-Modul £ heifit frei, wenn £ homéomorph zu C"®@C(X) ist. Offenbar
ist der Vektorraum der Schnitte des global trivialen Vektorbiindels £ = C™ x X
ein freier C'(X)-Modul. Ein Erzeugendensystem ist (e; ® 1);=1,..m, wobei (¢;) eine
Basis von C™ ist und 1 € C'(X) die konstante Funktion.

Fiir Vektorrdume und C'(X)-Moduln &8t sich eine direkte Summe erkldren.
Sind FEi, E» Vektorbiindel iiber X, dann ist die Whitney-Summe F; @ Es erklart
als die Teilmenge von E; X Fy 3 (e, e5) mit pi(e;) = pa(ez). Sind &, & Moduln
tiber C(X), dann ist auch die direkte Summe & @ & > (11, 12) ein C(X)-Modul
mit (n1,m2)f = (mf,mef). Ein C(X)-Modul £ heifit projektiv, wenn es einen
C(X)-Modul & gibt, so dafl £ & &’ ein freier Modul ist.

.....

Theorem 3.2 (Swan, 1962 [48]) Sei X ein kompakter Hausdor(f-Raum. Ein
C(X)-Modul £ ist genau dann isomorph zu einem Modul der Form I'(E, X) fir
ein lokal-triviales Vektorbiindel E 2 X, wenn & endlich erzeugt und projektiv
18t.

Beweis. Die Originalarbeit von Swan [48] und die Arbeit von Landi [34] sind gute
Referenzen.

i) Sei E 2. X beliebiges lokal-triviales Vektorbiindel iiber X. Wir zeigen
zunéchst, dal € = T'(F, X) ein endlich erzeugter projektiver C'(X)-Modul ist. We-
gen der lokalen Trivialitdt existiert zu jedem x € X eine Familie s, 1,..., 55, €
['(E, X), die eine lokale Basis von p~'(U,) ~ C™ x U iiber einer Umgebung
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U, C X von z bildet. (Zunéchst kann s, 1(x),..., Szm(x) € E; ~ C™ linear un-
abhingig gewihlt werden. Wegen der Stetigkeit sind aber auch s, 1(vy), ..., Sz.m(y)
linear unabhéngig fiir alle y € U,.)

Da X kompakt ist, gibt es endlich viele sq,...,s, € &, so daf} fiir jeden
Punkt # € X die Faser p~'(z) von s1(z),...,s,(z) aufgespannt wird. Also ist
& endlich erzeugt durch si,...,s,. Sei F = C" ® C(X) = I'(C" x X, X) der
freie C'(X)-Modul mit n Erzeugern ey, ..., e,. Die Abbildung 7 : F — & definiert
durch 7(e;) = s; und Fortsetzung tiber die Modulstruktur ist surjektiv und stetig.
Da die Dimension des Bildes von 7 lokal konstant ist, ist mit im(7) = £ auch
ker(m) =: & ein C(X)-Modul (siehe [48, Proposition 1]), und es gilt F = £ & £'.
Damit ist £ projektiv.

ii) Sei £ ein endlich erzeuger projektiver C'(X)-Modul, d.h. £ & £ = F und
F=C"®C(X). Sei F 2 & = (n,7') die entsprechende Zerlegung, mit f =
(nf,n'f). Sei e : F — F gegeben durch e£ = (n,0), dann gilt ¢> = e und
(e€)f =e(&f) sowie £ ~ im(e) und & ~ ker(e).

Seiz € X und I, = {f € C(X) : f(z) = 0} das entsprechende maxima-
le Ideal in C'(X). Dann besteht FI, aus den in x verschwindenden Elementen
aus F, und F/FI, besteht aus den Aquivalenzklassen von Elementen aus F mit
gleichem Wert in x. Damit liefert die Auswertung £ — £(z) einen Isomorphismus
F/FI, ~ F, ~ C". Wegen (ef)f = e(¢f) erhélt e den Untermodul eF1I,, so
daB die Auswertung e — (e£)(z) einen Isomorphismus e /eF I, ~ E, zu einem
Untervektorraum £, C C™ liefert. Wenn wir zeigen konnen, dal die Dimensi-
on von F, lokal konstant ist, dann definieren diese Fasern F, ein lokal-triviales
Vektorbiindel.

Sei dim(E,) = m. Dann existieren m linear unabhingige stetige Schnitte
S1y .-y 8m von C" x X derart, daf§ (es;)(z) = s;(z). Dann sind die es; auch in
einer Umgebung U von z linear unabhéngig (wie oben), also ist dim(E,) > m
fiir alle y € U. Wiederholung der Argumentation fiir die Idempotente 1 — e
fithrt auf den komplementéren Faserraum FE! der Dimension n — m. Folglich ist
dim(£;) > n —m. Da die Gesamtdimension konstant ist, folgt dim(E,) = m
lokal konstant. Das Vektorbiindel ist nun E = {J,y Ee X {2} mit p~'(U) =
span(esy, ..., €Sy,) X, U. O

Es sei bemerkt, daf} sich die Konstruktion auch fiir andere Funktionsklassen
durchfiihren 148t wie z.B. Vektorbiindel iiber differenzierbaren Mannigfaltigkeiten
mit C°(X)-Modulstruktur der Schnitte (z.B. [34]). In Connes’ Rekonstruktions-
theorem wird eine Verallgemeinerung auf L>(X) benotigt.

In der nichtkommutativen Geometrie 148t man die Forderung der Kommu-
tativitdt weg und betrachtet endlich erzeugte projektive Moduln iiber (weitge-
hend) beliebigen Algebren. Die Klassifikation dieser Moduln ist Gegenstand der
K-Theorie.

Beispiel 3.3 (z.B. [31]) Fir X = S? und ny,ny,n3 € C(X) werde e €
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My(C(X)) definiert als

o — 1 14+ n3 ny — in2
- 2 ny + in2 1-— ng
Dann ist

3
e=¢e¢" Sn=n;, 62:€<=>E n?zl,nmj:njnifﬁri;&j.

i=1

Mit anderen Worten, e ist genau dann ein Projektor, wenn n = (nq, ny, ng) eine
stetige Abbildung n : S? — S? ist. Es gilt rang(e) = tr(e) = 1. Damit defi-
niert £ = ¢(C? ® C(S?)) ein komplexes Linienbiindel iiber der S?. Es steht in
Verbindung zum komplexen Hopf-Biindel U(1) — S® — S2.

Interessant ist, dal wenn A die von den Eintrégen e;; von e erzeugte Opera-
toralgebra ist, die Bedingung ¢ = e€? = e* erzwingt, da A = C(S?) ist [1]. Fiir
den vierdimensionalen Fall ergibt sich nicht nur die S* als Losung, sondern auch
die Connes-Landi-Sphéren [12].
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Teil 11
Kommutative spektrale Tripel

4 Diskussion der Definition

Zunichst werde die Algebra A als kommutativ vorausgesetzt. Dadurch 148t sich
der Anschlul an die {ibliche Differentialgeometrie realisieren. Jedoch werden die
Strukturen so formuliert, daf sie sich leicht ins Nichtkommutative verallgemeinern
lassen. Wir geben zunéchst die Originaldefinition aus [T5].

Definition 4.1 Ein kommutatives spektrales Tripel (A, H, D) der Dimension p € N
besteht aus einer kommutativen involutiven unitalen Algebra A, dargestellt in einem
Hilbert-Raum H, und einem selbstadjungierten Operator D in H, eingeschrankt durch
5 Bedingungen:
1) Dimension. Die Resolvente von D ist ein kompakter Operator, und ihr n-ter
1
charakteristischer Wert ist von Ordnung O(n" 7).
2) Ordnung-Eins. [[D, f],g] = 0 fiir alle f,g € A.

3) Regularitat. Fiir beliebiges f € A und m € N liegen f und [D, f] im Defi-
nitionsbereich des Operators §™, wobei 6T := [|D|, T] fir T € L(H).

4) Orientierbarkeit. Sei mp : AP+ die Abbildung mp(fo @ f1i ® -+ ® f,) :=
folD, f1] -+ - [D, f,]. Es existiert ein Hochschild-p-Zykel ¢ € Z,(A,A), so
daB fiir v := 7p(c) gilt v = 1 fiir p ungerade und v = 7*, 72 = 1 sowie
D~y = —~D fiir p gerade.

5) Endlichkeit und absolute Stetigkeit. Der Raum Ho, = () ._, dom(D™) C H
ist ein endlich erzeugter projektiver A-Modul, H., = eA™. Fiir die dadurch
definierte hermitesche Struktur

(1) Hoo X Hoo = A, () =D &me A fir§,neeA”
i=1

gilt (&,n) = /[(§|n)|D|_p fir alle £, 1 € Hoo, wobei T der Koeffizient der

logarithmischen Divergenz von Tr(T') ist.

Die Definition enthélt sehr viel Information, die wir zumindest zum Teil dis-
kutieren werden. Zunéchst jedoch das Rekonstruktionstheorem, welches die De-
finition motiviert.

Theorem 4.2 (Connes, 2008 [15]) Es sei (A, D,H) ein kommutatives spek-
trales Tripel, und die Bedingungen 1) bis 5) seien in stirkerer Form realisiert:

o Alle Endomorphismen T € End 4(Hoo) sind reguldr.
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e Der Hochschild-Zykel ist antisymmetrisch, d.h. ¢ =733 5q e(B)ad ®
V. .af}’”, wobei €(5) das Vorzeichen der Permutation (3 ist.

Dann existiert eine kompakte orientierte differenzierbare Mannigfaltigkeit X, und
A = C®(X) ist die Algebra der glatten Funktionen auf X. Umgekehrt definiert
jede kompakte orientierte differenzierbare Mannigfaltigkeit ein spektrales Tripel
mit diesen Bedingungen.

Es gibt ein weiteres Theorem [I5], welches unter anderen Zusatzbedingungen
sicherstellt, dafl X eine Spin®-Mannigfaltigkeit ist, und D ist dann ein Dirac-
Operator. Eine (zusétzliche) Realitdtsbedingung liefert sogar eine Spinstruktur
[23], und die sogenannte Spektralwirkung wéhlt den Levi-Civita-Zusammenhang
aus.

4.1 Unbeschrinkte Operatoren

Zunéchst folgt aus 1), dal D unbeschrénkt ist fiir p > 0. Wir stellen Eigenschaften
unbeschriankter Operatoren bereit (z.B. 43, 52]).

Mit dom(7) C H werde der Definitionsbereich eines linearen (unbe-
schrinkten) Operators 7 bezeichnet. Der Graph von T ist die Menge I'(T") der
Paare (¢,T¢) € H x H mit ¢ € dom(T"). Ein Operator T" heifit abgeschlossen,
wenn I'(T) C 'H x 'H abgeschlossen ist. Das bedeutet, dafi dom(7") vollstandig ist
beziiglich der Graphennorm ||(¢, T¢)|| = ||¢|| + || T#||. Aquivalent: Ist (¢,) eine
Folge in dom(7) mit ¢, — ¢ € H und T¢,, — ¢ € H, dann gilt ¢ € dom(T)
und ¢ = T'¢. Der Satz vom abgeschlossenen Graphen besagt: Es sei T : H; — Ho
abgeschlossener Operator zwischen Hilbert-Raumen. dom(T") ist genau dann abge-
schlossen, wenn T’ stetig ist. Dieser Satz steht in Verbindung zum Satz von der of-
fenen Abbildung: Jede stetige lineare surjektive Abbildung zwischen Hilbert-Raumen
ist offen, d.h. bildet offene Mengen auf offene Mengen ab. In diesen Sétzen kann
Hilbert-Raum durch Banach-Raum ersetzt werden.

Eine Erweiterung von T ist ein Operator T3 mit dom(7;) D dom(7') und
Tip = T¢ fiir alle ¢ € dom(T'). Ein Operator T heifit abschlieSbar, wenn ei-
ne abgeschlossene Erweiterung T} existiert. In diesem Fall gibt es eine kleinste
abgeschlossene Erweiterung 7', der Abschlufl von 7.

Fiir einen linearen dicht definierten Operator T": dom(7) — H ist der lineare
Teilraum dom(7™) definiert als die Menge aller ¢ € H, fiir die es ein n € H gibt
mit (7Y, ¢) = (Y, n) fir alle » € dom(7T'). Dann ist der adjungierte Operator T*
erklart durch 7%¢ = n. T ist immer abgeschlossen, und 7T ist abschlieSbar, wenn
dom(T*) C ‘H dicht ist. In diesem Fall ist T = T**.

Ein linearer dicht definierter Operator 1" heifit

e symmetrisch, wenn dom(7") C dom(7™) und T¢ = T*¢ fur alle ¢ €
dom(T").
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e selbstadjungiert, wenn 7' = T, d.h. dom(7T") = dom(7™*) und T symme-
trisch.

e wesentlich selbstadjungiert, wenn 7' symmetrisch ist und 7" selbstadjun-
giert ist.

Damit sind selbstadjungierte Operatoren automatisch abgeschlossen.

Fiir abgeschlossene Operatoren T kann man eine Spektraltheorie einfiihren.
Eine komplexe Zahl A gehort zur Resolventenmenge R(T), wenn Aidy — T :
dom(T) — H bijektiv ist und die Resolvente Ry(T) := (Mdy — T)~! be-
schrankt ist. Die Resolventenmenge ist offen in C, und die Resolventenfunktion
A (Aidy — T')~! ist holomorph auf R(T). Das Komplement sp(T) = C\ R(T)
ist das Spektrum von T, es ist abgeschlossen, im allgemeinen nicht kompakt und
kann sogar leer sein. Selbstadjungierte Operatoren haben reelles Spektrum. Uber
die Cayley-Transformation T+ Up := (i idy — T')(—iidy — T)~! werden selbst-
adjungierte Operatoren auf unitdre Operatoren abgebildet mit id — Ur injektiv.
Aus dem Spektralmaf fiir unitdre Operatoren kann dann ein Spektralsatz fiir

selbstadjungierte Operatoren bewiesen werden: T'= [ AdFE).

Fiir abgeschlossene Operatoren gibt es eine eindeﬂétige Polarzerlegung 17" =
F|T|. Dabei ist |T'| ein positiver selbstadjungierter Operator mit dom(|7T’|) =
dom(7T") und ker T = ker [T|, und F ist eine partielle Isometrie von (ker7T')*
nach im (7). Ist 7" normal, dann kommutiert F' mit |T'| und damit mit 7". Ist

T selbstadjungiert (insbesondere normal), dann ist F? = 1 auf (ker T)*. Fiir
2 [*d\N T*T
0 ¢ sp(T') kann |T'| charakterisiert werden durch |T'| = T ATTTn

Zuriick zur Definition. Die Endlichkeit charakterisiert Ho, = (,r_, dom(D™).
Aus der Selbstadjungiertheit von D folgt, dafl H,, dicht in H ist (Reed-Simon
2: X.6): Fiir einen dicht definierten abgeschlossenen Operator T auf H ist T*T
selbstadjungiert, insbesondere dicht definiert. Somit ist mit D auch D? und induk-
tiv D?" selbstadjungiert auf H, folglich ist dom(D?™) dicht in H. Die Behauptung
folgt nun aus dom(D™) C dom(DF) fiir k > m. Bezeichne Dy, die Einschrinkung
von D auf den Definitionsbereich H.,, dann ist D,, wesentlich selbstadjungiert,
da symmetrisch und D,, = D. Damit ist H,, determinierender Bereich (core) fiir
D, d.h. (Ds, Hoo) mit dem Skalarprodukt aus 5) beinhalten schon die gesamte
Information iiber (D, H).

Die Regularitit 3) beinhaltet zunichst, daB fir 7 = 6™ 'f oder T =
"D, f] gilt: T ist beschriinkt mit T'dom(|D|) C dom(|D]) und §(T") be-
schrankt. Da man sich aber auf den dichten Teilraum H,, einschrinken kann,
geniigt es zu fordern (Lemma 13.1 von [Connes, 2008]), dal 7" und [|D|, T] auf
H beschrinkt sind. Die Stetigkeit liefert dann eine eindeutige Fortsetzung zu
beschrénkten Operatoren auf H. Insbesondere ist f, [D, f] € L(H), was in man-
chen Definitionen spektraler Tripel gefordert wird.
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4.2 Kompakte Operatoren und nichtkommutatives Integral

Wir verwenden [23, 7.C und 7.5].

Sei K C L(H) das Ideal der kompakten linearen Operatoren auf H. Fiir
T € K ist |T| = (T*T)% selbstadjungiert, positiv und kompakt. Nach dem
Spektralsatz gibt es eine Nullfolge von Eigenwerten p; > 0 von |T|, der ent-
sprechende Eigenraum E; = ker(|T| — p;1) ist endlich-dimensional, und es gilt
sp(IT]) = {wi : @ € N} U{0}. Als singuldren Wert oder charakteristischen
Wert si(T) von T bezeichnet man den k-ten Eigenwert p(|7), fallend und
mit Vielfachheit angeordnet. Es gilt so(7") = |||T'|||. Ahnlich zur Definition der
(P-Folgenrdume definieren die singuldaren Werte die Schatten-Ideale in K (und

L(H)): ) 1
L= {T cK : ||T||, = (Z@k(T))p)E < oo} .

k=0
Speziell ist £? die Hilbert-Schmidt-Klasse, L' die Spur-Klasse, und man identi-
fiziert £° = K mit || ||« = || || (Operator-Norm). Fiir jedes 1 < p < oo ist

(£P, || ||,) ein Banach-Raum.

Fir T e L' gilt Tr(T) = Y7 (¢, T4;) fiir eine beliebige Orthonormalba-
sis {¢;} von H, und Tr(T) < Tr(|T]) = ||T|;. Es gilt Tr(7'S) = Tr(ST) falls
TS, ST € L. Fiir so(T) = |||T]|| = 1ist LP C L" fiir p < r. Es gilt die Héldersche
Ungleichung Tr(|7°S]) < [|T)|,||S]lq mit 7" € £P, S € L9 und % + % = 1. Sie ver-
allgemeinert sich zu Tr(|T°S|) < ||T|l1]|S|| fiir T € £, S € L(H).

Es zeigt sich, daf§ die Spurklasse-Operatoren ungeeignet fiir eine nichtkommu-
tative Verallgemeinerung des Integrals sind und man stattdessen zum Dixmier-
Ideal £'* iibergehen muB, mit £' C £ C LP fiir alle p > 1. Sei 0,(T) =

Z;é sk(T) die Partialsumme. Die Dixmier-Klasse kompakter Operatoren T
ist durch 0, (7T) = O(logn) charakterisiert. Man zeigt, dafl jede Partialsumme
T — 0,(T) eine Norm auf K ist, genauer

on(T) = sup{||TPg|1 : Pg Projektor auf n-dimensionalen Teilraum E C ‘H } .

Fiir positive T" kann ||T'Pgl||; durch Tr(PgT Pg) ersetzt werden. Zunéchst ist
sp(T) = inf{||T|g1| : dim(E) = k} [23, Lemma 7.32]. Also ist sgx(T") > sx(S) fiir
T*T > §*S. Wihle S = TPg, dann ist 0, (T) > Y7} sx(TPg) = | TPg|,. An-
dererseits folgt Gleichheit fiir den von den ersten n Eigenvektoren aufgespannten
Unterraum. Wegen [[(T' 4+ S)Pgl|l1 < ||TPg|l1 + ||SPglj1 gilt die Dreiecksunglei-
chung, wegen s (1) < so(T) = ||T|| gilt 0,(T") < n|T||.

Wichtig ist eine umgekehrte Einschachtelung fiir positive Elemente 0 < T, S €
IC:

on(T+S) <o (T) 4+ 0,(S) <09, (T+S)

da TI‘(PETPE) + TI‘(PFSPF) S TI‘(PE+FTPE+F) + TI"(PE+FSPE+F) =

Tr(Pgyp(T + S)Prirp). Damit wird 7' +— @an(T) im Limes n — 0o zu einer
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additiven Abbildung auf einem geeigneten Kegel positiver Elemente von K und
nach linearer Forsetzung auf einem Teilraum von K. Wegen o, (UTU*) = 0,(T)
wird T +— lim,, @an(T) sogar zu einer Spur (jedes S € L(H) ist Linear-
kombination von 4 unitéren Operatoren). Dazu ist jedoch die Existenz des Limes

n — 00 zu garantieren.
Man definiert das Dizmier-Ideal L't C IC als

(T
L= {TEIC VAP ::supg< ><oo}
logn

n>2

Ein positiver kompakter Operator 7' € £'* heifit mefbar, wenn der Limes

existiert (wird noch etwas verallgemeinert). Durch lineare Fortsetzung wird das
nichtkommutative Integral § zu einer Spur auf der Menge der meBbaren £'F-
Operatoren. Offenbar gilt 7 = 0 fiir T € L.

Jedoch gibt auch nicht-meBbare T € £1*. Man kann auch fiir diese eine Spur

erkldren, die Dizmier-Spur. Zunéchst ist OEZT(? zu glatten. Man kann o,,(7) linear

auf o, (T') fortsetzen fiir A € R. Diese kann man Cesaro-mitteln,

1 A du oy, (T)
) =15 )\/ w logu
gAJ; u logu

Fiir positive T, S € £ 148t sich zeigen, daBl 7, (T+S)—7\(T)—7A(S) = 0(%)
fiir A — oo. Das sichert die Linearitét, folglich die Spur-Eigenschaft. Fiir festes
T liegt die Funktion (A — 7,(7")) in der kommutativen C*-Algebra Cy([3, 00|).
Jeder Zustand w auf Cy([3, 00]), der auf der Algebra Cy([3,00[) der in oo ver-

schwindenden Funktionen Null ist, definiert dann durch Try,(T) = w(r(22L))

logn

und lineare Fortsetzung eine Spur auf £!*, die auf £ verschwindet.

Beispiel 4.3 Es sei ' = A~%/2 fiir den Laplace-Operator auf dem p-Torus T? =
S x ... xSt Die Eigenfunktionen des Laplace-Operators A = g—; +-- -+a‘9—;2 sind
1 P

elkwittkpto) mit k; € 7, das Spektrum ist also sp(A) = {||k||* : k € ZP}. Der
Lapace-Operator hat einen endlich-dimensionalen Kern, die konstanten Funktio-
nen. Es wird stillschweigend vereinbart, da A auf dem Kern durch 1 ersetzt
wird. Mit dieser Ersetzung ist 7 = A~*/2 kompakt fiir s > 0. Zur Bestimmung
von s,(T") bendtigen wir zumindest asymptotisch die Vielfachheit eines Eigen-

b
wertes | k|| von Az. Bezeichne Q, = 1%7(?) die Oberfliche der SP~!, also % das
2

Volumen der p-dimensionalen Einheitsvollkugel, dann ist se, ,(A™/2) = r~* oder
P

sn(T) = (g—i’)*;. Somit ist

an(T):/lndu (3—;)
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also ist ||T'||14+ unbeschréankt fiir s < p, gleich 0 fiir s > p, und fiir s = p gilt

p 1 " Q Q Q
][A_iz lim / du =2 =2 — P / dvol .
n—oologn Jy  up p  p2m)P Jpu

Damit haben wir Connes’ Spurtheorem fiir T" und konstante Funktionen gezeigt.
q

In vielen Féllen kann das nichtkommutative Integral {iber ein Residuum be-
rechnet werden. Wenn 7' € £ fiir alle s > 1 und der Limes res,—(Tr(7%)) =
limg 1 (s — 1) Tr(7*) existiert, dann gilt £ T = res,—;(Tr(7*)). Siehe [23, Lemma
7.19+7.20].

Ist A der Laplace-Operator auf einer p-dimensionalen kompakten Mannigfal-
tigkeit X und f € C*°(X), so besagt Connes’ Spurtheorem

foat =g [ o s

Typischerweise beweist man das Spurtheorem iiber das Wodzicki-Residuum fiir
Pseudodifferentialoperatoren. Fiir U C R ist eine recht allgemeine Klasse von
Operatoren P auf C*°(U) > f (glatte Funktionen mit kompaktem Tréger) gege-
ben als Integralkern

1 1
(2m)" Jpa (2m)"

Dabei heifit p(x,&) das Symbol von P, und P heifit Pseudodifferentialopera-

tor der Ordnung d, wenn fiir das Symbol eine Abschiitzung |(DfDgp)(z,€)] <

Crap(1l + |§|2)d_TM gilt fir Multiindizes «, 5 und © € K C U kompakt. Es gibt

eine asymptotische Entwicklung p(z,§) ~ >, ;ps(z, ) fiir solche Symbole, und
der fiihrende Anteil py(x, &) heiit Hauptsymbol. Ist dim(X) = n, dann ist das
Wodzicki- Residuum von P gegeben durch das Integral

(Pf)(z) = ¢ e p(z, &) f(€) =

[ e [ anes=ie )1

Wres(P) = /

S

. df/xdx Pon(z, ) .

Man zeigt, daB Wres eine Spur ist. Fiir P = fA~2 ist p_, das Hauptsymbol,

fiir welches sich W%WT&S(P) = ress—; Tr(P®) zeigen lafit. Daraus ergibt sich

schlieBlich das Spurtheorem.

4.3 Hochschild-Homologie

Es sei A eine unitale Algebra, M ein A-Bimodul, und C, (A, M) = M @ A®"
ein (n + 1)-faches Tensorprodukt. Man definiert den Hochschild-Operator b :
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Cr(A M) — Crq (A, M) als
bm®a; ®...a,) :=may @ ay ® -+ ay,
n—1
+ Z(—l)’m Qa1 ® - Qai—1 & aiGiy1 ® A2 @ -+ @ ay
i=1

+(-D"aym®a; @+ @ ap_ .

Setzt man noch b = 0 auf Cy(A, M) = M, dann rechnet man b* = 0 nach. Z.B
ist

b(m®a;) =ma; —aim, bm®a; ® az) =ma; ® ag —m ® aras + asm & a;
und dann
b (m ® ay ® ap) = (maray — agmay) — (mayay — araym) + (agmay — ayaym) = 0 .

Somit ist (C.(A, M),b) ein Kettenkomplex, und die Hochschild-Homologie
HH, (A, M) ist die zugehorige Homologie. Bezeichnet Z,(A, M) > ¢,
den Teilraum der Hochschild-n-Zykel bc, = 0, dann ist HH,(A,M) =
Zn(A,M)/bC 1 (A, M). Nach Dualisieren 148t sich die Hochschild-Kohomologie
definieren fiir multi-lineare Abbildungen ¢ : A*" — M.

Die Hochschild-Homologie ist die einfachste von mehreren nichtkommutativen
(Ko-)Homologien; sie enthélt bereits viel Struktur. Fiir die Algebra A = C*°(X)
der glatten Funktionen auf eine Mannigfaltigkeit X besagt das Hochschild-
Kostant-Rosenberg-Connes-Theorem, dafi HH,(C*(X),C>®(X)) ~ Q*(C*(X))

isomorph zur dufleren Algebra iiber X ist. Durch

ealfordfi Ao A fa) = Y sign(B)fo ® fay ® - ® fan

BESH

werde die Antisymmetrisierungs-Abbildung ¢, : Q" A — A®"+D definiert. Um-
gekehrt sei i, 1 A®D — O" A definiert durch

pn(fo®@ fLr®- @ foi=fo-dfi Ao A f .

Man iiberpriift b o€, = 0 und p, 1 ob = 0, so daB (e, u) zu Morphismen
von Kettenkomplexen weden, wenn man auf Q"4 den Randoperator 0 = 0
nimmt. Wegen i, 0 € = nlid ist ¢, : Q" A — A®"FD injektiv, nach Hochschild-
Kostant-Rosenberg-Connes sogar ein Isomorphismus. Das bemerkenswerte daran
ist, daB3 die Homologiegruppen H H, (A, A) lokal sind, d.h. nur die Diagonale von
A®(MHD) ~ C®(X x -+ x X) trigt zur Homologie bei.

Nun wieder zur Definition BTl spektraler Tripel, wobei wir die Kommutati-
vitdt der Algebra nicht fordern. Mit der Darstellung mp von A®®PT) — £(H) im
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Orientierungsaxiom 4) eng verwandt ist das folgende (p + 1)-lineare Funktional
auf A®E+);

buwlag, a1, ..., ap) = Tr,(vag[D, ai1] - - - [D, a,)|D|7?) .

Da |D|™ im Dixmier-Ideal £* liegt und fo,7,[D, fi] € L(H) sind, ist die
Dixmier-Spur fiir einen Zustand w korrekt definiert. Aus der Regularitit 3) folgt,
daB ¢, ein Hochschild-p-Kozykel ist, b*¢,, = 0. Fiir p = 1 haben wir z.B.

(b*¢w)(ao, a1, a2) = ¢u(aoar, az) — ¢u(ao, araz) + ¢u(aza, ar)
= Tr, (7 (aOal[Da GQ] — Qo [Da a1a2] + azap [Da al]) |D|_p)
= —Tr,,(v[ao[D, a1], a2] |D|7?) = —Tr, (vao[D, ai][as, |[D|7?]) .

Analog findet man fiir beliebiges p einen Kommutator [a,|D|™”] unter der
Dixmier-Spur. Nun ist

[a,|D|7"] = |DI?[|DI”, a] DI "] = E]mﬂmlﬂﬂﬂ“)

Mit T = |D| 7P € L? fiir alle s > 1, der Regularitéit da = [|D],a] € L(H) und der
Hoélderschen Ungleichung erhalten wir

|1 D] a) D0 < (73] ] i

Hﬂ

2p < o0,
p—2it1

d.h. [a,|D|7?] ist Spurklasse. Also verschwindet die Dixmier-Spur, und ¢,, ist ein
Hochschild-Kozykel.

In 7, treten je p Operatoren D = F|D| und |D|™' auf. Es stellt sich die
Frage, ob man die |D| unter Verwendung der Regularitit fiir §™a, 6™[D, a] der-
art hindurchkommutieren kann, daf§ der Kozykel nur von F' abhéngt. Folgende
Definition ist sinnvoll:

7_5(007@17 s aa'n) = TI'(’}/F[F, (lo] T [F’ a’n]) :

Dabei ist v = 1 fiir p ungerade und vF = — F'y fiir p gerade. Wir zeigen, dafl aus
|D|7P € LT folgt [F,a] € LY fiir alle ¢ > p. Nach der Hélderschen Ungleichung
existiert dann die Spur in 7" fiir n + 1 > p. Tatséchlich gilt

[F.a] = [DID|™, a] = D|D| " [a, [D[]|DI"" + [D,d]|D| .

Die Operatoren D|D|™! = F, [D,a] und [|D], a] sind beschrinkt, und |D|™! €
L7 fir ¢ > p. Kommutiert man formal das F in [F,ap] tiber die Spur-
Eigenschaft und mit F[F,a] = —[F,a]F auf die andere Seite, so entsteht
“QTr(yao[F,aq] - - - [F, a,))”. Jedoch ist das Argument fiir n < p kein Spurklasse-
Operator.
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Mit gewisser Vorsicht beziiglich der Existenz der Spuren zeigt die iibliche
Rechnung, daB 77 ein Hochschild-p-Kozykel ist. Sei z.B. p = 1, dann ist v = 1
und

(b" ") (ag, ar, az)
—Tr (F(ao [F, a1][F, as] — [F, ao][F, ar]ag + as[F, ao][F, a1] + [F, as)ao[F, al])) .

Da mindestens zwei Kommutatoren [F,a] auftauchen, gilt Zyklizitdt unter der
Spur. Unter Verwendung von F[F,a] = —[F,a]F findet man b*7{ = 0.
Der Kozykel Tf hat eine weitere wichtige Eigenschaft, er ist zyklisch:

Tr(ag, ay, ... ay) = (=1)P1r(ay, a1, ..., ap—1) .

Das folgt aus v[F,a,] + (=1)P[F,a,)y = 0 und F[F,a,] = —[F,ap]F. Der
Hochschild-Operator b* bildet zyklische Koketten auf zyklische Koketten ab. Die
Kohomologie des entsprechenden Kokettenkomplexes heifit die zyklische Koho-
mologie HC*(A), somit ist Tf ein zyklischer Kozykel.

Ein nicht-triviales Theorem von Connes besagt:

Theorem 4.4 (Connes, 1987) Sei (A, H,D) ein spektrales Tripel, A nicht
notwendig kommutativ, und es gelte 1) Dimension und 3) Regularitit. Dann sind
7" und ¢, Hochschild-kohomolog.

Der Beweis findet sich erstmals in [23, 10.4]. Die entscheidenden Schritte sind
Lemma 10.25, wo die regularisierte Spur Tf mit dem Kommutator-Trick F'[F, ao]
als Limes ¢t — 0 einer t-abhéingigen Regularisierung 1, ersetzt wird. Auf ¢t —
1, wird ein beliebiger Zustand w angewendet, und Proposition 10.28 stellt eine
Verbindung zur Dixmier-Spur her.

Somit ist das Bild eines Hochschild-Zykels ¢ = }° af ® af ® ...a5, mit
bc = 0, unter ¢, unabhéngig vom Zustand w. Falls sich der Gradulerungsoperator

7 schreiben 1&8t als v = mp(c) mit be = 0, dann ist
Tr,(|D|P) = ng)w (ag,af, ..., a,)

unabhéingig von w, d.h. |D|7? ist meBbar. Ist A > f kommutativ, dann ist mit ¢
auch fc ein Hochschild-Zykel, so da8 sogar f f|D|™? := Tr,(f|D|?) ein von w
unabhéngiges nichtkommutatives Integral definiert. Somit sichern 1), 3) und 4)
in Definition Bl dafl 5) wohldefiniert ist.

Umgekehrt liefert gi)w einen lokalen Reprdsentanten der Hochschild-
Kohomologieklasse von 7' . Connes und Moscovici konnten in [T0] unter Zusatzan-
nahmen einen lokalen Reprasentanten sogar fiir die zyklische Kohomologieklasse
von 7! finden.
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5 Konstruktion der Karten

5.1 Charakterisierung der Algebra

Wir charakterisieren die Algebra A in Definition BTl Der Abschlufl von A in der
Norm-Topologie definiert eine unitale C*-Algebra A, und der Abschlul in der
starken oder schwachen Operatortopologie definiert eine von-Neumann-Algebra
A”. Damit sind auch A und A” kommutativ. Nach Gelfand-Naimark ist X =
Spec(A) ein kompakter Hausdorff-Raum. Wir werden spéter sehen, dafi auch
direkt X = Spec(.A) gilt. Das Rekonstruktionstheorem EL2 behauptet, da§ X mit
einem Atlas lokaler Karten ausgestattet ist:

Definition 5.1 Eine differenzierbare kompakte p-dimensionale Mannigfaltigkeit ist
gegeben durch einen kompakten Hausdorff-Raum X zusammen mit einem System
(Ua, So) lokaler Karten, so daB gilt:

e Die U, sind offen in X und X =, Us,.
e Die Abbildungen s, : U, — $o(U,) C R? sind Homéomorphismen.
e Der Kartenwechsel s, o sgl 1 55(Ua NUg) — $4(Uy N Up) ist glatt.

Wir werden zeigen, dafl der Hochschild-Zykel ¢ in 4) Kandidaten fiir lokale Kar-
ten (U,, sq) enthélt. Der Beweis, daf die s, Homéomorphismen sind, unterteilt
sich in mehrere Schritte. Im Schritt a) wird gezeigt, daf s, stetig und offen ist.
Schritt ¢) zeigt die Injektivitdat. Dazu werden Eigenschaften des gemeinsamen
Spektralmafies benotigt, das in Schritt b) als Lebesgue-Maf3 identifiziert wird.

Ein wichtiger Schritt im Beweis des Rekonstruktionstheorems ist Lem-
ma 2.1 in [I5], welches die kommutative Algebra A als reguldre Elemente ihres
schwachen Abschlusses A" C L£(H) charakterisiert.

Satz 5.2 ([15, Lemma 2.1]) Fir ein T € A" sind dquivalent:
) TeA
ii) [D,T] ist beschrinkt und T, [D,T] € dom(6™)
iii) 7" € dom(0™)
) THoo C Hoo

iv

Beweis. 1)=1i) ist die Regularitét 3), ii)=-iii) ist klar, und iii)=-iv) ist die Leibniz-
Regel fiir |D|™T¢.

iv)=1). Nach iv) und Kommutativitit von A” ist 7' € End 4(H,) ein Endo-
morphismus des endlich-erzeugten projektiven A-Moduls H,, = eA™. Da A unital
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ist, gilt T' = (ag) = eTe mit (ar) € M, (A): Sei & = (0,...,1,...,0)" € A™ der
Vektor mit 1 € A in der k-ten Komponente, sonst 0, dann ist

€1k
nk:efk: Ee.A", eklE.A,

Enk

und beliebiges § € Hoo 1dBt sich schreiben als & = >}, nyay fiir a, € A. Damit

ist (k| Tm) = D2 o=y rrrsess = ag € A.
Das nichtkommutative Integral definiert durch

A(f) = ff\w, fec(x)=4,

ein positives Mal A auf X. Zu beachten ist aber, dal der zyklische Kozykel
70(f~) nicht definiert ist, da fiir f € A nicht regulir ist. Ist (f) Cauchy-Folge
in A mit fr — f in der Norm-Topologie, dann ist wegen Tr,(RS) < ||R||Tr,(S)
fir R € £L(H) und S € LM auch F f;|D|? eine Cauchy-Folge in C, welche A(f)
unabhéngig von w definiert.

Der Projektor e definiert durch £ = eA™ einen endlich erzeugten projektiven
A-Modul. Nach dem Serre-Swan-Theorem gibt es ein komplexes lokal-triviales
Vektorbiindel S 2 X iiber X, so daB €& = I'(X, S). Nach Axiom 5) gilt fiir das
Skalarprodukt in ‘H

Em=Amn), Eneed".

Somit ist die Vervollstindigung von eA™ zu H gegeben durch die Ver-
vollstdndigung der stetigen Funktionen beziiglich A (absolute Stetigkeit). Al-
so ist H = e(L*(X,\)" = L*(X,S,)\), und die Wirkung von f € A" auf
‘H wird als diagonale Multiplikation mit f € L*(X,\) identifiziert. Somit ist
T = ediag(f,..., f) fiir ein f € L>®(X,\). Andererseits war T = (ay;) mit
ap € A, und daraus 1483t sich f € A zeigen:

Sei T' = (a;;) € Enda(Ho), mit a;; € A, dann definieren wir tr(7) =
> age € A. Nach Serre-Swan-Konstruktion ist tr(e) € A C A die stetige
Funktion, deren Wert in x € X die Dimension der Faser S, = p~'(x) ist. Folg-
lich ist x(Tr(e)) € {0,1,...,n}. Die Dimension der Fasern ist konstant auf jeder
Zusammenhangskomponente von X. Sei p; = p? € C(X) die Projektion auf die
Menge der Zusammenhangskomponenten X; von X mit dim(S,) = j. Dann ist
> j—opj =1und tr(e) = 3°7 | jp; € A. Tatsichlich ist p; € A, denn es gilt

tr(e) — 71
P = H 7(]{;)_ —cA.
7€{0,....n}\{k} J
Z.B. ist fir n = 2 und k£ = 1 mit tr(e) = p; + 2pe und 1 = py + p1 + P2

+2p2) — O(po+p1+ +2p2) — 2(pot+p1+
(p1+2p2) : _(go P1tp2) . (p1+2p2) 1_(12?0 P1+p2) = (1 + 2p2) (p1 + 2p0) = p1 -
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Wir schlielen j = 0 aus: Denn py € A wirkt als 0 auf lokalen Schnitte von S iiber
X; mit j > 0, und auf lokalen Schnitten iiber X, wirkt jede stetige Funktion als
0. Nach A-Abschlufl wirkt pg dann als 0 auf H, also ist pg = 0 € A und deshalb
bereits > 7 p; = 1.

Zuriick zu T = (ay) = ediag(f,..., f) € M,(A), mit f € A", dann ist

AN an Y P = ru(e) Y E = Y kY =Y p =1
=1 =1 Y =1 J o |
Damit ist f € A. O

Als néchstes wird gezeigt, dafl A eine Fréchet-pra-C*-Algebra ist. Fiir a € A
definiert man

a 6(a) ... &*(a)/k!
pi(f) = . :

S a d(a)

0 ... 0 a

Dann gilt px(ab) = pr(a)pr(b), so daf die (px)r=12,.. mit pr(a) = ||px(a)| eine
Familie von Halbnormen auf A bilden, durch welche A zu einer lokal-konvexen
Algebra wird, pi(ab) < pi(a)pi(b).

Satz 5.3 Die Algebra A ist eine Fréchet-Algebra (d.h. vollstindig) beziiglich der
durch (py) definierten Topologie.

Beweis. Sei (ay,)nen, mit a,, € A, eine Cauchy-Folge beziiglich jeder Halbnorm py,
insbesondere beziiglich py. Damit ist (a,,) norm-konvergent gegenein 7' € A C A”".
Wenn wir zeigen kénnen 7" € dom(6™) fiir alle m € N, so folgt 7' € A nach
Satz B2

Der Operator § ist abgeschlossen (Lemma B4, also ist 7' € dom(d), und
d(ay) ist norm-konvergent gegen d7. Nach Induktion ist 7' € dom(§™) mit §™7T =
| |I-lim,, o 6™a,. Also ist T' € A, und a,, konvergiert gegen T in jeder der p-
Halbnormen. Somit ist A Fréchet. O

Lemma 5.4 Der unbeschrinkte Operator § auf L(H) ist abgeschlossen.

Beweis. Sei T,, € dom(d) mit 7,, — T und ¢67,, — S, jeweils in der Norm-
Topologie, dann ist zu zeigen T' € dom(d) und 67 = S. Sei ¢ € dom(|D]|) C H,
dann ist 7,,£ norm-konvergent gegen T'¢, und |D|T,,§ = (0T,,)§ + T,,|D|€ ist norm-
konvergent gegen S¢ + T|D|E. Da |D| abgeschlossen, ist T¢ € dom(|D]), und
folglich ist (67,,)¢ norm-konvergent gegen |D|T¢ — T|D|¢. Also ist T' € dom(d),
und (67},) konvergiert in der starken Operator-Topologie gegen 67 und in der
Norm-Topologie gegen S. Also ist (67" — S)¢ = 0 fiir alle £ € dom(|D|), und
schlieBlich 67" = S. O
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Satz und Lemma 4 sind der Inhalt von [T5, Proposition 2.2], zusammen
mit der Stetigkeit der Halbnormen pj(a) := pi([D,a]). Die Vollstéindigkeit bei
Einschlufl von p), ergibt sich wie zuvor, die Stetigkeit folgt dann aus dem Satz
von der offenen Abbildung fiir id4 : A, ,, — A,, .

Beispiel 5.5 Ist X eine kompakte differenzierbare Mannigfaltigkeit ohne Rand,
dann ist die Algebra C*(X) der glatten Funktionen auf X eine Fréchet-Algebra
mit pi(f) = SupP,ex o<k [[(07f)(x)[|. Die entsprechende Topologie ist die der
gleichméfigen Konvergenz aller Ableitungen.

Wir kénnen nun zeigen, dal A abgeschlossen unter dem holomorphen Funk-
tionalkalkiil ist, d.h. A ist eine pra-C*-Algebra. Damit ist gemeint, daf§ wenn
a € AC Aist und f eine holomorphe Funktion in einer Umgebung des Spek-
trums sp(a) ist (betrachtet von der C*-Algebra A aus), daf3 gilt

f(a) = i%dz /) cA

Comi zl—a

fiir eine sp(a) einfach umlaufende Kurve c. Wegen z ¢ sp(a) ist 21 —a invertierbar
in A, also (21 —a)™' € A”. Die Folge (Ty,)neny mit T, := > 5 za® € A
konvergiert gegen (21 —a)™! € A in der Normtopologie. Da § abgeschlossen
ist, ist auch (21 — a)™! € dom(d) und analog (21 — a)™' € dom(d™) fiir alle
m € N. Somit gilt (21 — a)™! € A nach Satz B2 In Fréchet-Riumen existiert
das Riemann-Integral [25]: Das Integral f(a) kann als Grenzwert Riemannscher
Summen in A aufgefafit werden. Die Summe konvergiert in A, und der Grenzwert
liegt in A, da A abgeschlossen beziiglich der (pj) ist. Somit ist A eine pra-C*-
Algebra. Nach einem Resultat von Bost haben A und A die gleiche K-Theorie.

Nach Rennie erlaubt A einen C°°-Funktionalkalkiil. Das bedeutet: Ist a =
a* € Aund f: R — C eine glatte Funktion mit kompaktem Trager, welcher das
Spektrum sp(a) C R enthélt, dann ist

fla) = QL /Rds f(s)exp(ias) € A .

L

Dabei ist f(s) die Fourier-Transformierte und s — exp(ias) eine einparametrige
unitire Gruppe.

Wir kénnen nun zeigen (siehe [51]), dal Spec(A) = Spec(A) = X gilt. Wir
hatten gezeigt: Ist a € A in A invertierbar, dann ist a=! € A. Insbesondere
hat « € A C A das gleiche Spektrum in A und A. Jeder Charakter auf A
definiert automatisch einen Charakter auf A, d.h. Spec(A) C Spec(A). Sei nun
X € Spec(A) ein beliebiger nichtverschwindender Algebrenhomomorphismus x :
A — C. Sei a € Aund A ¢ sp(a), dann ist (@ — A1)b = 1 fiir ein b € A,
also (x(a) — A\)x(b) = 1. Damit gilt A ¢ sp(a) = X # x(a), also x(a) €
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sp(a) fiir beliebige x € Spec(A). Somit ist |x(a)| < r(a) < |la||, wobei r(a) der
Spektralradius war, so dafl x wegen der Stetigkeit sich zu einem Charakter auf A
fortsetzt. Also ist Spec(A) = Spec(A) = X gezeigt.

5.2 Exponentierbare Derivationen

Wir beginnen nun mit der Konstruktion der Karten fiir Umgebungen eines Cha-
rakters x € X = Spec(A). Es wird eine technische Voraussetzung bendétigt:
Existenz und Eindeutigkeit von Losungen gewdohnlicher Differentialgleichungen
auf der Fréchet-pra-C*-Algebra A. Der Satz von Picard-Lindelof gilt in Fréchet-
R&dumen im allgemeinen nicht. Connes beweist, daf er fiir spezielle Derivationen,
die sich aus a +— [D,a] ergeben, dennoch gilt. Wir werden das spéter kurz dis-
kutieren. Zunéchst werden wir Existenz und Eindeutigkeit einfach annehmen.

Annahme 5.6 Sei §y eine stetige x-Derivation auf der Fréchet-prd-C*-Algebra
A. Dann gibt es eine eindeutige stetig von (t,a) € R x A abhdngige Lisung der
Differentialgleichung

8ty(t7 a’) = 50<y<t7 CL)) ) y<07 a) =

Einige Bemerkungen. Eine s-Derivation & erfiillt dp(ab) = (dpa)b + a(dpb) und
do(a*) = (dp(a))*. Differentiation in Fréchet-Radumen ist gerade nicht durch
die Fréchet-Ableitung (entspricht dem totalen Differential) gegeben, sondern
durch die Gateau-Ableitung (entspricht der Richtungsableitung). Eine Abbildung
y 1 ' — G zwischen Fréchet-Ableitung ist von C'-Klasse, wenn die Richtungs-
ableitung

(DF) o h) o=l = (f(a+ ch) — f(2)), whEF,

existiert und gemeinsam stetig in (x, h) € F x F'ist. Dabei ist Stetigkeit beziiglich
der (py) definiert und somit verschieden von Stetigkeit in Banach-Rdumen. Siehe
[25]. Damit ist Df : F'x F' — G wieder eine Abbildung zwischen Fréchet-Réumen,
so daf} sich induktiv hohere Ableitungen (D f)(x, hq,...,h;) und entsprechende
Differenzierbarkeitsklassen definieren lassen.

Satz 5.7 ([15, Proposition 3.2]) Unter der AnnahmelZa gilt fiir a,b € A und
t,s € R und A\, \y € C :

i) y(t,ab) = y(t,a)y(t,b)
") = (y(t,a)"
t, \a + Aob) = Ay(t, a) + Aay(t, D)
t+s,a) =y(t,y(s,a))
t,00(a)) = do(y(t,a))

111

) y(t,a
) y(t,
iv) y(
v) y(t,
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Auferdem ist y(t,a) eine C*°-Funktion von (t,a) mit n-ter Richtungsableitung
gegeben durch

(D"y)(t,a; 81, h1;. .5 Spy hy) = y(t, S1...8.00(a) + Z 81+ Si_1Si41" " snégfl(hi)> )

Beweis. 1)-iii) folgen aus der Eindeutigkeit der Losung der Differentialgleichung
und bedeuten, dafl ¢y iiber t — y(t, . ) eine einparametrige Familie von Alge-
brenhomomorphismen induziert. Z.B. gilt in 1)

Oe(y(t, a)y(t, b)) = (Quly(t,a))y(t.b) +y(t, a) (Qy(t,0))
= ( ( ( ))y(t b) +y(t7a) (50y(ta b)) = 50(y(t7a)y(t>b)) )
y(0,ab) = ab = y(0,a)y(0,b) ,

also y(t,ab) = y(t,a)y(t,b). Analog ergibt sich iv) beziiglich 0, und Anfangswert
bei t = 0. Damit betrachten wir v):

So(y(t.a) = Ay(t.a) = lim * (y(t + .a) — y(t,)) = lim ~ (y(t, (e, ) — y(t.0))

=0 € e—0 €
(zzz 1
timy (t, ~(y(e,0) — 0)) = y(t, D(0, @) = y(t,800) .

Die vorletzte Gleichheit folgt aus der Stetigkeit.
Zur letzten Aussage betrachten wir

(Dy)(t,a;s,h) :=lim ! (y(t +es,a+ eh) — y(t,a))

(i) lli% i (y(t +es,a) + ey(t +es,h) —y(t, a))
_ S5o(y( )) + y(t h) (t sdpa + h) (*)

In zweiter Ordnung gilt
(D*y)(t, a; 51, ha; 52, ho)

1
= lirré - (Dy(t + €89, a + €ha; s1,h1) — Dy(t, a; s1, hl))
e—0 €

1
= hr% E (y(t + €Sq, 81(50(01 + Ehg) + hl) — y(t, 81561 + hl))

1
=y(t, s100h2) + 11_{% . (?J(t + €52, 51(00a) + h1) — y(t, s10a + hl))
= y(t, s100h2) + s200y(t, s1(dpa) + h1) ,
und schlieflich

(D™y)(t,a; 81, ;.5 Sp, hy) ( Hsﬁ"a—i—é” 1 Zh Hs] ) ) d

i=1 L
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Seien nun p Derivationen 6i,...,9, gegeben, fiir die jeweils die Annah-
me B8 zutreffe. Dann definiert jede Derivation d; eine einparametrige Gruppe
F} € Aut(A) als eindeutige Lésung von 9 (F/ (a)) = 6;(F/ (a)). Sei x € Spec(A)
ein Charakter, dann ist

RP > (t1,...,t,) — hy ::XOFtllo---oFiGSpec(A)

wieder ein Charakter. Z.B. ist fiir p = 2

FL(Faa) = FL((F2 (@) - (F20))
= Ftll (Ft22<a)) ' Ftll (Fé(b)) :

Ist a = a*, dann ist hy(a) € R nach Satz Bii). Damit definiert ein p-Tupel
(a',...,aP) selbstadjungierter Elemente a* = (a*)* € A eine Abbildung ¢ =
(6!, ..., ¢7) : RP — RP mit

¢ (t1, ... tp) == hy(a") = x o F} o---oFi(ak) .

Fiir feste Wahl von o ist die Abbildung R? 3 (t,...,t,) — Flo---oFf (a*) € A
glatt. Der Charakter x : A,, — R ist linear und stetig, also ebenfalls glatt.
Damit ist ¢ : RP — RP eine glatte Abbildung. Die Jacobi-Matrix in 0 hat die
Komponenten

(9;0")(0) = liml(gbk(o, €, 0) = 85(0,...,0))

e—0 €

= tim L (x o F(a) — x(a")) = x(5a")

Wenn wir die Invertierbarkeit der Jacobi-Matrix voraussetzen, dann liefert der

Satz iiber implizite Funktionen:

Satz 5.8 ([15, Lemma 3.4 und 3.3]) Gegeben seien p selbstadjungierte Ele-
mente (a',...,aP) von A, ein Charakter x € Spec(A) und p Derivationen
(61,...,08p), fir die die Annahme B zutrifft. Sei det x(8;a*) # 0. Dann gilt:

i) Es existiert eine offene Umgebung Z C X = Spec(A) von x und ei-
ne offene Umgebung W C RP von 0, so daf$ fiir beliebiges v € Z die
Abbildung

WS (t,...,t,) — Yulty, ..., t,) == ((/ioFtllo~-~oFf;)(ak)) _ pERp

ein stetig von k abhdngiger Diffeomorphismus ist zwischen W und einer
Umgebung Yy, := (W) C RP von (k(a'),...,k(aP)).

ii) Das Bild einer beliebigen offenen Umgebung U C X won x wunter
U > k — (k(a'),...,x(aP)) € RP enthilt eine offene Umgebung von
(x(a'), ..., x(a?)).
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Beweis. 1) Fiir festes k € X ist R? 3 (ty,...,1,) — ¥u(t1,...,t,) € RP glatt,
und fiir die Jacobi-Matrix in 0 gilt (9;9%)(0) = k(d;a*). Seien t,z € RP.
Der Satz iiber implizite Funktionen fiihrt die Bestimmung der Auflésung von
F(z,t) = x —,(t) = 0 nach ¢ zuriick auf das Fixpunktproblem G (z,t) =t mit
Go(z,t) = t+((DvYx)(0)) 7L (z =1, (t)). Dann ist die Jacobi-Matrix beziiglich der
2. Komponente gegeben durch (%)(t) = E,—((D,)(0)) "1 (D) (). Wegen der
Stetigkeit von (D,)(t) in (¢, k) gibt es eine offene Umgebung Z C X = Spec(.A)
von y und eine offene Umgebung Wy C R? von 0, so daf [|(252)(¢)|| < 3 fiir alle
t € Wound k € Z. In der weiteren Konstruktion wird G, (z, . ) eine Kontraktion
auf einer abgeschlossenen Kugel K C Wy, und zwar gleichméfig in x € Z und
x aus einer Umgebung von (k(a'), ..., k(a?)), und der Banachsche Fixpunktsatz
liefert die Injektivitiat von v,,. Nach Verkleinerung der Umgebungen beweist man,
daB ¢, : W — Y, ein stetig von k € Z abhéngender Diffeomorphismus ist, mit

W c K C Wy unabhéngig von k.

i) Die Abbildung hy : (t,...,t,) = x o F{i o... F{ : R* — X ist stetig. Also
ist h;'(U) > 0 offen und nichtleer in R, und W o= N (U) NW 3 0 ist eine
offene Umgebung von 0. Diese Umgebung wird durch %, diffeomorph auf eine
offene Umgebung Y C Y von (x(a'), ..., x(a?)) abgebildet. Nach Konstruktion
ist Y das Bild von U N hy (W) unter & — (xk(a'),...,x(a?)) € RP. O

Die Umgebungen W,Y C RP? sind noch nicht die Bilder s,(U,) der Karten!
Wir brauchen Satz B8ii) spater fiir die Offenheit der s, und Satz B8ii) zum
Verschieben in einen generischen Punkt.

5.3 Kandidaten fiir lokale Karten

Wir gewinnen aus [D,a| gewisse Derivationen ;. Die Regularitdt 3) liefert
[D,a]Ho C Heoo, die Ordnung-Eins-Bedingung 2) damit [D,a] € Ends(Hs).
Somit gilt (siehe Beweis von Satz: B2):

D, a] = (aw) , ar = (ne|[D, alm) € A

Betrachte die Abbildung A 3 a +— Ly(a) := (nx|[D,aln) € A. Wegen der Kom-
mutativitdt der Algebra und der Ordnung-FEins-Bedingung sind die Ly, Deriva-
tionen von A:

Ly(ab) = (g, [D, ablm) = (nr, [D; albm) + (i, a[D, b]m:)
= (7 [D, alm)b + (., [D, blm)a = Liz(a)b+ aLy(b) .

Damit haben wir [D,a] = 37, | Lu(a)eeye mit Matrixbasen e € M, (A) und
eepe € Endy(Hy ). Unter Verwendung der Polarisationsformel

206, Tn) = (E+n.T(E+n) —(§,TE) — (0, Tn)
—i{(§+in, T(§ +in)) +i(§, TE) +i(in, in) }
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laB3t sich erreichen:
Z 5 fy] ) (5]'(01) = i(éja [D7 a’]éj)

fir gewisse §; € Ho und 7; € End4(H). Die Summe ist endlich, und die
d; sind *-Derivationen wegen (&, [D,a*]) = —(&,[D,a]*§) = —([D,al§, &) =

_(5’ [D7 a]f)*
Wir setzen diese Zerlegung fiir [D,a] in das Bild v = mp(c) des Hochschild-
Zykels ein, wobei wir (a/,)* = a/, voraussetzen konnen.

v = ZagTa , T, = Z Z 95 ( ag -5]p(a§( ))fyjl Y

ﬁesp J1seees .717_1

Dabei wurde die Kommutativitdt der 5ji(aa(l)) € A untereinander und mit
v;; € End 4(Heo) benutzt. Wegen der Antisymmetrisierung tragen nur paarweise
verschiedene j; zu T, bei. Wir kénnen deshalb die Summe ersetzen durch die
Summe iiber alle p-elementigen Teilmengen F' C {1,...,m} mit |F| = p und die
Summe iiber alle Permutationen o von F, welche wir (nach Umbenennung von
B = [ o0) in eine Permutation der +;, iberfithren:

To=2, 2. > B 00)nad ™) 00, (@) P o) - Yot

B'eSp 1<j1<go < <jp<m o€S)

=Y ) Yo 0@l 85, @) Y 0o Yot

B'eSy 1<j1<ge<-<jp<m 0ESp

= > det (85,(a8)) D €(0) o) " Vo) -

1<j1<ge<--<jp<m 0ESp

Im Schritt zur 2. Zeile wurde die Reihenfolge der 5i(a§/(i)) getauscht. Die Deter-
minante ist als Leibniz-Formel zu verstehen.
Wir erinnern an die Konstruktion (bedingte Erwartungswerte)

M, (A) D Enda(Hoo) 3 T = (T) v Ea(T) =Y % S TweAd
=1 k=1

aus Satz B2 mit p; als Projektor auf die Menge der Zusammenhangskomponenten
von X mit dim(S,) = [. Fir T' = ediag(f, ..., f) war E4(T) = f, insbesondere
E4(e) = 1. Wir betrachten

po =i"5 " EA(yTh) € AC A=C(X) .
Damit kénnen wir Kandidaten fiir lokale Karten (U,, s,) definieren als

Us:={x€X : pa(x) #0} C X
sa(X) = (x(ag),- - x(ah)) €R?,  xe€X.
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Satz 5.9 Die U, bilden eine offene Uberdeckung von X .

Beweis. Die U, sind offen als Urbild einer offenen Teilmenge von R unter der
stetigen reellwertigen Funktion p,. Wegen +? = idy_ = e gilt

VZagTa:e.

Berechnung des bedingten Erwartungswertes und Verwendung von FE4(aT) =
a EA(T) fiir a € Aund T € End4(H) ergibt

p(p+1)
_ j-petd 0
=12 E ApPa -
«

Damit gibt es zu jedem y € X ein o mit p,(x) # 0, also x € U,. O

Satz 5.10 Fir jede der Derivationen 6;(a) = (&, (D, al¢;) set die Annahme [0
erfillt. Dann gilt:

i) Ist x € U,, dann gibt es p Derivationen 0y, . .., 6, mit det(x(d;ak)) # 0.
i) Die Abbildung s, : U, — RP ist offen und stetig.

Beweis. 1) Es gilt p,(x) # 0. Einsetzen von T, ergibt

0 # 3 det, (35,(ak)) (X) D (@) Ea(¥Votin) -+ Votin)) (X) -

1<j1<ge<--<jp<m 0ESp

Damit gibt es zumindest eine Auswahl von p Indizes 1 < j; <jo <--- < j, <m

mit det (d;,(ak))(x) # 0.

ii) Stetigkeit der s, ist klar. Sei V' C U, offen und x € V beliebig. Zu zeigen ist,
daB s, (V) eine offene Umgebung von s,(x) enthélt. Nach i) gibt es Derivationen
01, ...,0, mit det x(d;a¥) # 0. Damit sind die Voraussetzungen von Satz E8ii)
fir das Tupel (al,...,ak) erfiillt, und die dort betrachteten Abbildungen x —
(k(al),...k(al)) = so(k) werden gerade die Kartenabbildungen. Folglich enthilt

das Bild der offenen Umgebung V' C X von y unter s, eine offene Umgebung
von Sq(x)- O

5.4 Verbleibende Beweisschritte

Zum vollstandigen Beweis, dafl s, : Uy, — $4(U,) C R? Hom6omorphismen sind
(erforderlich zur Rekonstruktion der Mannigfaltigkeit), fehlt somit noch:

i) Fiir die Derivationen §;(a) = (&, [D, al§;) gilt Annahme B8
ii) sq: U, — RP ist injektiv.

Teil 1) wird in [15, §5+6] bewiesen. In [15, §7+8+9+410] wird die Injektivitéit
ii) zunéchst nur “fast iiberall” gezeigt, genauer:
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Lemma 5.11 ([I5, Lemma 10.3]) Sei V C U, offen mit V C U,. Dann exi-
stiert eine dichte offene TeilmengeY C s,(V), so daf8 jeder Punkt von s;*(Y)NV
eine offene Umgebung N C X besitzt, so daf$ die Einschrinkung von s, auf N
ein Homdéomorphismus auf eine offene Teilmenge des RP ist.

Dieses Resultat wird mit Satz B8i) kombiniert: Fur ¢t = (¢,...,t,) indu-
ziert o, = Fj, o---0 F) € Aut(A) eine Abbildung o : X — X durch
(oix)(a) = x(o¢(a)). Dann ist t — .(t) = su(0/k) ein stetig von k € Z
abhéngiger Diffeomorphismus zwischen einer offenen Umgebung W C RP von
0 und einer offenen Umgebung Y, C R? von s,(k).

Ist so(x) € Y, so ist bereits alles klar. Ansonsten miissen wir y verschieben:
Jede offene Umgebung von s,(x), insbesondere das Bild von W unter 9, enthélt
einen Punkt aus Y. Also gibt es ein ug € W, so dal o} x € V und s,(0}, x) € Y.
Dann ist & := o}, x € s, (Y) NV, und es gibt eine offene Umgebung N C X von
k, die durch s, homéomorph auf eine offene Teilmenge im RP abgebildet wird.

Somit sind (a, ..., a?) lokale Koordinaten in einer Umgebung von x, und
(,...,2") mit 27 :=o0,(d)c A, 27= ('),
sind lokale Koordinaten in einer Umgebung von x = (0,')*x. Da o} ein

Homdomorphismus von X ist, ist 2 = s, o 0, ein Homdomorphismus zwischen
der offenen Umgebung (o;.')*(/V) von x und einer offenen Teilmenge im RP.

Sei 74 1= 0yy44 © 0y, . Dann ist

X © Tt<xj) =Xo° O-qurt(aé) = (Sa<0':;0+tX>>j = wi(uo + t) .

Setzen wir h : W —uy — X mit h(t) := 77, dann ist (xoh)(t) = ¢, (uo+1), d.h.
x o h ist Diffeomorphismus zwischen W; = W — u und einer offen Teilmenge des
RP. Wir haben 0 € W; und h(0) = x. Also ist h ein Homéomorphismus zwischen
einer offenen Umgebung W, von 0 und einer offenen Umgebung von x in X. 0O

Satz 5.12 A ist lokal gegeben als Algebra der glatten Funktionen auf einer be-
schrinkten offenen Teilmenge des RP.

Beweis. Sei x € X. Dann gibt es selbstadjungierte 27 € A, j = 1,...,p, so
daBl # = (x',...,2P) ein Homdomorphismus zwischen einer offenen Umgebung
U von x und einer beschrankten offen Teilmenge x(U) C RP ist. Jeder Funktion
f e Cx(x(U)) wird tiber den glatten Funktionalkalkiil

fo = (271T)p /Rp dt f(t) exp (igtjxj) cA

ein Element f, € A zugeordnet. Ist k € U, so ist

(f) = g [ dt @) e (iitjxw) — J(zor)

(2
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d.h. fox:U — C stimmt auf U mit f, € A iiberein. Durch Einschrankung auf
eine offene Umgebung V C U, mit V C U, ist C*°(RP)|, C Aly-.

Verbleibt die Umkehrung: b € A C C(X) definiert iiber den Homdoo-
morphismus z eine Abbildung bo 27! : (V) — C. Zu zeigen ist Differenzier-
barkeit von b oz~ in y € x(V). Wir kénnen y € ¢, (W) annehmen, d.h. es
gibt ein t € Wi mit y = ¢, (up + t). Da 1, ein Diffeomorphismus zwischen W
und einer offenen Umgebung on y ist, kann dquivalent die Differenzierbarkeit von
box!o1, in ug+t betrachtet werden. Es gilt

box ot (ug+1t)=boh(t)=bo(rx) = x(nb)

Da t — 7;b glatt ist fiir alle £ € R" und b € A und x linear ist, ist auch y(7b)
glatt und b o 27! differenzierbar in v, (ug + t). O

Somit ist b € Aly <  boa~t € C(RP)|, fiir eine offene Umgebung
V Cc U C X von x. Auf dem Durchschnitt zweier Kartenumgebungen V, NV, # @&
wird damit der Kartenwechsel z; o 25! zu einer C*°-Abbildung. Da X kompakt
ist, geniigen endlich viele Karten (Vj,, z,) zur Uberdeckung, d.h. X ist differen-
zierbare Mannigfaltigkeit. Eingeschrankt auf V, ist b € A eine glatte Funktion,
d.h. A C C*(X). Die Umkehrung ergibt sich aus [45, Lemma 2.10], wo eine glatte
Zerlegung der Eins durch 0 < ¢, € A mit ) _ 1, = 1 und supp(¥) € V, be-
wiesen wird: Kompakte Mannigfaltigkeiten haben immer eine stetige Zerlegung
Yo € A, @ = 1,...,n, der Eins, die einen Projektor p = (@ZNJOAZJB)% € M,(A)
definieren. Unter Verwendung der Tatsache, daf§ A Fréchet-Pra-C*-Algebra ist,
zeigen Rennie und Vérilly, daf es eine Homotopie aus Projektoren zwischen p und
einem Projektor ¢ € M,,(A) gibt. Aus den Diagonalelementen von ¢ entsteht nach
Anpassung des Trégers eine glatte Zerlegung 1, der Eins. Sei nun f € C*(X)
mit fly, = balv,, dann ist f =) byth, € A. Somit ist A = C(X).

6 Erginzungen

Damit ist die Skizze des Rekonstruktionsbeweises abgeschlossen. In [I5] wird
weiter bewiesen,

i) dafl umgekehrt fiir eine gegebene glatte kompakte orientierte Mannigfal-
tigkeit ein spektrales Tripel mit den Zusatzbedingungen existiert,

ii) dafl die Regularitit aller Endomorphismen von H,, automatisch gilt, falls
die Multiplizitéit der Wirkung von A” in H gleich 22 ist. Nach [23] ist X
dann eine Spin®-Manigfaltigkeit.
6.1 Spektrale Tripel zu gegebener Mannigfaltigkeit

In i) wihlt man H = L?(X, /\) als den Hilbert-Raum der quadratintegrablen Dif-
ferentialformen. Sei g eine beliebige Riemannsche Metrik auf X. Uber das duflere
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Differential lokal gegeben durch d§ = e* A 9,§, die Volumenform und den durch
g implementiereten Isomorphismus zwischen Tangential- und Kotangentialraum
wird der Hodge-Operator * und damit das Kodifferential d* definiert. Damit sei
D = d+d*. Man findet [D, fl§ =37 _,(9,f)y" mit der Clifford-Multiplikation
YWE = ey NE =i & BEs gilt {v*,7"} = —2¢*"1. Mit der lokalen Volumenform

p(p+1)

vy=i""2 el A---AeP ergibt sich

o . p(p+ ) 1
D e(0)y WP = pliTE (detg) 2y

o€Sp

so daf} lokal folgener Hochschild-Zykel zu wéhlen ist:

Ca = — Z detg W@ 2o
p

o€Sy

Uber eine Zerlegung (i,) der Eins ergibt sich die globale Form ¢ = Y, taca.
Es verbleibt der Nachweis der Regularitét beliebiger 7' € End 4(H). Offenbar
ist 7' € (),,509™ genau dann, wenn 7' € (1, 5, 6™ mit 6T = (D), T] und (D) =

(D2 4+ 1)z. Unter Verwendung von

1 ~an (Dp
o= VX At (D)2

gilt mit (ad D*)T = [D?, T| die Identitét

jop— L m(ﬁ%) ad D)™ (ﬁ X f)

m 2
g =1 <D> A ]:1
m m 0o k m
() [ (Mt w5
k=0 i=1 j=1
(3
Wegen {y*,v"} = —2¢"“1 ist D? ein skalarer elliptischer Operator. Ist P ein

Pseudodifferentialoperator der Ordnung ¢, dann verschwindet das Hauptsymbol

von [D?, P] der Ordnung ¢ + 2. Ist T von Ordnung 0, dann ist also (ad D?)™*T
ein Pseudodifferentialoperator der Ordnung m + k und damit |7(\)| < |7Z(0)|
ein Pseudodifferentialoperator der Ordnung —k. Das verbleibende Integral ist

d\;
/ ((D)C)\ )2 ;T so daB 0™T beschrinkt ist.

6.2 Spin“~-Mannigfaltigkeiten

Wir diskutieren nun die Bemerkung ii), wo X eine Spin“-Mannigaltigkeit wird,
fiir den Fall gerader Dimension p.
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Definition 6.1 (siehe [51), §2]) Sei (X, g) eine kompakte differenzierbare Rie-
mannsche Mannigfaltigkeit, A = C'(X) und B = I'(C¢(X)) die Algebra der stetigen
Schnitte des Clifford-Biindels C¢(X) iiber X, erzeugt vom Kotangentialbiindel 7*X
und der Metrik g~!. Ein Clifford-Modul iiber X ist ein endlich erzeugter projektiver
rechter A-Modul €& mit hermitescher Struktur (| ) : £€x& — A, zusammen mit einem
Homomorphismus ¢ : B — End4 (&), so daB (£]c(A)n) = (c¢(A*)E|n) fir A € B und
¢,n e €. (Somitist £ ein B-A-Bimodul.)

Gibt es einen B-A-Bimodul & mit Ends(£) =~ B, so heift X eine
Spin®-Mannigfaltigkeit, und Isomorphieklassen solcher B-A-Bimoduln heiBen Spin®-
Strukturen.

Die Definition {ibertréagt sich auf Fréchet-pra-C*-Algebren. Es bietet sich an, £ =
Ho zu nehmen. Fraglich ist dann, ob End4(He) = I'™(C4(X)) die Algebra der
glatten Schnitte des Clifford-Biindels ist. Ist dim(X) = p gerade, dann haben die
Fasern von C'¢(X) die Dimension 2°.

Ausgangspunkt des Beweises ist [15, Proposition 5.11]

| |- lim 7 'e™|Dle~""¢ = |[D,h]|¢  fiir alle ¢ € dom(D), h=h* € A.

Aus der Regularitit folgt dann [|[D,A][,[D,a]]¢ = 0 und weiter
[[D,h)?,[D,a]]¢ = O fiir alle a € A. Die Faser Sy von H. iiber x € X
ist ein endlich-dimensionaler komplexer Vektorraum. Sei M, C End(S,) die
durch [D,a], erzeugte Unteralgebra; sie ist isomorph zu einer direkten Sum-
me von Matrix-Algebren M, ~ M, (C) & --- & My, (C). Es gilt ([D,q][D,b] +
[D,b)[D,al), € Z(M,). Das Zentrum Z(M,) besteht aus Linearkombinationen
von minimalen Projektoren auf die einzelnen My, (C). Sei e; = €} = €3 € Z(M,)
ein solcher minimaler Projektor, dann ist wegen 72 = 1

€1 = Z(elag Z e(8)[D, ag(l)] - [D, ag(p)])x #0.

a BESY

Insbesondere sind die e;[D,al], linear unabhéngig, also ist die Dimension der
Algebra T} (x) := {e1[D, a], : a € A} mindestens p.

Fiir selbstadjungierte e;[D, aly, € T/ (x) definiert e,[D, aly — (e1[D, aly)* €
Re; eine nichtausgeartete quadratische Form @ : T (x) x T7 (x) — R. Sei C/g
die zugehorige Clifford-Algebra von T} (x), dann ist ihre Dimension > 2P. Da
Clo in End(e;,Sy) als Identitit dargestellt ist, muf dim(e;S,) > 2% sein. Nach
Voraussetzung ist aber dim(S,) = 2%, also ist ¢, = 1 ,¢ der einzige minimale
Projektor, und die [D, /| bilden auf U, 3 x eine lokale Basis von T*(x). Damit
148t sich jeder Endomorphismus von H,, schreiben als Polynom in [D,a] mit
Koeffizienten aus A, ist also automatisch regulér. Schliefllich ist End4(Hy) =
B=T>(Cly(X)).

Der Kotangentialraum 77X hat die gleiche reelle Dimension p wie der Raum
der selbstadjungierten Elemente von 77 = {[D,a], : a € A}. Die Abbildung
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c: (da)y +— i[D, al, liefert einen Isomorphismus zwischen 7 X und 77, und iiber
([D7 a’] [Dv b] + [D7 b] [Dv CL]) = _2g71<da7 db)12%

wird eine Metrik auf 77 X definiert. Somit ist B isomorph zu I'**(C¢(X)), und X
ist eine Spin“-Mannigfaltigkeit. Die detaillierte Konstruktion ist in [23, §11] gege-
ben. Insbesondere ergibt sich |c(da)|| = sup, ¢y [|(grad a)(x)| und damit Connes’
Abstandsformel

dist,(x, k) = sup{la(z) —a(y)| : a€ A, ||[D,q]|| < 1}.

Weiter ist H = L*(X,S) der Hilbert-Raum der quadratintegrablen Schnitte des
Spinor-Biindels iiber X. Die Metrik ¢! auf T3 X definiert dann den Dirac-
Operator 77 zum Spin-Zusammenhang auf S. Im allgemeinen sind 77 und D
verschieden, sie besitzen aber das gleiche Hauptsymbol.
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Teil 111
Nichtkommutative Spektrale Tripel: 1.
Standardmodell

7 Reelle Struktur

Aus verschiedenen Griinden ist es wiinschenswert, die Definition spectraler Tri-
pel auf nichtkommutative Algebren zu verallgemeinern. Rein formal lassen sich
bis auf die Ordnung-Eins-Bedingung [[D, al, b] = 0 alle Axiome ins Nichtkommu-
tative iibertragen. Die Ordnung-Eins-Bedingung und die Kommutativitat wa-
ren wichtig, um a,[D,a] € End4(Hs) als Endomorphismen des projektiven
Moduls H, = eA"™ aufzufassen. Das kann jedoch noch immer erreicht wer-
den, wenn eA™ als rechter A-Modul betrachtet wird, wihrend Endomorphismen
a,[D,a] € End 4(Hs) von links wirken. Insbesondere wirkt die Algebra von links
und rechts, wobei die rechte Wirkung als Linkswirkung der entgegengesetzten
Algebra (A, %) aufgefait werden kann: Als Mengen ist A = A, aber die Mul-
tiplikation ist a * b = ba. Setzen wir a°¢ := £a fiir a® € A% und ¢ € eA", dann
ist (a®x0°)€ = a®(b°¢).

Ein andere (sehr wichtige) Quelle fiir die Bildung einer mit .4 kommutierenden
Algebra ist die Tomita-Takesaki-Theorie fiir von-Neumann-Algebren. Sei M eine
von-Neumann-Algebra, welche auf einem Hilbert-Raum H wirkt, und 2 € ‘H ein
zyklischer (M ist dicht in H) und separierender (die Abbildung M — M ist
injektiv) Vektor fiir M. Unter diesen Voraussetzungen entsteht H aus (M, Q)
durch die GNS-Konstruktion. Dann kann ein unbeschrankter Operator S auf H
mit Definitionsbereich dom(S) = M erklédrt werden als

S(m€Q) :=m*Q, meM.

Dieser Operator ist abschlieBbar, und der Abschlufl (wieder mit S bezeichnet)
besitzt eine Polarzerlegung S = J|S|, wobei J eine anti-lineare (d.h. J(A)) = A\J
fir A € C und ¢ € dom(S)) partielle Isometrie ist und |S| = (5*S)2 positiv und
selbstadjungiert. Das Tomita-Takesaki-Theorem besagt:

e J ist anti-unitér (anti-linear und JJ* = J*J = 1) und implementiert die
Kommutante M’ = JMJ,

e M > m — oy(m) := |S*"m|S|"*" € M definiert eine einparametrige
Gruppe von Automorphismen von M (das sind die modularen Automor-
phismen).

Entsprechend ersetzt Connes die Kommutativitit der Algebra und die
Ordnung-Eins durch [§]:

Definition 7.1 Ein spektrales Tripel (A, H, D) mit A nicht notwendig kommutativ
erfiillt die nichtkommutative Ordnung-Eins-Bedingung, wenn es einen anti-unitaren
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Operator J auf H gibt, so daB [a, JbJ '] = 0 und [[D,al], JbJ'| = 0 fiir alle
a,beH.

Sinnvollerweise stellt man Kompatibilitdtsforderungen von J mit D und ~:

Definition 7.2 Der anti-unitare Operator J auf H definiert eine reelle Struktur der
KO-Dimension k € Z/8 auf dem spektralen Tripel (A, H, D), wenn

J?=¢, JD =¢DJ, Jy = €"yJ fiir metrische Dimension p gerade ,
wobei die Vorzeichen ¢, €, ¢’ = +1 als Funktion von & mod 8 gegeben sind durch

| k]o 1 2 3 4 5 6 7|
e[ 1 -1 -1 -1 -1 11
it -1 1 1 1 -1 11
g1 ~1 1 ~1

Durch L(H) > T — T = JTJ* € L(H) wird eine reelle Struktur auf L(H)
definiert. Es gilt T = T, T* = (T)* und T\T, = T1T». Ist (A, H,D) ein kom-
mutatives spektrales Tripel zu einer Spin®~-Mannigfaltigkeit X, dann definiert .J
eine reelle Struktur auf dem Clifford-Biindel iiber X. Die entsprechenden reel-
len Clifford-Algebren sind periodisch modulo 8 und definieren eine Spin-Struktur
auf X. Diese Strukturen iibertragen sich in die reelle K-Theorie (KR-Theorie,
KO-Theorie). Die Bott-Periodizitét ist dann modulo 8. Eine gute Referenz ist R.
Meyer [H0].

8 Matrix-Beispiele

Der einfachste Realisierung nichtkommutativer spektraler Tripel ist durch Ma-
trizen fiir (A, H, D, J). Nimmt man als KO-Dimension die metrische Dimension
k = 0 an, dann wurden die moglichen Realisierungen durch Paschke-Sitarz [42]
und Krajewski [32] klassifiziert. Man kann das Tensorprodukt aus einem solchen
0-dimensionalen spektralen Tripel und einem kommutativen spektralen Tripel
fiir eine Spin-Mannigfaltigkeit X bilden. Die dann auftretenden matrixwertigen
Funktionen konnen mit physikalischen Modellen in Verbindung gebracht werden.
Insbesondere 148t sich das Standardmodell der Teilchenphysik, welches im Ein-
klang mit allen experimentellen Daten ist, auf diese Weise erhalten. Solche phy-
sikalischen Modell werden durch ein Wirkungsfunktional S[A] = [, dzL[A(x)]
beschrieben, wobei die matrixwertigen Funktionen A mit physikalischen Teil-
chen identifiziert werden. In der klassischen Feldtheorie wird A(z) als Losung
der Euler-Lagrange-Gleichungen zum Variationsprinzip S[A] = stationdr erhal-
ten. In der Quantenfeldtheorie werden auch Fluktuationen um diese klassischen
Losungen zugelassen.

Ein Modell der Teilchenphysik ist gegeben durch eine Wahl von A und eine
Wahl des Wirkungsfunktionals. Im Standardmodell gibt es folgende Arten von
Teilchen:
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i) eine SU(3) x SU(2) x U(1)-wertige 1-Form A (Eichbosonen),
ii) eine C2-wertige Funktion ¢ (Higgs-Boson),
iii) eine C%-wertige L?-Funktion ¢ (Fermionen).

Das Higgs-Boson spielt eine zentrale Rolle im Stadardmodell: Es erlaubt massive
SU (2)-Eichbosonen (im Einklang mit dem Experiment), ohne die Eichsymmetrie
zu verlieren. Das ist eine Wirkung der Gruppe (SU(3) x SU(2) x U(1)) @ C*(X)
auf den Funktionen A, ¢, derart, dafl das Wirkungsfunktional S[A, ¢, 1] inva-

riant bleibt. Als Zweipunktfunktion (fiir eine Funktion A;) bezeichnet man den
825
3AA; | 4

positiv, hat also reelles Spektrum. Die Zahl m? = inf{\ € sp(Z;)) heifit die
Masse von A;. Es 148t sich zeigen, daB fiir eine reine Eichtheorie S|a, ] stets
m; = 0 gilt. Erst das Higgs-Potential L[¢] = A(|¢|* — p?)? gibt iiber die klassi-
sche Losung ¢ = p den Teilchen eine Masse proportional zu p. Die Einfithrung
des Higgs-Potentials in traditionellen Formulierungen des Stadardmodells ist sehr
miithsam. In der nichtkommutativen Geometrie entsteht es automatisch als Teil
von S[A,.], wobei A,. sowohl A als auch ¢ beinhaltet. Traditionell ist A eine
Zusammenhangsform (in der Physik: Eichpotential), das ist eine Lie-Algebra-
wertige 1-Form auf X, welche den Paralleltransport in einem Hauptfaserbiindel
beschreibt. Die zugehorige Kriimmungsform ist ' = dA + A A A und das Wir-
kungsfunktional S[A] = [, dz F' A xF (wobei % der Hodge-Operator ist). In der
NCG ist A, wieder eine 1-Form in einer nichtkommutativen Differentialalgebra
(Q,d), und A wird durch das Produkt in 2 ersetzt.

Operator Z; = (Ableitung in Fréchet-Raumen). Dieser Operator ist

8.1 Das 2-Punkt-Modell

Wir motivieren das Higgs-Potential fiir das einfachste nichtkommutative spek-
trale Tripel auf dem Hilbert-Raum H = C2. Die Algebra A = C & C bleibt
kommutativ; sie wirkt als diagonale 2 x 2-Matrix auf C%:

(f’g)<§;)‘:(£g)’ (f,g) e A=CoaC.

Der Differentialkalkiil wird nichtkommutativ durch die Wahl

0 M
D_<MO>’ MeC.

Der Raum Q! der 1-Formen wird aufgespannt durch a[D,b] mit a,b € A. Man

findet ;
({0 fM
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Zulédssig als Zusammenhangsform sind selbstadjungierte 1-Formen A =

0

oM

oM

0 . Das Differential ist in diesem Fall als graduierter Kommutator

(also Antikommutator fiir eine 1-Form) mit D gegeben:

- (M6 + ) 0
dA—{D,A}—( 0 \M\2(¢+<Z_5)) ’

und die Kriimmungsform ist

o ((IMP(G+ 6+ 16) 0 )
F=dit+a ‘( 0 M6+ + 102 )

Das Wirkungsfunktional ist

S[A] = tr(F?) = 2|M[*(|¢ + 1]> — 1)2.

2|mt

Nach Umbezeichnung ¢ + 1 = S ist S[A] = A(|[* — p?)?, mit A = =75, exakt
das Higgs-Potential.

8.2 Historische Versionen der nichtkommutativen Formulierung des
Standardmodells

i)

ii)

Die erste Formulierung eines Higgs-Potentials durch einen auf Deriva-
tionen basierenden nichtkommutativen Differentialkalkiil ist in [16] zu
finden. Die Entwicklung fiihrte insbesondere zur “fuzzy sphere” [38].

Das spektrale Tripel (noch K-Zykel genannt) auf C? erschien erstmals in
[4]. Es wurde von Connes und Lott in [5l 6] zu einer kompletten Formu-
lierung des Standardmodells ausgebaut und in Connes’ Buch [7] in Be-
ziehung zu nichtkommutativen Mannigfaltigkeiten gesetzt. Dabei spielt
die Poincaré-Dualitédt eine grofie Rolle. Interessanterweise gibt es bereits
ein J in [7], die Bedeutung wurde aber erst ein Jahr spéter erkannt. Die
physikalischen Konsequenzen sind in einer Reihe von Artikeln von Daniel
Kastler [28, 29, B0] aufbereitet.

Die geometrische Struktur ist ein K-Zykel (H, D, ) iiber (A, B), d.h. es
gibt kommutierende Darstellungen von

Ar=CoH, Br = C@ M;3(C)

(nur Matrix-Anteil geschrieben) im Hilbert-Raum H = C*. Die Fun-
damentalklasse [(H,D,v)] € KK(A ® B,C) in KK-Theorie soll dann
einen Isomorphismus zwischen K,(A) (K-Theorie von A) und K*(B)
(K-Homologie von B) implementieren (Poincaré-Dualitét).

Ein technisches Problem ist die Definition des Differentials:
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iii)

iv)

e Es kann nicht mehr der Antikommutator mit D benutzt werden, da
D? nicht mehr mit der Algebra kommutiert und somit die Leibniz-
Regel verletzt wire.

e Eine Definition dw := > [D,q][D,b;] fir w = > a;[D,b;] wire
abhingig von der Darstellung von w

Man muf} also das Ideal J = {> [D,a][D,b;] : > a;[D,b;] = 0} (den
Junk) herausfaktorisieren. Die Gruppe der unitéiren Elemente von A® B
ist U = U(1l) x SU(2) x U(1) x U(3), welches gegeniiber dem Stan-
dardmodell zwei U(1)-Gruppen zu viel enthélt. Sie werden per Hand
durch eine Unimodularitdtsbedingung beseitigt. Die sogenannte bosoni-
sche Wirkung ist dann  tr(F?)|D|?, wobei F = dA + A* mod J die
Kriimmungs-2-Form zur Zusammenhangs-1-Form A ist. Fermionen wer-
den als Elemente des Hilbert-Raums 1) € H angesehen, mit Wirkungs-
funktional S = (¢, (D + A)y). Durch Vergleich mit dem Experiment
ergeben sich die 90 Kopien von L*(X,S) (rechtshindige Neutrinos sind
durch Poincaré-Dualitét ausgeschlossen).

Die reelle Struktur erscheint in [§], und ihre Beziehung zu Atiyahs KR-
Theorie wird diskutiert. Es wird erstmals von “spektralen Tripeln” ge-
sprochen. Es gibt nur noch eine Algebra A, ihre Kommutante ist JAJ
und Poincaré-Dualitdt wird zu einem Isomorphismus zwischen K, (.A)
und K*(A), vermittelt durch das cup-Produkt mit p € KR(A ® A%).
Nichtkommutative Beispiele sind der nichtkommutative Torus sowie das
Standardmodell.

Der sogenannte fermionische Teil der Wirkung ist nicht mehr (¢, (D +
A)), sondern, um Invarianz unter ¢ — Ji zu erreichen, (¢, (D + A +
JAJ*)). Dadurch ist es moglich, die Matrix-Algebra auf A =C ® H®
M3(C) zu reduzieren. Es gibt also nur noch eine iiberzéhlige (1)-Gruppe.
Die Symmetriegruppe U(.A) wirkt nun iiber die adjungierte Darstellung
(u, ) — uJuJ*y auf H.

In [O) erscheint die komplette Liste von Axiomen fiir spektrale Tri-
pel. Das Rekonstruktionstheorem in der schwachen Formulierung, welche
A = C*(X) voraussetzt, wird skizziert. Eine wichtige Rolle spielt die Re-
konstruktion der Metrik iiber das Einstein-Hilbert-Wirkungsfunktional
(berechnet von Kalau-Walze [27]). Die Konstruktion D+ A+ JAJ* wird
als innere Fluktuation der durch D induzierten Metrik verstanden: Durch
(af)(z) = f(¢~'(x)) wird eine Korrespondenz zwischen Diffeomorphis-
men ¢ von X und Automorphismen a von A4 = C*(X) hergestellt.
Nichtkommutative Algebren haben innere Automorphismen a — wuau*
mit u € U(A). Entsprechend werden innere Automorphismen als Diffeo-
morphismen einer nichtkommutativen Mannigfaltigkeit angesehen, und
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vi)

vii)

die gravitative Einstein-Hilbert-Wirkung, berechnet fiir nichtkommutati-
ve spektrale Tripel, sollte ein gemeinsames Wirkungsfunktional von Gra-
vitation und Standardmodell liefern.

Dieser universellen Wirkung liegt das Spektralwirkungsprinzip von
Connes und Chamseddine [I] zugrunde:

Die bosonische Wirkung ist eine alleinige Funktion des Spektrums des fluk-
tuierten Dirac-Operators Dy =D + A + JAJ* , d.h. S = Tr(x(D?)).

Nach Laplace-Transformation entsteht

S = / dt X (t)Tr(e P4 .
0

Fiir den verallgemeinerten Laplace-Operator hat die Spur des
Waérmeoperators eine asymptotische Entwicklung

o0

Tr(e ™) = Y thap(D) |

el
2

wobei d die Dimension von X ist und a;(D?) die Seeley-Koeffizienten
sind. Die fiihrenden Beitrige sind bekannt [2T]. Aus technischer Sicht ist
wichtig, dafl die Berechnung der Seeley-Koeffizienten nur die Kenntnis
der 1-Formen A benétigt und nicht die Kriimmung. Die komplizierte
Berechnung des Junks entféllt.

Realisierungen von spektralen Tripeln durch Matrizen wurden von
Paschke-Sitarz 2] und Krajewski [32] klassifiziert.

Die Unimodularitdtsbedingung wurde in [37] beseitigt und ersetzt durch
zentrale Erweiterung von Lifts der Gruppe U(A) in Aut4(H). Eine
ausfiihrliche Darstellung ist in [47] zu finden.

Der letzte Schritt war eine Realiesierung des Standardmodells in KO-
Dimension 6 in [T4]. Dadurch sind rechtshéndige Neutrinos erlaubt, oh-
ne die Poincaré-Dualitédt zu verletzen. Des weiteren ist eine Majorana-
Masse fiir die rechtshiandigen Neutrinos moglich, welche {iber den see-
saw-Mechanismus den linkshéndigen Neutrinos eine extrem kleine Mas-
se gibt, im Einklang mit dem Experiment. In [3] wurde gezeigt, dafl
die Matrix-Algebra des Standardmodells die minimalste Losung ist. Die
ausfithrliche Berechnung der Spektralwirkung ist in [2] zu finden. Die
Masse des Higgs-Teilchens wird zu my = 170 GeV vorhergesagt.
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9 Matrixwertige spektrale Tripel in KO-Dimension 6

Gesucht werden Realisierungen von (A, H, D, J) durch Rdume von Matrizen, so
daB

J2=1, JD=DJ, Jy=-—J, |a,JbJ]=0, [D,a],JbJ]=0,

y=v", =1, Dy=-1D,

fir a,b, € A. Wir folgen [3].

9.1 Kilassifikation von (A, H, J)

Wir starten von einer noch sehr allgemeinen Algebra A, die erst im weiteren Ver-
lauf auf die eigentlich interessante Unteralgebra A eingeschrankt wird. Gefordert
werden:

i) Es gibt ein £ € H, so dal A 2 a — af € H injektiv ist, d.h. die A-
Wirkung hat einen separierenden Vektor & € H.

ii) Es gibt keinen nicht-trivialen Projektor in £(H), der mit A und J kom-
mutiert, d.h. (A, H, J) ist irreduzibel.

Lemma 9.1 i) Es seie# 1 ein Projektor in ZA. Dann gilt eJeJ ' = 0.

ii) Es seien ey, ey Projektoren in ZA mit eye; = 0. Dann gilt e;Jeod 1 +
€2J€1J_1 € {0, 1}

Beweis. 1) Zunichst ist eJeJ ! wieder ein Projektor, denn

(eJed H(eJe ) < ee(JeJ H(JeJ ) =eJeJ ?

und (eJeJ 1)* = (eJeJ*)* = JeJ*e W ¢ JeJ 1. Dabei ist 2 die Kommutanten-

Bedingung. Dieser Projektor kommutiert mit A (Kommutante und e € Z(A))
und J:

JeJed ™) 2 (Jes Nes L e(Jes T E (eJed )T

wobei J = J in € benutzt wurde (wiirde auch mit J* = —1 funktionieren).
Wegen der Irreduzibilitit ist eJeJ ! = 0, denn ‘H = eJeJ 'H C eH ist durch
e # 1 ausgeschlossen.

ii) Analog zu i) zeigt man, dafl e; JeaJ ! + eaJe; J ! ein Projektor ist (wegen
eres = 0), der mit J und A kommutiert. Wegen der Irreduzibilitit ist dieser gleich
0 oder 1. U

Satz 9.2 Es sei Ac die Komplezifizierung von A. Dann ist eine der folgenden
FEigenschaften realisiert:
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o Z(Ac)=Cl.
o Z(Ac) = Ce; ® Cey und e; = Jex ™t fiir die minimalen Projektionen

€1,€9.

Beweis. Angenommen, das Zentrum wére nicht C. Dann gibt es minimale paar-
weise orthogonale Projektoren eq,...,e, mit Z?Zl e; = 1. Nach Lemma B11)
gilt 1 = 1J1J7" = 37, eiJe;J-'. Nach Lemma [ITli) gibt es genau ein Paar
(1,2) von Indizes mit e;JesJ t +exJerJ =1 und e;Je;J ' +e;Je; J =0 fiir
alle anderen Paare. Damit gilt fiir jedes i # 1,2

e = eieiJZekJ’I =e; ZeiJekJ’l =e; ZeiJekJ’l = —¢; ZekJeiJ’I =0.
k=1 k=1 ki ki
Folglich ist e; + ey =1 und Je;J ! = ey und JeaJ ! = e;. ]
Wir zeigen nun, daf der Fall Z(A¢) in KO-Dimension 6 ausgeschlossen ist:

Satz 9.3 Es sei Z(Ac) = Cl1 und vy eine Zy-Graduierung mit yAy~! = A. Dann
gilt vJ = J~.

Beweis. Aus Z(Ac) = C1 folgt fiir Matrizen Ac = M (C) fir ein k& € N und
dann A¢ ® A2 ~ M;2(C) mit A2 = JAcJ . Connes und Chamseddine zeigen,
dafl aus der Irreduzibilitat folgt:

o dim(H) = k?
e Die Wirkung von Ac¢ auf H ist als Linksmultiplikation auf sich selbst
gegeben.

e In der Darstellung H = My (C) ist J(z) = z*.

Sei § € Aut(Ac) gegeben durch d(a) = yay™', mit 6* = 1. Es sei A% =
JAcJ ! Wegen vJ = £J ist mit b° = Jb*J ! € A2 auch 6°(b°) = by~ € A2,
d.h. 0° € Aut(A2). Samtliche Automorphismen von M (C) sind innere Automor-
phismen, also gibt es unitdre Matrizen u,v € U(n), so dafi §(a) = uwau* und
6°(a®) = Jua*v*J1. Somit gilt fiir x € H = My(C) die Darstellung v(z) = uzv*,
im Einklang mit vy(az) = (uau*)(uzv*) = 6(a)y(z) und v(a’z) = v(Ja*J'z) =
(uzv*)(vav*) = 0°(a®)y(x). Zusammen mit Jz = x* folgt

JyJ N z) = (ur*v*)* = vau®

In KO-Dimension 6 ist JyJ~! = —v, also vau* = —uzv* oder zaxz = —ux fiir
z = u*v. Das ergibt 22 = —1 und zz = 2 fiir alle z € My(C). Somit ist z = +i,
also u = +iv und v(x) = Fiuzru*. Das ergibt

v =) = —ua(u')?
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ein Widerspruch fir x = 1. O

Sei also Z(Ac) = Ce; @ Ceq, d.h. Ac = My, (C) ® My, (C) fiir ky, k2 € N. Der
Hilbert-Raum zerlegt sich in H = H; © H, mit H; = e;H. Aus ey = Jey J ! folgt
JH1 = Hp und JHy = Hy, und aus der Irreduzibilitdt dann Hy ~ M (ki xky, C)
x und Hy ~ M(ky x k1,C) 3 y sowie J(z,y) = (y*,2*). Somit ist dim(A¢) =
k2 + k2 und dim(H) = 2kks. Aus der Separiertheitsbedingung Ac 3 a +— aé € H
injektiv ergibt sich dim(H) > dim(Ac), also k1 = ke = k.

Jetzt kommt Information aus der Teilchenphysik ins Spiel: Gefordert wird, daf3
‘H1 ein rechter H-Modul ist mit nichttrivialer Z,-Gradiuerung ;. Die minimalste
Realisierung ist dann
A = My(H) & My(C) .

Letztendlich bleibt A eine physikalisch motivierte Wahl. Dann ist, bis auf Iso-
morphismen, die einzige Wahl fiir v, J mit vJ = —Jv gegeben durch

)-(): oo ean ()= ()
Yy x Yy —Yn

mit v; = diag(1a, —15) € My(H). Damit ist der gerade Anteil A% von A (der mit
~ kommutiert) gegeben durch

A = (H e H) & My(C) .

9.2 Ordnung-Eins

Gesucht wird eine Unteralgebra Ap C A’ maximaler Dimension, so dal die
Ordnung-FEins-Bedingung einen “verbindenden” Operator D fiir die nichtzusam-
menhéngende Algebra Ap erlaubt, [D, Z(A)] # 0. Wir zeigen, daBl es dazu not-
wendig ist, daf es eine gemeinsame Darstellung (von C) in beiden Zusammen-
hangskomponenten geben muf.

Fiir a € Ap sei m;(a) = e;ae;, i = 1,2. Die Darstellungen m; heiflen disjunkt,
wenn sie keine gemeinsamen Unterdarstellungen besitzten. Es sei 7' € End(H) mit
[T,a] = 0 fiir alle a € Ap. Dann ist [e;Teq, a] = 0, also e;Teama(a) = m(a)eTes
fiir alle a € A. Zerlegt man auch e;7T'e; nach Darstellungen von Ax und sind 7, mo
disjunkt, dann kann es kein nichttriviales e;Tes und analog kein nichttriviales
esTe; geben, also

T,a] =0 Yae Ar = eTea=0, eTe; =0.

Sei nun [T, Jb*J 7| = 0 oder dquivalent [J~'TJ, b*] = 0 fiir alle b € Ap, dann
ist fiir disjunkte Darstellungen 7, ms somit e;J T Jey = JesTeJ ! = 0 und
eoJ 1T Je; = JeyTeyJ 1 =0, also

[T,a°] =0 Yae Ar = eTea =0, e;Te; =0.
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Das wenden wir auf die Ordnung-Eins-Bedingung [[D, a], v°] = 0 fiir alle a,b € Ap
an. Es folgt e;[D,ale; = 0 und e3[D,ale; = 0 und schlieflich e;De; = 0 und
esDe; = 0. Folglich kann es fiir disjunkte Darstellungen 71,75 von Ap keinen
verbindenden Operator D geben.

Sind 71, 7y nicht disjunkt, dann gibt es ein T : ‘H; — Hs derart, dafl die
involutive Unteralgebra von A gegeben durch

A(T)={be A" : m(b)T = Tmi(b) , m(b")T = Tm (b")}

von Null verschieden ist. Dann erfillt 7'+ T* die Ordnung-Eins-Bedingung fiir
jede Unteralgebra Ap C A(T).

Es sei (q1,q2,m) € A =H & H® M, (C) und (das Weglassen von ¢, wieder
physikalisch begriindet)

Tmi(q1,q2,m) =Tqr, (g, q2,m)T =mT .
Ist T : C* — C* gegeben, dann ist
A(T) =HeC(T) , C(T)={(q1,m) e H®M4(C) : mT =Tq, , m*T =Tq;} .

e Sei zuniichst rang(7) = 2, d.h. TC* ist ein zweidimensionaler Untervek-
torraum. Dann ist nach Zerlegung von m € M, (C in vier 2 x 2-Blécke ent-
sprechend Bild und Komplement die Losungsmatrix mT = T'q, , m*T =
T'q; blockdiagonal, und der Bild-Bild-Block ist durch ¢; bestimmt. Somit
ist C(T') C H & M>(C) mit reeller Dimension dim(C(T")) < 12.

e Sei rang(7') = 1. Nach Wahl kanonischer Basen fiir die eindimensio-
nalen Unterrdume (ker 7')* C C* und im7 C C* wird bis auf unitéire
Aquivalenz und Skalierung von 7' erhalten:

T(Z):

fir A\,m;; € C. Also ist C(T') ~ C @ M;5(C) mit reeller Dimension
dim(C(T')) = 20 eine groBere Unteralgebra als fiir rang(7") = 2.

A0 0 0

(A0 0 mip mia mas
= C(T)_<0 5\)69 0 mo1 maoy a3

0 ms; msx ms3

o O O e

Werden Beitriage von Tq, zugelassen, also rang(T') € {3,4}, dann sollte die Di-
mension von A(7") nochmals kleiner werden. Somit ist gezeigt:

Satz 9.4 Bis auf Automorphismen von A existiert genau eine involutive Unter-
agebra Ap C A maximaler Dimension, welche unter Ordnung-Eins-Bedingung
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einen nichtdiagonalen Operator D erlaubt. Diese Algebra ist die Matriz-Algebra
Standardmodells und gegeben durch

- 0N O 0 0 my1 mig mas
Arp=Ha Cao M;(C) > 00 a 8 1 0 Ma21 Moz Mag
00 —F a 0 m3 m3z2 m33

€ My(H) @ M,(C) . -

Der Hilbert-Raum H = M,(C) & M,(C) wird iiblicherweise durch Elementar-
teilchen parametrisiert:

VR | URr URb URyg
er | drr  dpp ng
VL | UrLr ULy ULg
er | drr dpp dLg

Vp  €R | VL ep
U, A, | ug, di,
Uy, dpy | ug, di
Uy df%g ug, ds g

9.3 Dirac-Operatoren

Wir klassifizieren “Dirac”-Operatoren Dp, die der Ordnung-Eins-Bedingung
geniigen und ein masseloses Photon erlauben, d.h. mit der Unteralgebra Cp =

{(gx, A\,0) = X € C} ¢ Ap = H® C @ M;3(C) kommutieren. Dabei ist
Q= ( ())\ ()—)\ ) Um Dy als Matrix auf Hy darzustellen, wird der Hilbert-Raum
Hp = My(C) ® My (C) ~ C3? neu parametrisiert als
(R dr
Hprp =H,é Hs, H12C89 ECL , HgZCMB ch ,
Uy qr
5 q;

mit Leptonen

und Quarks
_(ur _ (v e _ (Ur A
dr = dR y 4, = dL y dr = d% » 4, = di .
Dabei sind zunichst v,e € C und u,d € C3.
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In der Zerlegung Hr = H; @ Hs schreiben wir lineare Operatoren 7T auf

Hp als T = ( ;11 ?3 ) Dabei ist T1; € Mg(C) und T33 € May(C). Aus den
31 133
vorangegangenen Untersuchungen folgt, dal Ap, Jr, v diagonal sind, also keine

13 und 31 Anteile haben. Fiir die Diagonalanteile lesen wir ab:

an 0 0 0
loqg 0 o0 (A0
<Q7 )\7m)11 - 0 0 )\12 0 ) q\ = ( 0 5\ )
0 0 0 My
poly 0 0 0
B 0 ¢®1; 0 0
<Q7 )\7 m)33 - 0 0 12 ®m 0 )
0 0 0 LL®m
I 0 0 1, 0 Ir
e oo on|fn
"l ] 1o 0o |
ECL 0 1,b 0 0 )\ 7%
qR 0 0 12 @ 13 0 qR
J q, _ 0 0 0 12 X 13 &
B g 1, ® 13 0 0 0 4 |
q; 0 1lo® 13 0 0 qi
1, O 0 0
o -1, 0 o0
71 = 0 0 _12 0 )
0 0 0 15
1lo® 13 0 0 0
B 0 —L®l; 0 0
T = 0 0 -1L®ly 0
0 0 0 1lo® 13

Man bestitigt v& = 1, vp = v5, J2 = 1 und ypJr = —Jr7r.

Aus [JraJit, [Dp,b]] = 0 und {Dp,vr} = 0 folgt, daB auch Dp diagonal in
der Zerlegung Hp = Hy ® Hs sein mufl: Wegen der Antikommutativitiat von Dp
mit v muf jeder Block dieser Zerlegung von der Struktur

0 0

Dij =

O ¥ *
* O O %
* O O *
O ¥* %

sein. Dann haben auch [Dp,b];; und [DF,JFZ)JEI]M diese Struktur. Dann hat
0 = [JFGJ}:l, [DF,b]]lg = (JFa,ng)ll[DF,b]lg — [Dp,b]lg(JFajgl)gg fllI‘ alle a =
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(g, \,m) nur die Losung [Dp,bl13 = 0, und analog nur D;3 = 0. Physikalisch
sichert D;3 = 0 die Stabilitidt des Protons.

Aus Dy = D, {Dp,vyr} = 0 und [Dp, Jr| = 0 sowie Satz 9.4 folgt nun fir
die Diagonalblocke von Dy die Darstellung

0O 1| T 0 0 Yz 0 O
Yy 010 0 Y; 010 O
Dll - T* 0 0 ?1 ) D33 - 0 0 0 Tg 9
0 0Y! 0 0 0 ]Y, 0
mit zundchst Y7 € My(C) und Y3 € My(C) @ M3(C. Aus Satz 9.4 ergab sich
als einzigen Nichtdiagonalblock von D;; die Matrix T = T' = };R 8 Es

verbleibt die Auswertung der Ordnung-Eins-Bedingung fiir Y7, Y'3: Fiir Y, ergibt
sich keine Einschriankung, wihrend wir fiir den Quark-Block erhalten:

(®13)[Y3,1,0m] — V3,1, @m](g®13) = 0.

Fiir jeden 2 x2-Unterblock T" von [Y'3, 1o®@m] ergibt sich eine Gleichung ¢\T = T'q
fiir alle A € C und ¢ € H, was nur die Losung 7" = 0 148t. Also miissen Y3 und
1, ® m miteinander kommutieren, d.h. es gilt Y3 = Y3 ® 13 mit Y3 € M5(C).

Nun kommt die Bedingung masseloser Photonen ins Spiel, welche sich auf
(g, Y1) = 0 und [gy, Y2] = 0 reduziert. Die Losung sind Diagonalmatrizen

Y, O (Y, O
(58) we (i)
9.4 Cabibbo-Kobayashi-Maskawa-Matrizen

Fiir das eigentliche Standardmodell werden drei Kopien (sogennante Generatio-
nen) des Hilbert-Raums Hp benétigt. Die Leptonen werden dann durch v, e € C3
und die Quarks durch u,d € C* ® C3 parametrisiert. Entsprechend ist im Dirac-
Operator Y, ., ar € M3(C). Wir betrachten zwei Dirac-Operatoren Dy, D} als
aquivalent, wenn D} = UDrU* fiir eine unitiare Matrix U, die mit Ap, Jp, v
kommutiert. Damit ist U wieder diagonal, und die beiden Diagonalblocke haben
die Gestalt

diag(V4, V2) 0 0 0
U — 0 diag(Vs, V3) 0 0
= 0 0 diag(V7, V3) 0 ’
0 0 0 diag(V3, Va)
diag(Wl, WQ) X 13 0 0 0
U — 0 diag(Wg, Wg) X 13 0 0
B 0 0 diag(Wy, Wa) ® 15 0
0 0 0 diag(Ws3, W3) ® 13
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mit V;, W; € U(3). Die entsprechende Aquivalenzen der Y-Matrizen sind
Y =WV, Vs, Y =Y.V, Y =ViYRV), Y =W Y, W5, Y =WY,IW;.

Dadurch kénnen die Y-Matrizen auf eine Standardform gebracht werden. Durch
(nicht eindeutige) Wahl von Vi, Vi, Wy, W3 erreicht man Y, = M, und Y, =
My diagonal und positiv. Nach Polarzerlegung ist dann z.B. Y, = W(C,M,C;)
mit M, diagonal und positiv. Es kann detC;, = 1 angenommen werden. Die
unitdre Matrix WC, wird durch W; beseitigt. Allerdings besteht noch immer
die Freiheit der Konjugation mit Matrizen W3 = W3 und W] aus dem 2-Torus
N der diagonalen SU(3)-Matrizen, welche My, M, nicht dndern. Somit ist die
kanonische Wahl Y,) = M, C, mit der Cabibbo-Kobayashi-Maskawa-Matrix C, €
N\ SU(3)/N. Diese Doppel-Nebenklasse ist durch 3 Euler-Winkel 6y, 05,03 €
[0, 27] und eine Phase e parametrisiert. Die Phase bricht die Symmetrie zwischen
Materie und Antimaterie.

Analog ergibt sich Y/ = M,C, mit M, diagonal und positiv und C, € N\
SU(3)/N. Bis auf die Skalierung V; + €'V, welche Y/, Y/ invariant lassen aber
Yi +— €% Y liefern, sind alle Freiheiten der V; ausgeschopft. Also ist Y5, = (Y})!
bis auf eine globale Phase eine beliebige symmetrische komplexe 3 x 3-Matrix,
somit parametrisiert durch 11 reelle Zahlen. Insgesamt hat damit der Moduli-
Raum der dquivalenten Dirac-Operatoren die Dimension (3 +3+4) + (3 +3 +
4+ 11) = 31.

10 Die Spektralwirkung
10.1 Fluktuierter Dirac-Operator

Wir betrachten das Tensorprodukt

A=Ay @ Ap, H=Hy®HFp, D=Dy®1lp+vu®Dp,
J=Ju®Jr, V=T @ VF

des spektralen Tripels (Anr, Har, Dar, Yar, Jur) einer vierdimensionalen kompak-
ten Riemannschen Spin-Mannigfaltigkeit (M, g) mit dem Matrix-Spektraltripel
(Ap, Hp, Dp,vr, Jr) aus dem vorigen Abschnitt. Dabei ist Ay, = C®(M),
Hy = L*(M,S) der Hilbert-Raum der L?-Schnitte des Spinorbiindels S iiber
M und 1
Dy = iefy*Vy, , Vﬁ =0, + gwﬁb[%, V]

der Dirac-Operator zum Levi-Civita-Zusammenhang. Die Komponenten der in-
duzierten Zusammenhangsform des Spin-Zusammenhangs sind mit wzb bezeich-
net. Dabei sind die v, die Generatoren der Clifford-Algebra des R?, mit der phy-
sikalischen Konvention 7% = (7%)* und 7y%9° + 4%v* = 2§91 und v, = d7° = 72
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Mit e# wird das (inverse) Vierbein zur Metrik g bezeichnet, 5abeﬁef’, = guw- Das
Vierbein ist kovariant konstant,

v__TWw p ab v __
Ouey — I eh +wiey = 0.

Damit findet man die Lichnerowicz-Formel

1
D2, = ALY 4 i A = —g" (0,0, — T7,0,) , R=g"R,, .
Die Graduierung ist gegeben durch 7y, = ~° := ~'---~* In der iiblichen Dar-
stellung durch Pauli-Matrizen, mit 72 = —~% und 7@ = 42 fiir a = 1, 3,4, ist
Jup = 7?1 zu setzen. Dann folgen die Vorzeichen fiir KO-Dimension 4,

Ji=-1, Juys=vuJrr . JuDy =Dy .
Insgesamt erfiillt Ji) = v5.Jpt) die Vorzeichen der KO-Dimension 2.

Unter inneren Fluktuationen des Dirac-Operators versteht man die Erset-
zung D +— Dy = D+ A+ JAJ !, wobei A = A* = > a,[D,b,] eine 1-
Form ist, mit a,, b, € A. Der fluktuierte Dirac-Operator erfiillt die gleichen
Axiome, insbesondere [D, J] = 0, {7, D} = 0 und die Ordnung-Eins-Bedingung
[JaJ ™!, [Da,b]] = 0. Man verwende [a, JAJ!] = 0. Ebenso dndert die Stérung
D +— D4 nicht die Selbstadjungiertheit und die Asymptotik der Eigenwerte.

Entsprechend den beiden Anteilen D ® 1r und vy ® Dp gibt es die beiden
Anteile

G = egVGGu 5 Gu = Zaaau(ba) cA > ’75(I> - 75 Z aa[DFa boz]

fir 1-Formen. Sie sind unabhéngig (wéhle ein b, konstant). Wegen G, € A ist
nur ¢ zu berechnen. Die beiden Lepton- und Quark-Blocke sind

0 @0 0
o | % 000 o, — [ MCedr M,Cid
=10 oloo | T\ =M.gy M.
0 0100
0 d,213]0 0
o d, ® 13 0 00 o — [ MCopr M.Cops
B 0 0 (00| TN\ Mgy My
0 0 00
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Der vollstandige fluktuierte Dirac-Operator ist damit

iyeh Vit 5Dy T 0
P; iy el VW 0 0
Dai1 = —
A T* 0 AV 75Dy ’
0 0 P iyrervp P
iy e“V;j’B’G Y5 Pq T 0
oy iy eijﬁ’WG 0 0
Dags = T* 0 iyen i Bo 5Py ’
0 0 5 P AT
it
V 0
S,B _
Vi = ( O Vi —2iB, ) Iy
S 3 1_ 2
vSBW: v,u <1B +MZ/) ;(Wy_lwp)g 1Y,
—i(W, +iWz;) VvV, —i(B, - W)
VSBG V ].3—1 GO )13+GM) 0 ]_y
0 Vils —i((GY + Bu)1s + G,) ’
VS’W’G _ ( vulg — 1((G? +W5’2)13 + GH) 5 —1<W10 1W2:213 ) 1Y
,u _1<WM + IWM)lg \Y% 13 — 1((G %4 ) + Gﬂ)
Dabei steht 1y = 13 fiir die Generationen, G, ist eine spurfreie hermitesche

3 x 3-Matrix mit Werten in C*°(M), und B,, W, G € C*°(M) sind reellwertig.
Aus physikalischen Griinden wird tr(A) gefordert (Unimodularitéit) Das liefert
Gg = _%Bw so daf} im Quark-Sektor die Faktoren g, é, ; vor i3, entstehen.
Damit hingen die drittelzahligen elektrischen Ladungen der Quarks zusammen.

10.2  Spektralwirkungsprinzip und Wiarmeleitungskern-Entwicklung

Das Spektralwirkungsprinzip von Connes und Chamseddine schlégt vor, daf die
sogenannte bosonische Wirkung fiir die Fluktuationen des Dirac-Operators D4
eine alleinige Funktion des Spektrums von D? ist. Nach Funktionalkalkiil ist dann

S = Tr(x(D%)) = / Tt () Te(e P |

wobei X(t) die inverse Laplace-Transformierte von x(s) = [;°dt e *x(t) ist.
Dabei ist e P4 der Wirmeleitungsoperator.

Sei (M, g) eine p-dimensionale kompakte Riemannsche Mannigfaltigkeit und
F' ein Vektorbiindel {iber M. Betrachtet werden Differentialoperatoren zwei-
ter Ordnung P auf den Schnitten von F', deren Hauptsymbol durch den me-
trischen Tensor gegeben sind. Solche Operatoren haben lokal die Darstellung
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P = —(¢"0,0, + A0, + B), wobei A*, B Endomorphismen von F sind. Unter
diesen Voraussetzungen hat die Spur des Warmeleitungs-Operators eine asym-
ptotische Entwicklung [2T], §4.8]

Tr(e F) ~ Zt¥/ dz ay(z, P) ,
M

k=0

wobei ai(z, P) die Seeley-de Witt-Koeffizienten von P sind. Damit &8t sich die
Laplace-Transformation invertieren zu

Sa ~ ZXu / dx ay(x,D3) ,
k=0 M
oo _1 [ ds 3_3_1X<3) fir z ¢ N
= dt *x(t) = { T2 fo
Xz /0 X(t) { (—l)kx(k)(()) firz=keN

Die Seeley-de Witt-Koeffizienten sind im Buch von Gilkey [21, Theorem
4.8.16] tabelliert, allerdings (eindeutig) ausgedriickt als P = Af — & durch den
Zusammenhangs-Laplacian A¥ und einen Endomorphismus £ von F. Ist f ein
Schnitt von F, dann ist die kovariante Ableitung beziiglich einer Zusammen-
hangsform w auf F’

Vf=da" @ Ou.f +w.f) .
Fiir die zweite Ableitung ist der metrische Zusammenhang zu beriicksichtigen:
V2f = da’ @ dat @ (0 + ) (0uf +wf) = T (0pf +,f) )
Kontraktion mit der negativen Metrik liefert
AT f = =g (0,00f + (2000 = T4 f + (@i + Oy — T, )
und damit

1 v o TV v
P=A-¢ & w,= §gw,(A +97°T},) , € = B—g" (wpuw, + 0w, =T w,) .

Ausgedriickt durch £, w und den Riemann-Tensor R¥,  lauten die ersten
Seeley-de Witt-Koeffizienten von P:

ao(x, P) = (4m) 2 tr(id)
1 p
as(xz, P) = 6(47r)_5tr(—Rid +6&) ,
1 p
as(r, P) = %(M)ﬁu((wﬁ — 2R, R"™ + 2R,,,,. R*"” — 12AM(R))id
+ 60A"(E) — 60RE + 180 + 3012, Q) .

Dabei ist Q,, = Jyw, — 0w, +wyw, —w,w,, die Krimmung zur Zusammenhangs-
form w,, und Indizes werden mit der Metrik ¢g"” gehoben. Die Spur tr bezieht
sich auf Endomorphismen der Faser von F'. Die ungeraden a; verschwinden.
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10.3 Diskussion

Es ist nun im Prinzip einfach, aber extrem langlich,
i) P = D% auszurechnen,
ii) A* B abzulesen,
iii) wy,, £ zu bestimmen,
iv) die aj auszurechnen.

Es wird angenommen, dafl sédmtliche Ableitungen von x in 0 verschwinden,
x®(0) = 0 fiir k£ > 0. Dann tragen fiir eine p = 4-dimensionale Mannigfaltigkeit
nur

e ao mit Koeffizient y_o = [ ds sx(s),
e ap mit Koeffizient x_; = [ ds x(s),
e ay mit Koeffizient yo = x(0)

bei. Das Ergebnis ist:

Sy = %(48)(2 —ex_1 +dxo) [ d'z/detg
+ 241 S (96x 1 — CXO) d'z \/detg R
+ %<_QCLX1 +exo) [ d'z y/det g gl
dte et ga(|D,of? — RIoP)

2 1 5
X0 [ e \/det g ( 3G G™) + Stra( W W) + gBWBW>
d*z \/det g|o|* .
Dabei sind

G = 0,Gy — 8,G, — (GG, — G,G,) € My(C=(M))
W = 0,W, — 0,W,, — (W, W, — W,W,) € My(C=(M)),
B, = 8,B, — 8,B, € C*(M)

die Kriimmungen der SU(3), SU(2), U(1)-Zusammenhangsformen. Auflerdem ist

5 9 9 D, o, B 0,01 ) W3 —B, W!—iW? 01
62 = |62+ 16 (DZ@) _ (6Z¢z)*l(w{iiwg‘ —%—é) <¢)
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sowie

tr(Y, Y, + VY. + 3V, Y, + YY),
(YY) + (YIYe)? + 3(Y, Vo) + (Y7Ya)?)
tr(YpYe),  d=4tr((YiYR)?), e=tr((Y3YR)(Y)Y,)).

a
b
c

Weiterhin ist C,.p0 = Ryvpo — %(g“pRW — GuoRup+ GuoRyup — GupRus) + %(gupgw -
Guo9upR) der Weyl-Tensor, und nach partieller Integration und Vernachlissigung
der Randterme entsteht R*R* = e“”p”eag,ngo‘ﬁRgi, dessen Volumenintegral die
Euler-Charakteristik ist.

Zum Vergleich mit dem Experiment haben sich die Physiker auf kanonische
Vorfaktoren im Integranden der Wirkung geeinigt. Der Vorfaktor

e von |D,pl* ist 3
was durch entsprechende Skalierung von ¢ erreicht wird. Nach der Skalierung
wird der Vorfaktor

e vor |p|* mit —pud,

e vor |p[* mit A

e vor R mit 5-

bezeichnet, wobei « die Einsteinsche Gravitationskonstante ist. Weiter wird der
Vorfaktor

1 v : 1
e vor 5tr3(G L, G*) mit el
1 uv : 1
® VOr §tr2< ,LLI/LL ) —%
e vor B, B" mit &
j E:

bezeichnet. Daraus liest man die sehr wichtige experimentell zugéingliche Bezie-
hung
2 9 3,

93 = 92 = 591
ab. Sie ist zunéchst klar verletzt; es zeigt sich aber, daf§ die g;(E) energieabhingig
sind und bei hoherer Energie sich annéhern. Die Daten bestimmen eine kritische
Energie A, fiir die g3(A) = ¢g2(A) gilt. Jetzt wird die Argumentation umgekehrt:
Man postuliert, dafl die Spektralwirkung zutrifft an einer ausgezeichneten Start-
energie A.

Die Werte ¢;(F) an einer anderen Energie F werden mit Verfahren aus der
Quantenfeldtheorie berechnet. Bezeichne ¢ die Menge der dynamischen Felder,
¢(p) die Fourier-Transformierten und S[¢] bzw. S[@] die Wirkung, welche durch
Parameter wie ¢g;(A) parametrisiert wird. Die Integration der Fourier-Moden mit
E </||p|| £ A definiert tiber das Pfadintegral

o~ SHEEG) _ / Di(p) e~
E<Ipli<A
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eine neue effektive Wirkung SLI}‘fSE[é], in die nur noch Moden mit [p| < E ein-
gehen. Nach singuldren Reskalierungen haben die fiihrenden Anteile in S,y die
gleiche Struktur wie S (das Standarmodell ist renormierbar), nur mit anderen
Parametern wie z.B. g;(E) statt g;(A). Damit liefert g3(A) = 2gf(A) eine Vorher-
sage fiir g;(F), die ungefihr, aber nicht exakt zutrifft (die experimentellen g;(F)
bilden ein Schnitt-Dreieck).

Die Werte fiir a,b sind bekannt durch die Massen der Fermionen und die
Winkel in C, (es dominiert A/,). Nimmt man cxp < x—1 und ey < ax—_; an,
dann bestimmen M, und k die Werte von p(A) und A(A). Das resultierende

Higgs-Potential —pu?|p|> + A|p|* wird minimal bei ¢ = 4/ gUQ ((1]) Die Matrix
Uy € SU(2) xU(1) wird durch eine Eichtransformation beseitigt, so dafl nur noch
die U(1)-Stabilisatorgruppe von ((1)) als Symmetriegruppe verbleibt. Nach dieser

Fixierung von Uy € SU(2) x U(1) kann das Higgs-Feld in die Form ¢ = (\/%Jrn)
gebracht werden. Dann wird die kovariante Ableitung

un . Ng Wg_Bu
Due = < 0 )+1<\/ﬁ+"> Wi i
n I

Als Teil von 1]9,¢|? entsteht %g“’“((Wi — B,)(W2 — B,) + WyW, + W2W;)
und damit ein Masseterm fiir W', W?2 und Z = o(W? — B). Der Wert von g(E)
wird an die experimentelle Masse von W angepafit. Nach Ubergang zur Energie
liefern die Beziehungen der Spektralwirkung aber eine unabhéngige Vorhersage
fiir A\(E) allein, aus der die Masse des noch nicht entdeckten Higgs-Teilchens

vorhergesagt wird zu m, ~ 170 GeV'.
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Teil IV
Isospektrale Deformationen

Isospektrale Deformationen sind nichtkommutative spektrale Tripel (Ag, H, D),
die durch Rieffel-Deformation [46] der Algebra A eines kommutative spektralen
Tripels (A, H, D) entstehen. Hilbert-Raum und Dirac-Operator bleiben undefor-
miert.

Gegeben sei eine abelsche Gruppe (V,+) mit d Erzeugern {t!,... t¢}, eine
Bilinearform (, ) : V x V — R und eine beziiglich (, ) antisymmetrische Matrix
© = —0O' € End(V). Es sei A eine Fréchet-Algebra beziiglich einer Familie
{pi}ier von Halbnormen, auf welcher eine stark stetige und beziiglich jeder der p;
isometrische V-Wirkung o : V' x A — A definiert ist. Sei A ={a € A : t+—
a¢(a) glatt} die Unteralgebra der glatten Elemente von A. Rieffel fithrt auf A*
die neuen Halbnormen

1

Dim(a) = 5 sup > pi(apsipai(@),  BiEL
715
1B|<m

ein. Dann ist das folgende Produkt xg : A x A® — A> assoziativ und gemein-
sam stetig beziiglich der Fréchet-Topologie {p; m }:

orabi= [ drds g an(t) e
VXV

so dafl Ag := (A, xg) eine neue assoziative Fréchet-Algebra wird. Durch geeig-
neten Normabschlul entsteht eine C*-Algebra Ag.

11 Der nichtkommutative Torus

11.1 Die Algebra

Startpunkt der Rieffel-Deformation ist die Algebra A = C°(T?) der glatten

Funktionen des gewohnlichen T¢. Nach Fourier-Entwicklung gilt

Co(Th) 3 f(x) = Y fre™*  kx=ha'+ - +ka®,  (fi) €S2,
kezd

d.h. die Folge (fx) ist schnell fallend. Die Halbnormen sind gegeben durch

(p5())* = sup (1 + [|K[1*)7 | fil* -

kezd
Auf C*°(T?) wird eine Wirkung der Gruppe V = T4 = R?/Z? erklirt als

— 627rilc(ac-l—t)

at(GQnikx)
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und lineare Fortsetzung. Wegen f, = > * f ist P (f) = pi(f), und es gilt
A>* = A. Fiir die Rieffel-Deformation folgt

1
(f*eg)(x Z frai / d dt / d ds e2mi(katlo+3kOtHistst) _ Z fuan o2mi(kt+Dz—5k61)
T

k,lezd k,lez4

Die assoziative Algebra Ag = (C°°(T%),%g) definiert den nichtkommutativen
d-Torus.

Héaufig wird der nichtkommutative 2-Torus eingefiihrt {iber eine Kommuta-
torrelation zwischen zwei Erzeugern u = ¢?™%1 und v = €2™%2, Dann folgt

. 1 . 1
(u*g v)(z1, T5) = e¥m@1FT275612) (v xe u)(x1, T) = e¥m@1Fe2=5621)
und mit 0 := O3 = —Oy; dann u xg v = €™ xg u. Fiir € Z entsteht der

kommutative 2-Torus. Ist 6§ = g € Q mit p,q € Z teilerfremd, so ist Ag ein

Biindel von ¢ x g-Matrix-Algebren iiber dem 2-Torus T% vom Radius %: Durch

Tausch von u, v kann # > 0 angenommen werden, und dann p < q nach Abspalten
des ganzen Teils. Wegen uxgv = e%i%v*@u erzeugen u?, v? das Zentrum von Ag,
d.h. wir identifizieren U = u4 = €*™9*1 und V = v? = ¢*™9"2 mit den Generatoren
von C*(T3). Mit der Zerlegung Z > k = K'q+r mit r € {0,...,q — 1} ergibt

q
. ! ! .
sich ukvt = U¥ VP4 v® und damit

q—1 q—1
F=Y fudtot = Yot S0 UtV =N wrefe, e 0(T?).

k,IEZ r,s=0 k' I'eZ r,s=0

Die Relationen w? = v = 1 und wv = e™svu lassen sich nun durch q-
dimensionale Matrizen erfiillen (“clock” und “shift”):

1-p

i | R 0 0 01 0 0
0 T L. 0 0 00 1 0
u = : : . , v=| : - L
2 l(q 1)17 i i
0 0o ... " 0 0 0 1
0 0 ... 0 9 10 0 0
Beide Matrizen sind spurfrei, da Y 7_ ée%l? = 1= 622:"2 = 0. Ist dagegen @ irra-

l1—e
tional, dann ist das Zentrum von Ag trivial, und Ag kann als Limes p,q¢ — o0,

g — 6 unendlicher Matrix-Algebren iiber einem einzigen Punkt aufgefafit werden,

der im Limes ¢ — oo aus dem Torus T vom Radius % entsteht. Im beliebiger

Dimension n ist © durch eine SL(n, Z) Transformation auf die Standardform
zu bringen, entsprechend dem [ < [n/2]-fachen Produkt von nichtkommutativen
2-Tori zu den Parametern 0y, ..., 0, mit dem kommutativen n — 2[-Torus.

o4
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Die komplexe Konjugation [ — f* = f definiert eine Involution auf Ag.
Fiir f(z) = Y, cpa fre®™F folgt f(x) = Y pepa fre 20 =3 0 [re®™* also
% ¢ fp — f_g. Durch komplexe Konjugation des Rieffel-Produkts ergibt sich
(freg)=gxe [.

11.2 Hilbert-Raum und Derivationen

Der Hilbert-Raum wird durch GNS-Konstruktion beziiglich des durch

7'( Z fk€2ﬂm> = fo

kezd

definierten Zustands 7 : Ag — C erhalten. Wegen 1, = 6 ist 7(1) = 1, und

wegen
T(f*xe f)= > f-rfmo (62Wi((k+l)x_%kel)) =Y AP =0

k,lezd lezd

ist er positiv. Insbesondere gilt 7(f*xg f) = 7(f* f). Dann wird der Hilbert-Raum
L*(T4,7) durch L2-Abschlufl beziiglich des Skalarprodukts (£,n) = 7(£* *e 1)
erhalten,
L* (T4, 7) = {f =) Gt g€ fz(Zd)} :
kezd
Wegen 7(&* xg 1) = 7(£*n) ist es der gleiche Hilbert-Raum wie fiir den kommu-
tativen Torus.

Die GNS-Darstellung der Algebra ist durch 7(a)§ = axg £ gegeben, wobei zu
zeigen ist, daf g : Ag x L?(T?, 1) — L?*(T¢, 1) stetig ist. Dann ist 1 ein zyklischer
(Ae C L*(T? 7) dicht) und separierender Vektor (a — a injektiv), so daf die
Tomita-Involution gegeben ist durch Jo& = €. Um eine spektrale Geometrie der
KO-Dimension d zu bekommen, ist das Tensorprodukt mit der Clifford-Algebra
zu bilden. Wir konstruieren zunéchst den Dirac-Operator.

Zunéchst generiert die infinitesimale Gruppenwirkung zu den Generatoren

(el,...,e?) € T? von V die Derivationen
d Tikx . mikx
;f = %O‘hej(f)‘h:ov 5]'( > et ) = ) (2mik; fi)e’ ™
kezd kezd

Wegen der Kommutativitdt von V' = T¢ kommutieren die d Derivationen §;. Die
Derivationseigenschaft folgt aus

8;i(f %o g) = 5j< Z fkgle%ri((kﬂ)x—%k@l)) _ Z (2mi(k; + lj)fkgl)e%i((k-i—l)x—%k@l)

k,lczd k,lezd

= (0;f) xe g + [ xe (0;9) -

25

Preliminary version — 9. Februar 2009



Die §; setzen sich zu unbeschriinkten Operatoren auf L?(T? 1) fort, und der
gemeinsame glatte Definitionsbereich ist gerade Ag. Wegen Stokes’ Theorem
7(0;f) = 0 sind die J; antisymmetrisch, 65 = —9;.

Wir betrachten die einfachste Spin-Geometrie auf dem nichtkommutativen
Torus durch die Wahl H = C2“? @ L2(T¢, ) und

D =iy, ,

mit den Generatoren {y#},-;

.....

1 bis d. Wie tiblich ist v =12« .-~ die Zo-Graduierung, und es existiert
eine Wahl J¢ = ;€ mit ; € CU(R?), die eine reelle Struktur der KO-Dimension
d liefert. In zwei Dimensionen ist z.B.

. 0 & +30 (10 (0 -1
D_1<51+052 0 ) 7‘(0 —1)’ J‘(1 o)oc'c'

mit o = i. Es zeigt sich, dafl auch fiir allgemeines ¢ € C\ R eine Spin-Struktur
erhalten wird [50]. Der Hochschild-Zykel wird aus den elementaren Fourier-Moden
u; = €*™* aufgebaut, d.h. k = e;. Damit ist [D,u;]§ = —2777u; *o & (keine
Summation), so dafl wir setzen:

d(d—3)
= Y e(B) gy xe  xe Us@) T @ usm) © - @ us)
d!(2m)d v
d

Damit ist 7p(c) = v, und man iiberpriift bc = 0. In zwei Dimensionen gilt mit
U= U1, V= "Ug
1
- 8m?
be=(vHou) ' ® (Wreu) — (Urxe V) ' ® (uxe ) .

c (v eu ) @uev—(u"' v ) @vau),

v xg u folgt be = 0. Im allgemeinen Fall ist o25- durch m

Aus u xg v = 2™

zu setzen.

Die Vektoren u, = e sind Eigenvektoren zu D? = Al zum Eigenwert
47?||k||?. Da D das gleiche Spektrum wie im kommutativen Fall hat (isospektrale
Deformation), hat D kompakte Resolvente, und der n-te charakteristische Wert
von (D + 1)~ ist von Ordnung O(n"1).

2mikx

11.3 Spektralwirkung

Der fluktuierte Dirac-Operator ist Da = D + A + ¢JAJ™" mit A =
A = > fulD,gs] = A, was A, = A, liefert. Ausgedriickt durch Links-
Multiplikation L(a)§ = a xe £ und Rechtsmultiplikation R(a)¢ = £ xg a gilt

Dy =iy"(0, — i(L(AL) — R(Ay))) -
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Im kommutativen Fall © € M(Z) gibt es keine Fluktuationen. Es folgt:

i

20 Y IL () = R(Ew))

mit V,, = 6, —i(L(A,) — R(A,)) und F,, = 6,4, —5,A, —i(A,xe A, — A, e A,).

P:=D%=-¢"V,V,-E, E-=

Die Spektralwirkung wurde in [20] berechnet. In der Orthonormalbasis
(uF)peza gilt Tr(e7?) = tr(r(u=*e 'Pur)), wobei tr die verbleibende Spur in
der Clifford-Algebra bezeichnet. Man verwendet

e~ tPyk — 6—47r2||k||2t (Vi =2miky,) (VH = 2mikt ) 4mikt (VH —2mikH )+ E) ) :
entwickelt den zweiten Exponenten in eine Potenzreihe und kommutiert die
V. — 27k, nach rechts. Dabei entstehen Links- und Rechtsmultiplikationen von
mehrfachen kovarianten Ableitungen der Funktionen A,. Das Ergebnis hat die
Form

Tr(e ) = Z Z e IR N (At k) p, (At k;)z‘(u*k xo U xo U %o u') .

d 'V
k,l,rez —e2mikOls

Fiir reine Linksmultiplikationen trégt nur A; bei, fiir reine Rechtsmultiplikationen
nur p,. Dann ist A\g = 7()\) die gewohnliche Spur, die mit dem kommutativen To-
rus iibereinstimmt. Die Seeley-de Witt Koeffizienten sind also die klassischen von
Gilkey [21]. Die gemischten Beitréige Y, oz e~ A IkIPr2mikOLY (At k) p—I(A,t, k)
werden unterteilt in [ = 0, wo ein Produkt 7(A)7(p) entsteht, und die verbleiben-
de Summe iiber | # 0. Bis Ordnung a4 tritt in 7(A)7(p) nur die separate Spur
T(Fu)1(Fl) = 0 auf.

Die Summe iiber | # 0 wird durch Poisson-Resummierung kontrolliert. Ist der
Rang von © maximal, dann la8t sich k* als Ableitung nach Ol schreiben. In den
Beitragen fiir [ # 0 entsteht nach Poisson-Resummierung in k

42| K2 ; i 42 s]12 i 1 _lemi?
E e A2 ||| *t+2mikOl _ E / ds e27r1mse A2 ||s||*t+-2misOl _ E e I )
R4

]
kezd mezd (4mt)2 mezd

Unter einer Diophantischen Bedingung

C
inf [|O! > i C,5>0
el 101+ mll 2 g far G5

gilt fiir m € Z% eine Abschiitzung ||©1 +m||*> > ”l”% + 1{|m —mg||? mit mo € Z%.

Nach Riick-Resummation entsteht eine Abschitzung »°, ;. e~4m? Ik|Pt+2mikel <

__ ¢

C'e alu't? “welche fiir [ # 0 reguldr in ¢ — 0 ist und somit nicht zur asymptoti-
schen Entwicklung beitriagt. Die verbleibende Summe iiber [ ist endlich, da \;p—I
schnell fallend ist. Insgesamt ist die Spektralwirkung fiir diophantisches © bis
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zur Ordnung a, identisch mit dem kommutativen Torus, wenn das kommutative
Produkt durch xg ersetzt wird.

Die Diophantische Bedingung ist z.B. in der Hochschild-Kohomologie von
Ay wichtig: Sei b; = dim(H?(Ay, A})), dann gilt by = by = 1 und b; = 2 fiir
diophantisches 6, wihrend fiir nicht-diophantisches 6 die H7(Ag, A}) fiir j = 1,2
unendlich-dimensionale nicht-Hausdorff-Riume sind [7, Chap. 3, §2.3].

11.4 Projektive Moduln iiber dem nichtkommutativen 2-Torus

Projektive Moduln & 4 iiber Ay werden fiir d = 2 klassifiziert durch Paare ganzer
Zahlen (¢, d) mit ¢ + 6d > 0. Entsprechend ist Ky(Ayp) = Z & 0Z. Die Standard-
Realisierung ist £ = S(R x Z,) ~ (S(R))¢ mit folgender Rechts-Wirkung der
Generatoren u,v von Ag auf £ € . q):

(Cu)(z,a) = f(x _ d,a - 1) , (&v)(z, ) = exp (27Ti(ZL‘ - %a)){(x,a) :
Dann ist
(uv)(z, o) = exp (27Ti<ZL‘ - c@:d - g(a — 1)))5(26 — cQ:r d,a - 1)

b+ d, a— 1) >0 (Cuw)(z, a) .

(évu)(z, o) = exp (27Ti<ZL‘ - goz)){(x -
Sei g = ( CCL b ) € SL(2,Z), det g = ad — bc = 1. Dann wirkt g auf R durch

d
gebrochen-rationale Transformation gf = ?3137 und es kann eine Linkswirkung

von Agg (generiert durch u’,v’) auf & q) erklart werden durch

(W& (z,0) =E&(z— L, a—a), (V') (x, ) = exp (2m<ceid - g))g(ac,oz) .

C

Dann ergibt sich

(u'v'€) = exp

(g )
(V') (x, —exp(Zm(;;;i a;CL))f(:p—%,a—a)
_ p( 2mi (Ceer)_1)(@/@’5)(:5,0[):e%ige(ulvlf)(ﬂf,&)-

cd+d c
Die Linkswirkung von 4,9 kommutiert mit der Rechtswirkung von Ay:

(v (&v))(z, ) = exp (27ri(:c — %@))f(az —La—a)

= exp (27Ti((ZL‘ - %) — %(a — a)))f(x - %,oz —a) = ((&v)(z, ),
(v'(&u))(z, ) = exp <2m<xc;j§d - ; 1)>§<x _ d, - 1)
e ol e~ £ ) < e
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Die Translationen u'éu und Rotationen v'¢v sind automatisch assoziativ. Folglich
implementiert &, 4 eine Morita-Aquivalenz Ay ~ Ay (es gibt genau diese).

Ein beliebiger projektiver Modul {iber Ay, fiir @ irrational, ist entweder frei
oder isomorph zu genau einem &g 4. Die (Murray-von-Neumann-)Dimension
von Eq = e(Ag)" ist gegeben als Spur tr ® 7 des Projektors e. Man findet
dim(g(qd)) = ch + d.

Auf & 4) wird eine hermitesche Struktur definiert als [7]:

c—1
€= Y (X [ doe e 80 - mtt o - m) e, ) )ume"
R

mmneZ a=0

Dann ist

c—1
(&|nu) = Z (Z/ da:e’%i”(”‘“’%a)é(x —mLH o —m)n(z — L - 1)>umv”
R

m,n€e”Z a=0

c—1
= Z (Z/ dl‘ef%rin(:v*%a)g(x — m#, o — m) n(z, a)>um+1vn672mn9
R

m,n€eZ a=0
= (§In) xe u

und

c—1
(&nv) = Z (Z / dxe_%i("_l)(x_%a)g(x —mH o —m)n(z, a))umv"
R

mmneZ a=0

=(n)*ev.
SchlieBlich ist

c—1
WO = 3 (3 [ dae e g, apnlae — md = m) Jo "
R

mmneZ a=0

c—1
_ —2rwin(z—m
E ( E /R dxe

m,neZ a=0

= (&In) -

cl

+d _
c *%(O‘fm))g(:c — ijd, a—m) 77(:6, a))v”um

12 Die Connes- Landi-Sphire [12]

Die 4-Sphére ist die Untermannigfaltigkeit S* = {(a, 3,2) € Cx C xR : aa +
B3+ 2% =1} C R®. Man parametrisiert [12]

= e? cosgsiny , (= el’ singsiny , z=-cosy,

(0%
0§¢sg,osw§w, z,y € [0,27] .
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Die Algebra C°(S*) ist eine Unteralgebra der von (€', e e’ e**) erzeugten
Algebra, wobei der (el e*)-Anteil frei ist, wihrend es fiir (¢!, %) Relationen
gibt (sonst wiire es T*). Wir schreiben

C=(S") 3 f(d, v, ' 2%) = Y fuld, )™,

keZ?

mit kx = kyz! + kox®. Dadurch 148t sich eine T2 Wirkung auf C°°(S*) erkliren
als

o (fr(d, 0)eR?) = fi(@, 1)@+

und lineare Fortsetzung. Die T2-Wirkung auf S* ist nicht frei, denn die Pole
) = 0, 7 sind Fixpunkte von T?, und zu jedem v sind die Kreise ¢ = 0, 5 fest unter
einer S'-Untergruppe. Die Rieffel-Deformation definiert ein nichtkommutatives
Produkt ¢ auf C*°(S?):

(fe(0,9)e™) % (91(0, 0)e™) = € ™ fi(6, V) au(, )07

Es stellt sich heraus [I3], daf die Isometrie o : T> — SO(T*S*) nicht direkt
auf dem Hilbert-Raum der Schnitte des Spinor-Biindels wirken kann, sondern
einen Lift in die Spin-Gruppe erfordert. Es gibt eine zweifache Uberlagerung
7 : T2 — T? durch einen weiteren Torus T2, mit 7(£1) = 1, und eine Wirkung 7 :
TxH — H,sodaB :(fn) = (i) Ti1)- Seien P = 4L (74,,1))| o die infinitesimalen
Generatoren der Wirkung von T2, dann ist P;(e?**n) = e**(P; + k;)n. Definieren
wir L(f)n := Y pcpe [e€* e ™9y siehe [BI], dann ist

L(f)L(g)n = Z fkeik‘mefiﬂk@PgleilmefiﬂGPn
k€72
= ) fugeFHmeTiTkOP ) mimlOP,,
k,l€72
= Z fkglei(kJrl)m€7i7rk®l€717r(k+l)gp77
k,leZ?

= 3 (0 O™ ey = L(f 6 g)n.

meZ2

Ist D der Dirac-Operator zu einer unter « invarianten Metrik, dann kommutieren
D und J mit 7 und definieren eine isospektrale Deformation von (A, H, D).

Die Konstruktion 1d8t sich auf beliebige Mannigfaltigkeiten iibertragen, die
eine isometrische Torus-Wirkung tragen. Das besondere der Connes-Landi-Sphére
Sg ist, daB sie algebraisch durch Projektoren definiert werden kénnen.

Wir betrachten Projektoren e = e* = ¢ € M, (A) und die Chern-Charaktere

1 _
chn(e):)\ntr((e—é)@e@---@e) €A AP,

2n
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mit A = A/Cl. Die chy(e) definieren einen Zykel im (B,b)-Bikomplex,
B chy(e) = b chy11(e). Es sei A,,, die von den Komponenten e;; € A erzeugte
Algebra, unter den Bedingungen e = €? = e* und ch,(e) = 0 fir 0 < n < m.
Uber eine Darstellung in £(H) 148t sich eine C*-Algebra A,,, definieren. Eine
Darstellung A, 4 — C(S*) wird wie folgt erhalten:

Der Ansatz
L+ q _ a [
6_2( q* 12—2) ) q_(_B a) ) ZGMQ(A),OZ,QGA

der chy(e) = 0 erfiillt, fithrt auf

*

e=¢€e" & z=7
l=e & LHe*=24qq=1, 2q=qz, ¢ =q"2.
Dann ist z = 2* € Zla,a, 3,8 und o = Ba, aff = Ba, sowie aa + 33 =
aa+36 = 1—2%. Eine Losung (wirklich die allgemeinste?) ist, daB alle 2, o, &, 3, B
miteinander kommutieren. Die verbleibende Bedingung aa + 33 + 2% = 1 liefert
die S*. Man zeigt, dafi auch chy(e) = 0 gilt, und die Forderung chy(e) = w
(Volumenform) liefert die Geometrie der “runden” S*.

Die Bedingungen an den Chern-Charakter lassen sich auch durch ¢ =

( —iﬁ g ) erfiillen mit |A| = 1. Dann folgt a3 = A\Ba und a3 = A\3a, was mit
A\ = e¥™ gerade die Rieffel-Deformation wird. Dann ist

1 z q dz dqg dz dg
cha(e) = gtr4 (( qg- —z ) ® ( dg* —dz ) ® ( dg* —dz
1
= étrg (2@(dg®dg* — dg*®dq) + q®(dg*®dz — dz®dq*) + ¢*®(dz®dq — dg®d=z)) .
Weiter ergibt sich

tro (dg®dq") = try(dg*®dq) = da ® da+ df ® df + da @ do + df ® dj

und damit, da z diagonal ist, tro (z®(dq®dq* — dq*®dq)) = 0. Ebenso folgt
try (q®dq*®dz — q*®dq®dz) = 0 und trg( — qRdz®dq* + q*®dz®dq) = 0, al-
so insgesamt chy(e) = 0. Die Rechnung fiir chs(e) ist langlich; man findet

1 _
c:chg(e):3—2(z®rz+a®ra+5®rﬁ+a®rd+ﬁ®rg),

wobei I', , 545 € A'in [T2, §I11, (20)-(24)] zu finden sind. Dort wird bemerkt,
daB bc = 0 aus 600 Summanden besteht.

Uber eine Rieffel-Deformation der S7 1ift sich ein deformiertes Hopf-Biindel
SU((2) — S& — Sj konstruieren. Details und weitere Anwendungen der defor-
mierten Sphéren sind in [35] zu finden.
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13 Der Moyal-Raum

Der Moyal-Raum oder nichtkommutative R? entsteht durch Rieffel-Deformation
des R? beziiglich der Translationswirkung der Gruppe V = R? auf sich selbst:

dt ds )
7 fa+30t)gl@+s)e™,  fgeSRY).

(Fro ) = [

R xR4 (27T>

Dann ist Ae = (S(R%),xg) eine assoziative Algebra. Nach Variablentransfor-
mation ¢t +— 27t und © +— % entsteht die Formel von Rieffel; da es im Ge-
gensatz zum Torus gibt keine Unterschiede zwischen rationalen, irrationalen und
diophantischen © gibt, bevorzugt die Literatur die obige Darstellung. Alternativ
kann wie beim nichtkommutativen Torus mit den Fourier-Transformierten f(z) =

_45 is(t-1)
ra (2)¢

Jra % f(k) e** gearbeitet werden. Unter Verwendung von

d(t — 1) ergibt sich

(Froa) = [ oo F0 =) e 4491

Die Theorie der Moyal-Deformation wurde in [22, 49] entwickelt. In [I8] findet
man eine Zusammenfassung der wichtigsten Resultate sowie den Beweis, daf§ der
Moyal-Raum ein nichtkompaktes spektrales Tripel ist. Zunéchst gilt:

i) fxg € S(RY) fiir f,g € S(R?). Zu f € S(R?) gibt es sogar f1, f» € S(R?)
mit f = fi* fo.

ii) Involution: fxg =g« f.
iii) Leibniz-Regel: 0,(f x g) = (O,f) * g + f * (0,9).

w) Spur: [ de (Fxg)a) = [ do(gx0)@) = [ dn fla) g(o)

Rd

13.1 Die Oszillatorbasis

Es sei d = 2N gerade und rang(©) = d. Dann kann eine Orthonormalbasis im R?
gewdhlt werden, in der © die folgende Standardform hat:

0 o 0
-0, 0
@ - . 5 092 € R .
0 04
2
0 —Qg 0
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Dann ist die Gauf-Funktion e(z) = 2% exp (- —(xl +a3)— - — i(:pil + z3))
ein Projektor in Ag. Der Nachweis geniigt fiir d = 2: i

(6*6)(1‘) :/ (dtd; de~ ($1+ t2)2——($2—§t1)2 (961+S1)2—%(x2+82)2+it181+it282
2T
R2 xR2

/ dt ds 67(t7s)A(i)+bt(i)79%(m%er%) . 1 elbtA ly— 2($1+12)
R2xRR?

2 Vdet A ’

mit den Abkiirzungen

O 6 0 —1 —T1
A= i 4 1 2 ) b= 2z
0 = 0 3 —%

Damit findet man det A = { und 6'A~'b = (2% + 23), was e x e = e liefert.
Betrachtet werden die Erzeugungs— und Vernlchtungsoperatoren

1 Pl

a; = 5(372@;1 +izy;) , a; = ﬁ(fcm‘fl —izy) -

Dann gilt fiir Schwartz-Funktionen e, f in der Multipier-Algebra

a;xe =20, e*aT:() (ai*a;—a}*ai)*fzeiéijf,
(aj*aT aT*a)*f—O (a; a; —a;j*a;)*f=0.

Definiert man

d
2

1

ﬁﬂ:<£!wmm¢ﬁ“

fir k,1 € Ng, dann gilt

)(ai)*hl*n-*(a%) %*e*(al)*l1*~-~*(a%) g

fkl *fmn = 5lmfkn ) /d dx fmn<x> = det<27r@)5mn 5 E = flk .

Die Entwicklung f = Zkl g Cl frr liefert einen Isomorphismus von Fréchet-

Algebren zwischen Ag und der Matrix-Algebra der schnell fallenden Folgen (cy).
Dabei ist (cx)(c),,) = (dgn) mit dy, = Zl N ki€, und die Fréchet-Topologie
wird iiber die Halbnormen

pul(e)) = sup (37

Im|<n d
k,leN2

NI

0" (k+ )™ (1 + )" ewl?)
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d .
induziert. Dabei ist m ein Multiindex mit 6™ = [][2, 8"". Uber die Normen

IF12,= > 0k + 2+ Dflewl®,  steRS

d
k,1EN2

und Abschluf} lassen sich verschiedene Sobolov-Réume G ; erkliren. Es gilt

1F % gllse < N fllsallgllre — falls g +7 >0

Somit ist G _, fiir jedes t € R? cine Banach-Algebra. Weiter ist Goo = L*(RY)
ein Hilbert-Raum, und {\/ﬁ fu @ k1 € N2} ist eine Orthonormalbasis. Es gilt
Ao = ﬂ&t Gs.+, und daraus ergibt sich, dafl Ag eine Fréchet-pra-C*-Algebra ist.

13.2 Der Moyal-Raum als nichtkompaktes spektrales Tripel

Nach offensichtlicher Abédnderung der Axiome ist Ag zusammen mit dem un-
deformierten Hilbert-Raum der L?-Schnitte des Spinorbiindels iiber R* und dem
Dirac-Operator D = iy*d, ein nichtkompaktes spektrales Tripel [I8]. Die wichtig-
ste Anderung betrifft die Dimension: man fordert, daf fiir f € Ag der Operator
Lo(f)(D*+ 1)~% kompakt ist mit n-tem charakteristischen Wert von Ordnung
O(n_i). Der tatséchliche Beweis unter Verwendung von Methoden aus der Streu-
theorie ist kompliziert.

Die Formulierung der Orientierbarkeit erfordert eine Unitalisierung von Ag.
Die naheliegende Definition ist Lemma 2.1 in [T5]. Man setzt

B={bc AL : bec dom(s") fiir alle k} .

Es zeigt sich, dal B = {f € C®(R?) : 9°f beschriinkt fiir alle o € N }.
Es ist wieder eine Fréchet-pra-C*-Algebra mit den Halbnormen g¢.(f) =
max|q|<r ||0% f |0 Dazu zeigt man ¢,(f % g) < Crsqr(f)ar(g) fiir 7 > s +d+ 2, so
dal B abgeschlossen unter x ist. Die Regularitéit der Funktionen f € B folgt aus
der Formel am Ende von Abschnitt [6.T],

0™ Lo (f)
& m\ 1 [® /4 1 - s dA /(D)
_kz%(_”k<k>w_m/o (I g5, ) a2 ety [y

zusammen mit (ad D?)(Le(f)) = Lo(Af) — 2Le (0" f)0,.
Es gilt v, = € € B, so daB die zum nichtkommutativen Torus analoge
Definition des Hochschild-Zykels

.d(d—3)

1 2 _

d! > elB) sy *e -+ o ug@) T ® ugy © -+ ® ug) € Za(B, B)
" BeSqy

CcC =
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das Orientierungs-Axiom liefert. Ebenso liefert das J des R? die reelle Struktur.
Die Endlichkeits-Bedingung erfordert eine Modifikation der Definition projektiver
Moduln im nichtkompakten Fall zu £ = e A} mit A; nichtunital und e = e* =
exe € M, (B). Es zeigt sich, dafl die Hermitesche Struktur (| ) : Hoo X Hoo — A1
Werte nicht in Ag annimmt, sondern in einer grofleren Algebra A; = {f €
C®([RY) : 9°f € L*(RY) fiir alle « € N? } mit Ag C A; C B. Auch A, ist
nicht-unitale Fréchet-pra-C*-Algebra.

Die Spektralwirkung fiir den Moyal-Raum wurde in [I9] berechnet. Wegen der
Nichtkompaktheit der Resolvente ist Tr(e‘mi) nicht erklért, so daf die regulari-
sierte Spur Tr(Le(f)e P4) berechnet werden mus.

13.3 Quantenfeldtheorie auf dem Moyal-Raum

Urspriinglich hatte man von Quantenfeldtheorien auf nichtkommutativen
Réaumen erwartet, daf sie frei von Singularitidten sind. Filk zeigte 1996, dafi das
nicht so ist [I7]. 1999 wurde fiir den nichtkommutativen 4-Torus [33] und den
4-dimensionalen Moyal-Raum [39] gezeigt, dafi Yang-Mills-Theorie in Einschlei-
fenordnung renormierbar ist, d.h. daf sich die Singularitéiten konsistent vermeiden
lassen. Jedoch zeigten sich wenig spéter ernste Probleme [A1] in hoherer Schlei-
fenordung (UV/IR-Mischung).

Die Losung des UV/IR-Problems fiir skalare Feldtheorien auf dem 4-
dimensionalen Moyal-Raum besteht in einer durch das Modell dynamisch gene-
rierten Deformation des Laplace-Operators [24]. Man findet die folgenden Matrix-
Elemente A,,.. = m Jea @% frn(x)(Afi)(z) des Laplace-Operators

A = —0"0, in der Matrix-Basis (fy;), zunéchst mit Q = 0:

A%@ nl kll = (%(m1+n1+m2+n2+2))5n1k15m111 5n2k25m212

m2 n27k2 12

902

— % (\/ kLt 5n1+1,k15m1+1,l1 + vVmin! 5n171,k15m1—1,l1)5n2k25m212
902

— % (\/ k22 5n2+1,k25m2+1,l2 + Vm?n? 5n271,k25m271,l2)5n1k15m1l1 .

Zur Vereinfachung ist 6, = 6, = 0 gesetzt. Die Tatsache, dafl A keine kompakte
Resolvente hat, zeigt sich im asymptotischen Verhalten der Matrixelemente der
Resolvente und kann direkt mit dem UV/IR-Problem in Verbindung gebracht
werden. Fiihrt man aber den Parameter 0 < Q% # 1 ein, so wird die Resolvente
kompakt, und letztendlich das Modell konsistent. Im einzelnen analysiert man
die Resolvente durch Diagonalisierung

N " ol a2
A%l mlial 1ol 1 = Uy(nly)1U7(n2y)2 (%(291+2?/2+041+042+2))Uélzl)U;%?) ’
m2 m2+4a27 12402 12 1,2
yhy?=0
U — a+n\ [a+y (1—Q>"+y<2\/§>a+l F <—n, g )
w oAU n Uy ) \a) V) 2 g Tarap)
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Dabei sind die «; € N festgehaltene Indizes der unabhéngigen Sektoren, und
die Matrix-Elemente der unitédren Matrizen (Uy(f;)) sind orthogonale Meixner-
Polynome. Damit ist sp(A®) = N+ ¢, und der n-te Eigenwert hat Vielfachheit
n+d—1

( nleI)‘fleflbel"SGtZt in Funktionen entspricht der (2-Term dem Operator
(AL%f) () = (Af)(x) +492||©L2||2f(x), d.h. dem Schrédinger-Operator des har-
monischen Oszillators. Kompaktheit der Resolvente ist dann klar. Das Auftreten
des Oszillatorpotentials kann als Folge der Langmann-Szabo-Dualitét [36] ver-
standen werden: Gegeben sei eine gerade Anzahl N von Funktionen f; mit Zo-
modifizierter Fourier-Transformation f,(p,) = [ d*a eV Penti £, (z,). Dann gilt
z.B. fiir N = 4 und reellwertige Funktionen

4

/ T (pxpxpx)(x /(Hd4xa) <Hfa(xa)>V(:c1,x2,x3,x4)
-/ (1_1 o) (ﬁfa<pa>)v<p1,p2,pg,p4> ,

mit

V(p1, p2, 3, ps) = (21) 46 (pr—pa-tps—ps) cos <%@W(p1,up2,u + p37up4,u)) :
1
74 det ©

V(xy, e, T3, 24) = 0(z1—x2+x3—24) COS (2(@_1),“,(:16’1‘:10; + xé‘xﬁ;)) .

Somit ist das integrierte Produkt invariant unter kombinierter Fourier-
Transformation und Ersetzung

(p) = 7/ det O] $(2) , P Ty =2(07 )"

Diese Dualitéats-Transformation vertauscht jedoch

[ n@oane o [de i) @ .

Die Ersetzung des Laplace-Operators durch den Schrédinger-Operator erhélt (bis
auf Skalierung) die Invarianz unter Langmann-Szabo-Dualitit.

Die Konstruktion eines spektralen Tripels zu D? = A + w?a#x,, ist aktueller
Forschungsgegenstand.
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