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Zur Berechnung der Integrale in den Aufgaben 1 und 2 ist der Transformationssatz
auf die Abbildung (p, ¢, ) — (pcos¢sind, psin ¢ sind, p cos ) anzuwenden.

Aufgabe 1. (a) Bestimme die Masse einer Kugel vom Radius R, wenn sich die
Dichte reziprok dem Quadrat des Abstands vom Mittelpunkt veréndert.

(b) Eine Kugel mit Radius a stehe auf der z,y-Ebene mit dem Sitidpol im
Ursprung. Dann wird sie in Polarkoordinaten beschrieben durch p(d) =
2acos¥, ¥ € [0,7/2], ¢ € [0,27] beliebig. Bestimme das Volumen, das
durch diese Kugel aus dem Kegel 0 < ¢ < 7/4 herausgeschnitten wird,
s. Abbildung 1.

Abb. 1 (Achtung: ¢, 6 stehen fiir ¥, ¢)

Aufgabe 2. Wir betrachten den Korper K, der von dem Kegel (0 < ¥ < T,

0 < ¢ < 2m) aus der Kugel vom Radius r = 2, deren Mittelpunkt die Spitze des
Kegels ist, herausgeschnitten wird, s. Abbildung 2.




(a) Bestimme das Volumen und die z-Koordinate des Schwerpunktes von K.

(b) Bestimme das Triagheitsmoment von K beziiglich der z-Achse.

Aufgabe 3. Seien U C R?, F': U — R3 stetig differenzierbar und K C U kom-
pakt. Dann ist der Flicheninhalt A(F(K)) der Fliche F(K) C R? gegeben durch

AF(K)) = [ dzdet (DF)(a)" (DF) (@)

OF OF i
- [ doder <(<a—a—>)> |

(a) Zeige: Hat F' die spezielle Form F'(xy, x2, z3) (:Ul, To, x3(x1, 22)), so ist

/ 83:3 8953 2
dx — .
83:1 8952
(b) Bestimme den Flicheninhalt des Teiles vom Kegel 2% + y* = 322, der ober-

halb der z,y-Ebene und innerhalb des Zylinders 22 + y? = 4y liegt, s. Ab-
bildung 3. Verwende dazu die Projektion auf die x, y-Ebene und (a).
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Abb. 3

Aufgabe 4. Seia <bund f: [a,b] — [0, 00) stetig differenzierbar. Bei Rotation
um die x-Achse tiberstreicht der Graph von f die Rotationsfliche

M = {(z,y,2) € R*: 2 € [a,b],y* + 2* = f(x)*}.
(a) Zeige mit Hilfe von Formel (1) und der Abbildung
F:a,b] x [0,27] = R®,  (x,0) — (z, f(x)cos ¢, f(x)sin @),
dass der Fliacheninhalt A(M) der Fliche M gegeben ist durch

A(M):27r/ dr - f(x)\/1+ f'(x)2.

(b) Bezeichne [ die Bogenliinge der Kurve c: [a,b] — R2 t — (¢, f(x)), und U
den Umfang des Kreises, den der Schwerpunkt von ¢ bei der Rotation um
die z-Achse beschreibt. Die y-Koordinate des Schwerpunkts von c¢ ist dabei
gegeben durch fab drf(zx)\/1+ f'(x)?/l. Beweise die erste Guldinsche Regel
AM) =1U.



