GNS-Konstruktion und normale Zustiande

1 Riickblick

Wir betrachten von-Neumann-Algebren M C B(H), d.h. Unteralgebren mit 14, €
M, die in der schwachen Operatortopologie (und damit in jeder der anderen)
abgeschlossen sind. Es gilt M = M”. Ein Faktor ist eine von-Neumann-Algebra
M mit trivialem Zentrum Z(M) = C. Von-Neumann-Algebren werden durch ihre
Projektionen p € M erzeugt. Fiir Projektionen p, ¢ hatten wir die Halbordnung
p<q < pH CqH erklart. Ein Faktor mit einem minimalen Projektor heift
Typ-I-Faktor. Jeder Typ-I-Faktor ist unitér dquivalent zu B(K) fiir einen Hilbert-
Raum K. Uber partielle Isometrien wurde eine weitere Ordnung der Projektionen
erklart als p = ¢ < Ju partielle [sometrie mit uu* = p und v*u < ¢ sowie
eine Aquivalenz p ~ ¢ <  Ju partielle Isometrie mit uu* = p und u*u = q.
Zwei beliebige Projektionen in einem Faktor sind vergleichbar, p < ¢ oder ¢ =<
p mit p =~ ¢ wenn sowohl p <X ¢ als auch ¢ < p. Ein Typ-II;-Faktor ist ein
unendlich-dimensionaler Faktor mit einer positiven o-schwach-stetigen Spur tr #
0. Diese ist dann automatisch treu und eindeutig bis auf Normierung. Die Spur
liefert einen Isomorphismus der totalgeordneten Menge der Aquivalenzklassen
von Projektionen in Typ-II;-Faktor mit dem Intervall [0, tr(1)].

2 Beispiel fiir einen Typ-II;-Faktor

Es wurden bereits die Gruppen-von-Neumann-Algebren vN(T') fiir eine diskrete
Gruppe I' vorgestellt. Fiir I' = F,, (die freie Gruppe) gab es eine Spur, die die
Menge der Projektionen surjektiv auf [0, 1] abbildet. Es stellt sich heraus, daf
vN(F,) ein Typ-11;-Faktor ist fir n > 2.

Es soll hier ein weiteres Beispiel eines Typ-II;-Faktors konstruiert werden.
Dazu sei A; = M5(C) und dann rekursiv 4,41 = A, ® Ay, wobei A,, C A,
als Einbettung durch Diagonalmatrizen A, > a = a ® 1 € A, betrachtet
wird. Sei A = |J,, An das unendliche Tensorprodukt. Elemente b € A, sind
Linearkombinationen von Tensoren a1 ® 4o ® -+ - Q@ ar ® 1 ® ... mit a; € A;. Die
normierte Spur tr = %Spur auf A; induziert eine normierte Spur auf A, ; durch
tr(b ® a) := tr(b) tr(a), mit b € A, und a € A;. Diese Spur ist kompatibel mit
der Einbettung A, C A, .1, und tr ist auf A,, identisch mit der normierten Spur
auf Myn(C). Somit wird durch tr(a; ® as @ ...) = [[;2, tr(a;) eine normierte,
positive und treue Spur auf A, induziert.

Wir kénnen A,, C B(¢*(C?)) auffassen und dann beziiglich der schachen Ope-
ratortopologie zu einem Typ-I-Faktor vervollstindigen. Fiir a € Ay sein ||al|op
die zugehorige Operatornorm. Unter Verwendung der Spur auf A, werden wir
eine andere Vervollstindigung von A, zu einem Typ-II;-Faktor M konstruieren.

Durch (z,y) := tr(y*z) wird ein Skalarprodukt auf A, erklart (da tr auf A



treu ist, gilt (z,z) = 0 genau fiir z = 0). Sei H die L*-Vervollstindigung von
Ag beziiglich ( , ). Fiir z € Ay ist 2*z < ||z]|2,1, damit y*z*zy < ||z[|2,y*y und
schlieBlich tr(y*z*zy) < [|z||2,tr(y*y). Interpretiert man y, L,(y) := zy € H, dann
bedeutet das || L, (y)|| < ||z|loplly]| fiir die Normen in H, so daB sich L, eindeutig zu
einem beschrénkten linearen Operator L, € B(H) fortsetzt mit ||L,|lop < [|2]|op-
Wegen (x, L.(y)) = (z,zy) = tr((zy)*z) = tr(y*z*z) = (z*z,y) = (L«z,y) ist
(L,)* = L,«, somit ist L : Ay, — B(H) eine injektive Darstellung der *-Algebra
As. Sei M = (L(Ay))” der schwache Abschlufl.

Wir betrachten 1 € A,, C H als Vektor £ € H, mit (£,&) = tr(1) = 1. Dann
ist (L,(£),€&) = tr(a) fiir a € Ay. Entsprechend definieren wir tr : M — C durch

tr(a) := (a(§),&) aeM.

Sei (aq) ein Netz in A, deren Linksmultiplikationen in der o-schwachen To-
pologie gegen a € M konvergiert, d.h. Y (Lo, zn,yn) — D, (a(xy),y,) fiir alle
(7,), (yn) € £(H). Dann konvergiert insbesondere (L, &, &) gegen (a(€),€), d.h.
tr : M — C ist o-schwach-stetig.

Damit verbleibt fiir den Beweis, dafi M ein Typ-II;-Faktor ist, noch zu zeigen,
daB tr : M — C treu auf M ist. Dazu benétigen wir die Kommutante, die durch
Rechtsmultiplikation R,(x) = za auf A, entsteht. Analog zu oben setzt sich R,
eindeutig zu einem beschréinkten linearen Operator R, € B(H) fort. Da R, mit
Ly auf Ao, kommutiert, kommutiert M als schwacher Abschlufl von L(As) mit
jedem R, auf H.

Sei b € M mit tr(b*b) = 0, dann gilt fiir alle x € Ao CH

1b(2)]* = 1b(RoE)1* = 1 Ra(bE)I1* < [[2l5, 1€]1* = llz]l5, - tr(b"0) =0

so daf sich b zum Operator 0 € B(H) fortsetzt. Somit ist tr : M — C treu und
M ein Typ-II;-Faktor.

3 Die GNS-Darstellung

Die Konstruktion des Typ-II;-Faktors zu A, hat entscheidend Gebrauch gemacht
von einer engen Verbindung von Algebra und Hilbert-Raum: Es gab einen Vektor
€ € H, so daB sowohl L(A)¢ als auch R(A)¢ dicht in H sind.
Definition 1 Sei M C B(H) eine von-Neumann-Algebra. Ein Vektor £ € H heiBt
e zyklisch fiir M, falls M¢& = H, und
e separierend fiir M, wenn aus z£ = 0 fiir x € M folgt x = 0.

Satz 2 Fin Vektor £ € 'H ist genau dann zyklisch fiir M, wenn & separierend fiir
M’ ist.



Beweis. (=) Fiir jeden Vektor v € H gibt es eine Folge (a,) in M, so da8
a,(§) € H gegen v konvergiert. Ist z € M’ mit z(§) = 0, dann konvergiert
z(an(§)) = an(x(§)) = 0 gegen v =0, d.h. x =0 € M.

(<) Sei p die Projektion auf X = M¢, dann gilt fiir beliebige v € H und
x € I sowie a € M die Beziehung

(pla(v)),z) = (a(v),p(z)) = (a(v), ) = (v,a"(x)) = (v, p(a’(z))) = (al(p(v)), z) ,
also ap = pa da x € K beliebig. Somit ist p € M" und (1 —p){ =0, alsop =1. O

Lemma 3 Sei A eine C*-Algebra und ¢ : A — C ein lineares positives Funktio-
nal. Dann gilt fir alle a,b € A
i) |o(b*a)|* < (b*b)¢(a*a) (Cauchy-Schwarz).
ii) Ist a = a* € A selbstadjungiert, so ist ¢p(a) €
bla") = 3(a).
Ist 1 € A, dann ist ¢ norm-stetig mit ||¢] < ¢(1).
Ist 1 € A, so gilt ¢(a*b*ba) < ||b||*¢(a*a).
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Beweis.
i) Wie iiblich iiber ¢((a + Ab)*(a + Ab)) > 0 fiir alle A € C.

ii) Uber den Spektralsatz konstruiert man Zerlegung a = a, — a_ mit
ay,a_ > 0. Dann ist ¢(a) = ¢(ay) — Pp(a_) € R

iii)
d(a”) = (e + Wiy = 1o(a* + a) + Lo(ia* — ia)
= 1o(a* + a) — Lo(iar — ia) = (5 — = -0) = ¢(a)

iv) [¢(a)]* = [d(al)]* < ¢(a*a)p(1) sowie a*a < |la’l =  ¢(a’a) <
la[l?¢(1). Somit [|¢]| = sup,ea o)=1 [P(a)] < ¢(1), Supremum wird fiir
a = 1 angenommen.

v) ¢(b) := ¢(a*ba) ist positiv, also ¢(b*b) < ||b]|*e(1). O

Sei ¢ : A — C ein lineares positives Funktional auf einer C*-Algebra A.
Dann definiert (a,b) := ¢(b*a) eine Sesquilinearform auf A, im allgemeinen aber
kein Skalarprodukt. Jedoch folgt mit Ny :={z € A : ¢(z*x) = 0} und Cauchy-
Schwarz (x,a) = 0 fiir alle z € Ny und a € A, so daf (, ) zu einem Skalarprodukt
auf A/N, wird. Insbesondere ist (y + =,y + 2') = (y,y’) fir y,y/ € A/N, und
z, ' € Ny unabhéngig vom Reprisentanten. Sei ‘Hy = A/N, der zugehorige
L2-Abschlufl.




Ist 1 € A und mg(a)y == ay fir e € Aund y € A/N C H,. Nach Lemma
3.1) ist my(a)r € Ny fiir © € Ny, so daB 7y : A x A/N, — A/N, wohldefiniert
ist, auBerdem beschriankt nochmals nach Lemma 3.v). Somit setzt sich m,(a) zu
einem linearen beschrénkten Operator auf Hy fort. Es gilt

(y, mg(a*)2) = (y,a"2) = ¢("ay) = (ay, z) = (7:(a)y, z)

fiir alle y, 2 € A/Ny, somit m4(a*) = (mg(a))*. Folglich ist die Gelfand-Naimark-
Segal-Darstellung 7y : A — B(H,) ein *-Homomorphismus von C*-Algebren.

Es wird nicht behauptet, dafl 75 : A — B(H,) treu ist. Unter Verwendung
von

Lemma 4 Sei a € A und o € sp(a). Dann gibt es ein normiertes positives
lineares Funktional p auf A mit p(a) =o.

kann man nach geeigneter Summierung iiber alle normierten GNS-Darstellungen
zeigen:

Theorem 5 (Gelfand-Naimark) Jede C*-Algebra besitzt eine treue Darstel-
lung, insbesondere ist jede C*-Algebra norm-abgeschlossene Unteralgebra in ei-
nem geeigneten B(H).

4 Normale Zustinde

Sei M C B(H) eine von-Neumann-Algebra. Dann ist M* = {¢ : M — C linear+stetig}
der Dualraum. Im néchsten Vortrag wird diskutiert, dafl es einen Banach-Raum

M, gibt, das Pradual, mit (M,)* = M. Wegen M, C (M,)** = M* ist das Priadual

eine Teilmenge des Dualraums von M. Es wird sich zeigen, dafl diese Teilmenge
durch die normalen Zustinde auf M gegeben sind.

Definition 6 Ein positives lineares Funktional ¢ auf einer von-Neumann-Algebra M
M heiBt
i) Zustand, falls ¢(1) = 1.

ii) Vektor-Zustand, falls es einen Einheitsvektor & € H gibt mit ¢(a) = we(a) :=
(a&, &) fir alle a € M.

i) vollstandig additiv, wenn fiir eine beliebige Familie p,, paarweise orthogonaler
Projektionen gilt
¢<\/pa> = Z¢(pa) .
o (6%

iv) normal, wenn fiir jedes norm-beschrankte, monoton wachsende Netz (a)
selbstadjungierter Operatoren a, € M mit kleinster oberer Schranke a gilt
w(ay) — w(a).



Die Definition von ‘normal’ folgt [4, Def. 7.1.11]. Nach dem Theorem von Vigier
[1, Thm. 3.4.2] konvergiert (a,) gegen a in der starken Topologie. Zentrales Ziel
ist der Beweis des folgenden

Theorem 7 ([1, Thm. 7.1.3]) Flir einen Zustand ¢ auf einer von-Neumann-
Algebra M auf H sind dquivalent:

i) ¢ ist normal.

ii) ¢ ist vollstindig additiv.
iii) Es gibt einen Einheitsvektor € = (&,) in (*(H), so daff ¢ =, we, .
iv) ¢ ist o-schwach stetig.

Beweis. 1)=>ii) Seien (pq,)acr paarweise orthogonale Projektionen und p =/, pa =

Y o Pa- Fiir endliche Teilfamilien F© C I gilt ¢(>° cpPa) = D per @(Pa). Die
monoton wachsenden Netze ), po endlicher Teilfamilien haben p als kleinste

obere Schranke. Ist ¢ normal, so konvergiert (Zae P qb(pa))FCI gegen ¢(p).

iii)=-iv) Sei a, — @ in der o-schwachen Topologie, d.h. fiir beliebige £ = (&,,) €
(M) und 1 = (1) € C(H) gilt T o000 ) — S o(a€n, 7). Tnsbesondere
konvergiert fiir Einheitsvektoren n = ¢ dann Yy~ we, (aq) gegen > oo we, (a).
(

iv)=-1) Das monoton wachsende und beschrinkte Netz (a,,) selbstadjungierter
Operatoren konvergiert nach dem Theorem von Vigier in der starken Topologie
gegen a € M. Auf beschriankten Teilmengen stimmen die starke und die o-starke
Topologie iiberein, so dafl (a,) auch in der o-starken Topologie gegen a kon-
vergiert. Der o-schwach-stetige Zustand ¢ ist automatisch o-stark-stetig, also
konvergiert ¢(a,) gegen ¢(a).

Es verbleibt ii)=+iii).

Der letzte (und wichtige) Teilschritt des Beweises in [1] ist falsch und kann
nicht repariert werden. Die ersten Teilschritte beweisen aber iv)=iii), falls [1,
Ex. 5.1.2] bereitsteht. Wir holen zunéchst diesen Beweis nach in Verallgemeine-
rung von [1, Thm. 5.1.1]:

Lemma 8 ([1, Ex. 5.1.2]) SeiV C B(H) ein linearer Teilraum und ¢ : V — C
ein lineares Funktional. Dann sind dquivalent:

i) Es gibt Vektoren & = (&) € (*(H) und n = (n;) € (*(H) mit

o0

$la) = (a&,m) VaeV.

=0

ii) ¢ ist o-schwach-stetig.
iii) ¢ ist o-stark-stetig.



Beweis. 1)=-ii)=iii) ist klar, verbleibt iii)=1).

Da ¢ o-stark-stetig ist, gibt es eine o-stark-offene Umgebung von 0 € V', deren
Bild unter ¢ enthalten ist in der offenen Einheitskugel in C. Insbesondere gibt es
eine > 0undein § = (&) € (*(H),sodaB firalleb € V mit /Y=, [|&]? < e gilt
|p(b)] < 1. Sei a € V gegeben. Ist />~ [la&]|? = 0, dann folgt |¢(na)| < 1 fiir

/
alle n > 0, somit ¢(a) = 0. Ist />~ [la&i||* # 0, dann setze b := o: ¢ >
iz llagill
fiir ein 0 < € < e. Dann gilt />~ [|b&]|> = € < ¢, also |¢(b)| < 1 und somit

V2 isolla&ill® | V2 llagil”
( € b)) €

9(a)] = |o 6(b)

und schliefflich fiir € — €

o
> llagill? .
i=0

Nach Einschlufl des Falls /Y7, [la&|? = 0 bleibt diese Abschétzung giiltig fiir
alle a € V.

Sei K¢ = {(a&) : a € V} C £*(H). Dann definiert ¢((a&;)) = ¢(a) ein
lineares Funktional auf KC¢. Nach Konstruktion gilt |¢(x)| < Lkl fir & € K,
somit setzt sich ¢ zu einem linearen stetigen Funktional auf den L?-Abschluf K¢

fort. Nach dem Rieszschen Darstellungssatz gibt es einen Vektor n = (1;) € K¢ C
(*(H), so daB

oo

o(a) = 6((a&)) = ((a&), (M) = Y_(akimi) - =

=0

Lemma 9 ([1, Lem. 7.1.4]) Sei A eine unitale C*-Algebra dargestellt auf ei-
nem Hilbert-Raum H. Ist 1 ein positives lineares Funktional auf A und & € 'H ein
Vektor mit ¢ < we, d.h. we — 1 ist positiv, dann gibt es ein s € A" mit ) = wge.

Beweis. Definiere eine Sesquilinearform (, ) auf A¢ durch (a&, b§) = ¥ (b*a). Nach
Cauchy-Schwarz ist

(a8, bE)[* < p(a”a)ip(bb) < we(a”a)we(b"b) = [lag]*[lbg]

so daf sich (', ) zu einer Sesquilinearform auf dem GNS-Hilbert-Raum H,, fort-
setzt. Dann wird durch (b€, a&) =: (b€, ta) ein linearer beschrinkter Operator
auf H,, definiert. Denn sei (7;) eine Orthonormalbasis in H,,, dann ist

(b6, ag) = > (b€, mj)nj, (a& miyns) = > _(b&, m;) (mi, a&) (ny, my)

i,j 1,J

= <b€> Zﬁj(ﬁja 1:) (M a5>> :



Komplexe Konjugation von (b€, a) =: (b€, ta&) und vertauschen von a, b liefert
(b€, tal) = (tb€, a&), d.h. t ist selbstadjungiert. Wegen (a&,ta&) > 0 fiir alle a&
ist ¢ positiv. Auflerdem gilt

(b€, teag) = Y(a"c™d) = (c"b¢, af) = (c"bE, ta&) = (b, ctag)
d.h. t € A" auf H. Mit s = +/t folgt

U(a) = (a€, &) = (ag, t€) = (sa&, s§) = (as, s§) = wae(a) . m

Lemma 10 ([1, Cor. 7.1.5]) Seien {,n € H derart, daff w(a) = (a&,n) ein
positives lineares Funktional auf einer C*-Algebra A auf 'H ist. Dann gibt es ein
veEH mitw=uw,.

Beweis. Fiir a > 0 gilt

wla) = (0, ) = Fla(€ + ). €+ ) = 3 (al€ —n),& — 1) < Jal€+).E+ 1)
Die Behauptung folgt nun aus Lemma 9. U

Folgerung 11 In Theorem 7 gilt iv)=-1ii).

Beweis. Die von-Neumann-Algebra M ist C*-Algebra auf H. Diese wird auch zu
einer C*-Algebra auf dem amplifizierten Hilbert-Raum ¢*(H). Durch Kombinati-
on von Lemma 8 mit Lemma 10 folgt die Behauptung. U

Damit verbleibt der Beweis von ii)=iv) in Theorem 7 (In [1] wird direkt ii)=-iii)
versucht).

Lemma 12 ([1, Lem. 7.1.6]) Seien ¢y, ¢o vollstindig additive positive Funk-
tionale auf einer von-Neumann-Algebra M und p € M eine Projektion mit
d1(p) < ¢a(p). Dann gibt es eine Projektion q < p mit ¢1(a) < ¢o(a) fir alle
M > a >0 mit gaq = a.

Beweis. Sei (e,,) eine maximale Familie paarweise orthogonaler Projektionen e, <
p mit ¢1(eq) > da(eq). Setze ¢ == p — > eq < p. Wegen der vollsténdigen
Additivitat ist dann auch ¢1(>, ea) > ¢2(D_, €q), insbesondere ¢ # 0. Wegen
der Maximalitdt der Familie ist ¢1(f) < ¢2(f) fiir alle Projektionen 0 < f < q.
Unter Verwendung des Spektralsatzes fiir 0 < a € ¢Mq und der Norm-Stetigkeit
der ¢; folgt ¢1(a) < ¢o(a) fiir alle 0 < a € ¢Mgq. O

Lemma 13 ([1, Lem. 7.1.7]) Sei ¢ ein vollstindig additiver Zustand auf M.
Dann gibt es eine Projektion p > 0 in M und ein & € H, so daff ¢p(a) = (a&,§)
fiir alle a € pMp.



Beweis. Wihle ein € € H mit p(l)=1< (15, §> Das positive lineare Funktional
¢o(a) = (a&, ) ist (z.B. nach den bisher bewiesenen Implikationen iii)=iv)=-i)=-ii)
von Theorem 7 erweitert auf nicht-normierte ¢) vollstindig additiv. Nach Lemma
12 gibt es eine Projektion 0 < p < 1, so daB ¢(a) < (a&, €) fiir alle 0 < a € pMp.
Nach Lemma 9 gibt es ein &€ = s€ € H, mit s € (pMp)', so daB ¢(a) = we(a) fiir
alle a € pMp. O

Die folgende Argumentation ist der korrekte Teil des Beweises in [1].

Lemma 14 Sei ¢ ein vollstindig additiver Zustand auf einer von-Neumann-
Algebra M iber H. Dann gibt es eine abzihlbare Familie von Projektionen (p;)
i M und zugehorige Vektoren &; € 'H, so dafs

1) ¢(piap;) = (a&;, &) fir allea € M and i € N.
i) o3, pi) = > 0(pi) =1, insbesondere Y, ||&||* = 1

Beweis. Durch wiederholte Anwendung von Lemma 13 auf das jeweilige orthogo-
nale Komplement konstruiert man eine Familie p, paarweise orthogonaler Pro-
jektionen und zugehorige Vektoren &, € p,/H, so daB fiir die Einschriankung ¢,
von ¢ auf p,Mp, gilt ¢(a) = (a&,, &s). Sei nun (p,) eine maximale Familie sol-
cher Projektionen. Dann ist ) p, = 1, denn sonst gébe es nach Lemma 13 eine
weitere Projektion. Fiir jedes p, dieser maximalen Familie gilt ¢(p,) = ||£.||?. Da
¢ ein vollstiandig additiver Zustand ist, gilt > [|&> = Do, ¢(pa) = ¢(1) = 1.
Jedoch kann [|£,]|? nur dann in C summierbar sein, wenn es hichstens abzihlbar
viele ||&,]|? ungleich null sind, und damit héchstens abzdhlbar viele p, # 0. Wir
konnen deshalb annnehmen, dafl (p,) = (p;)ien abzihlbar ist. O

Der néchste Schritt in [1] ist fehlerhaft. Wir nutzen stattdessen [4].

Folgerung 15 ([4, Lem. 7.1.4]) Sei ¢ ein vollstindig additives positives linea-
res Funktional auf M. Dann ist ¢ stark-stetig auf beschrdnkten Teilmengen von

M.

Beweis. Seien (p;) und (§;) wie in Lemma 14. Zu € > 0 gibt es ein N € N, so da8
PN Pi) < %. Dann gilt fiir alle a € M mit

i) llaflop <1
i) [la&,|| < 5% firallen =0,...,N

folgende Abschéitzung:

$(a)]? < ¢la’a) :¢(a*aipi) co(aa Y )

i=0 i=N+1
N (3

- Z o(a*ap;) + ¢<a*a Z pi)
i=0 i=N+1



Weiter gilt nach Cauchy-Schwarz, d.h. Lemma 3.i), und Lemma 14

|b(a*api)| = |o(lallalp)| < Vo(lal?) v/ d(pilalpi) = /o) v/ (lal?E:, &)

€
< . < . < -
< lallagi) < &l < 55

Im zweiten Term haben wir

(o 3% 1)

i=N+1

< V/o(a*aa*a)

Insgesamt ist |p(a)| < e gezeigt. Die Eigenschaften i) und ii) besagen dann, da8

¢ auf beschrinkten Teilmengen von M ein stark-stetiges lineares Funktional ist.
O

Die verbliebene Implikation ii)=-iv) in Theorem 7 folgt nun aus dem folgenden
Satz.

Satz 16 ([3, Chap. II, Thm. 2.6.ii)]) Sei M eine von-Neumann-Algebra auf
H und My ={a e M : |al|, < 1}. Fir ein lineares positives Funktional ¢ auf
M sind dquivalent:

i) ¢ ist o-stark stetig auf M
ii) ¢ ist stark stetig auf M,

Beweis. 1)=+ii) Insbesondere ist ¢ auch o-stark-stetig auf M;, dann stark-stetig
nach Thm. 1.7 im 2. Vortrag.
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