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Klassifikation von Typ I-Faktoren

Satz 1:
Sei M ein Faktor und 0 # p,q € M zwei Projektionen. Dann existiert ein unitires
u € M mit puq # 0.

Beweis:

Nehmen wir an, es wiirde fiir alle unitdren ©v € M puq = 0 gelten. Dann gilt auch
u*puqg = 0 fiir alle w € M unitér.

Betrachten wir nun die Projektion

(Beachte dabei, dass u*pu wegen
(u*pu)? = w*puutpu = v p*u = upu = u*p*u = (upu)*

eine Projektion ist.)
Sei £ € 'H beliebig. Dann gilt u*pugé = 0 fiir alle uw € M unitar. Somit folgt

1 1
1L
g€ € ﬂ (v puH)™ = 5 u'puH | = 5 wpuH
ueM ueM ueM
unitar unitar unitar

Daher gilt [ \/ w*pu | ¢ =0 fiir alle £ € H und folglich | \/ u*pu | ¢ =0.
u€ M ueM
unitar unitar

Sei nun w € M unitar. Dann gilt
w* \/ w'pu | w

ueM
unitar

= w" \/ u'pu | w
ueM
unitar

= w' \/ upu |w
ueM
unitar

= w" \/ u'pu | w
ueM
unitar




= w' \/ upu | ww* \/ u'pu |w

ueM ueM
unitar unitar
2

= |w" \/ uwpu | w
ueM
unitar

Somit ist w* | \/ u*pu | w eine Projektion.

ueM
unitar

Da w und w* bijektiv auf ‘H operieren, gilt wH = H = w*H. Somit folgt

w”* \/ u'pu | wH
uweM
unitar

= Z w*u*puH

ueM
unitar

= > w(uw) pluw)H
ue_é\./{

= g w*wu*puw*H
ueM
unitar

= g w puw*H
ueM
unitar

= g u*puH.
ueM
unitar

Also gilt

w”* \/ u'pu | w= \/ u*pu

(S M u€ M
unitar unitar



und folglich, da w unitéar ist

\/ u'pu | w=w \/ u pu
ueM weM
unitar unitar

Da sich jedes Element aus M als Summe von vier unitdren Elementen schreiben

lasst, kommutiert \/ wu*pug mit allen Elementen aus M. Somit gilt

ueM
unitar

M Faktor

\/ u'pu € Z(M) C-1.

ue M

unitar

Wire \/ u*pu =0, so wire

ueM
unitar

Z u'puH =0

u€ A{
unitar

und folglich u*puH = 0 fiir alle v € M unitér. Insbesondere ist dann pH = 1-p-1H =
0, was der Voraussetzung p # 0 widerspricht.
Daher gibt es ein A € C\ {0} mit

\/ u'pu=A\-1.

ueM
unitar

Damit folgt

0= \/ u'pu | g = Aq.
uweM
unitar
Wegen A # 0 ist dann ¢ = 0, was unserer Voraussetzung widerspricht. Somit ist
unsere Annahme falsch und es folgt die Behauptung. 0J

Korollar 2:
Sei M ein Faktor und seien 0 # p,q € M zwei Projektionen. Dann existiert eine
partielle Isometrie 0 # v € M mit uu* < p und v*u < q.

Beweis:
Nach Satz 1 existiert ein x € M unitdr mit prq # 0. Betrachten wir nun die
Polarzerlegung

prq = u|pxq|



von pxq. Dann ist u € M eine partielle Isometrie mit Definitionsbereich

uw*H = Ker(prq)* = Im(prq)* = Img*z*p* = Imga*p
und Wertebereich
uH = Ker((prq)*)* = Impzq.

(vergleiche auch [J, S.9 Exercise 2.3.2]). Wegen pzq # 0 gilt auch u # 0. Mit u ist
auch u* eine partielle Isometrie (vergleiche auch [J, S.7 Exercise 2.1.12|). Daher sind
uuw* und v*u Projektionen. Es gilt

wu'H C uH = Impzrq C Imp = pH = pH

und

w'uH C v*H = Imgz*p C Imq = ¢H = ¢H.

Folglich ist uu* < p und v*u < q. 0

Definition 3:
Sei M eine Von-Neumann-Algebra. Eine Projektion 0 # p € M heifst minimal, wenn
fiir alle Projektionen q € M mit ¢ < p entweder ¢ = 0 oder q = p gilt.

Lemma 4:
Sei M eine Von-Neumann-Algebra und 0 # p € M eine Projektion. Dann ist p genau
dann minimal, wenn pMp = Cp gilt.

Beweis:

«<: Sei ¢ € M eine Projektion mit ¢ < p. Dann gilt ¢ = pgp € pMp = Cp. Somit
gilt g = A\p fiir ein A € C. Wegen

A =q=q = (Ap)"=Ap"=Xp
gilt A € R und wegen
Ap=q=¢q"=(Ap)*=Np"=N\p

gilt daher A = 0 oder A = 1. Wir erhalten somit ¢ = 0 oder ¢ = p. Folglich ist
p minimal.

=: Sei ¢ € pMp eine beliebige Projektion. Dann existiert ein x € M mit g = pxp.
Dann gilt

qH = pxpH C pH.



Folglich ist ¢ < p. Da p minimal ist, folgt ¢ = 0 oder ¢ = p. In jedem Fall gilt
q € Cp. Da pMp als Von-Neumann-Algebra von seinen Projektionen erzeugt
wird (vergleiche [J, S.19 EP1]), folgt pMp C Cp.

Da andererseits Cp = Cp? = pCp C pMp gilt, folgt Cp = pMp. O

Definition 5:
FEin Faktor, der eine minimale Projektion besitzt, heifst Faktor vom Typ L.

Satz 6:
Sei M ein Faktor vom Typ I, M C B(H) fiir einen Hilbertraum H. Dann gibt es
Hilbertraume Hi, Ho und einen unitiaren Operator

u H — Hl ®H2
mit uMu* = B(H;) ® 1.

Beweis:

Schritt 1: Wir zeigen zunéchst, dass eine maximale Familie von paarweise orthogo-
nalen, minimalen Projektionen existiert. Dazu benétigen wir das Lemma von Zorn.

Sei
A = {{pi},c;|pi minimale Projektion in M und p;p; = 0 fiir alle 7, j € I mit i # j}.

Dann ist A durch C partiell geordnet und nichtleer, da M ein Faktor vom Typ I ist.
Sei T' C A eine Kette in A. Dann ist | J ¢ eine Familie von minimalen Projektionen.
Sind p,q € |J t Projektionen mit pt;Tq. Dann existieren ¢,t' € T mit p € ¢t und
qg €t'. Da Yfetjg)tal geordnet ist, gilt ¢ C ' oder t' C t. Gelte 0.B.d.A. ¢’ C t. Dann
gilt p,q € t. Wegen t € A folgt dann pg = 0. Somit gilt |J ¢t € A.

Offensichtlich gilt ¢ C J ¢ fiir alle ¢ € T'. Somit besitéiTT eine obere Schranke in
A. Nach dem Lemma VIE)EI? Zorn besitzt A daher ein maximales Element {p;},.;.
Schritt 2: Wir wollen nun zeigen, dass \/ p; = 1 gilt.

Angenommen, es gilt \/ p; # 1, so ist 1151\/ p; # 0. Wahle i € I beliebig, aber fest.
Nach Korollar 2 existizgt dann eine partiélelle Isometrie 0 # v € M mit

vt <p;; und Vv <1-— \/pi.
il
Da p;, minimal ist, gilt vv* = 0 oder vv* = p;,. Wére vv* = 0, so wére 0 = ||vov*|| =

||v]|* und somit auch v = 0. Da jedoch v # 0 gilt, muss vv* = p;, gelten. Somit ist
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auch vv* minimal.
Damit ist auch v*v minimal. Sei ndmlich ¢ € M eine Projektion mit ¢ < v*v. Dann
ist ¢ = qu*vq und q = v*vqu*v. Es gilt

(vqu*)* = vg*v* = VqU* = VeV uqU* = (vqu*)?.
Somit ist vgu* eine Projektion. Wegen ¢H C v*vH C v*H gilt
vqu*H C vgH C vo™H.

Somit gilt vgv* < vv*. Da vv* minimal ist, gilt vgv* = 0 oder vgv* = vv*.
Somit gilt

v*0v =0, falls vgv* =0

*

* *
= v uqutv = 9
a q { viov*o = (v*v)” = v*v, falls vgu* = Vo’

Also ist v*v minimal.
Sei j € I beliebig und ¢ € H. dann gilt p;& € pyH C Y p;H und daher

el
(1 - \/m) pi§ = pi§ — (\/ pz) pi€ = pi€ —pi§ =0.
iel iel

Also gilt

piH C Ker (1 — \/pi> . (1)

i€l
Wegen v*v < 1—\/ p; gilt
i€l
1
Ker(v*v)t = v*vH C (1 - \/pz> H = Ker (1 - \/p,) (2)
iel iel

und folglich

Ker (1 — \/p2> C Ker(v'v).

iel

Somit gilt auch p,H C Ker(v*v); d.h. es gilt v*vp; = 0.
Dabher ist auch {p; }icr U {v*v} eine Familie paarweise orthogonaler, minimaler Pro-
jektionen. Da jedoch {p;};c; eine maximale derartige Familie ist und {p;}ie; C
{pi}ier U {v*v}, gilt v*v = p; fiir ein j € I. Dann folgt

pj = p? =v*vp; = 0.



Dies widerspricht jedoch der Tatsache, dass p; als minimale Projektion nicht 0 ist.
Somit ist unsere Annahme falsch und es folgt

1= \/pl (3)

Anders ausgedriickt, gilt

H=> pH (4)

el

Schritt 3: Wir wollen nun zeigen, dass ) p;ap; = a fiir alle a € M gilt.
ijel
Dabei ist unter ) p;ap; der Grenzwert des Netzes
ijel

Z biap;

Z:EJl
J€J2 J1,JoCI endlich

in der starken Operatortopologie zu verstehen.

Betrachte zunéchst das Netz | > p; . Fiir J C I endlich gilt

ieJ ) JClIendlich

(sz)* => 0= =) = (Zpi>2-

1€eJ icJ icJ 1,5€J icJ

Daher ist ) p; eine Projektion und es gilt ||> p;

ieJ i€J
Einheitsball von B(H), also einer beschréankten Menge.
Fiir £ € H mit £ = )&, fiir & € p;/H gilt

= 1. Also liegt obiges Netz im

el
D= &§=> > p&=) &=¢
i€l el jel el jel jel

Somit konvergiert (Z Di stark gegen 1.

e ) JCIendlich

Da die Multiplikation separat stark stetig ist, konvergiert (Z pz-a) stark
(= JCIendlich
gegen la = a.

Da die Multiplikation auf beschrénkten Mengen in beiden Argumenten stetig ist



(vergleiche [J, S.19 Exercise 3.4.1]), konvergiert das Netz | > p;ap;

7;'€J1
JE€J2 J1,J2CI endlich
somit stark gegen al = a.
Also folgt
a = E piapj.
igel

Schritt 4: Sei nun ¢ € I beliebig. Da p;,,p; # 0 Projektionen sind, existiert nach
Korollar 2 eine partielle Isometrie 0 # e;,; € M mit

*

*
€igi€ii < Diy und e e < pi.

Genau wie oben gilt auch hier wegen e;,; # 0 auch e, ;e} ;, i e;,; # 0. Da p;, und
p; minimal sind, gilt daher

CiniCiyi = Pip  Und €} iei ;i = pi. (5)
Es gilt fiir alle ¢ € I p; e, = €4,,. Sei ndmlich £ € ‘H mit e, ; € p;,’H, so folgt
pioeio,i§ = €i0,i§-
Ist andererseits £ € H mit e, ;& € (pi, H)L, so gilt
0 = Pis€ipi§ = €ig,i€i, iCio,i
und daher

e;y.iCio,i§ € Ker(ejy i) = Im(e;‘w)%

Dann folgt aber schon

el € €e; JHN (e;‘()’i7-{)L = {0}.

i0yi ioyi
Dann ergibt sich jedoch

€ipi€ € Ker(efoji) = Irn(ez-w-)L
und damit

€ipi€ € €ig/H N (e5:H) " = {0}

d.h. wir erhalten

pioeio,i§ - O - eio,ié.'



Wegen H = p;,H ® (p;, H)* folgt dann

Cig,i = PigCig,i = 6l0,1€zo i€io,i = €ig,iPi- (6)

Betrachten wir nun e, e} ; fir ¢ # j. Es gilt

10,0

eiiH = (€)™ H =

10,1

10,H c p@H C(pJH)
C (pjeiw’l'l)L = (e*f -H) = Kere;, ;.

20,]

Somit gilt

eloyjezo i 0 (7)

Schritt 5: Wir wollen nun zeigen, dass M von den e;, ; erzeugt wird. Sei dazu a € M
beliebig. Nach Schritt 3 wissen wir, dass

. _ * *
a= E piap; = E €io,i€i0,i0€4 ;Cio,j (8)
ijel ijel

gilt.
Fiir alle i, j € I gilt wegen (6)

Lemma 4
=" C

* *
€i,iA€;, ; = DigCig,i A€y ;Dig € pioMpi() i+

Sei nun \; ; € C mit e, ;aej, ; = Aijpi,- Aus (8) erhalten wir dann
f— * . . * . P — * . . . .
a= E €i4,i€i0,i0C4 €io,j = E ez‘o,z‘)‘zupzoezo,J = E Aije zo, 1€i0,7€ig gezo,a
g€l i,j€l u,J€l

Also wird M von den e;,; erzeugt.

Schritt 6: Wir wollen nun den gesuchten unitédren Operator konstruieren. Setze
H, :=1*(I,C) und Hy := p;,H. Dann gilt H; ® Hy = I*(I, p;yH). Nun definiere

w H1®H2—>H f Ze

el

10,9

Dann ist w unitdr. Um dies zu zeigen, bestimmen wir zundchst w*. Fiir alle £ € H



und alle f € 'Hy ® H, gilt

> (D), (@ e)(@)

el

Somit gilt

w* 1 H — (1, pi, H);

(wf,&)

<Z ejo,if(i% £>

el

> (enaf(0):€)

el

D (f(0)seiib) -

il

§— (€io,if)iel-

Sei { € Hmit { =), ., & fiir § € p/H. Dann gilt

ww'§ = w(eio,if)ief

= E eio,ieloﬂg

el

= Zpif

il

= ZPz’ny‘

iel  jel

= Z Zpifj

iel jel
= E fj
jerl

= ¢

Da solche ¢ wegen (4) H erzeugen, folgt ww* = 1.

10



Fiir f € I*(I,p;,, H) gilt

wwf = w' (Zejozf(2)>

iel

= <€z’0,j (Z efozf(z)>>

= (Z €io,j€:0,if(i)>
jel

iel
D (eigel 1 ())ser
= Dig f(])
=
Epz‘oH jeI
= (f())jer
_ 7

Somit ist w unitar. Sei v := w*. Dann ist auch v unitér.
Es bleibt also uMu* = B(H;) ® 1 zu zeigen.
Sei dazu a € M und f € I*(I, p;,’H) beliebig. Dann gilt mit Schritt 5

vau'f = w awf

= wa (Z e i f(k))

kel

= w g )\ijez‘o,z‘eimeio,jeiweim’ff(k)

7‘7,771661
= w Z i3€0,iCi0.3€i0,iCi0,Ci0.3 [ (1)
ijEl
2 .
= w Z Aij€iyilio S (7)
ijel
= w Z )\z‘jeprio f(7)
~—~

ZJEI epZOH

= w" Z )\z’jefo,if(j)

ijel

= (%,k Z Az‘ﬁ%,if(ﬁ))
kel

i,j€l
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Z )\z'jeio,kejo,if<j))

ijel

= Z Akjeio,kejo,kf(j))

Jjerl

D Ao f (i ))

jel

= Z/V;jf(ﬁ) :

jel

kel

—
~

kel

—~
-3
~—

—~
N

Somit gilt uau* € B(H;) ® 1.
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