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Aufgabe 1. (a) Sei c : R → R
n zweimal differenzierbar und nach Bogenlänge

parametrisiert. Zeige: Für alle t ∈ R gilt 〈c′′(t), c′(t)〉 = 0.

(b) Die Kurve c : R → R
2 beschreibe die Bewegung eines Teilchens mit konstan-

ter Geschwindigkeit v entlang eines Kreises vom Radius r um 0 ∈ R
2. Man

zeige, dass für die Beschleunigung c′′ gilt: c′′(t) = −v2

r2
c(t) für alle t ∈ R.

Aufgabe 2. Bestimme die Bogenlänge s

(a) der Kettenlinie y(x) = a cosh x
a
für 0 ≤ x ≤ x0, wobei a > 0.

(b) der Astroide c : [0, 2π] → R
2, t 7→ (cos3 t, sin3 t).

(c) der logarithmischen Spirale, gegeben in Polarkoordinaten durch r(φ) = aemφ

für 0 ≤ φ ≤ φ0, wobei a,m > 0.

(d) des Parabelabschnitts y(x) = x2

2p
für 0 ≤ x ≤ x0, wobei p > 0.

(Die Kurven aus Aufgabe 2 mit teilweise geänderten Parametern)
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Aufgabe 3. Seien a, b ∈ R mit a < b und sei c ∈ C2([a, b]) eine Lösung der
Euler-Lagrange-Gleichungen für die Lagrange-Funktion

L : [a, b]× R× R → R, (t, q, v) 7→ q
√
1 + v2,

für alle t ∈ [a, b]. Zeige:

(a) Es gibt ein γ ∈ R so, dass für alle t ∈]a, b[ gilt:

c(t)c′(t)2
√

1 + c′(t)2
− c(t)

√

1 + c′(t)2 = −γ.

(Hinweis: Energieerhaltungssatz.)

(b) c(t) = γ
√

1 + c′(t)2 für alle t ∈ [a, b].

(Bemerkung: Das zugehörige Variationsproblem besteht darin, für eine Kurve
zwischen vorgegebene Randpunkten den Oberflächeninhalt der zugehörige Rota-
tionsfläche (bei Drehung um die x-Achse) zu minimieren.)

Aufgabe 4. Durch eine in jedem Punkt x ∈ R
n positiv definite symmetrische

Matrix G(x) = Gt(x) = (gij(x))ij ∈ GL(n,R) werde punktweise ein allgemeines
Skalarprodukt 〈 , 〉G(x) : R

n × R
n → R durch 〈v, w〉G(x) := 〈v,G(x)w〉 definiert.

Wir betrachten die zugehörige Lagrange-Funktion

L : R× R
n × R

n → R, (t, q, v) 7→ 1

2
〈v, v〉G(q),

Sei c : [a, b] → R
n, t 7→ c(t) = (c1(t), . . . , cn(t)), eine auf ]a, b[ zweimal differen-

zierbare Lösung der zugehörigen Euler-Lagrange-Gleichung
(

d

dt

∂L
∂vk

)

(t, c(t), c′(t))−
(

∂L
∂qk

)

(t, c(t), c′(t)) = 0 für k = 1, . . . , n, t ∈]a, b[.

(a) Zeigen Sie, dass dann für alle k = 1, . . . , n und t ∈]a, b[ gilt:
n

∑

j=1

gkj(c(t))c
′′

j (t) +

n
∑

i,j=1

∂gkj

∂xi

(c(t))c′i(t)c
′

j(t)−
1

2

n
∑

i,j=1

∂gij

∂xk

(c(t))c′i(t)c
′

j(t) = 0.

(b) Benutzen Sie (a), die Symmetrie G = Gt und die inverse Matrix G−1(x) =
(hlk(x))lk ∈ GL(n,R), um folgende Geodätengleichung zu erhalten:

0 = c′′l (t) +
n

∑

i,j=1

Γl
ij(c(t))c

′

i(t)c
′

j(t) für l = 1, . . . , n, t ∈]a, b[,

wobei Γl
ij(c(t)) =

1

2

n
∑

k=1

hlk(c(t))

(

∂gkj

∂xi

(c(t)) +
∂gki

∂xj

(c(t))− ∂gij

∂xk

(c(t))

)

.

(Bemerkung: In der allgemeinen Relativitätstheorie beschreibt die Metrik G das
Gravitationsfeld und die Geodätengleichung die Bahnen von Testteilchen in solch
einem Feld.)
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