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Ubung zur Mathematik fiir Physiker III

Abgabe: Bis 27.11.2012, 12 Uhr in den Briefkéisten Blatt 7

Achtung: Aufgabe 4 befindet sich auf der Riickseite!

Aufgabe 1. Sei A(f) := <(1] 1at) und b(t) = <ett)

(a) Bestimmen Sie ein Losungs-Fundamentalsystem der DGL 2/(t) = A(t)x(t).
(b) Losen Sie das Anfangswertproblem /() = A(t)z(t) + b(t) mit z(0) = (1)

Q21 A22
C? eine Losung der homogenen DGL /() = A(t)z(t) mit x1(t) # 0 fiir alle ¢ € 1.

Aufgabe 2. Sei ] ein Intervall, A = <a11 am) : I — M(2,C) stetigund z: I —

(a) Zeigen Sie: Eine Funktion y: I — C? der Form y(t) = ¢(t)z(t) + 2(¢) mit

qb:[—)@undz(t):( y

s (t)) erfiillt y'(t) = A(t)y(t) genau dann, wenn
2

app(t)z(t) — ¢'(t)z1(t) =0 und  25(t) = <a22(t) — apa(t) xQ(t)) 25(t).

(b) Die Funktion y der Form wie in (a) ist linear unabhéngig von x.

(c¢) Finden Sie ein Losungs-Fundamentalsystem fiir
o —1
/ —_—

(Hinweis: Eine Losung ist gegeben durch z(t) = (t2, —t).)

Aufgabe 3. Sei n € N. Wir versehen M (n,R) mit der Supremumsnorm || |/,
gegeben durch ||(ag;)i oo := sup; ; |ai;|. Sei B = (bij)i; € M(n,R). Zeigen Sie:

(a) [TTZy (1 + bir) — 1 = Spur(B)| < 2"|| BIIZ, falls [|Bllo < 1.

(0) [TTr—1 Okom) + brog))| < 2"|B||%, falls o € S, eine Permutation ist mit
o(1) # i fur ein 7 sowie || Bl < 1.

(c) det: M(n,R) — R ist an der Stelle E,, € M(n,R) differenzierbar und
(D det(E,))(B) = Spur(B).
(Hinweis: Zeigen Sie, dass det(E, + B) = det(E,) + Spur(B) + o(|| B|)-)

(d) det: M(n,R) — R ist an jeder Stelle A € GL(n,R) differenzierbar und
(D det(A))(B) = det(A)Spur(A~!B). (Hinweis: || A7 Blloo < n||A™|ool|Blloo-)



Aufgabe 4. (a) Sei A € GL(n,R). Zeigen Sie, dass die Funktion z(t) := det(exp(tA))
die Differentialgleichung x'(t) = x(t)Spur(A) fiir alle ¢ € R erfiillt, und fol-
gern Sie, dass det(exp(A)) = exp(Spur(A4)).

(b) Sei ®: I — GL(n,R) ein Losungs-Fundamentalsystem der homogenen Dif-
ferentialgleichung 2'(t) = A(t)x(t) und W := det o®: I — R die zugehorige
Wronski-Determinante. Zeigen Sie, dass dann W' (t) = W (t)Spur(A(t)).

(Hinweis: Beachten Sie, dass Spur(XY) = Spur(Y X).)



