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Aufgabe 1. (a) Untersuchen Sie die Funktionen

zRe(z) , Z, ﬁ (fiir z #0) vy +iz?y?
z
auf Stetigkeit, komplexe Differenzierbarkeit und Holomorphie. Bestimmen
Sie gegebenenfalls die Ableitung in den Punkten, in denen die jeweils gege-
bene Funktion komplex differenzierbar ist.

(b) Bestimmen Sie alle a, b € R, fiir welche die Funktion f : R> — R, (z,y) —
ax? + 2bxy — y? harmonisch ist. (Eine auf einer offenen Teilmenge U C R?
definierte, zweimal stetig differenzierbare Funktion f heif3t harmonisch, falls
O f(x) 4+ 03 f(x) = 0 fiir alle x € U gilt.)

Geben Sie fiir diese a,b € R jeweils eine holomorphe Funktion f: C — C
an, deren Realteil gleich f ist.

Aufgabe 2. Entscheiden Sie, in welchem Fall eine im Nullpunkt holomorphe
Funktion f existiert mit f(1/n) =... firn=1,2,3,...

1101

(a) 0’570’170’6""

(b) 1,11 111

27374757677

Aufgabe 3. Fiir a € C und r > 0 sei o, : [0,271] — C, au..(t) = a + re'.
Berechnen Sie folgende Integrale

2T+ 1 e ?
dz—— "~ b dz—
(a) /062;1 Zz2<z4_'_1>7 ( ) /0[0;3 4 (Z+2)3

2741 COSTZ
(c) / dz ——, (d) / dz .
1;3/2 22(24 + 1) @0;3 22 —1

Aufgabe 4. Beweisen Sie fiir eine ganze Funktion f als Verscharfung des Satzes
von Liouville:

(a) Gibt es ein n € N und positive Konstanten R, M, so daf |f(z)| < M|z|™ fur
|z| > R, dann ist f ein Polynom vom Grad < n.

(b) Ist die Funktion Re f(z) beschrénkt, so ist f konstant. (Hinweis: Betrachten
Sie e/.)



