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Aufgabe 1. Sei U := {(r,¢) € R* : r > 0} und Q: U — R? die Polarkoordinaten-

Transformation,

Q(r,¢) = (rcos ¢, rsin ¢).

Ferner sei f: R? — R zweimal stetig differenzierbar und g = f o Q. Zeigen Sie:

(a) Mit (z,y) = Q(r, ¢) gilt
sin ¢

(01f)(,y) = cos ¢ - (Drg)(r, &) — - (029)(r, 9),

0 y) = siné - (Bag)(r, &) + =2 (Br9) (. ).

r

[ Hinweis: Berechnen Sie ((DQ)(r, ¢))™".]

(b) Mit (z,4) = Q(r, 8) gilt (Af)(r cos 6, rsin 6) = B2g(r. 6) + L0,9(r. &) + 2029(r. 0).
(Hinweis: Die Rechnung wird iibersichtlicher, wenn Sie die Gleichungen aus (a) in
folgender suggestiver Kurzform schreiben:

cos ¢

,

smeo 9, =sing- 0, + 0y

0y =Cos¢ -0, — "

Beachten Sie dabei die Leibniz-Regel!)
Aufgabe 2. (a) Sei m € R und f: R" — R differenzierbar und homogen vom Grad m
in dem Sinne, daf8 f(tz) = t™ f(z) fiir alle x € R™ und ¢ > 0. Zeigen Sie, dafl dann
(x, (grad f)(z)) = mf(z) fir alle z € R™.
(b) Sei y € R™ und g,h: R* — R gegeben durch g(x)
sin((y, x)). Zeigen Sie, daBl dann gilt:

= cos({y,z)) und h(z) =
gradg=—h-y, gradh=g-y, Au+|yl|*u=0 firu=gundu=h.

Aufgabe 3. Die Rotation eines differenzierbaren Vektorfeldes v: U — R? auf einer of-
fenen Teilmenge U C R? ist definiert als das Vektorfeld

rotv = (83’02 — 821)3, 811)3 — 83’01, 82’01 — 611)2) U — Rg.

(a) Berechnen Sie rot v fiir v: R® — R3, z— (e"2 sin(wox3), 21 + 3).



(b) Sei U C R? offen und seien f: U — R und u,v: U — R?® zweimal differenzierbar.

Zeigen Sie, dafl dann gilt:

rot grad f = 0, rot(fu) = frotu+ (grad f) X u,

divrotu =0, div(u x v) = (rotu,v) — (u,rotv),

wobel & X y = (Y3 — T3¥a, T3y — T1Y3, T1Y2 — T2y1)" fiir 2,y € R?.

(Bemerkung: Man schreibt auch suggestiv V = (0;, 0, 03) als Vektor von Operatoren
und erhélt dann symbolisch V f = grad f, (V, f) = div f, V X v = rot v. Dann gilt zum

Beispiel V x (fu) = (Vf) xu+ f(V x u).)

Aufgabe 4. Seien § € N" ein Multi-Index, n,d € N und f,g: R® — R gegeben durch

flxy, ... xp) = (1 + -+ 2)4, g(xy, ... x,) = 2P
fiir alle x € R™. Ferner sei fiir jeden Multi-Index o € N"
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(a) Berechnen Sie fiir jeden Multi-Index o € N" die partiellen Ableitungen (:2)* f
(Z)~g. Unterscheiden Sie dabei die Félle || < d und |a] > d sowie o < f8
a > .

(b) Beweisen Sie durch Entwicklung von f und g in Taylorreihen die Gleichungen

!

(w1 + -+ a,)" = Z anv (z+y)’ = Z mxayﬁf

N, a|=d aeN", a<f

und
und



