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Aufgabe 1. Zeigen Sie:

(a) res1
e2z

(z−1)2
= 2e2;

(b) res0
z2+2
sin z

= 2;

(c) res0
z

1−cos z
= 2. (Hinweis: Benutzen Sie die Formel für Residuen an k-fachen Polen:

resa f = 1
(k−1)!

d(k−1)

dzk−1 limz→a(z − a)kf(z).)

Aufgabe 2. Zeigen Sie:

(a)

∫

∞

−∞

dx

x4 + 5x2 + 4
=

π

6
.

(b)

∫

∞

−∞

dx

(x2 + x+ 1)2
=

4π

3
√
3
.

Aufgabe 3. Zeigen Sie:

(a)

∫

∞

−∞

dx
cosx

(x2 + 1)2
=

π

e
.

(b)

∫ 2π

0

dt

cos4(t) + sin4(t)
= π

√
8. (Hinweis: Satz 20.9.)

Aufgabe 4. Der Kotangens ist definiert als cot(z) := cos(z)/ sin(z) für alle z ∈ C.
Zeigen Sie:

(a) resk

(

cot(πz)
z2

)

= 1
πk2

für k ∈ Z \ {0}.

(b) res0

(

cot(πz)
z2

)

= −π
3
.

(Hinweis: Berechnen Sie die ersten Glieder der Laurent-Reihe von cot(πz) bei z = 0
mit Hilfe der Gleichung cot(πz) sin(πz) = cos(πz).)

(c)

∫

γN

dz
π cot(πz)

z2
= 2πi

(

−π2

3
+

N
∑

n=1

2

n2

)

, wobei N ∈ N und γN die Kurve bezeichnet,

die das achsenparallele Quadrat mit Mittelpunkt 0 und Seitenlänge 2N + 1 im
positiven Drehsinn mit konstanter Geschwindigkeit 1 (d.h. |γ′

N | ≡ 1) durchläuft.

(d)

∞
∑

n=1

1

n2
=

π2

6
, wobei Sie die Relation lim

N→∞

∫

γN

dz
π cot(πz)

z2
= 0 ohne Beweis (eine

Kette von Standard-Abschätzungen) benutzen dürfen.
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