0 TUberblick

0.1 Der historische Weg zur Dirac-Gleichung

1900 Plancksches Strahlungsgesetz erklart erstmals Strahlungsspektrum schwar-
zer Korper, theoretische Herleitung erfordert Strahlungsquanten der Ener-
gie hw

1905 Quantenhypothese erklirt ebenfalls den photoelektrischen Effekt (Einstein)

1913 Bohrsches Atommodell: Bahnen des Elektrons im Atom haben diskrete Wir-
kung A

1925 Matrixmechanik (Heisenberg): Theorie soll ausschliefilich durch Observa-
ble beschrieben werden, beobachtbar sind Spektrallinien, Kombination der
Frequenzen ist Matrixmultiplikation

1926 “Quantisierung als Eigenwertproblem” (Schrodinger): Differentialoperato-
ren haben diskretes Spektrum und erklédren so die Quantisierung der Ener-
gieniveaus

Schrodinger-Gleichung fiir Elektron im elektrischen Feld

ih%zp(t, ) = ( LA eV(F)>w(t, r)

2m Or?

Dabei ist t € R die Zeit und ¥ € R? der Ortsvektor, —867_22 ist der Laplace-
Operator und V(') das Coulomb-Potential. SchlieBlich ist ¢ (¢, 7) die Wellenfunk-
tion. Urspriinglich als echte Elektronenwelle gedacht, spater umgedeutet in der
Wahrscheinlichkeitsinterpretation der Quantenmechanik:

/ 7 (1, )
X

ist die Wahrscheinlichkeit, das Elektron zur Zeit ¢t im Raumgebiet X C R?
anzutreffen. Die Wahrscheinlichkeitsdichte p(t,7) := [ (¢,7)|? erfiillt die Kon-
tinuitétsgleichung

8[)(75,7?) - - lh

T = diV](t> F) ) j(t> F) = %(@D*(t? F) grad w(tv m—(gfad w*(ta F)) 7?(@ F))

(wichtig fur Kausalitét).

Erweiterung auf Magnetfelder: Ableitungen werden zu kovarianten Ableitun-
gen, auflerdem mufl Spin (Stern-Gerlach, 1920) beschrieben werden. Fiihrt auf
Pauli-Gleichung (1927)

(0 e Yn(t,7) ) R0 ie N2 eh_ = Uy (t,7)
(5 5Y) ( bl ) ) = (‘%(a—ﬂﬂ - %"'B> ( balt.7) )
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mit den Pauli-Matrizen

0 1 0 —i 10
() () ()

Problem: nichtrelativistisch, offensichtliche Asymmetrie zwischen rdumlichen
und zeitlichen Ableitungen. Erste Losung: Klein-Gordon-Gleichung
0? o?
(57 = )vte:n = 0.
Problem: nichtlinear in der Zeit, Wahrscheinlichkeitsdichte nicht positiv (deshalb
von Schrodinger nicht betrachtet)

Diracs Projekt: relativistische Wellengleichung fiir das Elektron, die linear
in der Zeitableitung ist, beruhend auf der félschlichen Annahme, dal dann die
Wahrscheinlichkeitsdichte positiv ist.

Idee: Nehme die Wurzel aus dem d’Alembert-Operator (wortliche Umsetzung
ist nichtlokal), aufzufassen als Losung D der Gleichung

»_ O
o o

Das ist 16sbar in Matrizen (vgl. Pauli)!
Dirac-Gleichung (fiir Elektron im elektromagnetischen Feld, 1928)

i 0 ie
<Zihv“<@ + %Au> — mc)dz =0.
n=0
Dabei besteht die Wellenfunktion des Elektrons 1 aus 4 Komponenten, und +*
sind 4 x 4-Matrizen. Nichtrelatistischer Grenzfall liefert die Pauli-Gleichung.

Die Wahrscheinlichkeitsdichte ist nicht positiv. Umdeutung als Ladungsdich-
te, Komponenten mit “falscher” Ladung beschreiben Antiteilchen (Positronen),
die kurz darauf (1932) entdeckt wurden. Ebenso ist Klein-Gordon-Gleichung phy-
sikalisch korrekt, sie beschreibt Teilchen und Antiteilchen mit Spin 0.

Die 4 Komponenten von ¢ beschreiben Elektron und Positron jeweils mit Spin
T und |. Die Komponenten transformieren sich unter Lorentz-Transformationen
(Koordinatentransformationen in Raum und Zeit) in merkwiirdiger Weise: Dre-
hungen um 27 liefern ein Vorzeichen, erst Drehung um 47 ist die Identitét. Das
wird so interpretiert, daf es etwas fundamentaleres als Lorentz-Transformationen
gibt, ndmlich Spingruppen-Transformationen.

In den 60er Jahren wurde in der Mathematik entdeckt, dal diese Spin-
Strukturen eine sehr viel feinere Charakterisierung von Geometrie und Topo-
logie ermoglichen als die bisherige Differentialgeometrie. Der Hohepunkt dieser
Entwicklung war das Atiyah-Singer-Indextheorem. Es berechnet den Index eines
elliptischen Operators (eine topologisch invariante ganze Zahl) durch ein Inte-
gral iiber lokale Differentialformen (dhnlich dem Gauf-Bonnet-Theorem, das die
Euler-Charakteristik als Integral iiber die Kriimmung berechnet).
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0.2 Programm

Ziel der Vorlesung ist ein geometrisches Versténdnis der Dirac-Gleichung und der
in ihr auftretenden Grofien

1. Riemannsche Mannigfaltigkeiten, Reperebiindel, Levi-Civita-
Zusammenhang

2. Clifford-Algebra, Spin-Gruppe
3. Spin-Struktur, Spin-Biindel, Dirac-Operator
4. Zur Bedeutung in der Mathematik: Index-Theoreme

0.3 Literatur

[1] H. B. Lawson & M.-L. Michelsohn, “Spin Geometry,” Princeton University
Press, 1989.

[2] N. Berline, E. Getzler, M. Vergne, “Heat Kernels and Dirac Operators,”
Springer-Verlag, 1992.

[3] H. Baum, “Spin-Strukturen und Dirac-Operatoren iiber pseudoriemann-
schen Mannigfaltigkeiten,” Teubner, 1981.

1 Differentialgeometrische Grundlagen

1.1 Mannigfaltigkeiten

Definition 1 Eine topologische Mannigfaltigkeit M ist ein gutartiger topologischer
Raum, der lokal einem R™ homoomorph ist, d.h. fiir jeden Punkt x € M existiert eine
Umgebung U und ein Homdomorphismus « : U — k(U) C R™ (d.h. & ist bijektiv
und k, k™! sind stetig). Das Paar (U, x) heiBt lokale Karte.

Definition 2 Ein glatter Atlas A einer topologischen Mannigfaltigkeit M ist eine
Kollektion lokaler Karten {(U.,, ka) }acr mit

o M = Uaef Ua, Ko : Uy — R™ sind Homéomorphismen

e die Karten sind miteinander vertraglich, d.h. V(U,, k4 ), (Ug, kg) mit U,NUg #
() ist die Abbildung

kpok, :R" D ko(UyNUg) — k(U NUz) CR"

beliebig oft differenzierbar. Diese Abbildung heiBt Kartenwechsel.
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F&l(Ul N UQ)
K/Q(Ul N UQ)

Definition 3 Seien U C R"™ und V' C R™ offene Untermengen. Eine Abbildung
f U — V heiBt differenzierbar in x € U, falls eine stetige lineare Abbildung
f'(x) : R™ — R™ existiert, so daB
h
flx+h)— f(x) = f'(z)(h) +r(z,h) und }lbir%W =0, heR".
Die Abbildung f’(x) heiBt Differential von f in x im Sinne von Fréchet. Die Abbildung

f U — V heiBt differenzierbar auf U, wenn sie in jedem Punkt z € U differenzierbar
ist.

Definition 4 Eine Karte (U, k) heiBt vertriglich mit einem Atlas A*, wenn A* U
(U, k) wieder ein Atlas der Klasse C* ist. Zwei Atlanten A¥ A% heiBen vertraglich,
wenn AY U A% wieder ein Atlas der Klasse C* ist.

Vertriglichkeit von Atlanten ist eine Aquivalenzrelation.

Definition 5 Eine differenzierbare Mannigfaltigkeit ist eine topologische Mannig-
faltigkeit M zusammen mit einer Aquivalenzklasse [A] von glatten Atlanten auf M.

1.2 Tangentialraum und Vektorfelder

Sei M eine (differenzierbare) Mannigfaltigkeit. Wir bezeichnen mit C*°(M) die
Algebra der (beliebig oft) differenzierbaren reellen Funktionen auf M, d.h. der
Abbildungen f: M >z — f(x) € R, so daf fiir eine Karte (U, k) mit x € U die
Abbildung fox™!: R" 3 k;(U) — R differenzierbar ist. Die Algebra-Struktur ist
punktweise definiert, d.h. (aq fi + asf2)(x) = ay fi(x) + asfo(x) und (f1fo)(z) =
Fu(2) o).
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Definition 6 Sei M eine Mannigfaltigkeit. Ein Tangentialvektor v, im Punkt x € M
ist eine lineare Abbildung v, : C*°(M) — R, die die Leibniz-Regel erfiillt:

vp(0n fi1 + aofa) = arvg(fi) + agva(fa) ,
vz (fif2) = va(f1) f2(2) + fi(z)va(fo)

fir f1, fo € C°(M) und oy, a5 € R.

Aquivalent kann man Tangentialvektoren v, als Aquivalenzklassen von Kurven
auffassen, die im Punkt x die gleiche Tangente haben.

Der Raum T, M aller Tangentialvektoren im Punkt z € M wird durch (awv, +
Buz)(f) = av,(f) + Bu,(f) zu einem linearen Raum, dem Tangentialraum der
Mannigfaltigkeit im Punkt z.

Definition 7 Der Kotangentialraum TM in x € M ist der Raum der linearen
Funktionale auf T, M, d.h. der linearen Abbildungen T>M > w, : T,M — R.

Definition 8 Ein Vektorfeld X ist eine lineare Abbildung X : C*°(M) — C*(M),
die punktweise mit einem Tangentialvektor tibereinstimmt, (X f)(z) = X, (f) fir ein
X, € T,M, und die die Leibniz-Regel erfiillt:

X(fife) = X(f1) - fo+ f1- X(f2)

Wir bezeichnen mit X(M) den unendlich-dimensionalen Vektorraum der Vektorfelder
auf M.

Der Raum X(M) aller Vektorfelder auf M ist eine Lie-Algebra mit Lie-Klammer
gegeben durch [X, Y](f) := X(Y(f)) — Y(X(/))

Definition 9 Ein Vektorraum L mit einer bilinearen Abbildung [, | : L x L — L,
der Lie-Klammer, fiir die [X, X] = 0 VX € L gilt und die die Jacobi-ldentitat
(X, [V, Z]|+ Y, [Z,X]] + [Z,[X,Y]] =0 VX,Y, Z € L erfiillt, heiBt Lie-Algebra.

Der Raum X(M) aller Vektorfelder auf M ist ein C*°(M)-Modul, d.h. fir X €
X(M) und f € C®(M) ist fX € X(M) mit (fX)(f1) = f- X(f1). Es gilt
(f1f2)X = fi(f2X) sowie die iiblichen linearen Strukturen der Operation.

Definition 10 Eine differentielle k-Form « auf M ist eine C°°(M)-multilineare
k
vollstandig antisymmetrische Abbildung o : X ,_, X(M) — C*°(M) mit

CV(Xla"'7Xi717Xi7Xi+17"'>Xj717Xj7Xj+1>"'7Xk)
- _a(Xla cee 7Xi—17Xj7Xi+17 cee 7Xj—1aXi7Xj+1a cee 7Xk) )
Oé(fX + lel,XQ, e ,Xk) = fOé(X, Xg, e ,Xk) + floé(Xl,Xg, Ce ,Xk) s

fur X, X; € X(M) und f, f1 € COO(M)

Wir bezeichnen mit Q¥(M) den Raum der differentiellen k-Formen auf M.
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1.3 Biindel der linearen Bezugssysteme

Sei M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit. Ein lineares Bezugssystem u im
Punkt = € M ist eine geordnete Basis p, = (Xi,...,X,) des Tangentialraumes
T,.M. Sei L(M) die Menge aller linearen Bezugssysteme p, an allen Punkten von
M. Durch 7 : p, — x wird eine surjektive Abbildung 7 : L(M) — M definiert,
die einem linearen Bezugssystem im Punkt x diesen Punkt der Mannigfaltigkeit
zuordnet.

Die lineare Gruppe G L(n,R) der invertierbaren reellen n x n-Matrizen wirkt
auf natiirliche Weise von rechts auf L(M), indem die invertierbare Matrix
a = (ai;) € GL(n,R) ein Bezugssystem p, = (Xi,...,X,) in ein neues Bezugs-
system p, -a := (Y,...,Y,) mit Y; = >°" | X;a;; im gleichen Punkt x {iberfiihrt.
Die Gruppe GL(n,R) wirkt frei auf dem Urbild 7=!(z), also der Menge aller
Bezugssysteme im Punkt z: fiir ein beliebiges p, € 7~ 1(x) folgt aus p, - a = p,
stets a;; = ;5. AuBerdem wirkt GL(n,R) transitiv auf 7—!(x): Fiir beliebige
PeyGe € T 1(x) existiert ein @ € GL(n,R) mit p, = ¢, - a. Insbesondere ist
7(ps) = 7(q:) genau dann, wenn p, = ¢, - a fir ein a € GL(n,R).

Die Menge L(M) wird nun zu einer Mannigfaltigkeit durch folgende Kon-
struktion. Zunichst betrachtet man die Koordinaten-Funktionen z +— x’. Sei
t=(t,...t") € R" und 7* : R" 5 t — t' € R die kanonische Projektion, dann
sind die Koordinaten-Funktionen in einer gegebenen Karte (U, k) definiert als
i =rn'ok: U — R, also 2%(z) = 7'(k(x)). Sei v, € T, M ein Tangentialvektor,
dann liefert die Anwendung auf die Koordinatenfunktionen ein Tupel von Zahlen
v; := v.(z"). Symbolisch kann man den Tangentialvektor deshalb in gegebener
Karte (U, k) als v, = >, vi(% darstellen, mit v; € R, wobei % € T,,M durch
%(mj ) = 0, definiert ist.

Sei p, = (X1, ..., X,) ein lineares Bezugssystem im Punkt x € U, dann wer-
den die X; € T, U beziiglich der Karte (U, k) dargestellt durch X; = Z?Zl in%.
Damit p, ein Bezugssystem ist, mufl die Matrix (X};) invertierbar sein. Das be-
deutet, daf§ beziiglich der Karte (U, x) von M gilt 7= (U) ~ U x GL(n,R).

Mit den so konstruierten Strukturen ist L(M) ein Hauptfaserbiindel iiber M
mit Strukturgruppe G L(n,R), das Biindel der linearen Bezugssysteme (oder auch
Repere-Biindel, engl. frame bundle).

Definition 11 Seien P, M differenzierbare Mannigfaltigkeiten, G eine Lie-Gruppe
und es gelte
1. Y: PxG>(p,g)— Yy(p) € P ist eine freie rechte Gruppenwirkung

2. M ist der Faktorraum der Gruppenwirkung, M = P/G mit der kanonischen
Projektion 7 : P — P/G = M

3. Es existiert eine Uberdeckung (Us)ier von M und eine Familie von Diffeomor-
phismen y; : 771(U;) — U; x G, den lokalen Trivialisierungen, so daB
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Xi

7T_1(UZ') U,L x G

° \ ein kommutatives Diagramm ist
T pri

Ui
® pry o xi(1y(p)) = (Prao xi(p)) - g

Dann heiBt die Struktur (P, M,G,7,1,{x;}) ein Hauptfaserbiindel iiber M mit
Strukturgruppe G.

7Zu zeigen bleibt nur die Aquivarianzeigenschaft der rechten Gruppenwirkung.
Firp = p, = (X1,...,X,) ist ¢,(p) = (Y1,...,Y,) mit ¥; = > 7 1X;§a;ﬂ Die
Trivialisierung x ist beziiglich der Karte (U, k) definiert, wo Xy = ;_, Xjpo0 ax
Damit erhalten wir

Y Z X]kakz Zlsz

7,k=1

Die Trivialisierung beider Punkte p und ,(p) ist

)= @X)  wmd @) = @) = (o Z pa) -

1.4 Das Tangentialbiindel als assoziiertes Vektorbiindel

Die Gruppe GL(n,R) wirkt auf natiirliche Weise von links auf dem Vektor-
raum R" (Matrixmultiplikation). Wir bezeichnen diese Gruppenwirkung mit
A. Auf der Produktmannigfaltigkeit L(M) x R™ betrachten wir die folgende
Aquivalenzrelation:

(p1,y1) ~ (p2,12) & Fa€GL(n,R)sodaBp,=pi-aundy, =a -y .
Insbesondere ist (p - a,y) ~ (p,a - y). Wir bezeichnen mit TM := L(M) X
R" /G L(n,R) den Quotientenraum von L(M )xR™ nach dieser Aquivalenzrelation.
Die kanonische Projektion 7 : L(M) — M induziert eine Projektion 7wy, :
TM — M durch 77y [(p,y)] = 7(p). Diese Abbildung ist wohldefiniert, denn
7(p) ist unabhingig vom gewéhlten Reprisentaten. Die allgemeinen Strukturen
garantieren, dafl 7'M ein zum Hauptfaserbiindel L(M) assoziiertes Vektorbiindel
tiber M ist mit Strukturgruppe GL(n,R) und typischer Faser R".

Wir fassen nun p, = (Xi,...,X,) € L(M) als nichtsinguldre lineare Abbil-
dung
px:Rn—)TxMa p:c:ei'_)Xia

auf, indem p, den Vektor e; der Standardbasis {e;}"; im R" auf X; € T,M
abbildet. Entsprechend betrachten wir p, - a als Hintereinanderausfiihrung der
Abbildungen R” 2o, R P2, T Beziiglich der durch die Karten (U, k) defi-

nierten Trivialisierungen gilt p,(e;) = > 75— X i
) J
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Satz 1 Die Abbildung
(@) 3 [(pes )] = pa(y) € TuM

ein Isomorphismus von Vektorrdumen.
Beweis. Sei X € T, M gegeben, dann 148t sich eine Basis p, = (X, X, ..., X,)
von T, M finden. Nun ist p,(e;) = X, also ist die Abbildung j surjektiv.
Sei p.(y) = p.(g) € T,M. Dann sind p,,p, € 7 '(z), so daB es ein a €
GL(n,R) gibt mit p, = p, - a. Also ist
- N !
P2(9) = (P - @)(§) = pala-§) = pa(y) -
Damit 148t sich T'M als Tangentialbiindel der Mannigfaltigkeit M auffassen.

Die Struktur beziiglich einer lokalen Trivialisierung ergibt sich aus folgendem
Satz:

Da p, nicht singulér ist, folgt § = a~

Satz 2 Der Diffeomorphismus x : 7 H(U) — U x GL(n,R) mit U C M offen
induziert einen Diffeomorphismus x™ : 771, (U) — U xR™, so daf das folgende
Diagramm kommutiert:

LIM)xR*> 77YU) xR* 28" (U x GL(n,R)) x R"
Ll Lidy x A
XTJ\/I
T™ > 7 (U) b UxR"
LUUVERN / pry
U

1.5 Tensorbiindel

Sei V ein Vektorraum und V* sein Dualraum, d.h. der Raum der linearen Funktio-
nale auf V. Dann heifit T;(V) =V ® --- @ VRV " ®---®@ Vx* der Tensorraum

g

vom Typ (r,s) dber V. Dabei ist das Tensorprodukt U @ V' zweier Vektorraume
U,V gegeben durch die Menge der Paare (u,v), v € U, v € V mit den Identifi-
zierungen

(ryuy+rous, v) = ri(ur, v)+ro(uz, v) , (w, Tyv1+19v9) = 71 (u, v1) +72(ug, va) |
fir r1,7y € R. .(Exakter: man bildet den Quotientenraum von U x V nach der
so erhaltenen Aquivalenzrelation.) Der Raum T(V) := @.._, 77 (V) ist eine

r,s=0 "3
assoziative Algebra mit dem Tensorprodukt ® : 771 (V) x Tr2(V) — To2(V)
als Multiplikation. Eine weitere wichtige Operation ist die Kontraktion

CPTI(V) — TI=H(V)

CP o (vg, .0, 0], 00) = 0 (0p) (U1, Ty U, T, U, L))
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Satz 3 Die Gruppe der Automorphismen von V ist isomorph zur Gruppe je-
ner Automorphismen der Tensoralgebra T(V'), welche den Typ erhalten und mit
Kontraktionen kommutieren.

Beweis. Sei f ein Autorphismus von 7'(V') mit den geforderten Eigenschaften.
Die Einschriinkung von f auf V = T} (V) liefert ein A € Aut(V). Dann ist die

Einschrinkung von f auf R = T9(V) ist die Identitét, denn f(av) = f(a)f(v) =
af(v) fir alle @ € R. Dann gilt

(fv)(Av) = (fo)(fv) = Ci(fo® fv*) = Ci(flv® V")) = [Ci(v@ ")
= f(v*(v)) = v"(v)

fir alle v € V, v* € V*. Das bedeutet fv* = (A*)'v*, wobei A* der zur A
adjungierte Automorphismus ist. Also ist

flor, .. v vk, v = (Avy, o Ao, (A TR, (A% Rl O

Fir V= R" ist Aut(V) = GL(n,R), so daBl es eine natiirliche linke Grup-
penwirkung A : GL(n,R) x T7(R™) — T7(R") gibt. Vollig analog zu TM 143t
sich dann das Tensorbiindel T M = L(M) x TT(R™)/GL(n,R) als zum Hauptfa-
serbiindel L(M) assoziiertes Vektorbiindel konstruieren.

Durch Dualisieren der Abbildung p, : R™ — T, M erhalten wir eine Abbildung

Py LM — (R =R, (praw,y) = au(pa(y)) ,
fir o, € TXM und y € R™. Damit &8t sich eine Abbildung

ge T () 3 (P @ - @Y @y © - @ Y1)

= pe(1) @ - @ pe(yr) © () () @ -+ @ (p3) ' (yh) € TL (T M)

konstruieren, welche wie zuvor j : 7, — T,M ein Isomorphismus von Vek-

torrdumen ist. Somit werden die Fasern von 77 M mit der Tensoralgebra des
Tangentialraums von M identifiziert, was die Bezeichnung von 77 M als Ten-
sorbiindel rechtfertigt.

Definition 12 Ein lokaler glatter Schnitt eines Faserbiindels B iiber M ist eine
differenzierbare Abbildung s : U — B mit m o s = idy, wobei 7 : B — M die
kanonische Projektion ist und U C M offen.

Definition 13 Ein Tensorfeld vom Typ (r,s) ist ein glatter Schnitt des Ten-
sorbiindels 77 M. Ein Tensorfeld vom Typ (1,0) heiBt Vektorfeld.

Bemerkungen:

e Der Raum aller Tensorfelder wird auf natiirliche Weise zu einem Modul
iiber C>°(M), indem man punktweise (ft%)(z) = f(x)ti(x) definiert fiir
tr M — TIM und f € C®(M).
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e Die so definierten Vektorfelder X sind auf natiirliche Weise identifiziert mit
Vektorfeldern im zuvor definierten Sinn als Abbildungen X : C*(M) —
C>°(M), welche die Leibniz-Regel erfiillen.

Satz 4 FEs existiert eine 1 : 1-Korrespondenz zwischen Tensorfeidern ty vom Typ
(r,s) und dquivarianten Abbildungen t” : L(M) — T7(R™), d.h. tTot, = A\,-1 017,
so daf

id T
Ly M Loy < TR

Tl 1

ts

M — T M
ein kommutatives Diagramm ist.

Damit haben wir

)= '® - p_ep® @) (n(p))

und insbesondere X (p) = p~ (X (x(p))) fiir Vektorfelder X € X(M).

1.6 Allgemeine Koordinatentransformationen

Definition 14 Ein Diffeomorphismus 6 : L(M) — L(M) heiBt Automorphismus
des Hauptfaserbiindels L(M), falls

e das folgende Diagramm ist kommutativ

L) —2? L(M)
T T
g M

e 0 kommutiert mit der rechten Gruppenwirkung, 0 o Ve = g 0of Va €
GL(n,R).

Die Gruppe G der vertikalen Automorphismen von L(M) heiBt Gruppe der allgemeinen
Koordinatentransformationen.

Satz 5 Es gibt eine 1 : 1-Korrespondenz zwischen allgemeinen Koordinatentrans-
formationen 0 und dquivarianten Abbildungen u : L(M) — GL(n,R) (differen-
zierbar) mit u(p - a) = a ‘u(p)a.

Beweis. Setze 0(p) = p - u(p). O

Ein vertikaler Automorphismen 6 induziert eine Koordinatentransformation
von Tensorfeldern durch

A~ ~ ~

(0°E2)(p) = E2(0(p) = (0 - u(p)) = Augy-1£2(p) = u(p) ™" - L (p) -
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Dem entspricht eine Koordinatentransformation der Schnitte

ty(z) = i(2) = [(p, 0" E) ()] = (P a1 £ ()] = [(p - ulp) ™ £2(p))]
Diese Konstruktion ist unabhéingig von p € 7~ !(x), denn
(p-a-ulp-a)™, f(p-a))] = [(p-a-a™ -u(p) ™ -a, A1 t(p))] = [(p-ul(p) ", E2(p))] -

Im Falle von Vektorfeldern X € %(M) haben wir X(p) = p~!- X(z) und
X(z)=p-(*X)(p) =p-ulp)~*-p~- X(z). Da diese Konstruktion unabhingig
von p € n!(z) ist, kénnen wir beziiglich der Karte (U, x) von M jenes linea-
re Bezugssystem py € 7 '(z) wihlen, fiir das po(e;) = a%i ist. Dann gilt fiir

X(z) =320, Xj(2) g0
Xi(z) = Z(U(po)fl)inj(l') :

Fiir die duale Abbildung haben wir e = pjj(dz?), denn
5y = (e’ e5) = (p(da"), (po) " (52)) = da'(555) -

Wenn also das Tensorfeld die Kartendarstellung

r . 010y a a ] ]
() = ‘]thjll___js(a:)% ® @5 -@d" ®...do
ta,Jb=
hat, so ist
T N -1 -1 x * iy iy
et (@) = Y (wlpo) ke e (lp0) ki (WP0) gy -+ (wlpo) st ()

la,Jp=1

1.7 Lineare Zusammenhinge

Ein linearer Zusammenhang ist ein Zusammenhang im Biindel L(M) der linearen
Bezugssysteme.

Definition 15 Sei P ein Hauptfaserbiindel iiber M mit Strukturgruppe G und g
die Lie-Algebra von (. Eine differentielle Einsform w auf P mit Werten in g heiBt
Zusammenhangsform, wenn

o w(0(A) = A
o Yiw=Ad(a)w.
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Dabei ist 0(A) = A, das durch
d
(A f)(p) = E(f O Yexp(tA) (p)> L:o : fec=rp).

definierte fundamentale Vektorfeld (oder Killing-Feld) auf P.

Ist w eine Zusammenhangsform, dann definiert H, := kerw, C T,M einen li-
nearen Unterraum des Tangentialraums, den horizontalen Unterraum. Die durch die
Zusammenhangsform w definierte Zuordnung p — H,, heiBt Zusammenhang auf P.

Ist V, = o,(g) C T,P der vertikale Unterraum (Tangentialraum an die Faser
7 (n(p)) durch p), dann gilt

e Komplementaritat: T,P = H, &V, Vpe P

e Rechtsinvarianz: ¢y (H,) = Hy, )

e die Zuordnung p — H, ist glatt

Die allgemeinen Definitionen und Eigenschaften gelten natiirlich auch fiir das

Biindel L(M). Es gibt auf L(M) aber noch eine wichtige Besonderheit:

Definition 16 Die durch
Up(X) = pil(ﬂ;(X)) , Xel,P

definierte Einsform auf P mit Werten im R" heiBt kanonische Einsform oder Ver-
schmelzungsform.

Es gilt ¥ = a™! - 9, denn fiir X € T,,P ist

(20)p(X) = Vpa(¥eX) = (p-a) (M (e X)) = ™" p~H(m (X)) = a™' - 0(X) .
Also ist die Verschmelzungsform eine Einsform auf P mit Werten im R” vom Typ
GL(n,R).

Sei I' ein linearer Zusammenhang (definiert durch eine Zusammenhangsform
w auf L(M)). Jedem y € R™ ordnen wir ein horizontales Vektorfeld B(y) auf
L(M) zu, indem (B(y)), € H, der eindeutige horizontalen Vektor ist, fiir den

71 (B(y))y = ply) € Tug M ist.
Satz 6 1. ¥,(B(y)) =y und w,(B(y)) =0 fir allep € L(M) und y € R"

2. ¢u(B(y)) = B(a™ - y)
3. Wenn y # 0, dann verschwindet B(y) nirgends.

Beweis. 1. folgt aus der Definition. Wenn X = (B(y)), € H,, dann ist ¢/, (X) €
Hyo und m,(X) = m, (¢, X). Also ist

T(BW)y =py) = (p-a)(a™ - y) =m0 (Bla™"  y))pa = 0 (Va(B))p) -

SchlieBlich sei (B(y)), = 0 fiir irgendein p € L(M), dann ist p(y) = m,(B(y)) = 0
Da p: R" — T, M ein Isomorphismus von Vektorrdumen ist, folgt y = 0. U
12
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Definition 17 Sei « eine differentielle k-Form auf L(M) mit Werten in einem be-

liebigen Vektorraum. Dann definiert ein Zusammenhang I'" auf P eine kovariante
Ableitung Do durch

(Da)p(X1, ..., Xps1) = (da),y(horXy, ... horX ),
Dabei ist das duflere Differential einer differentiellen k-Form « gegeben durch

(da)(Xo, X1, ..., Xp) := Z(-WX( (Xoy--, Xy X0))

+ Z V(X X5), X - Xay o X X

0<i<j<k

Definition 18 Sei w eine lineare Zusammenhangsform auf L(M). Die kovariante
Ableitung 2 := Dw von w heiBt Kriimmmungsform und die kovariante Ableitung
© := Dv von 9 heiBt Torsionsform.

Satz 7 Es gelten die Strukturgleichungen

O(X,Y) = (d9)(X,Y) +w(X)W(Y) — w(¥)I(X) |
QX,Y) = (dw)(X,Y) + [w(X),w(Y)] ,

fir XY € X(L(M)). Dabei ist w(X)I(Y) das Matrizprodukt von w(X) €
gl(n,R) = M(n,R) mit 9(Y) € R™.

Beweis. Die 2. Gleichung wurde im letzten Semester bewiesen. Fallunterscheidung
fiir 1. Gleichung:

X,Y vertikal, dann ©(X,Y) = 0 und 9(X) = J(Y) = 0. Weiter d¥(X,Y) =
XHNY) = Y(X) —9(X,Y]) = —v([X,Y]). Da [X,Y] vertikal, verschwinden
beide Seiten der Strukturgleichung.

X, Y horizontal, dann ist w(X) = w(Y) = 0, und es verbleibt die Definition der
kovarianten Ableitung.

X vertikal, Y horizontal. Wir setzen X = A, = o(A4) und Y = B(y).
ist O(X,Y) =0, w(Y)¥X) = 0 und w(X)HY) = w(c(A)¥B(y)) =

Andererseits ist

(dV)(X,Y) = A(B((y)) — B(y)d(A") — 9([A", B(y)]) = —9([A", B(y)])

Dan
A-

— —9(Lar(BW)))
Es gilt
La-(BW) = 5 ((Weun10)-B)~B)) = & (Blexp(An)9)~B(y)) = B(A)
und deshalb (d¥)(X,Y) = —A-v. O
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Satz 8 FEs gelten die Bianchi-Identitdten

(DO)(X,Y, Z) = QX,YV)I(Z) + QY, Z)(X) + U Z, X)I(Y) ,
(DOQ)(X,Y,Z2) =0,

fiir XY, 7 € X(L(M)).

Beweis. Die 2. Bianchi-Identitat wurde im letzten Semester beweisen. Zum Beweis
der ersten schreiben wir die Strukturgleichung als © = d¥ + w A ¥. Dann ist

(DO)(X,Y, Z) = (dO©)(horX, horY, horZ) = (dw A ¥)(horX, horY, horZ)
=(QAV)(X,Y, Z). O

1.8 Kovariante Ableitungen von Tensorfeldern nach Vek-
torfeldern

Wir bezeichnen mit I'°(77 M) den Raum der Tensorfelder vom Typ (r,s), d.h.
die Menge der differenzierbaren Schnitte des entsprechenden Tensorbiindels, und
mit ¢ : t7 — t° die 1:1-Korrespondenz zwischen Tensorfeldern 7 € T°(T7 M) und
dquivarianten Abbildungen # : L(M) — T7(R™). Wir haben

@) ) =(p '@ - ®@p " @p @ - @p)(t(r(p)) .

v~ v~
T S

Die Abbildung ¢ ist ein Homomorphismus der Tensoralgebren,
Oty ®t3) = (1) ® ¢(t3)
welcher mit Kontraktionen kommuiert:
P(Cyts) = Cyo(ty) -

Ein linearer Zusammenhang definiert eine kovariante Ableitung dieser
dquivarianten Abbildungen durch

(DE)(Y) = (di7)(hor(Y)) = (hor(Y))(f) , Y € X(P).

Hierbei ist 7 als 77 (R"™)-wertige Funktion auf L(M) betrachtet.

Das horizontale Vektorfeld hor(Y') in dieser Definition 148t sich als horizon-
taler Lift hor(Y) = X* eines Vektorfeldes X € X(M) auffassen. Dieser hori-
zontale Lift ist gegeben durch (X*), = (B(p~'(X))), und 7/ (X*), = X,. Nach
Riicktransformation in ein Tensorfeld mittels ¢! erhalten wir die kovariante Ab-
leitung eines Tensorfeldes t, € T>°(TT M) nach einem Vektorfeld X € X(M) zu

Vity = ¢ (D(6(t)))(X7)) = ¢~ (X7 (6(11)) -
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Satz 9 Sei T(M) = ., (T M) die Algebra der Tensorfelder iber M und
X,Y € X(M). Die kovariante Ableitung hat folgende Figenschaften:

1. Vx :T(M) — T(M) ist eine Typ-erhaltende Derivation, die mit belicbigen
Kontraktionen kommutiert

2. Vxf=Xf firalle f € C®°(M)=T>(TYM)
3. Vxivy =Vx +Vy
4. fotg = f . thz fﬁT alle tg € POO(T;M)

Beweis. 1. folgt aus den gleichen Eigenschaften von ¢ und der Derivationseigen-
schaft von X*. Sei p(h) die Integralkurve von X* durch p(0) = p, dann ist

(X*(tat))(p) = %(t(p(h))@'( Mo = (X8)(p) @' (p) +t(p) @ (X*t')(p) .
2. Es gilt (¢(f))(p) = f(m(p)), also ¢|C°°(M) = 7*, und deshalb
(X6 ®) = - GENEON], o = (TR,
= L),y = (X)) = GXD))-
3. und 4. folgen aus der Definition von V. O

Mittels der Abbildung p : R" — T, M lassen sich Torsions- und Kriim-
mungsform in Torsions- und Kriimmungstensoren {iiberfithren. Fiir X,Y, 7 €
X(M) setzen wir

(T(Xv Y))w = p<@p(X*7Y*>> ) (R(X7 Y)Z)ac = p(Qp(X*’Y*) 'p_l(Z)) )

wobei X*,Y* die horizontalen Lifte von XY sind und p € 7 !(z) belie-
big ist. Der Torsionstensor ist eine antisymmetrische bilineare Abbildung T :
X(M)xX(M) — X(M), und R ist ein Tensorfeld vom Typ (1,3) mit R(X,Y) =
-R(Y, X).

Satz 10 FEs gilt

T(X,Y)=VxY —VyX — [X,Y],
R(X,Y)Z = [Vx,Vy]Z — VixyZ .

Beweis. Wir zuvor bezeichnen X*, Y™* die horizontalen Lifte von X, Y. Sei aufler-
dem p(t) die Integralkurve von X* durch p = p(0). Zunéchst berechnen wir

(V¥ )e = (67 (X 0))e = p( o0 V)| )

(500 i ()| ) = p (G0 w0)
(XD(Y)),)

)

p
b
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Das ergibt

(T(X,Y))e = p((d0),(X™,Y")) = p(X*(I(Y™)) = Y*(IXT)) = (X", Y7™])p
= (VxY = VyX), —m,([X",Y7]), -

Die Behauptung folgt nun aus 7, ([X*,Y*]) = [X,Y],, denn sei f € C*°(M) und
p(t) die Integralkurve von Y* durch p(0) = p, dann gilt

T (X5 YD) f = (XY™ (f o)),
und y
Y (fom)p =2 (for®))| =& mw

t=0
also (X*(Y*(f om)))p = (X(Yf))r(r)-
Zum Beweis der zweiten Beziehung betrachten wir

([Vx, V¥]Z = Vixy1Z)e = p(X*(YI(Z7)) = YH(X™I(Z7)) = [X, Y]O(Z7))y)
= p(([X7 Y] = [X, Y])I(Z27))p) -

Da 7 ([X*,Y7]) = [X, Y], = m,([X, Y]), ist [X*, Y*] = [X, Y]" = ver([X*,YV"]) =
A, = 0(A) ein vertikales Vektorfeld. Es ist das fundamentale Vektorfeld zu
—QXHY") = —(dw)(X*,Y*) = w([X*,Y"]) = w(ver([X*,Y*])) = A. Damit
gilt

(IVx, V¥]Z = VixnZ)e = p((o(A)9(Z7)),)
= p(%ﬁ(z*)pexpw) t:o)
= p(%(ﬁ +exp(At) T (T expan (Zrpexp(any)) t=o>
- p<%(p . exp(At))il(ZW(p)) t:0>
=p(=A " (Zep)) = P (X", Y7) 0™ (Zn)))
— R(X,Y)Z. -

Ohne Beweis erwéihnen wir
Satz 11 Es gelten die Bianchi-Identitdten

R(X,Y)Z —(T(X,Y),Z) — (VxT)(Y, Z) + zyklisch = 0 .
(VxR)(Y,Z) + R(T(X,Y), Z) + zyklisch = 0 .
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1.9 Darstellung in lokalen Koordinaten

Durch eine Karte (U, k) werden die Koordinatenfunktionen ot p=1,.
definiert und entsprechend die Tangentlalvektoren - € T, M als Ba51s des Tan—
gentialraumes. Die Koordinatendifferentiale dax* 6 T*M bllden die dazu duale
Basis des Kotangentialraumes. Die Tensorprodukte von a - und dz* bilden eine
lokale Basis der Tensoralgebra T'(T,,M). Wir verwenden von nun an griechische
Indizes fiir die Koordinatenbasen und lateinische fiir die Basis ¢; im R™.

Ein linearer Zusammenhang definiert nun eine lokale Basis { 8‘9”, 61‘3 buig=1,

von T, L(M). Dabei sind % ap/" = (52:)* die horizontalen Lifte der Basisvektoren von
T, M und % = 0,(e;;) die Killingvektorfelder der Standardbasis e;; € gl(n,R).
Die Verschmelzungsform ist nun gegeben durch

denn 6 verschwindet auf vertikalen Vektoren. Die Zusammanhangsform hat die
Darstellung

n
W= wip) e;; @ dp*
i’j’k7l:1
denn sie verschwindet auf horizontalen Vektoren.
Entsprechend gilt fiir Torsions- und Kriimmungsform

n

Z 5 0L, (p) e @dp" Adp”, Q= Y QQQV()eij@dpﬂ/\dpv.

w,vyi=1 vty j=1

Dabei ist A das antisymmetrisierte Tensorprodukt.
Zwar kommutieren die Ba51svektoren ai von T, M, jedoch ist das nicht mehr

der Fall fiir ihre horizontalen Lifte 57: Die 2. Strukturgleichung liefert

n

QP(%a a;f,u) = Z ng(p) eij = (dw), (ap;u ag ) = _wp([%» %]) :

ij=1

Folglich gilt
0 o1 _ ij 0
[apm 3p7] = =24 (P)

BPHJ apu apij 9

denn wp(%) = wy(o,(ei;) = e;;. Die Kriimmung ist also ein Ma$ fiir die Nicht-
kommutativitdt der horizontalen Basisvektoren von 7,L(M). Damit liefert die
erste Strukturgleichung

09, (p) _ 00, (p)

i i 0\ _
@w/( ) @ ( ) - ap’u apy

opt? op¥
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Die kovarianten Ableitungen der Vektorfelder definieren Zusammenhangsko-

effizienten
( 81“ az” Z 10

und Koeffizienten der Torsions- und Krummungstensoren

=2 Th@ s, (R e Z Byp(®@) 5 -
p=1

Die Strukturgleichungen liefern

org, org, & . T
Tf,=T%, —T7 A p— +y (% T, —T0.17,).

v wep TG B ax” uT vp vTS pp
=1

Der Zusammenhang mit den Koefﬁzienten der Torsions- und Kriimmungs-
formen ist durch p(e;) = > =1 i amu gegeben. Es folgt

pr@z : ;wp Z pon 71)

i,0=1

1.10 Riemannsche Mannigfaltigkeiten

Definition 19 Eine Riemannsche Mannigfaltigkeit (M, g) ist eine Mannigfaltigkeit
M zusammen mit einer Abbildung g : X(M) x X(M) — C*(M), dem metrischen
Tensorfeld, so daf3

o g:X(M)x X(M)— C°(M) ist symmetrisch,

e Fiir alle x € M ist die Bilinearform g, : T,M x T, M — R nichtausgeartet,
d.h. g.(v,w) = 0 fiir alle v € T, M genau dann, wenn w = 0.

Im weiteren werden wir die Metrik g auch als nichtausgearteten Schnitt des Ten-
sorbiindels Ty M auffassen.

Falls g,(v,v) > 0 fiir alle x € M und v € T,M, v # 0, so ist (M,g) ei-
ne Riemannsche Mannigfaltigkeit im eigentlichen Sinn, ansonsten eine pseudo-
Riemannsche Mannigfaltigkeit, die durch die Signatur (s,n — s) charakterisiert
ist, also die Zahlen p der positiven und n — p der negativen Eigenwerte von g,.
Im Riemannschen Fall liefert der metrische Tensor in jedem Punkt der Man-
nigfaltigkeit ein inneres Produkt von Tangentialvektoren: (v,w) = g,(v,w) fiir
v,we T, M.

Eine Metrik definiert eine Reduktion des Biindels L(M) der linearen Bezugs-
systeme auf das Biindel O(M) der (pseudo)orthonormalen Bezugssysteme.
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Definition 20 Sei (P, M, G, m, ) ein Hauptfaserbiindel und  : H — G eine Ho-
momorphismus von Lie-Gruppen. Eine Reduktion von P ist gegeben durch ein Haupt-
faserbiindel (Q, M, H,7g,%%) und eine differenzierbare Abbildung 0 : Q@ — P, so
daB

e TOQ="T(g
o o(¥2q) = Yymyolq).

In unserem Fall ist n : O(s,n — s) — GL(n,R) die Einbettung der pseudo-
orthonormalen Matrizen

O(s,n—s)={AeGL(n,R), AnA=n, n=dag(,...,1,-1,...,—1
(s,m—s)={ (n,R) nA=n, n= diag( )}

in die invertierbaren. Das Biindel Q = O(M) ist faserweise definiert als

Wc_gl(x) ={p. = (X1,...,Xp) € W_l(ﬁ) s 9(Xi, X5) = mig}
Aquivalent dazu ist
mo (@) ={p. €77} (2), @XY)={p; (X),n p;' (V))pr VXY ET,M}.

Die O(s,n — s)-Invarianz von ( ,n )gn garantiert, daf§ ¢- A € @ fiir alle ¢ € Q
und A € O(n,R).

Umgekehrt definiert jede Biindelreduktion von L(M) auf O(M) eine
pseudo-Riemannsche Metrik durch ¢,(X,Y) = (¢ '(X),nq; ' (Y))gn. Da
Biindelreduktionen in 1:1-Korrespondenz sind mit globalen Schnitten des
zu L(M) assoziierten Biindels £ = L(M)/O(n,R) mit typischer Faser
GL(n,R)/O(n,R), und ein solcher Schnitt immer existiert (wenn M parakom-
pakt), existiert auf jeder parakompakten Mannigfaltigkeit eine Riemannsche Me-
trik.

Definition 21 Ein linearer Zusammenhang I' heiBt metrischer Zusammenhang,
wenn fiir jede Kurve I D t — ~(t) € M auf M durch ~(0) = x der horizontale Lift
v*(t) durch jeden Punkt ¢ € ’ﬁa(lM)(.I') vollstandig in O(M) liegt, also v*(t) € O(M)
fir alle t € I.

Sei t — ~(t) eine Kurve auf M durch v(0) = z und sei t — p(t) = 7*(¢)
der horizontale Lift zu einer Kurve auf L(M), d.h. der Tangentialvektor in p(t)
ist der horizontale Lift des Tangentialvektors in v(¢). Sei Y € T, M, dann ist
der Paralleltransport Y +— 7(Y) € T, M definiert als 7(Y) = p(¢)(p~*(Y)).
Die Metrik g heiBt parallel, wenn g,(X,Y) = gy (1:(X), 7(Y")) fiir jede Kurve
t— (t).

Satz 12 FEin linearer Zusammenhang ist genau dann ein metrischer Zusammen-
hang, wenn die Metrik parallel ist.
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Beweis. Ist I ein metrischer Zusammenhang und p € O(M), dann ist p(t) € O(M)
fiir alle ¢, und

9y (T(X), (V) = (p(t) " (X)), - p(t) " (m(Y))) = (0 (X),m-p (V)
= 0.(X,Y).

Umgekehrt folgt aus g,(X,Y) = g, (7(X), (Y)), daB p(t) € O(M). O

Ist I' ein metrischer Zusammenhang, dann gilt Vxg = 0 fiir alle X € X(M).
Denn seien p(t) die Integralkurve von X* und Y, Z € X(M) und C die Kontrak-
tion, so gilt

(Vxg(Y,Z))e = (Co(Vxg®Y ® Z)),
o (¢ (X*¢(9)) @ ¢ (B(Y)) @ ¢ (#(2))))a

= (67(C o (X"0(9) @ () ® 6(2)))).
5 (0o (S0loN|_ @r 0 o07(2))).

¢ (O o (%((p(t)* ®p(t)*)(gw(p<t))))‘ Lo (Y) ®p_1(Z)>>>

= (dfl(%gﬂ(pu))(p(t)(p‘l(l/)), P (P (2))) t:o>>x —0.

Da Vx eine Derivation der Tensoralgebra, gilt allgemein (Vxg)(Y,Z2) =
X(g(Y,2)) = g(VxY, Z) = g(Y,Vx Z).

Satz 13 Auf einer pseudo-Riemannschen Mannigfaltigkeit gibt es genau einen
torsionsfreien metrischen Zusammenhang, den Levi-Civita-Zusammenhang.

Beweis. Da g nichtausgeartet, wird VxY definiert durch
+9((X,Y], 2) +9([Z2, X],Y) + 9(X, [2,Y]) . (*)

Es folgt

also Vxg =0, und
29(VxY —VyX — [X,Y],Z2)=0.

Damit ist jeder Zusammenhang, fiir den (*) gilt, ein metrischer torsionsfreier Zu-
sammenhang. Seien zwei Zusammenhénge gegeben, fiir die (*) gilt, dann stimmen
diese auf Vektorfeldern und Funktionen {iberein. Da Zusammenhénge Deriationen
der Tensoralgebra sind, die mit Kontraktionen kommutieren, und die Tensoralge-
bra durch Vektorfeldern, Funktionen und Kontraktionen generiert ist, stimmen
die Zusammenhénge auf der gesamten Tensoralgebra iiberein. 0]
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In lokalen Koordinaten haben wir g(%, %) =: g, und fiir den Levi-Civita-
Zusammenhang

- 99vp | 99 09
o 9y _ o _ 9Yvp pe _ 9Yuv
WY s 57) 2;%9@ dor T o Bar
Bezeichnen ¢*? = g !'(dz#,dz”) die Komponenten der inversen Matrix,

> o1 9" gup = 04, so erhalten wir die Zusammenhangskeoffizienten fiir den Levi-
Civita-Zusammenhang (die Christoffel-Symbole)

"1 a9, dg 09,
e — _P0< 4 o _ “>:rp'
4 Z 29 orH + or? ox° vy

Der Kriimmungstensor fiir den Levi-Civita-Zusammenhangs heifit Riemann-
Tensor. Seine Komponenten R, , haben in Termen von I, die gleiche Form
wie zuvor. Durch Kontraktion des oberen und mittleren unteren Index wer-
den die Komponenten des Ricci-Tensors erhalten, R,, := > _; R}, ,. Eine wei-
tere Kontraktion mit der inversen Metrik liefert den Kriimmungsskalar R =

n mp
Zu,p:l g RNP'

1.11 Einstein-Hilbert-Wirkung

Das Wirkungsfunktional der Einsteinschen Gravitationstheorie ist die Einstein-

Hilbert-Wirkung
1
Spy = 2—/d4x V| detg|R
K

Dabei ist k = 8:—40 die Einsteinsche Gravitationskonstante und GG die Newtonsche.

Im Gegensatz zu den Eichtheorien werden nicht die Komponenten I'/,, des Zu-
sammenhangs, sondern die Komponenten g, der Metrik als fundamentale phy-
sikalische Objekte betrachtet. Die Variation der Wirkung, erweitert um andere
nichtgravitative Teile S = [ d*x /| det g|£, nach g, liefert die Einsteinschen
Feldgleichungen

1
RM — ég"”R = rkTH |

wobei R* 1= g"?¢"° R,, und

2 0(/[detgl £)
/| det g| OGuw

der symmetrische Energie-Impulstensor ist.
Alternativ kann die Einstein-Hilbert-Wirkung auch mit Differentialformen
ausgedriickt werden. Es gilt

Sun = i [ 0) 5" 0) A o570
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Dabei ist s : M — P ein beliebiger Schnitt von O(M), * der Hodge Operator und
die Spur ist in folgender Weise zu verstehen: Wir fassen s*(9) A s*(9) als M,,(R)-
wertige 2-Form auf M auf, die mit der M, (R)-wertigen (n — 2)-Form x(s*Q2) zu
multiplizieren ist. Davon ist die Spur im Matrix-Anteil zu nehmen, so dafl eine
n-Form auf M entsteht, welche integriert werden kann.
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2 Clifford-Algebra

2.1 Konstruktion

Sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum iiber K = R oder K = C und ¢ eine
symmetrische Bilinearform auf V', also eine bilineare Abbildung ¢ : V x V — K
mit q(v,w) = q(w,v). Sei T(V) = @,-, ®"V die kontravariante Tensoralgebra
iiber V, mit @V := K, und sei I,(V) das zweiseitige Ideal von T'(V') erzeugt von
allen Elementen der Form

(v@v—q(v,v)l).

Die Clifford-Algebra ist dann die Quotientenalgebra CU(V,q) = T(V)/1,(V).
Ein Element von C/(V,q) ist damit eine Aquivalenzklasse von Tensoren [t] mit
t1 € [t] St —te [q(V)

Die Projektion 7, : T(V) — C¥(V, q) auf die Aquivalenzklassen ist ein Homo-
morphismus von Algebren, da

([t =+ L,(V) @ (' + [,(V)) =t @' + L,(V) = [t ]

Damit wird eine Einbettung v = 7w |y : V' — CU(V, q) des Vektorraumes V' in die
Clifford-Algebra induziert. Fiir diese gilt

0=m(v®v—gq(v,v)1) =7(v)y(v) —qlv,v),
also y(v)vy(v) = q(v,v). Weiter folgt

Q(U +w,v+ w) = Q(U7 U) + Q(w’ w) + QQ(U7 w) = '7(1) + w)’V(” + w)
= 7()y(v) + v(w)y(w) + v(v)y(w) + v (w)y(v)
und somit
Y()y(w) +y(w)y(v) = 2q(v,w) .

Die Z,-Graduierung der Tensoralgebra T'(V) = TH(V)@ T~ (V) mit TH(V) =
B2, @*V und T~ (V) = P,-,®* "V induziert eine Z,-Graduierung der
Clifford-Algebra:

CUV,q) =Cl*(V.q) ® Cl™(V.q) ,
CtH(V,q) == m,(TT(V)), Cl=(V,q) ==m (T (V)) .

Die Clifford-Algebra ist universell im folgenden Sinn:

Satz 14 Sei C eine Algebra tiber K mit folgenden FEigenschaften
i) Es ezistiert eine lineare Abbildung j : V — C, deren Bild C' generiert
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i1) Fiir jede Algebra A tiber K mit 14 und fir jede lineare Abbildung F: V — A
mit F(v)F(v) = q(v,v)14 ezistiert ein Homomorphismus F : C — A, so
dafs

|4 o C
F o\, /S F
A

ein kommutatives Diagramm ist.
Dann sind C' und CU(V,q) isomorph.

Satz 15 Seien ey, ..., e, erzeugende Vektoren von V', die beziiglich q orthogonal
sind, q(e;,e;) = 0 fir alle 1 < i < j <n. Dann wird CU(V,q) multiplikativ von

v(er),...,v(en) erzeugt.
Die Elemente

Lo y(eq), v(ew)v(ei); - ylen)vlen) -vle), - y(en)y(ea) - ylen) (¥)

mit 1 < iy < iy < -+ < iy < n bilden eine Vektorraum-Basis von CU(V,q), so
dafs CL(V,q) als Vektorraum die Dimension 2" hat.

Beweis. Da die e; den Vektorraum V' erzeugen, erzeugen ihre Tensorprodukte die
Tensoralgebra T'(V'). Nach Projektion auf C¢(V,q) erzeugen deshalb Produkte
der 7(e;) die Clifford-Algebra.

Wegen y(e;)? = q(ei,e;) € K und y(ei)y(e;) = —y(e)v(e:) fiir i # j wird
CU(V, q) bereits durch die Elemente (*) linear erzeugt. Thre Anzahlist Y- (") =
2",

Die aus jeweils der gleichen Anzahl k& < n von Produkten aus v(e;) be-
stehenden Basiselemente spannen einen (Z)—dimensionalen linearen Unterraum

Ct*(V,q) C CU(V,q) auf,

C%k(‘/a Q) = Spalg (7(6i1)7(6i2) e ’Y(eik))lgi1<i2<~--<ik§n

2.2 Clifford-Moduln

Definition 22 Ein Clifford-Modul E ist ein Zs-graduierter linearer Raum, £ =
E* @& E~, so daB eine gerade Wirkung der Clifford-Algebra auf E existiert, d.h.

Ct*(V,q)- E* Cc E*, Ct*(V,q)-E- C ET,
ci(er @) = (c1e9) - fir c1,co € CUV,q), a € E..
Die Clifford-Algebra ist selbst ein Clifford-Modul. Fiir v € V sei y(v) die Wirkung
von V auf einem Clifford-Modul.
Ein weiteres wichtiges Beispiel fiir einen Clifford-Modul ist die &uflere Algebra
AV = @;_ A"V mit A*V = VA--- AV, Sie ist Zy-graduiert mit ATV =
k
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DI A%y und AV = @I A%V Fiir v € V und o € AV definieren wir
das &duflere Produkt zu
cv)a:=vAa.

Zur Definition des inneren Produkts fassen wir die Bilinearform als Abbildung
q:v— V*aufiiber ¢ : v+ ¢(v, .). Es wird im Moment noch nicht verlangt, dafl
das ein Isomorphismus ist. Nun definieren wir die Kontraktion eines Kovektors
v e V* mit vy A--- Avg 2u

VJ(or A Aog) = (=D () (o A ATA Ay

i=1

Nun koénnen wir fir v € V und o € AV das innere Produkt definieren zu
t(v)a =q)]a.

Satz 16 Die dufiere Algebra ist ein Clifford-Modul mit

v() :=e(v) + (v) .

Beweis. Wir nutzen die Universalitdtseigenschaft der Clifford-Algebra. Sei A =
End(AV) und F = v : V — A. Wenn 7(v)y(v) = ¢(v,v)14, dann existiert ein
Homomorphismus 4 : CU(V, q¢) — End(AV) mit 5(v) = y(v).

Sei v = e;; A --- N, dann ist

y(v)a=vAey A /\elk—f—z 7 (v, e) (e, Ao Aei, Ao Aegy)

k
= Z(—l)j+1q(v, e, JUNe, N Nej, N Ne,

+ q(v,v)e; A /\euﬂLZ q(v e )vNey N Ney, N-- Ney,)

-1

.

-

<
Il
-
>

(—1)"q(v, €i,)q(v, e e N N, N Ne N Ne,

[y

E
E

(=1 Hg(v, ei,)q(v, e e N Ne NN A Aeg,
1

[y

h=j

I
RS
—~

I

v,v)e, N Aeg,
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Das beendet den Beweis. 0J
Die Modul-Struktur induziert die Symbolabbildung o : C¢(V,q) — AV durch
o(c):=7(c)-1,  ceClV,q).
Die Symbolabbildung ordnet einfach die Basen zu:

g 7(61'1)7(61'2) to 7(6%) = €y N ey Ao N\ iy, -
Deshalb hat die Symbolabbildung hat ein Inverses, die Quantisierungsabbildung,

o7 e Ne N Neg = e )y(en) (e, -
Durch die Symbolabbildung werden Vektorraum-Isomorphismusmen o
ClE(V,q) — A*V definiert. Diese Vektorraum-Isomorphismen induzieren ein vom
duBeren Produkt verschiedenes Produkt in AV:

axfB:=c(c(a) c7'(B)), a,f €AV .

Das Produkt = ist assoziativ. Es erhélt die Z,-Graduierung, aber nicht die N-
Graduierung (fiir ¢ # 0). Es stimmt fiir ¢ = 0 mit dem &ufleren Produkt iiberein.
Deshalb heifit * auch das quantisierte Produkt der &ufleren Algebra.

Ist V = TXM der Raum der Kovektoren im Punkt z € M und ¢ = ¢!
eine nichtausgeartete Metrik im Punkt x, dann ist AV der Raum der Diffe-
rentialformen ausgewertet in x. Nehmen wir die Clifford-Wirkung des maxi-
malen Elements 7(e;)---7(e,) auf eine Differentialform o € A*(T7M), dann
stimmt diese bis auf mogliche Vorzeichen mit dem Hodge-Operator iiberein. Die
Clifford-Algebra enthélt also mehr Struktur als die Algewbra der Differentialfor-
men. In der nichtkommutativen Geometrie wird das ausgenutzt, um Yang-Mills-
Wirkungsfunktionale ausschlielich in der Clifford-Algebra zu konstruieren, ohne
die (nur im kommutativen definierte) duere Algebra und den Hodge-Operator
zu verwenden.

2.3 Pin- und Spin-Gruppe
Sei
Ct(V,q) ={a€ClV,q), 3a ' € CUV,q)mita-a ' =a ' a=1}

die Gruppe der invertierbaren Elemente der Clifford-Algebra. Diese Gruppe
enthélt alle y(v) € C¢Y(V,q) mit q(v,v) # 0, denn y(v) - mv(v) =1.

Satz 17 Ist dim(V') = n, dann ist CL*(V,q) eine Lie-Gruppe der Dimension 2.
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Beweis. Die Zuordnung der Basen definiert einen Vektorraum-Isomorphismus
CU(V, q) ~ K?" und damit eine differenzierbare Struktur auf C4(V, q). Wir zeigen,
dal Cl*(V,q) offen in CU(V, q) ist und somit zu einer differenzierbaren Mannig-
faltigkeit wird.

Sei L : CU(V,q) — End(C¢(V,q)) die Linksmultiplikation L,(c) := a-¢. Dann
ist C0*(V,q) = L~ (Aut(CL(V,q))), denn L, o L,—» = Ly, so da} (L,)™" = Ly-1.
Da L als lineare Abbildung zwischen endlich-dimensionalen Vektorrdumen stetig
ist und Aut(C¢(V, q)) offen in End(C(V,q)), ist CL*(V,q) offen in CU(V, q).

Die Multiplikation p : CU(V,q) x CU(V,q) — CU(V,q) ist als bilineare Abil-
dung differenzierbar. Dann ist auch die Einschrinkung auf die offene Teilmenge
Cl*(V,q) x Ct*(V, q) differenzierbar. Die Differenzierbarkeit der Inversenbildung
folgt aus dem Satz iiber implizite Funktionen. O

Wir bezeichnen mit a : V' — V den Vorzeichenwechsel a(v) = —wv. Da
Y(a(v))y(a(v)) = q(v,v), folgt aus der Universalititseigenschaft der Clifford-
Algebra die Existenz eines Algebrenhomomorphismus « : CU(V,q) — CU(V,q).
Dieser Homomorphismus ist gerade die Zy-Graduierung. Es gilt a(c) = +c fiir
c € Cl*(V,q) und o? = id.

Die Gruppe C¢*(V,q) wirkt auf CU(V,q) iber die (getwistete) adjungierte
Darstellung

Ad: Cl*(V,q) — Aut(CU(V,q)) , Adyc:=ala)-c-at.
Satz 18 Sei v € V mit q(v,v) # 0. Identifizieren wir V- mit v(V'), dann gilt

Ad,V =V, und explizit Ady,w = w — 2‘(11((7;’15))1) fiir alle w € V.

Beweis. Wegen v~ = q(vl Ik haben wir

1

q(v,v)Ad(v)w = q(v,v)a(v)wv™" = —vwv = Vow — v(vw + W)

= q(v,v)w — 2q(v,w)v . d

Geometrisch beschreibt die adjungierte Darstellung Ad, also eine Reflexion
von w an der Hyperebene v+ := {u € V| q(u,v) = 0}.

Es ist nun sinnvoll, die Untergruppe jener Elemente a € C¢*(V, q) zu betrach-
ten, fir die Ad(a)V =V gilt:

P(V,q) :={acCl*(V,q), Ad,V =V}.

Da Ad, : V — C{(V,q) stetig in a ist, ist P(V,q) abgeschlossen (beziiglich der
Konvergenz von Folgen) und damit eine Lie-Gruppe.

Definition 23 Die Untergruppe von P(V, q)
Pin(V,q) :={vy - vy -+, , q(us,v;) = £1}

heiBt Pin-Gruppe von (V,q). Die zugehorige Spin-Gruppe ist definiert als
Spin(V, q) :== Pin(V, q) N CL*(V, q).
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Die Pin- und Spin-Gruppen sind ebenfalls Lie-Gruppen als abgeschlossene Un-
tergruppen von P(V, q). Thre Dimensionen sind durch ¢ bestimmt.

Satz 19 Sei dim(V') = n und q nichtausgeartet. Dann ist der Kern des Grup-
penhomomorphismus Ad : P(V,q) — Aut(V') gegeben durch die Gruppe K* der
nichtverschwindenden Vielfache von 1.

Beweis. Wir wihlen eine Orthogonalbasis (vy,...,v,) von V mit g(v;,v;) # 0
und ¢(v;,v;) = 0 fiir ¢ # j. Angenommen, a € C¢*(V,q) ist im Kern von Ad,
also a(a)v = va fiir alle v € V. Wenn a = a™ + a~ mit a* € C*(V,q), so ist
atv=vat und a"v = —va".

Wir zerlegen a beziiglich der Basis von V' und nutzen die Clifford-Relation
vw—+wv = 2¢(v, w)1. Dann ist a™ = ag+wv1a;, wobei ag, a; Polynome in vy, ..., v,
sind (die also vy nicht enthalten). Offenbar ist vy gerade und a; ungerade. Wéhlen
wir v = vy, so folgt (ag + viai)vy = vi(ap + via;) und aus der Graduierung
(ap + via1)vy = viag — vivia;. Da viv; = q(vy,v1) # 0, folgt a3 = 0. Durch
Wiederholung der Schritte fiir ag = ay + voa) usw. folgt schlieBlich ay € K.
Analog folgt a= = 0. O

Auf der Tensoralgebra definieren wir die Transposition als die Umkehrung der
Reihenfolge der Tensorprodukte,

P @@ QUp = 0, QU @ Qg

Die Transposition erhélt das Ideal und projiziert sich deshalb auf einen Antiau-
tomorphismus * : CU(V,q) — CU(V,q) der Clifford-Algebra mit (cic2)" = cheh.
Dann definieren wir die Normabbildung

N :ClUV,q) — ClV,q), N(e) :==a(d) - c.
Es gilt N(v) = —¢q(v,v)1 fiir alle v € V.

Satz 20 Sei q nichtausgeartet und dim(V') = n. Dann liefert die Einschrinkung
von N auf die Gruppe P(V,q) einen Gruppenhomomorphismus

N:P(V,q) - K*.

Beweis. Sei a € P(V,q), also a(a)va™! € V fiir alle v € V. Transposition ist die
Identitit auf V, also folgt a(a)va™ = (a7 1)'va(a’) und damit

v = d'a(a)va " (a(a") ™ = a(a(a")a)v(a(a)a) ™ = Ada(at)av -

Folglich ist a(a*)a im Kern von Ad. Mit a € P(V, q) ist auch a(a’) € P(V,q) und
damit a'a(a) € P(V,q). Dann liefert der vorige Satz a(a')a € K*.
Dann folgt fiir a,b € P(V, q)

N(ab) = a((ab)")ab = a(b")a(a")ab = a(b")N(a)b = N(a)N(b) ,

und N ist ein Gruppenhomomorphismus. O
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Satz 21 Sei q nichtausgeartet. Die Transformationen Ad, : V. — V erhdlt die
quadratische Form q fir alle a € P(V,q),

Q(Adav7 Adaw) = Q(Ua w)
und liefert damit einen Gruppenhomomorphismus
Ad: P(V,q) = O(V,q)

wobei O(V,q) C Aut(V) die Gruppe der g-erhaltenden Automorphismen von V
15¢.

Beweis. Da N(a) C K* fiir a € P(V,q), ist a(N(a)) = N(a). Dann gilt fiir alle
a€ P(V,g)undv eV

—q(Adyv, Ad,v) = N(Aduw) = N(a(a)va™) = a((a’) Ha(v)ad'ala)va™
= a(N(a))N(w)N(a™') = —q(v,v) . O

Satz 22 Die Abbildung Ad : P(V,q) — O(V,q) ist surjektiv (wenn q nicht aus-
geartet).

Beweis. Die Gruppe P(V,q) enthélt zumindest Elemente der Form vy - vy - - v,
mit g(v;,v;) # 0. Dann ist

Advl"'vr :pUl O.”Opvr )

wobei p,w = w — 2%1} die Reflexion an der Hyperebene v ist. Ein klassisches
Theorem besagt, dal jedes Element g € O(V, q) als Produkt von r Reflexionen
g = Py, © -0 p,, dargestellt werden kann mit » < dim(V). O

Wir fithren nun die spezielle orthogonale Gruppe
SO(V,q) :={g9 € O(V,q) , detg =1}
und die spezielle Clifford-Gruppe
SP(V,q) = P(V,q) N C*(V.q)

ein. Es gilt det(p,) = —1 fiir alle v € V mit ¢(v,v) # 0. Zur Uberpriifung wihlen
wir eine Basis (v1 = v,va,...,v,) von V mit g(v;,v;) = 0 fiir ¢ # j. Dann ist
pov1 = —1 und p,v; = v; fiir alle 2 <7 < n. Also ist

SO(V,q) :=={pu, 0 0py. , q(v,v;) # 0 und r gerade } .

Andererseits ist vy -+ - v, € SP(V,q) fiir r gerade und q(v;,v;) # 0, so dafi Ad :
SP(V,q) — SO(V, q) surjektiv ist.

Es fragt sich nun, ob auch die Einschrinkung von Ad auf Pin(V,q) bzw.
SPin(V, q) bereits surjektiv ist.

29

Preliminary version — 14. Juli 2006



Satz 23 Die Abbildungen
Ad:Spin(V.q) = SO(V.q),  Ad:Pin(V,q) — O(V.,q),

sind surjektiv mit ker Ad = £1 fiir K =R und ker Ad = {£1, +i} fir K= C.

Beweis. Sei a = vy ---v, € Pin(V,q) N ker Ad. Dann ist a € K* und N(a) =
a(a)a = a®* = N(vq) -+ N(v,) € {£1}. Daraus folgt a € {+1,—1} fir K =R
und a € {£1, £i} fir K= C.

Surjektivitét folgt aus der Darstellung von O(V, ¢) und SO(V, q) als Reflexio-
nen, zusammen mit der Invarianz von p, unter Skalierungen p;,, = p, fiir alle t # 0,
wihrend ¢(tv, tv) = t?q(v,v). Wir kénnen also die Reflexionen auf ¢(v,v) = +1
normieren. U

_Im reellen Fall sagt man, daB Spin(V,q) bzw. Pin(V,q) eine zweifache
Uberlagerung von SO(V, q) bzw. O(V, q) ist.

2.4 Die pseudoorthogonalen Clifford-Algebren

Sei V' ein reeler Vektorraum. Ist ¢ nichtausgeartet, dann existiert eine Basis
(e1,...,€e,) von V, so daB fiir v =>"" | x;e; gilt
OO R RS S T

mit r+s = n und 0 < r < n. Wir schreiben dann C¢(r, s) = CU(V, q), Pin(r,s) =
Pin(V,q), Spin(r,s) = Spin(V,q), O(r,s) = O(V,q) und SO(r,s) = SO(V,q).
Ist s =0, so wird s iiblicherweise weggelassen.

Das orientierte Volumenelement ist definiert als 7"*! := ejey---e,. Es ist
unabhéngig von der Basis definiert, denn ein Basiswechsel e; — ¢€; = Z?Zl 9ij€;

andert 4" um detg = 1, da g € SO(r, s). Es gilt (77+1)? = (=1)"% "+ und
vy = (=1)" 1oyt fiir v € R™. Damit ist

oyt Y rle fiir n ungerade
T T " lale)  fiir n gerade

Daran sieht man bereits einen grundlegenden Unterschied z.B. der Clifford-
Algebren CY(1,3) und C¢(4).

Ist (y"*1)? =1, so definieren wir Projektionen Pg := (1 +~"!) und P, :=
%(1 — "™ mit 1 = PL + Pr und P? = Py, P32 = Pr sowie P, Pr = PpP;, = 0.

Satz 24 Ist (y"*1)? = 1 und n = r+s ungerade, so kann C{(r, s) als direkte Sum-
me isomorpher Unteralgebren zerlegt werden, Cl(r,s) = CLP)(r, s) @ CLT) (7, s)
mit COEB(r s) = Py pCl(r,s) = CUr,s)Pyr und o(CLEB(rs)) =
ClED) () 5),
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Ist (v"*1)2 = 1 und n = r + s gerade, so kann jeder Cliford-Modul E in
die Eigenrdume von ¥ zum Eigenwert &+ zerlegt werden, E = E; ® Er mit
Err == Py - E. Jeder Vektor v € V mit q(v,v) # 0 definiert Isomorphismen
v:Ep - Epundv: Er — Ef,

Die einfachsten reellen Clifford-Algebren lassen sich leicht ausrechnen:

Cl(1,0)=R&R, Cl0,1)=C e =i
C0(2,0) = M(R) CU(1,1) = My(R)
C0(0,2) = H

In vier Dimensionen ist

Das bedeutet insbesondere, daf§ man fiir Sigmnatur (4,0) und (1,3) die ~-
Matrizen durch Blécke aus Pauli-Matrizen schreiben kann.

Man beweist weiter eine Periodizitdt der pseudoorthogonalen Clifford-
Algebren mit Periode 8. Das ist von Bedeutung in der reellen K-Theorie, die
ebenfalls periodisch modulo 8 ist, und in der String-Theorie, wo es Majorana-
Weyl-Spinoren in 8 + 2 Dimensionen geben kann, wobei 2, 10,26 besonders in-
teressant sind.

Dagegen sind die komplexen Clifford-Algebren sehr viel einfacher, da es mit
komplexen Linearkombinationen keinen Unterschied der Vorzeichen ¢(v,v) = £1
mehr gibt. Wir kénnen also g(e;, ;) = 1 annehmen. Dann kann stets (7"71)? = 1
erreicht weden durch Hinzufiigen einer geeigneten Potenz von i, also 4! =
iwel -+ -en. Es gibt dann nur einen grundlegenden Unterschied zwischen ge-
raden und ungeraden Dimensionen, was der Bott-Periodizitdt (modulo 2) der
komplexen K-Theorie entspricht.

2.5 Die pseudoorthogonalen Pin- und Spingruppe

Ohne Beweis sei erwahnt:

e O(n) hat zwei Zusammenhangskomponenten, eine davon (mit Determinante

1) ist SO(n)
e Pin(n) hat zwei Zusammenhangskomponenten, eine davon ist Spin(n)

e O(r,s) hat vier Zusammenhangskomponenten, SO(r, s) hat zwei Zusam-
menhangskomponenten

e Pin(r,s) hat vier Zusammenhangskomponenten, Spin(r,s) hat zwei Zu-
sammenhangskomponenten
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Die adjungierte Darstellung Ad : Pin(r,s) — O(r,s) bzw. Ad : SPin(r,s) —
SO(r, s) ist jeweils eine zweifache Uberlagerung jeder der Zusammenhangskompo-
nenten. Fiir (r,s) # (1,1) sind diese Uberlagerungen nichttrivial in dem Sinn, daf
es einen Weg zwischen —1 und 1 in Spin(r, s) gibt. Ist g(e1, e1) = g(eq, e2) = £1
und ¢(e1,e2) = 0, so konnen wir y(t) = £ cos(2t) + ejessin(2t) = (e;cost —
ey sint) (e cost+eqgsint) wihlen. Wegen g(e; costteysint, e costtessint) = £1
ist y(t) € Spin(r, s) fiir alle t sowie y(0) = £1 und v(3) = F1.

Ohne Beweis sei erwéhnt, da8 Spin(n) fiir n > 3 einfach zusammenhéngend
ist, so dal Spin(n) die universelle Uberlagerungsgruppe der SO(n) ist.

2.6 Die Lie-Algebra der Pin-Gruppe

Satz 25 (1) Der Raum C(*(V,q) = o~ (A?V) ist eine Lie-Unteralgebra von
CU(V,q), wobei die Lie-Klammer durch den Kommutator gegeben ist.

(2) Ist q nichtausgeartet, dann ist die Lie-Algebra C0*(V, q) isomorph zur Lie-
Algebra so(V,q) der Lie-Gruppe SO(V,q). Der Isomorphismus 7 : C(*(V,q) —
so(V,q) ist gegeben durch T(z)v := [x,v] fiir v € CL*(V,q) undv € V.

(3) Ist q nichtausgeartet, dann ist C0*(V,q) = spin(V, q), also die Lie-Algebra
von Spin(V, q).

Beweis. (1) Wir wéhlen eine beziiglich ¢ orthogonale Basis (e;) mit ¢(e;,e;) =0
fir i # j. Es ist zu zeigen, dafl span(e;e;)1<i<j<, abgeschlossen unter Kommuta-
torbildung ist. Man findet fiir ¢ < j und k£ <

0 fir i = k, j = [ oder 1, 7, k, | verschieden
—2q(e;,ei)eje,  firi=k, j#1
leiej, exel] = 8 2q(e;, e;)ejex firi=1,7#k

—2q(ej,e;)eie, firi#k, j=1
(e, e5)eier i A1, j =k

Die Jacobi-Identitit [z, [y, z]] + [y, [z, 2]] + [2, [z, y]] = 0 fiir z,y,2 € C*(V,q)
folgt aus der Assoziativitéit der Clifford-Algebra.

(2) Sei z = e;e; mit 1 <i < j <nund v = e, dann ist

T(x)v = [x,v] = e;eje — epese;
= e;(ejer + ere;) — (exe; + eiex)e;

= 2q(ej, ex) € — 2q(ei,ex)e; €V .

Also ist 7(Cl*(V,q)) C End(V).
Wir erinnern, dafl

OWV,q) ={aec Aut(V), qlav,aw) = q(v,w) Vo,w € V}.
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Die Lie-Algebra so(V, q) ist der Tangentialraum von O(V, ¢) im Einselement. Sei
R >t 7(t) € O(V,q) eine Kurve in O(V,q) mit v(0) = 1. (Es gilt sogar
v(t) € SO(V,q).) Dann ist

d

0=2
ar?

(Y(t)v, v(t)w)|,_, = a((0)v,w) + (v, 5(0)w) .
Das heiflt,
so(V,q) ={A € End(V), q(Av,w)+ q(v, Aw)=0VYv,we V}
Fiir = e;e; mit @ < j sowie v = e, w = ¢; berechnen wir
q(T(2)v, w) + q(v, T(z)w)
= 2q(ej, ex)qlei, &) — 2q(ei, ex) q(e;, &) + 2q(ej, e)qlen, i) — 2q(es, e1) q(ex, €5)
=0.

Folglich ist 7(C?*(V,q)) C so(V,q).

Ist ¢ nicht ausgeartet, dann ist 7 injektiv, da aus [z,v] = 0 fiir alle v € V
stets z = 0 folgt. AuBerdem ist dim(C¢*(V,q)) = @ = dim(so(V, q)), so daB
7 surjektiv ist, also ein Isomorphismus.

(3) Wir wahlen eine Orthogonalbasis (e;) von V mit g(e;,e;) = 0 fiir i # j
und ¢(e;, e;) = £1 fiir alle i. Wir konstruieren folgende Kurven R 3 ¢ — ~;;(t) C
Spin(V, q):

e Fiir fiir ¢ # j und q(e;, e;)) = q(e;, ;) betrachten wir

7ij(t) = (e;cost —e;jsint)(e; cost + e;jsint) = q(e;, e;) cos 2t + e;e; sin 2t .
Wir haben ;;(t) € Spin(V, q), denn
q(e;cost £e;sint, e;cost tejsint) = q(e;,e;) = £1.
Andererseits ist %’Y(tﬂt:() = 2e;ej, so daB e;e; € C0*(V, q) Tangentialvektor

an eine Kurve in Spin(V,q) durch 1 ist, und damit ein Element der Lie-
Algebra spin(V, q).

o Fiir fiir i # j und g(e;, e;)) = —q(e;, €;) betrachten wir
74 (t) = (e; cosht—e; sinh t)(e; cosht+e; sinht) = g(e;, e;) cosh 2t+-¢;e; sinh 2¢ .
Wir haben ~;;(t) € Spin(V, q), denn
q(e;cosht £ ejsinht, e; cosht £ ejsinht) = g(e;, e;) = £1 .
Andererseits ist %v(t){tzo = 2e;e;, so daB e;e; € Cl*(V, q) Tangentialvektor
an eine Kurve in Spin(V,q) durch 1 ist, und damit ein Element der Lie-
Algebra spin(V, q).
Aus der doppelten Uberlagerung Ad : Spin(V,q) — SO(V,q) mit ker Ad =
+1 folgt, dal dim(spin(V,q)) = dim(so(V,q)) = "(”T_l) und somit C?*(V,q)
spin(V, q)

oo
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2.7 Spinor-Darstellungen

Es ist iiblich, die Darstellungstheorie fiir komplexifizierte Clifford-Algebren zu
entwickeln. Wir bezeichnen mit C¢%(V,q) := CU(V,q) ®@g C die Komplexifizie-
rung der Clifford-Algebra (Es werden komplexe Linearkombinationen der reellen
Basisvektoren genommen).

Satz 26 IstV ein n-dimensionaler reeller Vektorraum und ist q nicht ausgeartet,
dann gilt
Mym (C) firn =2m
® ~ 2
Ce(V.g) = { Mo (C) @ Myn(C) fiir n = 2m + 1

Beweis. (n = 2m) Seien e; beziiglich ¢ orthogonale Basisvektoren von V' mit
q(e;,ej) = 0 fur i # j und g¢(e;, e;) # 0. Wir betrachten Einheitsmatrix und die
Pauli-Matrizen

s (10 (01 (0 —i (1 0
“No1) T \10)27\i o) "o —1)"

Wir definieren eine Abbildung ® : C¢%(V,q) — Mam(C) durch

cI)n ) =4/ i1, €9 E E
(62J 1) q(egj 1, €2; 1)0‘3@ X o3 R0 K ® &

7—1 m—j
®, (e9;) = . E®R---QF
(e2) q(egj,e25) 03 ® - R 03 R0, @ E ® ‘®

Jj—1 m—j

Dann ist ®,(e;)P(ex) + Pnler)Pnle;)) = 2q(ei,er)l. Wegen der Universa-

litdtseigenschaft der Clifford-Algebra ist ®,, ein Isomorphismus. Das Bild hat

die komplexe Dimension 2" und ist damit gleich der gesamten Algebra M. (C).
(n = 2m + 1) Wir definieren

Pn(ej) = (Pn-1(es), Pr-1(e;)) firl <j<n

(I)n(en) = (\/ Q(enaen) o3& - ®037_\/ Q(emen) 03 -+ ®03) .

m m

Analog zum geraden Fall ist ®,, wieder ein Isomorphismus 0

Definition 24 Die durch Einschriankung auf Spin(V,q) C CU¢(V,q) C CI*(V,q)
gewonnene Darstellung

Dy, : Spin(V, q¢) — Aut(C™) fir dim(V) = 2m
=2m

pr, © Popiq : Spin(V, ) — Aut(C™) fur dim(V) +1, a=1,2,

der Spin-Gruppe heiBt Spinor-Darstellung. |hr Darstellungsraum A, = C™ heiBt
Spinor-Modul.

34

Preliminary version — 14. Juli 2006



(=)™
Valer,e1)q(en,en)
Dann gilt ®,,(7"™!) = 03 ® - - - ® 03. Das ist eine Diagonalmatrix, in der die Ein-

~———

Im n = 2m-dimensionalen Fall betrachten wir 4" =

€169+ €Ep.

trage +1 und —1 in gleicher Anzahl auftreten. Entsprechend bezeichne AQim den
Eigenunterraum von ®,,,(7""!) zum Eigenwert 41. Es ist leicht zu iiberpriifen,
daB 4" mit allen Elementen aus Spin(V, q) kommutiert. Die Unterrdume A3
sind also invariant unter Spin(V, ¢). Ohne Beweis erwidhnen wir:

Satz 27 Die Spin(V, q)-Darstellungen A¥, und AS,, , sind irreduzibel.

Fir v € V und v € A, bezeichnen wir mit v - ¢ := ®,(v)y die Clifford-
Multiplikation. Diese ist ein Homomorphismus der Spin(V, ¢)-Darstellungen, wo-
bei Spin(V/ q) iiber die adjungierte Darstellung auf V' wirkt:

Ada(v) - @n(a)yp = Pn(a)(v-¢) .

2.8 Bilinearformen auf dem Spinor-Modul

Wir bezeichnen mit (, )a, das kanonische positiv-definite Skalarprodukt auf dem
Spinor-Modul A,, = C"/2. Wir withlen nun eine geordnete pseudo-orthonormale
Basis (e;) von V mit g(e;,e;) =1 fiir 1 <i <r, glej,e;) =—1firr+1<i<n
und ¢(e;, e;) =0 fiir ¢ # j.

Das kanonische Skalarprodukt ist fiir indefinites ¢ nicht invariant unter der
Spin-Gruppe. Angenommen, (, )a, wére Spin(r, n —r)-invariant, also (¢, ¥)a, =
(ag,arh)a, fir a € Spin(r,n — r). Da die Lie-Algebra von Spin(r,n — r) durch
Produkte e;e; mit ¢ < j aufgespannt wird, wire (e;e;0,¢)a, + (¢, €ie;0)a, = 0.
Wir wéhlen ¢ < r und j > r, also g(e;,e;) = 1 und ¢(ej,e;) = —1. Fir a €
Spin(r,n — ) ist auch e;e;a € Spin(r,n — r). Ist ¢, # 0, so wére

((b, ¢)An = (ez’@jﬁ@, €i€ja¢)An = —(a¢,€i€j€i€ja¢)An = —(agb, alb)An = —((b, ¢)An .

Der beste Kompromif§ ist die folgende Konstruktion: Wir fiithren ein Element

Lr(r=1)

b:=1i 2 e ---e.€Clr,n—r)

ein. Es gilt b> = 1. Dann definieren wir eine indefinites Skalarprodukt auf A,
durch

<¢7 ¢>An = (b ' ¢a WA” .

Wir bezeichnen mit Spin™(V, ¢q) := Spin(V, ¢) " N~1(1) die positive Spin-Gruppe.
Man kann zeigen, daf sie die Zusammenhangskomponente der Eins in Spin™ (V ¢)
ist.

Satz 28 (¢,1)a, ist invariant unter der Wirkung von Spin™ (r,n —r).

35

Preliminary version — 14. Juli 2006



Beweis. Wegen der Selbstadjungiertheit der Pauli-Matrizen gilt (e; - ¢,9)a, =
(@€ - )a, fiir 1 < <7 und (& - 9, 9)a, = —(d,€ - ¥)a, fir r+1 <i <n.

Sei v = v + 0" € V mit v/ € span(ey,...,e,.) und v” € span(e,y1,...,€,). Wir
berechnen
(V- o, )a, = (b0 - @, Y)a, + (00" ¢, Y)a,
= (=) b ), + (1) (0" b h)a,
= (=1 b @, 0" - P)a, + (=1 (b ¢, 0" - P)a,
= (=)o, v P)a,

Sei nun a = v - - vy € Spin™ (r,n — 1), dann haben wir

<CL' ¢7a'¢>An - <¢7at '@'¢>An - <¢7¢>An .
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3 Spin-Struktur

Die in Verbindung mit der Clifford-Algebra eines Vektorraumes eingefiihrten
Strukturen werden nun auf die gesamte Mannigfaltigkeit ausgedehnt, so daf} sie
sich punktweise im (Ko-)Tangentialraum auf die bisherigen Strukturen reduzie-
ren.

3.1 Vorbemerkungen

Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Das Hauptfaserbiindel O(M) der
pseudo-orthonormalen Bezugssysteme war faserweise erhalten durch

7T5(1M)(95) ={(Xy,..., X)) €T, M x---xT,M, linear unabhingig ,
9:(Xi, Xj) = miz} -

Dabei nehmen wir n = diag(1,...,1,—1,...,—1) an. Je nach Orientierbarkeit
———’ N’

zerfallt O(M) in mehrere Zusammenhangskomponenten. Die Lie-Gruppe G =

O(r,n — r) besitzt die abgeschlossene Lie-Untergruppe H = O(r) x O(n — r).

Aus allgemeinen Eigenschaften des homogenen Raumes G/H folgt, dal O(M)

reduzierbar ist auf ein Unterbiindel O,.,,_, (M) iiber M mit Strukturgruppe O(r) x

O(n —r).

Wir fassen das Tangentialbtindel T'M als assoziiert zu O(M) auf, TM =
O(M) Xo(rn—ry) R". Es gibt einen Isomorphismus TM =~ O,.,,_(M) Xo@)x0(n—r)
R™, durch den sich TM in eine direkte Summe TM = T M @ T M zerlegt.
Dabei sind Schnitte 7 von 7% M zeitartigen Tangentialvektoren mit g, (7, 7) > 0,
und Schnitte p von TW M sind raumartige Tangentialvektoren mit g,(p, p) < 0.
Diese Aufteilung ist orthogonal beziiglich der Metrik, g, (7, p) = 0.

Definition 25 Die pseudo-riemannsche Mannigfaltigkeit (M, g) heiBt orientier-
bar /zeitorientierbar /raumorientierbar, wenn das Biindel TM /T % M /T M orien-
tierbar ist.

Satz 29 Ist (M,g) orientierbar, dann hat O(M) zwei Zusammenhangskompo-
nenten und lGfit sich auf das Biindel SO(M) mit Strukturgruppe SO(r,n — r)
reduzieren. Ist (M, g) raum- und zeitorientierbar, dann hat O(M) vier Zusam-
menhangskomponenten und lifit sich auf das Biindel SOT(M) mit Struktur-
gruppe SOT(r,n — r) reduzieren, also die Untergruppe der eigentlichen Lorentz-
Transformationen

SO* (rn—7r) = {a: ( ar b

C Qs

) €O(r,n—r), deta; >0 und detasy >0} )
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3.2 Definition

Definition 26 Sei (M, g) eine pseudoriemannsche Mannigfaltigkeit und, je nach
Orientierbarkeit, P = O(M), P = SO(M) bzw. P = SO*(M) die Biindel der
orthonormalen, speziellen orthonormalen und eigentlichen speziellen orthonormalen
Bezugssysteme mit Strukturgruppe G = O(r,n —r), G = SO(r,n — r) bzw. G =
SO*(r,n—r).

Eine Spin-Struktur auf (M, g) besteht, je nach Orientierbarkeit, aus einem Haupt-
faserbiindel P = Pin(M), P = Spin(M), P = Spin™(M) iiber M mit Struktur-
gruppe G = Pin(r,n — r), G = Spin(r,n — r) bzw. G = Spin* (r,n — ), so daB
folgendes gilt:

e Es gibt eine zweifache Uberlagerung € : P — P

e Die rechte Gruppenwirkung ¢ : P x G — P ist vertriglich mit der rechten
Gruppenwirkung ¢ : P x G — P, d.h.

E(Ugh) = Yaa,(E())  VPED, GEG.

Besitzt (M, g) eine Spin-Struktur, so heiBt (M, g) Spinmannigfaltigkeit. Das Haupt-
faserbiindel Spin(M) heiBt Spin-Biindel.

Lokal sind diese Eigenschaften immer erfiillt. Sei ¥(p) = (7(p), #(p)) € M x G die
lokale Trivialisierung von P, dann erfiillt £ = idy; x Ad die beiden Eigenschaften.
Es kann aber globale Obstruktionen fiir die Existenz einer Spin-Struktur geben.
Ohne Erlduterungen und Beweis sei bemerkt:

Satz 30 Eine pseudoriemannsche Mannigfaltigkeit besitzt genau dann eine Spin-
Struktur, wenn ihre zweite Stiefel-Whitney-Klasse verschwindet. In diesem Fall
werden die Spin-Strukturen von (M, g) durch die erste Stiefel-Whitney-Klasse
klassifiziert.

Uber die Spinor-Darstellung Spin(r, n—r) — Aut(A,,) kénnen wir das Spinor-
Biindel S(M) als ein zum Spin-Biindel assoziiertes komplexes Vektorbiindel de-
finieren:

S(M) := Spin(M) Xspin(rn—r) Dn -

Schnitte s : M — S(M) des Spinor-Biindels heiflen Spinorfelder oder kurz Spi-
noren. Sie sind, wie iiblich, in 1:1-Korrespondenz zu #quivarianten Abbildungen
5: Spint(M) — A, = C"2 mit 3(4pyp) = ®,(7) 0 5(p), fiir @ € Spin(r,n — 1) C
C(E(R™,n) und p € Spin(M).
Ebenso a8t sich das Tangentialbiindel 7'M als assoziiert zu Spin(M) auffas-
sen durch
TM = Spin(M) Xspin(rn—r) R" .

Dabei ist die linke Gruppenwirkung durch die adjungierte Darstellung gebeben,
Ad : Spin(r,n —r) x R* — R™.
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3.3 Der Spin-Zusammenhang

Sei I' ein Zusammenhang auf SO(M), z.B. der Levi-Civita-Zusammenhang. Die-
ser ist durch eine Zusammenhangsform w auf SO(M) charakterisiert. Die Spin-
Struktur induziert dann so(r,n — r)-wertige Einsform

o=1HEw),  Gp(X) =T wep (€(X))
auf Spin(M). Dabei ist 7 : spin(r,n —r) = Cl*(r,n —r) — so(r,n — r) der
Isomorphismus der Lie-Algebren, 7(A)v = [A, v].

Satz 31 Die Einsform @ = 771 (*w) ist eine Zusammenhangsform auf Spin(M).

Beweis. (1) Per Konstruktion nimmt & Werte in der Lie-Algebra spin(r,n — r)
der Strukturgruppe Spin(r,n — ) von Spin(M) an. Ein A € spin(r, s) generiert
das fundamentale Vektorfeld 6(A) durch

o d - )

A - _tf(zbexp(t/i)p) e
fiir f € C*(Spin(M)). Damit ist 55(A) € TSpin(M) der Tangentialvektor an
die Kurve t — ¢, 4P in t = 0. Entsprechend ist {'c;(A) € Ty SO(M) der
Tangentialvektor an die Kurve

t— 5(1/)exp (AP p) = ¢Adexp<tA) (&(p))

in ¢t = 0. Wir betrachten die Kurve ¢ — Ad, .4 € SO(r,n —r) C Aut(R")

durch das Einselement. Deren Tangentialvektor ist offenbar 7(A) € so(r,n —r),
so daf3 .
Adexp(tA) = eXp(tT(A))

gilt (zunéchst fiir infinitesimale ¢, aus der eindeutigen Lésung der Differentialglei-
chungen aber auch fiir endliche t) Damit ist £'5;(A) € Te SO(M) der Tangenti-
alvektor an die Kurve ¢ — ¢, (1)) (§(P)). Diese generiert aber das fundamentale

Vektorfeld zu 7(A) auf SO(M), so daB

£'55(A) = ¢ (T(4)) -
Folglich haben wir

Wp(0(A)) = 7w (§(6(A)))) = 7w (o(7(A))) = A

(2) Bleibt die Uberpri;lfung der Kompatibilitidt der rechten Gruppenwirkung:
Fiir Tangentialvektoren X € T;Spin(M) an die Kurve ¢ — p(t) ist

(30)5(X) = @555 X) = 77 (6" W)y 5 (5 X)) = 77 (We(op) (€05 X)) -
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Es gilt 3 o B

£(Yap) = ¥aq,; (D) fl%x = wgdgfl(x) :
Denn 1%5( ist der Tangentialvektor an die Kurve ¢t — @g (p(t)), und entsprechend
ist & 1%)2' der Tangentialvektor an die Kurve

t = E(g(p(1))) = Yaa,E(P(1)) -

Damit erhalten wir
(50)5(X) = 77 Wy, ) (Wae,€ X)) = 77 (Whe, e (€'X))
=71 (Ad@ay 1 (Wep (€X))) = 771 (Adaa -, (7(@5(X)))) -

Somit verbleibt zu zeigen, daB fiir beliebige A € spin(r,n —r) = CL?(r,n —r)
gilt ) 3

Adag,_, (1(A)) = 7(Ady-1(A)) € so(r,n —r) C End(R") .
Wir wenden die rechte Seite auf v € R™ C C¥(r,n — r) an und beriicksichtigen
AeCl(r,n—r):
7(Adg(A))v =7(g7 Agv = [g7' Ag,v] = 57" [A, gvg g
=Adj10 7(A) o Ady(v) = Adag,_, (A .

Somit ist @ eine Zusammenhangsform. O

Definition 27 Sei I' der Levi-Civita-Zusammenhang auf SO(M) und w seine Zu-
sammenhangsform. Dann heiBt der durch die Zusammenhangsform & = (W)
auf Spin(M) definierte Zusammenhang I' der Spin-Zusammenhang auf Spin(M).

3.4 Kovariante Ableitungen der Spinoren

Der Spin-Zusammenhang definiert kovariante Ableitungen von Schnitten in jedem
zu Spin(M) assoziierten Vektorbiindel. Das liefert insbesondere die kovarianten
Ableitungen der Spinoren (Schnitte im Spinor-Biindel). Wir kénnen jedoch wie
zuvor in den Tensorbiindeln auch kovariante Ableitungen der Schnitte nach einem
Vektorfeld auf der Basismannigfaltigkeit M definieren:

Sei s € I'°(S(M)) ein Spinorfeld und ¢ : s — § die 1 : 1-Korrespondenz
zu dquivarianten Abbildungen § : Spin(M) — A,. Dann definiert der Spin-
Zusammenhang die kovariante Ableitung dieser dquivarianten Abbildungen durch

(D3)(X) := (d5)(hor(X)) = (hor(X))(s)

fiir X C X(Spin(M)). Wie im ersten Kapitel fassen wir hor(X) als horizontalen
Lift hor(X) = X* eines Vektorfeldes X € X(M) auf. Der horizontale Lift ist
bestimmt durch die beiden Gleichungen

(X = Xag) € TrpM ,  03(X7) =0.

40

Preliminary version — 14. Juli 2006



Nun erhalten wir die kovariante Ableitung des Spinorfeldes s € I'°(S(M)) nach
einem Vektorfeld X € X(M) zu

Vs = ¢~ ((D(0()))(X7)) = 67" (X" (6(5))) -

3.5 Der Dirac-Operator des Spin-Zusammenhangs

Entscheidend ist nun, die kovariante Ableitung V* aufzufassen als Abbildung
Vo T®(S(M)) — I®(T*M ® S(M)) .

Die pseudoriemannsche Metrik g auf M induziert eine Abbildung der Kovektor-
felder in Vektorfelder,

g i T(T*M) — I°(TM)
und somit eine Abbildung
(g7 ' ®@id) o V¥ : T®(S(M)) —» T®(TM @ S(M)) .

Wir definieren nun die Clifford-Multiplikation p : I'*°*(TM®S(M)) — I'>*(S(M))
wie folgt: Das Biindel TM ® S(M) ist assoziiert zum Spin-Biindel Spin(M),
so daf eine 1 : 1-Korrespondenz ¢ zwischen Schnitten ¢ € T'°(TM & S(M))
und dquivarianten Abbildungen ¢ : Spin(M) — R™ ® A, existiert. Fassen wir
R™ C C¢“(r,n — r) auf, dann gibt es einen Isomorphismus ® : R” — End(A,,).
Riickfiihrung mittels ¢! in Schnitte von S(M) ergibt die Clifford-Multiplikation

p=¢ todog:T®(TM®S(M))—T>*S(M)).

Definition 28 Der durch Komposition dieser Abbildungen
0o Voo s 97'®id Lo H )
[(S(M)) —T(T"M e S(M)) "— T(TM ® S(M)) — I'**(S(M))

definierte Operator D : I'™°(S(M)) — T'>°(S(M)) heiBt der Dirac-Operator des
Spin-Zusammenhangs.

Wir berechnen den Dirac-Operator in lokalen Koordinaten, die durch die Ko-
ordinatenfunktionen z — z#, u = 1,...,n zu gegebener Karte (U, k) von M indu-
ziert werden. Dann ist {;2;} eine Basis von T, M und {dz"} die dazu duale Basis
von Ty M. Die Koordinaten der Metrik in diesen Basen sind g, = g(%, a%v)'

Die Faser 7—!(x) C SO(M) des Biindels der pseudo-orthonormalen Bezugs-
systeme ist gegeben durch

7 (z) = {Basen (X1,...,X,) von T, M mit g(X;, X;) = n;;}

und Orientierbarkeit des Kartenwechsels. Ein Schnitt e : U — 7~ 1(U) € SO(M)
ist die Zuordnung eines pseudoorthonormalen Bezugssystems zu jedem Punkt
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x €U, dh. e(z) = (ey,...,e,) ist eine pseudo-orthonormale Basis von T, M mit
g(ei, e;) = m;;. Wir fassen Punkte p € SO(M) als Abbildung p : R* — T, M auf.
Ist ¢; der i-te Basisvektor im R™, so ist

Dann folgt
Z g;weéleg = Nij -
p,rv=1

Als Transformationsmatrizen sind die e/’ in jedem Punkt z € U invertierbar,

Ze’e“—é“ Zej u_(gj

Somit finden wir g, = Z?] L€ f,n”
Sei (X1,...,X,) € 7 (2) elne andere Basis von T, M, so gibt es zunéchst
A € GL(n,R) mit

ZAkek _ZZAkekam“ .

k=1 p=1

Dann gilt

i = 9(Xi, X;) Z Z AwAjelel g = > AwAjmm = (AnAT);;

k=1 p,v=1 k,l=1

Damit ist A € SO(r,n—r). Somit definiert der lokale Schnitt e eine lokale Trivia-
lisierung x(p) = (2, A), wenn p = (X1,..., X,) € 7 Y(z) und X; = > ;_, Aires.

Satz 32 Der Dirac-Operator ist iiber U gegeben durch D = >"" ne;-VE . Dabei
bezeichnet - die Clifford-Multiplikation.

Beweis. Wir bezeichnen mit 7 die zu e duale Basis von T*M 77(e;) = &/, An-
dererseits definiert die Metrik einen Isomorphismus ¢g : T,M — T,M durch
g(ei)(ej) = glei, ej) = nij, so daB 77 = 3" n'g(e;), wenn 7" die Komponenten
der zu 7 inversen Matrix sind. Entsprechend ist g~'(e;) = =7, 077

Sei Vesi s die kovariante Ableitung des Spinorfeldes s nach dem Vektorfeld e;,
dann gilt

S—ZT ®VSS—ZT] g(e;)) ®VS

1,=1
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Anwendung der inversen Metrik ergibt
(g7 @id)(VIs) = > ne; @ Vis
ij=1
Damit ist der Dirac-Operator gegeben durch
D= n'ule;Vis),
ij=1

wobei u die Clifford-Multiplikation bezeichnet. 0J

3.6 Der Dirac-Operator in lokalen Koordinaten

Satz 33 Zwischen den Christoffel-Symbolen und den Komponenten Afm des loka-
len Eichpotentials A = e*w zum Levi-Citita-Zusammenhang besteht die Beziehung

) ;nge;—o le‘ Zeij —i-;l“ﬁyel =0.

Beweis. Wir betrachten zunéchst den Levi-Civita-Zusammenhang. Sei w sei-
ne Zusammenhangsform. Wir stellen die kovariante Ableitung einmal iiber die
Christoffel-Symbole dar und zum anderen aus der Definition. Im ersten Fall ist

0 u 0
Vaz% oxV = ZFZV(I.)@ ) FZV = Fp

p=1

n

8x“

Im zweiten Fall ist

(V.2 aiv)x =0 e ((aiu>;¢(aiv)> o pem (@),

Fiir Tangentialvektoren gilt

W) = e@) (525

wobei e(z) : T, M — R™ ist. Des weiteren ist (52;)* der horizontale Lift. Zunéchst
ist
n

D) =Y e = e (n(e)e .

i=1 =1 =

[N
—
s
~—
L
—~
Q
~—
I
(]
)
—~
s
~—
—
—
3

ox?
Der Schnitt e definiert einen kanonischen Lift

e : .M — Te(x)SO(M) ) ﬂ-,(e/(_)) — A"
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Jedoch wird dieser im allgemeinen nicht horizontal sein. Sei B,, € so(r,n — r),
dann ist o.(B,,) ein vertikaler Vektor. Wir setzen also

(%Y = d(%) - Ue(Bu) .

Anwenden von w liefert

Nun ist w(€/(32:)) = (e*w).(3%) = Au(z) € so(r,n—r) das lokale Eichpotential.
Damit gilt

— 67, <<€/(%) _ O'e(z)<A,u(x>>) (i(ef/ o w)(e(a:))e@)) .

Nun war ¢(5%) : SO(M) — R" eine dquivariante Abbildung mit (¢(5%)(p) =

o el(m(p )e) p = e(z). Im ersten Term sei +%; tangential and die Kurve
t +— 7(t) € U. Dann haben wir

(¢ o) (eh o) ele) = (el o m)(etr(t))] = (5eb) (o)

Fiir die Anwendung des vertikalen Vektors erhalten wir unter Verwendung der
Aquivarianzeigenschaft:

e (Aul) (Sl o M) ela))er) = & S ek o ) ) - expl(tAu ()

=1 1=

t=0

= 537 o m)e@)) (exp(~tAu (@) - )

x)- (iei(m) ei) :

In der letzten Zeile steht dabei das Matrixprodukt von A(x) € so(r,n —r) C
M,,(R) mit einem Vektor aus R".

Sei B,/ € M,(R) die Standardmatrix mit E,” - ¢, = &¢;. Wir zerlegen A =
>t Al E,7 € M,(R) nach der Standardbasis und berechnen mit (¢;, ;) = 7
die Bedmgung fir A € so(r,n —r):

t=0

n

k=1
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Somit erhalten wir

n

9, L x= O€ ;
(Vax% @)x = b g T e (1) Al () €j>
i=1 ij=1
=Y T eiw) + Y ellw) Aly(a) es(@)
i=1 ij=1
_ - —~ e} p - j k p 0 - ) 0
-3 ( > k(@) + 3 ) A e ) = 2Tz

Folglich gilt

n

8x“

0 ZFﬁyep—O ZGPAJ +ZFMV;/_
p=1
Wir geben nun die lokale Darstellung des Spin-Zusammenhangs an.

Satz 34 Fir A=3"_, AijEij € so(r,n—r), d.h. Y (A% + AF i) = 0
qgilt

- U i i .
(A = 3 Z Al (eiej — €je;) € spin(r,n — 1) .

ivjvl::l

Beweis. Es gilt

1 & . 1 <& .
T(g Z Azl'r]l] (eiej — Ejei))ek = g Z Azl’f]lj [(Eiﬁj - €j€i)7 Ek:}

i,4,l=1 ijlfl
1 n Z o 1 ’L

-5 2 A =) = 33" Ay 3 A
i,4,l=1 Ul 1

Satz 35 Sei & : Spin(M) — SO(M) die Spin-Struktur und § : Spin(M) —
C2"? die das Spinorfeld s = ¢~1(3) € T°°(S(M)) beschreibende dquivariante
Abbildung. Sei é : U — 7= Y(U) ein Schnitt des Spinor-Biindels Spin(M). Dann
hat der Dirac-Operator die lokale Darstellung

(6(Do™(3) ZZG DULETE <—+— Z Aln™ (en — ’Yl'Yk)'¢> :

1,7=1 p=1

Dabei ist e(z) = £(é(x)) € SO(M), mit w(é(x)) = 7m(e(x)) = x, und P(x) =
(50€)(x) sowie y; = P(&;) € Myins2y(C). Schlieplich sind die A, die Komponenten
des lokalen Fichpotentials A = e*w zum Levi-Civita-Zusammenhang.
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Bewezs. Wir betrachten

6(Ves) (@) = ((e:)'5)eqa

wobei (e;)* € X(Spin(M)) der horizontale Lift von e; € T, M ist. Dieser driickt
sich im Punkt é(z) durch den kanonischen Lift €(e;(x)) und einen vertikalen
Anteil aus:

(1) )e@) = €' (ei(x)) — 5&(@(3‘) ,

fiir B; € spin(r,n —r). Anwenden der Zusammenhangsform & = 7 (£*w) liefert

=7 (€ (Ew))ales(x)) — Bi = 77 H((£ 0 &) w)a(ei(z)) — By

mit A = e*w und A;(z) = A.(e;(z)). Folglich gilt
HT5 8)(#(0)) = (Z((0))3) ) — (Gota (7 (Ai@))5)
= (@)'3) — 45 (ot 046 (F(2))

=S @2 ) D (@ (exp(—tr (A ) ) el
-3 (P )+ e (Aule) - (@9)))
Nun erhalten wir den Dirac-Operator zu
zl i Gnler)) - (BT55)
= > () Yot @) (AL ) + 26 () (@)

Setzen wir (€*5)(x) = ¢ (x) und @(¢;) = v; € Mym/2C, so erhalten wir

ZZ@ OURLIE (_+— Z Al ™ (e — 71%)-@/))-

i,j=1 p=1 k,l,m=1
0

3.7 Eichtransformationen und Dirac-Wirkung

Per Konstruktion ist ((ZE(DS)) . Spin(M) — C2" eine dquivariante Abbildung,
d.h. (é(Ds))(ﬁ-&) =®(a - (é(Ds))(ﬁ) fiir alle p € Spin(M) und a € Spin(r, s).
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Vertikale Automorphismen des Spin-Biindels 0 : Spin(M) — Spin(M), mit
7060 =1idy und 0(p-a) = (6(p)) - @, liefern Eichtransformationen

5(6) = 5(p) = 5(0(p))
Ausgedriickt durch die iiber A(p) =: p - @(p) definierte fiquivariante Abbidlung
@ : p — Spin(r,n — r) erhalten wir so fiir die Eichtransformation

3(p) — 5(p) = (a " (p)) - 5(p) -

Dann gilt ganz allgemein fiir die Eichtransformation des Dirac-Operators

—

(6(Ds)) (p) := (8(Ds)) (8(p)) = (@' (p)) - (9(Ds)) -

Die Uberpriifung in lokalen Koordinaten ist eine sehr umfangreiche Rechnung.
Insbesondere ist zu beachten, dafl sich die lokalen Basisvektoren e; € T, M und
die Komponenten des lokalen Eichpotentials A?,; € so(r,n—r) mit den durch die
Spin-Struktur projizierten Gruppenelementen (u oe)(r) = Adge@) € SO(r,n —
r) transformieren, wihrend die Spinorfelder sich mit @(é(z)) € spin(r,n — )
transformieren.

Wir koénnen so (zu gegebener Spin-Struktur und mit Raum- und Zeitorientie-
rung) die folgende Dirac-Wirkung definieren:

Solivg)i= [+l D+ mdhnn

Dabei ist ¢ = &5 : U — C2"" die lokale Darstellung des Spinorfeldes § = ¢(s) :
Spint (M) — C2™* mittels eines beliebigen Schnittes é : U — Spin™ (M) und
Dy = ie*¢(Ds). AuBerdem ist ( , ) coin/2) nicht das kanonische Skalarprodukt,
das wir mit ( , ) c2ln/2) bezeichnen, sondern das durch

(1, o) i = (b~ Gr, Po)gatrr »  bi=i T e,
definierte Spin™(r,n — r) invariante Skalarprodukt. Somit ergibt (1), DY) potnra
eine Funktion auf M, die iiber den Hodge-Operator * in eine n-Form uberfuhrt
wird. Mit m wird die Masse bezeichnet.

Damit ist die Dirac-Wirkung wohldefiniert, d.h. unabhéngig von der Wahl des
(durch £ o é definierten) Bezugssystems. Auflerdem ist die Dirac-Wirkung inva-
riant unter lokalen Eichtransformationen, die durch vertikale Automorphismen
von Spint (M) hervorgerufen werden.

In lokalen Koordinaten ergibt sich

Spl,g) = | e /Tdetg] v (

) (mw + > > i@’y

4,j=1 p=1

<—+— Z AL ™ (i — %%)'%0))-

oxH
k,l,m=1
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3.8 Weitere Betrachtungen zum Dirac-Operator

Fiir die Physik interessant sind geladene Spinorfelder. Sei P ein Hauptfa-
serbiindel iiber M mit Strukturgruppe G, dann la8t sich ein Produktbiindel
SO(M) x P konstruieren, welches ein Hauptfaserbiindel iiber M mit Struk-
turgruppe Spin(r,n — r) x G ist. Dabei kommuieren die Einschrinkungen der
rechten Gruppenwirkungen auf Spin(r,n — r) und G. Es wird wieder eine Spin-
Struktur, also eine doppelte Uberlagerung von SO(M) x P benotigt. Dabei
hat man jetzt durch die zusatzliche Gruppe G etwas mehr Freiheit, was die
schwéchere Spin®-Struktur ermoglicht. Es gibt also Mannigfaltigkeiten, die ei-
ne Spin®-Struktur, aber keine Spin-Struktur erlauben. Die Zusammenhangsform
ist dann eine spin(r,n — r) @ g-wertige Einsform auf Spin(SO(M) x P).

Die Gruppenwirkung von Spin(r,n — r) x G auf C2""? @ A, wobei A ein
geeignter Darstellungsraum von G ist, liefert dann geladene Spinorfelder als
dquivariante Abbildungen §: SO(M) x P — 02""? @ A. Da die Gruppenwirkun-
gen von Spin(r,n—r) und G miteinander kommutieren, ergibt sich in der lokalen
Form des Dirac-Operators die Summe aus gravitativem so(r,n — r)-Anteil und
Yang-Mills g-Anteil.

Damit die Dirac-Wirkung existiert, muf} ¢ ein geeigneter, zumindest quadra-
tintegrabler lokaler Reprisentant des Spinorfeldes sein. Im Riemannschen Fall
positiv definiter Metrik wird so ein Hilbert-Raum H = L?(I'*(S(M))) erhal-
ten, und der Dirac-Operator ist dann ein unbeschréankter linearer Operator auf
H. Man kann zeigen, dafl eine selbstadjungierte Erweiterung existiert, mit der
dann D identifiziert wird. Im gerade-dimensionalen Fall definieren dann die Ei-
genrdume H* von y"*! = i’y; - - - 4, zum Eigenwert %1 eine Zy-Graduierung. Der
Dirac-Operator (einschliellich Yang-Mills-Anteil) ist ungerade und hat somit die
Darstellung

D:(£+ %_) . D':H*—H ,D =(D"):H —H".
Operatoren F, fiir die ker(F") und ker(F™) endlich-dimensional sind und fiir die
im(F') abgeschlossen ist, heifien Fredholm-Operatoren. Es 148t sich zeigen (durch
den Kalkiil der Pseudodifferentialoperatoren), da§ D% ein Fredholm-Operator ist.
Dann ist der Index des Dirac-Operators definiert als

ind(D) = dim(ker(D")) — dim(ker(D7)) .

Der Index ist eine topologische Invariante der Mannigfaltighkeit. Obwohl al-
so zur Konstruktion des Dirac-Operators die Metrik und die Spin-Struktur
benotigt werden, ist der Index nur von der Topologie abhéngig. Das Atiyah-
Singer-Indextheorem berechnet diesen Index durch ein lokales Integral iiber eine
geeignete Differentialform (in der Chern-Klassen auftreten).
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