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1. Gewdhnliche Differentialgleichungen.

Elementare Losungsmethoden, Existenz und Eindeutigkeit, Lineare Differential-
gleichungen, Differentialgleichungen 2. Ordnung

Literatur: O. Forster, “Analysis 2 (Kapitel I1),” Vieweg 2005.

2. Hilbertraume.

Definition und Eigenschaften, Orthonormalbasen, Fourierreihen, Operatoren auf
Hilbertraumen, Spektralsatz

Literatur: F. Hirzebruch, W. Scharlau, “Einfiihrung in die Funktionalanalysis,”
Spektrum 1996.

3. Partielle Differentialgleichungen.
pDGL erster Ordnung; elliptische, parabolische und hyperbolische DGL zweiter
Ordnung

1 Gewdhnliche Differentialgleichungen

Unter einer gewonlichen Differentialgleichung versteht man eine Gleichung zwi-
schen einer Funktion y, ihren Ableitungen 3/,v”,...y"™ und der Variablen z,
genauer:

Definition 1.1 Es sei I C R ein Intervall, G C R"*? eine Teilmenge mit n > 1
und ¥y : I — R eine n-mal differenzierbare Funktion, so daB fir x € [ gilt
(z,y(x),y'(z),...,y"™(x)) € G. Die Funktion y erfiillt eine gewdnliche Differen-
tialgleichung n-ter Ordnung, wenn es eine Funktion F': G — R gibt, so daB

F(z,y(x),y (2),....y"(2)) =0 Veel.
L&Bt sich diese Gleichung nach y™(z) auflésen zu

v (@) = flay(e),y (@), ...y V(@)

dann heiBt die Differentialgleichung explizit.

Viele Probleme der Physik lassen sich durch gewthnliche Differentialgleichungen
beschreiben. Beispiele sind die eindimensionale Bewegungen in der Mechanik, die
durch das Newtonsche Gesetz

y'(x) = Fa,y(z),y (z))

beschrieben werden. Dabei ist x die Zeit, y der Ort, y'(z) die Geschwindigkeit,
y"(x) die Beschleunigung und F' die Kraft. Gesucht ist die Bahnkurve y(x). Man
mochte wissen, unter welchen Bedingungen die Bahnkurve existiert und durch
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welche Bedingungen die Bahnkurve eindeutig bestimmt ist. Wichtige Verallge-
meinerungen sind partielle Differentialgleichungen, das sind Gleichungen zwi-
schen einer mehrdimensionalen Funktion y(z1,...,z,), ihren partiellen Ablei-
tungen 0, ...0;,y und dem Vektor x = (xy,...,x,) selbst. Diese werden im 3.
Teil behandelt.

Ein weiteres Beispiel einer gewohnlichen Differentialgleichung ist der radio-
aktive Zerfall, beschrieben durch y/'(z) = —Ay(z). Dabei ist wieder z die Zeit,
y die Zahl der Teilchen und y' die Zerfallsrate. Ein dhnliches Gesetz y/(x) = Ay
beschreibt auch das anfangliche Wachstum von Bakterienpopulationen.

1.1 Elementare Losungsmethoden

Wir beginnen mit einigen einfachen Klassen gewohnlicher Differentialgleichungen
1. Ordnung.

Definition 1.2 (DGL 1. Ordnung mit getrennten Variablen) Seien
I,J C R offene Intervalle und f : I — R und g : I — R stetige Funktionen, wobei
g(y) # 0 fiir alle y € J. Dann heiBt

y'(z) = f(x) g(y)
Differentialgleichung mit getrennten Variablen.

Formell konnen wir diese Differentialgleichung als
dy
—— =dx f(x
9(y) )

schreiben und beide Seiten getrennt integrieren, wobei gewisse Anfangsbedingun-
gen ins Spiel kommen.

Satz 1.1 Zu gegebenem Anfangspunkt (xo,y0) € I X J definieren wir Funktionen
F:I—-Rund G:J— R durch

Fla) = /m:dt ), Gly) = /%

Ist I' C I ein Intervall mit F(I') C G(J), dann gibt es genau eine Lidsung
y : I' — R der Differentialgleichung vy = f(x)g(y) mit der Anfangsbedingung
y(xo) = yo. Diese Lisung erfillt die Gleichung

G(y(x)) = F(x) fiir allex € I'.

Beweis. Der Beweis beruht auf dem Satz {iber implizite Funktionen. Angenom-
men, y(z) ist eine Losung des Problems, d.h. es gilt ¥/(z) = f(x)g(y(z)) und
y(xg) = xo. Wir setzen x — ¢ und integrieren iiber ¢ von z, nach z:

/xo i g(y(t) /xo 4 F(E)
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Nach Substitution s = y(t) ergibt sich

/yj(x)%:/m:dtf(t),

also G(y(x)) = F(x). Zu beachten ist, da} wir die Zuléssigkeit der Substitution
s = y(t) nicht priifen! Das wird nun nachgeholt.

Wir nehmen die Giiltigkeit von G(y(z)) = F(z) an. Wegen G'(y) = ﬁ #0
fir alle y € J ist G streng monoton (und stetig differenzierbar), so daf nach
dem Satz iiber implizite Funktionen eine eindeutige stetig differenzierbare Um-
kehrfunktion G! : G(J) — R existiert. Somit gilt y(z) = G~ (F(x)) fiir al-
le z € I’, d.h. im Fall der Existenz ist die Losung eindeutig. Andererseits ist
Y ;=G 'oF:I' — R nach dem Satz iiber implizite Funktionen stetig differen-
zierbar mit

1

Y'(z) = (G (F(x)) F'(z) = G'(G-(F(x)))

F(x) =g(Y) - f(2)

d.h. Y erfiillt die Differentialgleichung mit der Anfangsbedingung Y (zo) =
G (F(x0)) = G7*(0) = yo. Also existiert eine Losung. O

Zu beachten ist, daf die Umkehrfunktion G=! im allgemeinen nicht durch ele-
mentare Funktionen auszudriicken ist.

Beispiel 1.1 Wir betrachten die Differentialgleichung ' = e¥ sin = zu beliebigem
Anfangspunkt (zo,yo) € R% Damit ist F/(x) = cos g — cosx und G(y) = e ¥ —
e Y, also

e ¥ = cosz — coszg + e Y0 .

Wegen e~ % > 0 gibt es ein offenes Intervall I’ C R mit z¢g € I’, so da} cosx —
cosxg+e ¥ > 0 fiir alle x € I'. Dann ergibt sich die Lésung zu y = — In (cos xr—
cos g + e’yo) fiir alle x € I'.

Definition 1.3 (lineare Differentialgleichung 1. Ordnung) Es seien I C R
und a,b: I — R stetige Funktionen. Dann heiBt

Y (z) = a(z)y(z) + b(x)

eine lineare Differentialgleichung 1. Ordnung. Diese heiBt fiir b = 0 homogen, sonst
inhomogen.

Satz 1.2 FEs sei xg € I und yo € R. Dann gibt es genau eine Losung y : I —
R der Differentialgleichung y' = a(x)y mit der Anfangsbedingung y(xo) = o,
ndamlich

y(x) = yoexp (/m dt a(t)) :

o
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Beweis. Es handelts sich um einen Spezialfall einer Differentialgleichung mit ge-
trennten Variablen. O

Der inhomogene Fall wird durch Variation der Konstanten gelost. Darunter
versteht man den Ansatz y(x) = g(z)u(x), wobei g(z) die homogene Gleichung
¥ = a(z)y mit g(zo) = 1 16st. Damit ergibt sich

Y (x) =7 () u(x) + g(x) v (x) = (a(x) u(z) + u'(z))g(x)
= a(x)u(z) g(z) + b(z) ,

also v'g(z) = b(x) mit Anfangsbedingung u(zg) = yo. Das ist wieder eine spezielle
Differentialgleichung mit getrennten Variablen mit der eindeutigen Losung

ww:m+/%wm¢%»

o

Somit ist bewiesen:

Satz 1.3 FEsseien I C R ein Intervall, a,b : I — R stetige Funktionen sowie xo €
I und yy € R. Dann gibt es genau eine Losung y : I — R der Differentialgleichung
y' = a(z)y + b(x) mit der Anfangsbedingung y(xo) = yo, ndmlich

o) = i@ (w+ [ ao0it©) om0 = e ([ draw).

Zo o

Beispiel 1.2 Betrachtet werde die Differentialgleichung ' = 2xy + x mit y(0) =
c. Dann hat die homogene Gleichung ¢ = 2xg mit §(0) = 1 die Losung

g(z) = exp (/ dt 2t) ="
0
Also erhalten wir

y(z) = (c + /090 dt te_t2) = (c + %(1 — e‘x2>>

2c+1 o 1
= e’ —=.
2 2
Beispiel 1.3 (Freier Fall mit Reibung) Es sei z die Zeit. Der freie Fall eines
Massenpunktes (in y-z-Ebene) wird bei geschwindigkeitsproportionaler Reibungs-

kraft beschrieben durch die Differentialgleichungen

mz2" = —mg —rz, my" = —ry .
Als Anfangsbedingung sei 2/(0) = v, und ¥'(0) = v, gegeben. Damit ergeben sich
die Geschwindigkeiten zu

x

y'(x) = vyexp </o dt (—L)> = vye_ﬁ’Jj 7

m
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Fiir # — oo féllt der Massenpunkt also mit konstanter Geschwindigkeit =4 in
negative z-Richtung. Die Anfangsgeschwindigkeiten sind exponentiell gedampft.

Beide Losungen sind selbst Differentialgleichungen mit getrennten Variablen.
Sind die Anfangsbedingungen z(0) = A und y(0) = 0, dann ergibt sich

xr . U m )
y(x) - / dt Uye_ﬁt = (1 — e‘;$> ’
0

,
A T L R
z(x) —h—i-/o dt(vze . (1—e ))

e <1 — 67%I> — @<x — T(l — e*%z)) :

r

1.2 Exakte Differentialgleichung

Gegeben sei die Differentialgleichung v’ = f(z,y) mit (x,y) € G. Unter spéter
diskutierten Voraussetzungen an f geht durch jeden Punkt ((zo,y0) € G genau
eine Losung, d.h. die Losungen bilden eine Kurvenschar in der x-y-Ebene. Um-
gekehrt findet man zu einer differenzierbaren Kurvenschar F(z,y) = C, die G
einfach iiberdeckt, eine Differentialgleichung, ndmlich

oF oF

Aquivalent kann man auch eine Parametrisierung der Kurve x = z(t) und y = y(t)
wéhlen. Differentiation von F'(x(t),y(t)) = C nach t ergibt

g—];(x(t),y(t)) g(t) + g—fw),y(t» o(t) =0,

was Symmetrien besser zum Ausdruck bringt. “Multiplikation mit dt” ergibt eine
Darstellung, die in der Sprache der Differentialformen sinnvoll ist:

oF oF

Definition 1.4 (Exakte Differentialgleichung) Seien G C R? ein Gebiet und
g,h : G — R stetige Abbildungen. Die Differentialgleichung

g(x,y)dx + h(z,y)dy =0

heiBt exakt, wenn es eine stetig differenzierbare Abbildung F' : G — R gibt, so daB
g= %—i und h = %_1;_ In diesem Fall heiBt F' die Stammfunktion der Differentialglei-
chung.

Die Losung einer exakten Differentialgleichung ist bis auf eine Konstante ein-
deutig: Sei F' eine zweite Losung, dann ist u := F — F stetig differenzierbar

5

Preliminary version — 9. Juli 2007



mit % = g—z = 0. Wegen der stetigen Differenzierbarkeit verschwinden auch al-

le Richtungsableitungen von u, also ist u konstant. Durch lokale Auflésung der
Gleichung F(z,y) = C mittels des Satzes tiber implizite Funktionen kann die
Kurvenschar explizit konstruiert werden.

Beispiel 1.4 Die Differentialgleichung 2ydy + 2xdr = 0 ist exakt, denn
F(z,y) = 2? + y? ist Stammfunktion. Die Niveaukurven F(z,y) = R? sind kon-
zentrische Kreise um den Nullpunkt.

Satz 1.4 (Notwendige Bedingung fiir Exaktkheit) Auf einem Gebiet G C
R? sei die Differentialgleichung g(x,y)dx + h(z,y)dy = 0 gegeben mit stetig
differenzierbaren Abbildungen g,h : G — R. Ist die Differentialgleichung exakt,

so gilt
dg oh .
—ay(x,y) =% (x,y) fir alle (z,y) € G .

Beweis. Nach Definition gibt es eine stetig differenzierbare Stammfunktion F :
G — Rmit g = ?9—1; und h = %—F. Da g, h stetig differenzierbar sind, ist F' sogar
zweimal stetig differenzierbar. Nach dem Satz von Schwarz gilt dann

g, 00F 9QO0F 0
Ox _8a:8y_8y8x_8yg'
Wir kommen nun zur Berechnung der Stammfunktion.

Satz 1.5 FEs seien I,J C R Intervalle und G = I x J. Die Abbildungen g,h :
I x J — R seien stetig differenzierbar, und es gelte g—g(aj,y) = %(m,y) fiir alle
(x,y) € I x J. Sei (xo,y0) € I x J ein beliebiger Anfangspunkt. Dann ist

x y
Fa) = [ diglen)+ [ dshizos
o Yo
eine Stammfunktion der Differentialgleichung g(x,y)dx + h(z,y) = 0.

Beweis. Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung gilt g—i =
g(x,y). Wegen Stetigkeit von ¢g kénnen wir unter dem Integral differenzieren, so
dafl auBerdem gilt

OF [T Og (", 0Oh _
a_y_/xo dt ay(t,y)+h(xo,y)—Lo dt = (t,y) + h(wo,y) = h(z,y) . O

Ohne Beweis bemerken wir, dafl man die Forderung an das Gebiet G stark
abschwichen kann: Es geniigt, dal G C R? einfach zusammenhingend ist, d.h.
daB sich ein beliebiger geschlossener Weg in GG auf einen Punkt zusammenziehen
1a8t. Ist dann (xg,y0) € G ein beliebiger Anfangspunkt und v : [a,b] — G eine
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beliebige (stiickweise) differenzierbare Kurve mit v(a) = (zo,y0) und v(b) =
(x,y), so ist

P = [ an{ (o0 n60),40)

eine Stammfunktion der exakten Differentialgleichung g(x,y) dx + h(x,y)dy = 0
mit g—g(:c,y) = %%(z,y). Diese Formulierung 18t sich direkt auf mehr als zwei
Dimensionen verallgemeinern.

Manchmal ist eine Differentialgleichung g(x, y) de+h(x,y) dy = 0 nicht exakt,
aber durch Multiplikation mit einem integrierenden Faktor m(zx,y) exakt zu ma-
chen, d.h. m(z,y) g(z,y) de + m(z,y) h(z,y) dy = 0 ist exakt. Ein integrierender
Faktor kann relativ leicht gefunden werden, wenn er nur von z oder nur von y
abhéngt.

1.3 Existenz- und Eindeutigkeitssatz

Wir betrachten im weiteren die Differentialgleichung ¢ = f(z,y) mit y € R™
Genauer sei G C R x R” eine Teilmenge und f : G — R" eine stetige Abbildung,
gesucht ist eine Losung y : I — R™ der Differentialgleichung v = f(z,y), so
daB (y(z),z) € G fir alle z € I C R. Meist sucht man Losungen mit vorgege-
bener Anfangsbedingung y(z¢) = yo. Diese Problemstellung heifit System von n
Differentialgleichungen 1. Ordnung.

Viele interessantere Differentialgleichungen lassen sich auf ein solches System
iiberfithren. Sei z.B. eine explizite gewohnliche Differentialgleichung n-ter Ord-

nung gegeben, 2" = f(x, z,2',..., 2 ) dann setzen wir
Y1 < Y2
Y2 z Ys
y= : = : = Y= : = f(z,y) .
Yn—1 Z(n_2) Yn
Yn 2= f@ ;. yn)

Insbesondere lassen sich Problemstellungen der Mechanik von N Massenpunkten,
wenn die Kréfte stetige Funktion der 3N Orte und der 3N Geschwindigkeiten
sind, auf ein solches System aus n = 6N Differentialgleichungen 1. Ordnung
iiberfithren, wobei x wieder die Zeit ist.

Wir 16sen das System von Differentialgleichungen durch Zuriickfiithren auf eine
Integralgleichung.

Satz 1.6 Fs sei G C R X R" und f : G — R" eine stetige Abbildung sowie

(x0,y0) € G. Dann gilt: Eine stetige Abbildung y : I — R™ eines Intervalls
I C R mit xg € I und (x,y(z)) € G fir alle v € I lost genau dann die Dif-
ferentialgleichung v = f(x,y) zur Anfangsbedingung y(xo) = yo, wenn folgende
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Integralgleichung gilt:

y(r) = yo + /x dt f(t,y(t)) fiir allez € 1 .

0

Beweis. (<) Fiir x = zq folgt y(zo9) = yo. Wegen der Stetigkeit von y und f ist
auch die Abbildung F' : I — R mit F(t) := f(t,y(t)) stetig auf I. Damit gilt
nach dem Fundamentalsatz der Differential- und Integralrechnung

% / dt f(t,y(1) = f(z.y(@))

d.h. y ist sogar differenzierbar mit ¢/'(z) = f(x, y(z)).

(=) Es gilt
[ steyen = [ /) = yiw) - ylan) = yla) <0
xo o
d.h. die Integralgleichung ist erfiillt. 0

Es wird sich zeigen, dafl Existenz und Eindeutigkeit der Loésung bewiesen
werden kann, wenn die Funktion f einer Lipschitz-Bedingung geniigt.

Definition 1.5 Sei G C R x R". Eine Abbildung f : G — R" genligt einer
Lipschitz-Bedingung (beziiglich der Variablen y), wenn es ein L > 0 gibt, so daB

1f(z,y) = f(z, @)l < Llly — gl fiir alle (z,y),(z,9) € G .

Die Funktion f geniigt einer lokalen Lipschitz-Bedingung, wenn jeder Punkt (z¢, yo) €
G eine Umgebung U C R x R" besitzt, so daB f in GNU einer Lipschitz-Bedingung
mit moglicherweise von U abhangiger Lipschitz-Konstanten L(U) genligt.

Ein niitzliches Kriterium ist stetige partielle Differenzierbarkeit nach y:

Satz 1.7 Set G C R x R" offen und f : G — R" stetig partiell differenzierbar in
den letzten n Koordinatenrichtungen yi,...,y,. Dann geniigt f in G lokal einer
Lipschitz- Bedingunyg.

Beweis. Wegen der Offenheit von G gibt es zu beliebigem (z, o) € G ein r > 0,
so daf
V= {(xvy) ERXR" : |l‘—$0| §T7 ||y_y0|| ST}CG

Mit (z,y) € V ist auch (x,yo + t(y — yo)) € V fiir alle ¢t € [0,1]. Nach dem
Mittelwertsatz und einer Variante des Satzes von Taylor (Satz 2.27 aus dem
letzten Semester) gibt es ein 6 € [0, 1], so dafl

n

) = ) = o+t = )y = S0 = o) (o0 + 01y = )

i=1 g

= (Df) (@, 90+ 0y —y0)) - (¥ — o) -
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Dabei ist punktweise (D f) = (0;f;) € M(n x n,R), wobei f = (f1,..., fn). Da f
stetig partiell differenzierbar ist, ist die lineare Abbildung D f : R — R" stetig
auf V', so dal mit der Norm einer linearen Abbildung folgt

1S () = fla,yo)ll < ||[(DF) (e, 50 + 00y — wo))|| 1y — woll
< e, D)) lly = voll -

Wegen der Kompaktheit von V' wird das Supremum L := sup, ey H (Df)(x,y) H
angenomimen. ]

Satz 1.8 (Eindeutigkeitssatz) Essei G C RxR" und f : G — R" eine stetige
Abbildung, die lokal einer Lipschitz-Bedingung geniigt. Sind y,y zwei Lésungen
derselben Differentialgleichung y' = f(x,y) und ¢’ = f(x,y) iber einem Intervall
I C R, und in einem Punkt xo € I gelte y(x¢) = 3(x¢), so folgt

y(x) = g(z) fir alle x € 1.

Beweis. Die Eindeutigkeit wird stiickweise vom Punkt zy aus ausgedehnt.
i) Sei dazu y(a) = g(a) fiir ein @ € I. Dann gilt fiir alle x € I die Integralglei-
chung

y(@) — (z) = / St (£t (1) — F(83(0) -

Da f lokal einer Lipschitz-Bedingung geniigt, gibt es reelle Zahlen L > 0 und
0 >0, so daB

1t y@) = f(Ea@) < Llly() —g@)|  fir alle £ € 10 Bs(a) -
Wie iiblich ist Bs(a) := {t € R : |t —a| < 6}. Sei nun € := min(d, 5-) und

) 2L
M := sup |y(t)—g@)| .
teINBe(a)

Dann folgt fiir alle z € I N B.(a)

- * N M
lot) = 5@l < 2| [ dt o) - 50| < Lase <
Das bedeutet M = sup,c;np, [[y(z) — 9(z)]| < & und damit M = 0, d.h. die
Funktionen y, § stimmen sogar auf I N B.(a) iiberein.
ii) Wir zeigen nun y(x) = g(x) fur alle z € I mit > zy. Dazu sei

vy=sup{§ €l : y€) =7}

Fiir 1 = +00 oder z; gleich dem Intervallende ist nichts mehr zu zeigen. Anson-
sten gibt es ein 6 > 0 mit |z1, 27 + §[C I. Da y, 7 als Losungen der Differenti-
algleichung insbesondere stetig sind, gilt y(x;) = g(x;). Dann aber gibt es nach
i) ein € > 0, so daB y(x) = g(x) fir alle x € I N Be(x1), im Widerspruch zur
Definition von x;. Analog wird der Fall x < xy behandelt. O
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Satz 1.9 (Picard-Lindel6f) Sei G C RxR" offen und f : G — R™ eine stetige
Abbildung, die lokal einer Lipschitz-Bedingung geniigt. Dann gibt es zu jedem
(x0,%0) € G ein e > 0 und eine Losungy : [xo—¢€, xo+¢€] der Differentialgleichung
vy = f(x,y) mit Anfangsbedingung y(xo) = yo. Nach Satz 1.8 ist diese Ldsung
eindeutig.

Beweis. Der Beweis verwendet den Banachschen Fixpunktsatz fiir die zugehorige
Integralgleichung. Dazu sei C([xg — €, 29 + €], R") der Banachraum der stetigen
Abbildungen ¢ : [zg — €, zy + €] — R™ mit der Supremumsnorm

ol :=  sup  [o(z)] .

x€[xo—€,z0+€

(Die Vollstandigkeit beweist man wie im Satz 2.33 aus dem letzten Semester.)
Gewihlt sei ein Quader

Qsr i ={(z,y) eERXR" : |z —20| <0, ||y —wl <r}

mit 0,7 > 0, so dafl die Abbildung f in )5, einer Lipschitz-Bedingung mit der
Lipschitz-Konstanten L geniigt. Da f stetig und s, kompakt ist, gibt es eine
reelle Zahl M > 0, so dafl || f(x,y)|| < M fur alle (z,y) € Qs,. Mit diesen Daten
sei € := min(4, 77, 57). Wir betrachten die abgeschlossene Teilmenge

A={peC([xo—€x0+€¢,R"), ||¢—wol <}

des Banachraums. Wir zeigen, daf3

(T(0)(x) = yo + / “dt £t ()

o

eine Kontraktion 7': A — A definiert.
i) Zunichst ist T'(¢) € A zu zeigen fiir alle ¢ € A. Nach Konstruktion ist

(t,0(t) € Qs, CG fir alle t € [xg — €, 20+ €] .
Damit ist f sinnvoll erklédrt und stetig in t. Es gilt

TN = wl = | [ a st ow)] < le = mular < car <.

also T'(¢) € A.
ii) Seien ¢y, ¢o € A, dann gilt

(@) -7l = | [ at (se.00) - 1t s0)

1
<z —xo| L sup |¢1(t) — ¢1(t)] < §||¢1 — ¢ .

te[xo,x]
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Also ist T : A — A eine Kontraktion auf einer abgeschlossenen Teilmenge eines
Banachraums. Nach dem Banachschen Fixpunktsatz gibt es damit einen Fixpunkt
y € Amit T(y) =y, also

mw=m+/%wwmm,

o

d.h. eine (eindeutige) Losung der Differentialgleichung. O

Es sei betont, daf§ die Gréfe des Intervalls 2e durch die Lipschitz-Bedingung
an f und die Norm y bestimmt ist. Wenn die Losung y also anwichst, wird die
Fortsetzbarkeit der Losung immer kleiner.

Beispiel 1.5 Betrachtet werde die Differentialgleichung ¢’ = 2zy?. Die Funktion
f(z,y) = 2zy? ist auf ganz R? nach y partiell differenzierbar, geniigt also auf
ganz R? einer lokalen Lipschitz-Bedingung. Die eindeutige Losung zu y(0) = 0
ist offenbar y = 0. Sei dann y(0) > 0. Da G = R x R, einfach zusammenhé&ngend
ist, ist die entsprechende Differentialgleichung 2z dx — Z%dy = 0 auf G exakt mit
Stammfunktion

v Yd 1 1
F(x,y):/ dt(Zt)—/ —§:x2—x(2)—|————.
zo yo S Yy Yo
Die Niveaukurven sind also durch z? + é = (' gegeben, d.h. y = ﬁ, insbeson-

dere y(0) = & > 0. Die Losung liBt sich also nur bis zu ]—V/C, /O] fortsetzen.
Im umgekehrten Fall y(0) < 0 ergibt sich y = —ﬁ mit y(0) = —% < 0 so daB
die Losung auf ganz R fortgesetzt werden kann.

Ohne Beweis erwidhnen wir, dafl die Fzistenz einer Losung der Differential-
gleichung ¢ = f(x,y) bereits durch die Stetigkeit von f garantiert ist:

Satz 1.10 (Peano) FEs sei o € R und yo € R" und

Q(S,r = {(%Z/)GRXRTL : |x_y0|§67 Hy_yOHST}

fir 0,7 > 0. Die Funktion f : Qs, — R" sei stetig (also beschrinkt) mit M =
MaX (e 4)eqs, |f(2,y)||. Dann gibt es mindestens eine Lisung y : [zo — €, o + €]
der Differentialgleichung y' = f(x,y) mit Anfangsbedingung y(xo) = yo, wobei
€ :=min(d, y7) ist (mit € := 0 fiir M =0).

Der Beweis ohne die Lipschitz-Bedingung ist aber aufwendiger und wird deshalb
weggelassen.

Beispiel 1.6 Betrachtet werde die Differentialgleichung ¢ = (yQ)é mit y(0) = 0.
Die Funktion f(z,y) = (y?)3 ist stetig auf ganz R2, aber nicht stetig partiell
differenzierbar in y = 0, und tatséchlich geniigt f in keiner Umgebung von (0, 0)
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einer lokalen Lipschitz-Bedingung. Nach dem Existenzsatz von Peano gibt es
lokal eine Losung der Differentialgleichung, z.B. y(z) = 0 fiir alle z € R. Das
ist aber nicht die einzige Losung. Durch Trennen der Variablen findet man, dafl
Ye(z) = 5(x — ¢)® die Differentialgleichung zur Anfangsbedingung y(c) = 0
erfiilllt. Durch Verkleben mit der Nullosung konstruieren wir zu ¢, > 0 die
Losung

QL?(:U—C)?’ firx>c>0

Yoo () 1= 0 fir - <zx<ec

2—17(m+c’)3 firx < —¢ <0

Durch Nachrechnen iiberpriift man, dafl y.. tatséchlich stetig differenzierbar ist.

Das Verfahren von Picard-Lindeldf iiber den Banachschen Fixpunktsatz ist
konstruktiv und kann deshalb leicht numerisch implementiert werden.

Beispiel 1.7 Gegeben sei die Differentialgleichung 3/ = 2zxy auf G = R x R
mit Anfangsbedingung y(0) = yo. In einer gewissen Umgebung [—¢, €| von 0
konvergiert deshalb die Folge (yx(z))ren von Funktionen mit yo(z) = yo und

et () = o + / “dt £t ()

gegen die eindeutige Losung. Wir finden

(@) = o + / dt 2y = yol1 + 22)
0

4

Y2(x) = yo + / dt 2tyo(1 +1%) = y0<1 + 224 %)
0

7 L2k
= 1 2407 4. _)
yr(z) yo< i
Damit ergibt sich die Losung y(t) = limy_o yx(%) = yo€” , was man natiirlich
auch mit elementaren Methoden finden kann.

1.4 Lineare Differentialgleichungen

Wir spezifizieren nun den Existenz- und Eindeutigkeitssatz auf Systeme linearer
Differentialgleichungen y' = A(x)y + b(x). Dabei ist A(x) eine Matrix und b(x)
ein Vektor. Im Hinblick auf die Diagonalisierbarkeit von A erweist es sich als
niitzlich, mit komplexen Matrizen zu arbeiten. Sei dazu K = R oder K = C. Die
Variable x bleibt aber reell.

Definition 1.6 Es sei I C R ein Intervall, A = (a;;) : I — M(n x n,K) eine ste-
tige Abbildung und b = (by,...,b,)" : I — K" eine stetige vektorwertige Funktion.
Dann heiBt ' = A(x)y + b(x) ein inhomogenes lineares Differentialgleichungssystem
und ¥’ = A(z)y ein (bzw. das zugehdrige) homogene(s) lineare(s) Differentialglei-
chungssystem.

12
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Gesucht sind Losungen y : I — K", wobei fiir K = C ~ R? die Differenzierbarkeit
komponentenweise betrachtet wird.

Satz 1.11 Es sei I C R ein Intervall, A = (a;;) : I — M(n x n,K) eine stetige
Abbildung und b = (by,...,b,)" : I — K" eine stetige vektorwertige Funktion.
Dann gibt es zu jedem xq € I und jedem yy € K" genau eine Lésung y : [ —
K" der linearen Differentialgleichung yv' = A(x)y + b(x) mit Anfangsbedingung
y(wo) = Yo-

Beweis. 1) Wir setzen f(z,y) = A(z)y + b(x). Sei J C I ein kompaktes Intervall,
dann folgt aus der Stetigkeit von A

L :=sup [|A(z)|| < o0
zeJ

Somit gilt fiir beliebige x € J und y,y € K"

1f (2, y) = f(z, 9)|| = |A)(y =9Il < Llly =9l -

Folglich geniigt f(z,y) auf ganz J x K" einer globalen Lipschitz-Bedingung, so
dafl nach Satz 1.8 die Losung auf J x K" eindeutig ist.

ii) Nach Picard-Lindelof existiert die Losung in einer Umgebung von xg. Zu
zeigen bleibt, daf sie auf ganz I existiert. Dazu definieren wir Folgen von Abbil-
dungen vy : [ — K" durch

Yoot (2) = o + / at Fm®) . o) = o

Die so konstruierten Abbildungen ¥, sind stetig auf I. Also gilt

M := sup ly1(z) = yo(2)|| < oo
e

Wir zeigen mit vollstédndiger Induktion
LF||z — o|*
k! '
Fiir £ = 0 ist das die Definition von M. Der Induktionsschritt ist

Iosa(w) = es@)] = | [t (£, 0ea0) = 1t 50000)

|Ye+1(z) — (o) < M

<| /0 at £t s (1)) = £t (0)]|
< 1] [ at st = )|

z kly o K k+1(, oo |k+1
SL(/ i vt = ol ‘:ML o = 2o
. ] k+1)
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Setzen wir 1 := sup,; |z — xo|, dann ist die Reihe Y7 (yx+1(z) — yx(z)) abso-
lut konvergent auf .J, da sie durch die Reithe M ) 72 % = Mel™ majorisiert
wird. Somit konvergiert die Folge (y;) auf jedem kompakten Teilintervall J C I
gleichméBig gegen die Grenzfunktion

y = lim yp = yo + > Wk — ),
k=0
welche somit stetig auf J und damit auf [ ist. Diese Grenzfunktion erfiillt nach
Konstruktion die Integralgleichung

y() = o +/ dt f(t,y(t))
xo
und 16st deshalb auf I die Differentialgleichung 3’ = A(z)y + b(x) mit Anfangs-
bedingung y(zo) = yo. d

Ahnlich wie in der linearen Algebra bilden die Losungen der homogenen Dif-
ferentialgleichung, wenn man keine Anfangsbedingung stellt, einen Vektorraum:

Satz 1.12 Es sei I C R ein (nicht-triviales) Intervall und A : I — M(n x n,K)
stetig. Dann bildet die Menge V4 aller Losungen der homogenen Differentialglei-
chung y' = A(x)y einen n-dimensionalen Vektorraum iber K.

Fiir ein k-Tupel von Lésungen yquy,...,Yw € Va sind folgende Aussagen
dquivalent:

i) Die vektorwertigen Funktionen (yay,...,yw)) sind linear unabhdingig.

ii) Es gibt ein xo € 1, so daff die Vektoren yqy(xo), - .., ym) (20) € K™ linear
unabhdngig sind.

iii) Fir jedes xg € I sind die Vektoren yay(xo),...,yw(zo) € K" linear
unabhdngig.

Beweis. Klar ist, daf§ V4 ein Untervektorraum des (unendlich-dimensionalen) Vek-
torraums C(I, K") aller stetigen Abbildungen f : I — K™ ist, denn

My + Aay)' = My + Ay’ = M(A@)ya) + A (Al@)ye)
= A(z) - My + Aye) -

Die Aquivalenzen iii)=-ii)=-1) sind klar, und i)=+iii) folgt aus der Eindeutigkeit
der Nullosung. Damit zeigen wir dim(V,4) = n. Seien ey, ..., e, € K" die Stan-
dardbasisvektoren und xy € I. Dann gibt nach dem Existenz- und Eindeutigkeits-
satz eindeutige Losungen y;) : I — K" der Differentialgleichung yuy" = A(z)y
mit Anfangsgbedingung y;)(zo) = e;. Die Losungen sind linear unabhéngig, da
sie an der Stelle zy linear unabhéngig sind. Jede weitere Losung ,41) ist linear
abhéngig, da sie an der Stelle z( linear abhéngig ist. U
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Definition 1.7 Unter einem Lésungs-Fundamentalsystem der Differentialgleichung
y' = A(x)y versteht man eine Basis (yq1), . .., y(n)) des Vektorraums V, der Lésungen
von y = A(x)y.

Schreibt man das Losungs-Fundamentalsystem als Matrix Y = (y;;), mit y;; :=
Y() (die j-te Spalte von Y ist y(;)), dann gilt offenbar det Y'(xq) # 0 fiir wenig-
stens einen (und damit fiir jeden) Punkt 2y € I. Eine beliebige Losung schreibt
sich damit als y(z) = Y (z) - A mit A = (A,...,\,)" € K™

Beispiel 1.8 Gegeben sei die Schwingungsdifferentialgleichung 2" + w?z = 0.
Wir setzen y; := z und ys := —%z’ , was also auf das Differentialgleichungssystem

Yy = —wys und yh = wy; fithrt. In Matrixschreibweise ergibt sich y' = Ay mit A =

w 0
behandeln wir spater. Man bestétigt durch Nachrechnen, dafl folgende Funktionen
y; : R — R? Losungen der Differentialgleichung sind:

COS WX —sinwx
Y () = sin wx ’ Y@ () = COS W ’

Diese sind in xp = 0 und damit auf ganz R linear unabhéngig, was man auch
durch

( 0 —w ) Die Losungstheorie dieses Problems mit konstanten Koeffizienten

det Y (z) = det ( COSwWT —SInT ) 1

sinwxr coswx

sieht.

Wir charakterisieren nun den Lésungsraum der inhomogenen Differentialglei-
chung :

Satz 1.13 Es sei I C R ein (nicht-triviales) Intervall und A : I — M(n x n,K)
und b: I — K" stetige Abbildungen. Dann gilt: Die Menge aller Losungen

Lap:={y: 1 —->K": ¢y =Ax)y+0bx)}
der inhomogenen Differentialgleichung ist der affine Raum
LA,b = g + VA )

wobei Va der Vektorraum aller Lésungen der zugehdrigen homogenen Differen-
tialgleichung v = A(x)y und § € Lay eine beliebige Lisung der inhomogenen
Differentialgleichung ist.

Mit anderen Worten: die allgemeine Losung der inhomogenen Differentialglei-
chung ist die Summe aus einer speziellen Lésung und der allgemeinen Losung der
homogenen Differentialgleichung.
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Beweis. 1) Sel y € Ly, eine Losung von iy’ = A(z)y +b(x), dann erfillt u :=y—g
die homogene Differentilagleichung u' = A(z)u. Das bedeutet u € Vj, also
y € ¥+ V4 und damit LA’b Cy+Va.
ii) Sei umgekehrt y € g + V4 gegeben, also y = ¢ + u mit v’ = A(z)u. Dann
gilt
y =7 +u = (A@)j + b(x)) + Al)u(z) = Az)y + b(z) ,

also §y + V4 C Lay. O

Die spezielle Losung 3y bekommt man wie in den elementaren Losungs-
methoden durch “Variation der Konstanten”:

Satz 1.14 (Variation der Konstanten) Sei Y = (ya),...,Ym)) : I — M(n x
n,K) ein Lisungsfundamentalsystem der homogenen Differentialgleichung y' =
A(z)y. Dann wird eine Liosung § der inhomogenen Differentialgleichung §' =
A(x)g + b(z) erhalten durch den Ansatz §(x) = Y (x) - v(x), wobei die differen-
zierbare Abbildung v : I — K™ der Differentialgleichung Y (z)v" = b(x) gendigt.
Ihre Lésung ist somit

v(x) = /x dt Y (t) - b(t) + const .

0

Beweis. Es gilt
7(z) = Y'(2)-0(2)+Y (@) () = A()-Y (z)-0(z) +Y ()0 () = A(@)j(x)+b(x) ,

also v'(z) = Y !(x) - b(x). Umgeschreiben in eine Integralgleichung ergibt sich
die Losung. U

Beispiel 1.9 Gegeben sei die Schwingungsdifferentialgleichung mit periodischer

duBerer Kraft 2” + w?z = bcos(Qx). Mit y; = z und yp := —L12' ergibt sich

- w

y) = —wys und ¥, = wy; — gcos(Qa:). Die spezielle Losung ist fiir 2 # +w damit

(" coswt sinwt 0 €1
U(x)—/xo dt < —sinwt coswt> ( —fCOSQt>+(C2 )
b x . 1 —_—

(e ey ()

2w 20 cos(wt + Qt) 4 cos(wt — §2t) o

(AN b —cos(wz+Qx) \ b — cos(wzr—Qx)
-\ 4 2w (w+Q) sin(wz+Qx) 2w (w—0) sin(wz—Qx)
( ) ) N b ( w cos wx cos Qx + Q sinwaz sin Qx )

w( '

w? —Q?) \ —wsinwz cos Qx + 2 cos wzx sin Qx

Damit ergibt sich

c coswr — ¢, sinwz b cos Qx
y(w):Y(flf)-v(flf)=< / ’ )+m(gsmm)-

/o3 /
€y SN W + ¢, COSWT ”
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Fiir Q% — w? wird die Amplitude der speziellen Losung unendlich (Resonanz).
Tatséchlich mufl das Integral in diesem Fall anders berechnet werden.

b7 sin(2wt) ¢
v(z) = 2w 2 di ( cos(2wt) + 1 ) + ( Ca

(a4 b — cos(2wx)

-\ 4 4w? \ sin(2wzx) + 2wz

¢y coswz — dy sinwzx
c) sinww + ¢ coswx

Daraus folgt

o) =¥ (o) o(e) =

n b COS wx coS 2wz + sinwx sin 2wx + 2w sin wx
Sin wx cos 2wx — coS wx Sin 2wx — 2wx COS WIL

B ( () + 1) coswz — ¢y sinwa ) N b ( rsinwr )

(¢} — 1) sinwz + ¢, cos wa 2w \ —zcoswr
Die Amplitude wéchst also mit der Zeit x an. Wir werden spéter eine einfachere
Berechnungsmethode fiir diese Differentialgleichung angeben.

Wir iibertragen nun die Aussagen zu linearen Differentialgleichungssystemen
auf lineare Differentialgleichungen n-ter Ordnung.

Definition 1.8 Sei I C R ein Intervall und b,a; : I — K stetige Funktionen fiir
k=0,1,...,n— 1. Dann heift

Y™ + a1 (2)y" Y+ ag(z)y = b(x)

eine lineare Differentialgleichung n-ter Ordung. Sie heiBt homogen fiir b = 0, sonst
inhomogen.

Satz 1.15 In den Bezeichnungen von Definition 1.8 gilt:

i) Die Menge V, aller Losungen der homogenen linearen Differentialglei-
chung n-ter Ordnung ist ein n-dimensionaler Vektorraum tber K.

ii) Die Menge Lqy aller Losungen der inhomogenen linearen Differential-
gleichung n-ter Ordnung ist der affine Raum Lo, =y + V,, wobei § eine
beliebige Losung der inhomogenen Differentialgleichung ist.

iii) Bin n-Tupel (yay,--.,Ywm)) von Liosungen der homogenen Differential-
gleichung ist genau dann linear unabhdngig, wenn in einem (und damit
jedem) Punkt x € I die “Wronski-Determinante”

78 28
Yy (x Yoy(x) oy (@
W(z) := det (1): (2): . ( ).
yi @)yl V@) e @)
ungleich Null ist.
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Beweis. Alle Aussagen folgen sofort aus der zu Beginn des Abschnitts 1.3 gege-
benen Umschreibung

(0 Y
. Y2 Y
Yy = . = .
gn y(nfl)
in ein System von linearen Differentialgleichungen erster Ordnung und den dafiir
bewiesenen Satzen. Insbesondere ist W (z) = det Y (z). O

Beispiel 1.10 Gegeben sei die Differentialgleichung
Yy ——y +—y= auf [ :=R% .
x

Durch Einsetzen bestétigt man yu)(z) = x und y()(z) = /2 als Losungen der
zugehorigen homogenen Gleichung. Die Wronski-Determinante ist damit

W(x)—det("f Qi;)—_%\/;,

d.h. (z,y/x) ist ein Losungsfundamentalsystem. Um eine spezielle Losung der
inhomogenen Gleichung zu finden, nutzt man, daf fiir y = cz? jeder Summand
der linken Seite eine Konstante ist. Damit findet man ¢ = % in der speziellen
Losung und
2
Y= ggg? + a1z + e/

als allgemeine Losung der Differentialgleichung.

1.5 Lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koef-
fizienten

Lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten konnen auf Eigen-
wertprobleme fiir lineare Abbildungen zuriickgefithrt werden, die wir in der Li-
nearen Algebra behandelt haben.

Zur Fixierung der Bezeichnungen sei C|[T'] die Menge aller Polynome (endlicher
Ordnung) in einer formalen Groe 7', d.h. P,(T) == ap+a, T+ - - +a,T™ € C[T]
fir ein n € N und a; € C. Die Menge der Polynome C[T'] bildet eine sogenann-
te Algebra, d.h. einen Vektorraum mit Produkt, wobei alle Distributiv-Gesetze
gelten. Wir interessieren uns fiir die Menge C[-L] der Differentialoperatoren.

Ist C*(I) der Vektorraum der k-mal stetig differenzierbaren komplexwertigen
Funktionen f : I — C auf dem Intervall I C R und Pn(%) = a0+a1%+- . -+an$—"n
mit n < k, dann ist dieser Differentialoperator n-ter Ordnung P, () eine lineare

Abbildung
P,(L):CHI) — Cc* (1), f(@) = ag+arf'(x) + -+ anf™ () .
18
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Wir kénnen a, = 1 annehmen. Insbesondere ist P, (L) ein Endomorphismus
des Vektorraums C*(I) der beliebig oft differenzierbaren Funktionen. Damit 148t
sich die Eigenwerttheorie von Endomorphismen eines Vektorraums auf Differen-
tialoperatoren iibertragen. Zwar ist C*°(I) ein unendlich-dimensionaler Vektor-
raum, aber nach Satz 1.15 ist der Vektorraum der Losungen y von Pn(é)y =0
endlich-dimensional.

Die gesamte Theorie der Differentialoperatoren P(%) beruht auf der Beob-
achtung, daf

Folglich gilt:

Satz 1.16 Ist A € C eine Nullstelle des Polynoms P,, d.h. P(A\) = 0, dann ist
y = e eine Losung der Differentialgleichung P(-L)e* = 0.

Im einfachsten Fall sind alle n Nullstellen von P, verschieden:

Satz 1.17 Sei B,(T) =T" + ap 1 T" ' + -+ a;T + ag ein Polynom, welches n
paarweise voneinander verschiedene Nullstellen \q, ..., \, € C habe. Dann bilden
die Funktionen yy,...,ym) : R — C mat

Yy () = M k=1,....n,
ein Fundamentalsystem von Lésungen der Differentialgleichung

Pu(i)y = 9™ + ap g™ 4+ ary + a0 =0

Beweis. Nach Satz 1.16 ist jede dieser Funktionen y) Losung der Differentialglei-
chung. Zur Uberpriifung der linearen Unabhéngigkeit berechnen wir die Wronski-
Determinante an der Stelle x = 0. Mit yég (z) = A.eM® ergibt sich

1 1 ... 1
A1 Ae oA\
W(z) = det . :
VDV D o

Das ist genau die Vandermonde-Determinate (Aufgabe 3 von Blatt 11 aus der
Linearen Algebra),

W(x) = H(Ak —AN)#0,

k>l

da die Nullstellen paarweise verschieden sind. 0
Man sieht aber auch, da8 fiir mehrfache Nullstellen die Lésungen e*+* nicht linear

unabhéngig sind.
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Beispiel 1.11 Gegeben sei die Differentialgleichung vy — 2y” + v’ — 2y = 0. Sie
schreibt sich als Ps(-%)y = 0 mit

P(T)=T°-21*+T—-2=(T—-2)(T°+1) = (T = 2)(T —i)(T +1) .
Alle Nullstellen von P sind paarweise verschieden, so daf3
Ya) = 6‘ ) Yp) = € ) Yi) = ¢€
ein Losungsfundamentalsystem bildet. Wegen
c1 + cpe ™ = (c) + ¢p) cosx + (ic; — icy) sinw

bildet dann

Y1) = Cos T, Ye) =sinzw Y) = e

ein reelles Fundamentalsystem.

Ganz allgemein gilt: Ist A = iy mit 4 € R eine rein imaginédre Nullstelle eines
rellen Polynoms P(T) € R[T], dann ist auch A = —ip eine Nullstelle, so daf
sich die Losungen e*** der entsprechenden Differentialgleichung dquivalent durch
cos px und sin pz ausdriicken lassen.

Beispiel 1.12 Wir erinnern noch einmal an die Schwingungsdifferentialgleichung
Y+ wly = 0. Mit P(T) = T? + w? = (T — iw)(T + iw) finden wir sofort das
Losungsfundamentalsystem ) = coswx und y ) = sinwx.

Es verbleibt die Diskussion mehrfacher Nullstellen. Nach dem Fundamental-
satz der Algebra koénnen wir jedes Polynom P,(T) =T" +a, (T" ' +---+ag €
C[T] in Linearfaktoren zerlegen,

P,(T)= (T — Ak (T = \)F |

mit paarweise verschiedenen Nullstellen \; € C und k; + --- + k., = n. Wir
benotigen zwei Hilfssdtze:

Lemma 1 Sei A € C und k € N sowie I C R. Fiir jede k-mal stetig differenzier-
bare Funktion f: 1 — C gilt

(&~ NH(f() ) = f9(r)
Beweis. Fiir k = 0 ist nichts zu zeigen, und fiir k£ = 1 ergibt sich
(5 = N (f(2)e¥) = (@) e + f(2) (X)) = A f(2) X = ['(z) ™.
Der Induktionsschritt k +— &k + 1 ist

(i = N (f) ) = (4 = N(FP () M)
= (@) )
nach obiger Rechnung fiir k£ = 1. O
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Lemma 2 Fs sei P,(T) € C[T] ein Polynom und X € C, so daf§ P,(\) # 0. Ist
gr : R — C eine Polynomfunktion k-ten Grades, so gilt

Pu() (gn(z) %) = hy(z)
wobei hy : R — C ebenfalls eine Polynomfunktion k-ten Grades ist.
Beweis. Das Polynom P, (T) 148t sich (z.B. iiber den Satz von Taylor) umordnen

nach Potenzen von T — \:

n

P(T) =Y a(T - Ay

J=0

mit ¢; € C und ¢y = P,(\) # 0. Damit gilt nach Lemma 1
Palie) (ae() ) = 3 eil = A (@) ) = 3 _ i () e
=0 =0

Wegen ¢ # 0 ist hy(7) :== D7 ¢ g,(gj )(ZL‘) wieder eine Polynomfunktion vom Grad
k. O

Satz 1.18 Es sei P,(T) = (T — M\)* - (T — \.)* ein Polynom n-ten Grades
mit paarweise verschiedenen Nullstellen \; € C der Vielfachheit kj. Dann besitzt
die Differentialgleichung P(%)y = 0 ein Lisungs-Fundamentalsystem aus den
Funktionen

Yomy(@) == a™eMT, 1< j<r, 0<m <k -1,

Beweis. 1) Fiir gewéhltes 7 148t sich das Polynom P, schreiben als P,(T) =
Q;(T)(T — X\;)* mit Q;(\;) # 0. Dann gilt nach Lemma 1

Pad)@"e™™) = Qi) = 1)5(@me™) = Q;() (™) *ed” = 0

wegen m < k;. Somit erfiillen alle Funktionen y;,,) die Differentialgleichung.

ii) Eine Linearkombination der y;n, hat die Form g(x) = >77_, g (@)eM®,
wobei g(;)(x) eine Polynomfunktion vom Grad < k; — 1 ist (wir lassen den Poly-
nomgrad zur Verbesserung der Lesbarkeit weg). Wir zeigen durch Induktion nach
r, dal § = 0 genau dann, wenn g;) = 0 fiir alle j.

Fiir r = 1 folgt aus g(z) = gu)(z)e® = 0 fiir alle z € R, daB g(1)(z) = 0 ist.

Im Schritt von 7 — 1 nach 7 sei dann Y7'_, g(;)(x)e®* = 0. Ist eines der g
gleich Null, so sind wir nach Induktionsannahme fertig. Ansonsten wenden wir
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dx
- r—1
0= = A (X s @) = G = M) (X g0 (@)
j=1 =
T‘fl k»,— ’r‘*l k'r
=33 el =) (g0 @) = 3 (X gl @) e
j=1 i=0 =1 =0 -

h() (2)

wobei ;) (x) wegen cjo = (A\; — A, ) # 0 wieder ein Polynom vom Grad < k; —1
ist. Nach Induktionsvoraussetzung ist dann h(; = 0 fiir alle j und weiter wegen
cjo # 0 auch g((JO.)) (z) = 0, im Widerspruch zur Annahme. O

Beispiel 1.13 Gegeben sei die Schwingungsdifferentialgleichung mit kritischer
Reibung
0=y"+ 2wy +w’y = P(£)(y)

mit P(T) = T? 4+ 20T + Q?) = (T + w)? Die allgemeine Losung ist deshalb
y = (1 + cox)e ",

Wir betrachten nun inhomogene lineare Differentialgleichungen Pn(%)y =
b(x). Es bietet sich an, die Losung der homogenen Gleichung zu bestimmen, sie
in die Matrixform einer linearen Differentialgleichung 1. Ordnung zu iiberfiithren
und dann durch Variation der Konstanten eine spezielle Losung des inhomoge-
nen Problems zu berechnen. In manchen Féllen kommt man aber durch einen
geeigneten Losungsansatz schneller ans Ziel.

Zunichst folgende Beobachtung: Ist b(x ) =bi(x)+---+0bp(x) und Yk Losung
von P, (L)yu = by(x), so ist y = ya) + -+ + yg Losung von P,(L)y = b(z).
Der Losungsansatz funktioniert dann fiir rechte Seiten der Form b(z) = gy, (z)e"”,
wobei g, eine Polynomfunktion vom Grad m ist.

Satz 1.19 Sei P,(T) =T"+a,1T" '+ -+ a;T + ag € C[T)] ein Polynom und
w€ C, sodaff P(u) #0 (keine Resonanz). Dann gilt:
i) Die Differentialgleichung Pn(%)y = el besitzt die spezielle Liosung

1 nx

y(r) = o) ©

ii) Ist g, : R — C eine Polynomfunktion vom Grad m, so besitzt die Dif-
ferentialgleichung P, (dx)y = gm(x)e'® eine spezielle Losung der Form
y(x) = hp(x)e!®, wobei h,, : R — C wieder eine Polynomfunktion vom
Grad m ist.

Beweis. i) ist klar wegen P, (-L)et” = P, (u)e.
ii) mit Induktion nach m. Der Fall m = 0 ist Teil i). Nach Lemma 2 ist

P (L) (amerr) = ()€ fiir eine Polynomfunktion A, (x) vom Grad m. Wir
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schreiben g, () = ¢hm () + gm—1(z) fiir ein ¢ € C und ein Polynom g,,_;(z) vom
Grad m. Nach Induktionsvoraussetzung gibt es eine Polynomfunktion h,, ()
vom Grad m — 1, so daB P,(L)y = gn_1(x)e"” die spezielle Losung y(z) =
hpm—1(x)e* hat. Dann hat P, (dx)y = gpu(z)e!® die spezielle Losung y(z) = (cx™+
hm—1(x))et®. O

Beispiel 1.14 Gegeben sei die Differentialgleichung v — y = x, also P3( ~)y =
b(z) mit P3(T)=T3-1=(T—-1)(T*+T+1)=(T-1)(T - Tl)(T — 7'2) und
b(z) = xe. Damit ist P3(0) # 0, so dafl es eine spezielle Losung y = ¢ + ¢
der Differentialgleichung gibt. Wir testen

( < (1w + co) !

— —)(ax+c) =—cx—co==x

e 1 0 1 0 5

was auf ¢g = 0 und ¢; = —1 fithrt. Zusammen mit der allgemeinen Losung

(T12 = —% + %\/g) des homogenen Problem ergibt sich als allgemeinste Losung

3 3
y=—x+ae” + 6_%$<bCOS %_x + csin \/T_x> .

Satz 1.20 Sei P,(T) =T"+a, .\ T" '+ -+ a1 T+ ag € C[T| ein Polynom und
gm : R — C eine Polynomfunktion vom Grad m. Die komplexe Zahl i € C sei
eine k-fache Nullstelle von P, (Resonanzfall). Dann besitzt die Differentialglei-
chung P,(L)y = gn(x)e"™ eine spezielle Losung der Form y(z) = hpmik(z)e,
wobei hyym(T) = Z;”:k c;a? eine Polynomfunktion vom Grad m + k ist, in der
die untersten Potenzen 7 mit j < k nicht auftreten.

Beweis. Nach Voraussetzung gibt es eine Darstellung P, (T) = Qu_(T)(T — p)*
mit Qn(p) # 0. Nach Satz 1.19 gibt es eine Polynomfunktion B (), so daf
Qi (L) (hyn(2)e"™) = g (z)e"®. Es gibt dann eine Polynomfunktion Ay, (z) =

Z;nzk c;a?, so dafl hfn ‘() = hp(z). Nach Lemma 1 gilt damit

.
Pa(il) (s (1)) = Qur () (e = 1) (o))

8

)
)

= Quoi( L) (W (@)e) = Qute(L) (hun(w)e™)
—gm<>w' 0

Beispiel 1.15 Wir betrachten noch einmal die Differentialgleichung " + w?y =
beos Qr = Re(be®@). Wir rechnen im Komplexen und nehmen am Ende den
Realteil der Losung. Wir haben Po(T) = (T — iw)(T +iw). Zunichst sei Q? # w?.
Wegen P (i) = w? — Q2 ergibt sich fiir Q # w die komplexe Losung zu

. . b
Y = 0162Wz + C2e—zwax + — Q2ezQx 7 1,09 € C.
Der Realteil ist
Re(y) = a1 coswz+as sin wx—l—m cosQr, a3 =Re(c1+e), ag =Im(ca—¢y) .
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Im Resonanzfall 2 = +w ist 2 eine einfache Nullstelle, so dafl eine spezielle
Losung die Form cze™?® hat. Wegen

(% + w?) (cxe™™) = 2icwe™”

ergibt sich

. . br .
Yy = c1e™" + coe T + %e“” , c1,c9 € C .
Der Realteil ist
Re(y) = a1 coswz+as sin wx—k%x sinwz , a; = Re(c1+¢) , as = Im(ea—cy) .

Wir bestéitigen damit die zuvor in Beispiel 1.9 erhaltenen Losungen.

1.6 Differentialgleichungen 2. Ordnung

Viele Probleme der Physik fiihren auf Differentialgleichungen 2. Ordnung. Das
typische Beispiel ist das Newtonsche Gesetz fiir die eindimensionale Bewegung
der Mechanik y” = f(y), dabei ist f die durch die Masse dividierte Kraft. Die
ibliche Anfangsbedingung ist die Vorgabe von Ort und Geschwindigkeit zur Zeit
xo, d.h. y(xg) = yo und y'(xg) = vo. Diese Differentialgleichung 148t sich in ein
System linearer Differentialgleichungen 1. Ordnung iiberfithren und dann durch
Variation der Konstanten 16sen. Es bietet sich aber noch ein anderer Weg an: Da
R einfach zusammenhéngend ist, ist das Potential

Uty) == [ ds f15)

Yo

unabhéngig vom Integrationsweg. Es gilt ‘Cll—(y](y) = —f(y). Durch Multiplikation
des Newtonschen Gesetzes mit der Geschwindigkeit i’ ergibt sich dann

au 1,5 !
0= "y b (_ / U > '
e A U1 ()
Die Losung ist der Energieerhaltungssatz %y' *+U(y)=E = %U%-}-U (yo) = const.
Das ist nun eine Differentialgleichung mit getrennten Variablen mit der Losung

:T(y) -

Y ds
+ =
LWMW—U®)

Der Ort selbst bestimmt sich dann durch die Umkehrfunktion zu y(z) = T~ (z —
xo).

r — Ty =
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Beispiel 1.16 Die Differentialgleichung des mathematischen Pendels ist 3" =
—w?siny. Dabei ist y der Auslenkungswinkel und w? = 4, mit g der Schwerebe-
schleunigung und L der Fadenlénge. Fiir kleine Winkel ist siny ~ y, und es wird
die einfachere lineare Schwingungsdifferentialgleichung (harmonischer Oszillator)
erhalten. Wir stellen aber nicht die Bedingung kleiner Winkel. Das Potential

ergibt sich zu
v
Uly) = _/o ds (—w?sins) = w?(1 — cosy) = 2w’ sin® ¥ .

Dieses entspricht der Gesamtenergie im maximalen Auslenkungswinkel a = y(0),
so daf sich folgende Losung ergibt:

1 @ ds
.I':Q—
W Jy ,/sinQ% — sinzg

Es interessiert die Zeit % einer halben Schwingung zum anderen Umkehrpunkt

y = —a. Wir substituieren sin § = sin g sinu, also
1 1
5005% ds =singcosudu = 3 1 —sin2§ ds =singVv1 — sin®u du
1
= 5\/1—sin2§sin2uds: sin2%—sin2§du.
Das ergibt
T 1 [ du 2
52—/ = —E(sin§),
wWi-3 \/1 —sin2%sin2u w
. 2 du : o .
wobei E(k) = / ein elliptisches Integral ist. Man findet
0 1 — k2sin?u

lim, o E(sin §) = § und damit lim, o T = 27”

Wir betrachten nun einige Beispiele fiir Differentialgleichungen zweiter Ord-
nung, welche sich aus wichtigen partiellen Differentialgleichungen ergeben, wenn
gewisse Symmetrien vorliegen. Thre Losungen sind spezielle Polynome.

Die Legendresche Differentialgleichung auf dem Intervall I =] — 1, 1] ist gege-
ben durch

(1—2?)y" —2zy+n(n+1)y=0, neN.

Satz 1.21 Das Legendresche Polynom n-ter Ordnung

Pu(z) = — (d)”(g;?—m

= ol \dx

st Losung der Legendreschen Differentialgleichung zum Parameter n.
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Beweis. Der Vorfaktor ist hier irrelavant, er kommt von der Orthonorma-
litdtseigenschaft der Legendreschen Polynome. Aus dem Pascalschen Dreieck folgt
die Leibniz-Regel n-ter Ordnung

() o =3 (1) /9w g

=0
Wir betrachten die (n + 1)-ste Ableitung von z(z) = (2% — 1) (z? — 1)" =
2nx(x? — 1)™

dn+1

e Gl 1)%@2 -1)

s A W TN L (o A N (1 0 A W
m+2 n+1 n
(2% — 1)" +2(n + l)xdanrl (% — 1)" + n(n + l)d—(x2 -1

dxm™
1 m—+1 1 n
= (n—(l)— >2nde(x2 —-1)"+ (n—li_ )2nd—n(m2 -1

2
- (:E - 1)dxn+2

n+1 n

n d n
g (2> = 1) +2n(n + 1)—(2* = 1)" .

=2
nx o

Zusammenfassung der Terme liefert
0=(1—2})P/(x) —22P.(z) +n(n+1)P,(z) . O

Die Legendreschen Polynome treten bei der Losung der sehr wichtigen parti-
ellen Differentialgleichung

AY+U(r)y =0

in Kugelkoordinaten (r,6,¢) auf (A ist der Laplace-Operator). Beispiele sind
die (zeitunabhingige) Schrodinger-Gleichung mit kugelsymmetrischen Potential
(z.B. Wasserstoffatom). Der Ansatz ¢(r,0,¢) = R(r)©(0)®(¢) fihrt mit der
Normierungsbedingung fiir die Wahrscheinlichkeit [o, dz [¢(r,0,¢)|> = 1 auf
Losungen, die im allgemeinen durch ganze Zahlen parametrisiert werden (Quanti-
sierung der Energieniveaus). Man findet (bis auf Vorfaktoren) ©,0(0) = P,(cos ).

Die Legendresche Differentialgleichung ist durch die Legendreschen Polynome
noch nicht vollstédndig gelost, da geméf der allgemeinen Theorie linearer Diffe-
rentialgleichungen n-ter Ordnung eine zweite linear unabhéngige Losung benotigt
wird. In den Ubungen wird gezeigt, daB man diese zweite Losung durch das fol-
gende Reduktionsverfahren erhalten kann:

Satz 1.22 Sei I C R ein Intervall und a,b : I — K stetige Funktionen. Es sei
yay : I — K eine Losung der Differentialgleichung y" + a(x)y’ + b(x)y = 0 und
in einem Intervall J C I gelte yay(x) # 0 fir alle x € J. Dann erhdlt man auf
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J eine zweite linear unabhingige Losung y) : J — K der Differentialgleichung
durch den Ansatz yo)(v) = u(x)ya)(z), wobei u dann eine nichtkonstante Losung
der Differentialgleichung

Yy (@)
Yy ()

u’ + (2 + a(:v))u'(x) =0

ist, die im ersten Schritt zu

u'(z) = y(zl)l(z) exp < — /l‘ dt a(t))

xo
integriert werden kann.

Sehr dhnlich werden folgende Differentialgleichungen behandelt:
Beispiel 1.17 Die Hermitesche Differentialgleichung zum Parameter n € N ist
y" — 2y +2ny =0, re€R, neN.

Eine Losung ist das Hermitesche Polynom n-ter Ordnung
d\" 2
H, = (=1)" 1’2(—> -
(0) = (e ()"
Es tritt auf als Losung der eindimensionalen Schrédinger-Gleichung fiir das Po-
tential U(z) = fw?a? eines harmonischen Oszillators.
Beispiel 1.18 Die Laguerresche Differentialgleichung zum Parameter n € N ist

2y +(1—2)y +ny=0, reR,, neN.

Eine Losung ist das Laguerresche Polynom n-ter Ordnung
1 xr d " n_—=x
L,(z) = e <%) (z"e™™) .
Es tritt auf als Losung der zweidimensionalen Schrodinger-Gleichung in Radial-

koordinaten fiir das U(z) = sw?r? eines harmonischen Oszillators.

Beispiel 1.19 Die hypergeometrische Differentialgleichung zu den 3 Parametern
a, 3,7 € R ist

r(l—2)y" +(y—(a+ B+ 1))y —afy=0, reC\{0,1,00}.
Eine Losung ist gegeben durch die hypergeometrische Funktion

a o aff ! ala+1)B(B+1) z?
F( y )13) .—1+7‘i + S+ 1) B
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Ist o oder 3 eine negative ganze Zahl —n (und -y geeignet), dann bricht die Reihe
ab, und F (af ‘:r) wird ein Polynom n-ter Ordnung in z.

Durch die sehr allgemeine 3-parametrige Form lassen sich viele andere spezielle
Funktionen durch hypergeometrische ausdriicken. Viele Integrale berechnen sich
zu hypergeometrischen Funktionen, wichtig ist dabei die Identitét

F(O‘f’x) - m/ol dt 1971 (1 — £)7P (1 — tr) e .

Beispiel 1.20 Die Besselsche Differentialgleichung zum Parameter p € R ist

y”+ly’+<1—%>y:0, peER.
x x
Dabei ist zundchst € R%, jedoch kann man die Gleichung auf z € C\ {0}
ausdehnen. Die Besselsche Differentialgleichung tritt auf bei zweidimensionalen
Schwingungen und Wellen in Radialkoordinaten. Die Gleichung Au = —u in 2
Dimensionen liefert mit dem Ansatz u(r,¢) = f(r)e’?® die Besselsche Differen-
tialgleichung fir y(x) +— f(r). Die Gleichung Au = —u entsteht z.B. aus der
Wellengleichung (A — g—;)w mit dem Ansatz (7, ¢,t) = u(r,)e’.

Die Losungen der Besselschen Differentialgleichung heiflen Zylinderfunktio-
nen. Die einfachste ist die Besselfunktion (zum Parameter p € R)

0 2k

xP T
)= 23 (-1 o .
2p — 2T (p+ k+1)

Eine zweite linear unabhéngige Losung ist die Neumannsche Funktion N,(z).
Fir x € C sind die komplexen Linearkombinationen H,(x) = J,(z) £ iN,(x)
(Hankel-Funktionen) niitzlich.

Es gibt niitzliche Integraldarstellungen der Besselfunktion, z.B.

1 7T
Jn(x) = —/ df cos(nf — xsinf) , neN.
0

™

Daraus folgt |J,(z)| < 1 fiir alle x € R, was aus der Reihenformel nicht offensicht-
lich ist. Bestimmte Integrale mit Zylinderfunktionen sind elementar berechenbar
(zumindest tabelliert). Ihre Bedeutung ist vergleichbar mit Sinus und Cosinus
bzw. Exponentialfunktion. Die Nullstellen der Besselfunktion sind wichtig bei
zweidimensionalen Randwertproblemen, z.B. bei Schwingungen einer am Rand
eingespannten Membran.
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2 Hilbert-Riume und Operatoren

Hilbert-R&dume sind Banachrdume mit Skalarprodukt. Sie verallgemeinern damit
die (endlich-dimensionalen) euklidischen und unitéren Vektorrdume. Viele aus
der endlich-dimensionalen Situation bekannte Strukturen lassen sich auf Hilbert-
Réume {ibertragen. Operatoren auf Hilbert-Réumen verallgemeinern die Endo-
morphismen von euklidischen und unitéren Vektorrdumen.

2.1 Definition und Eigenschaften

Wie zuvor ist K der Kérper K = R oder K = C.
Definition 2.1 Sei X ein Vektorraum iiber K. Ein Skalarprodukt auf X ist eine
Abbildung (, ) : X x X — K mit

i) (w, \u+ pv) = Mw, u) + p{w, v) Vu,v,w € X, \,u€eK

Linearitét in der 2. Komponente)
v, w) = (w,v) Vo, w € X (hermitesch)

i)
ii)

v,v) > 0 fiir alle v € X und (v,v) = 0 genau dann, wenn v =0
positiv definit).

(
{
(
(
Achtung: In der mathematischen Literatur wird das Skalarprodukt als linear in

der ersten Komponente definiert. Mit der hier gewahlten physikalischen Konven-
tion ergibt sich aus (i) und (ii)

(M A+ pw, w) = Mu, w) + (v, w) Yu,v,we X, \,peK.

Das Standardbeispiel eines Skalarprodukts ist (u,v) := Y %uv; auf K", wenn
u=(uy,...,u,) und v = (vy,...,v,). Das folgende Beipiel fiihrt bereits iiber die
unitdren Vektorrdume hinaus:

Beispiel 2.1 Es sei
P(N):={f:N—C : Z|f(n)\2 < oo} .
n=0

Dann definiert -
(f.9):=>Y_ [flm)g(n),  fge(N)
n=0

ein Skalarprodukt auf ¢*(N). Dabei wird verwendet, da wegen |f(n)g(n)| =
|F(n)]1g(n)] < 3(If(n)|* + |g(n)|?) die unendliche Reihe existiert.
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Beispiel 2.2 Es sei C([a,b],C) der Vektorraum der stetigen (damit be-
schriankten) komplexwertigen Funktionen auf dem kompakten Intervall [a, ] C R.
Dann definiert

b —_
() = / dr F@)g@),  f.geCllab)

ein Skalarprodukt auf C([a,b]). Wegen der Stetigkeit von f folgt aus
fabda: |f(z)]? =0, daB8 f(z) = 0 fiir alle = € [a, b].

Satz 2.1 (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung) Fs sei X ein Vektorraum mit
Skalarprodukt ( , ). Dann wird durch ||v|| := /(v,v) eine Norm auf X definiert.
Insbesondere gilt die Ungleichung von Cauchy-Schwarz

(o, ) [* < ol |w]®>  fir alle v,w € X
mit Gleichheit genau dann, wenn v und w linear abhdngig sind.

Beweis. Siehe Satz 1.2 aus dem letzten Semester. O

Damit ist das Skalarprodukt ( , ) : X x X — K insbesondere stetig, denn es
gilt

[(v,w) = (', w')| = [{v =0, w) = (V,w — w)|
< [{v=", w‘+|v w' — w)|

< o = lflwll + [l lw" = w] -

Der folgende Satz liefert ein Kriterium, wann das Skalarprodukt aus der Norm
zuriickgewonnen werden kann:

Satz 2.2 (Parallelogrammgleichung) FEs sei X ein normierter Vektorraum.
Es gibt genau dann ein stetiges Skalarprodukt { , ) : X x X — K auf X, wenn
das Parallelogramm-Gesetz gilt,

v+ w||® + ||Jv — w||* = 2|]v|* + ||w]||? fiir alle v,w € X .

Beweis. Die Richtung (=) ist klar. Die Umkehrung ist eine sehr mithsame Rech-
nung (eine ganze Seite in Hirzebruch/Scharlau), dafl

(v, w) = (o +wl* = [lv —wl?) fir K = R
O v+ wlP = o = wl? + dlliv + w]f? = dfliv — w]?) fir K=C

die Eigenschaften eines Skalarprodukts hat. U

Definition 2.2 Sei H ein Vektorraum iiber K mit Skalarprodukt ( , ). Dann heiBt
H ein Pra-Hilbert-Raum. Ist H vollstandig, so heiBt H Hilbert-Raum.
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Beispiel 2.3 1) H = K" mit dem kanonischen Skalarprodukt ist ein Hilbert-
Raum.

2) (*(N) aus Beispiel 2.1 ist ein Hilbert-Raum.

3) C([a,b],C) aus Beispiel 2.2 ist kein Hilbert-Raum (Cauchy-Folgen stetiger
Funktionen kénnen gegen unstetige Funktion konvergieren).

2.2 Die [P-Raume

Sehr wichtige Beispiele fiir Hilbert-Rdume sind die Vektorrdume der quadrat-
integrierbaren Funktionen. Wir miissen dazu das Lebesgue-Integral ein wenig
weiterentwickeln. Zunéchst eine Zusammenfassung zum Lebesgue-Integral:

Definition 2.3 Eine Funktion f : R" — R heiBt Treppenfunktion, falls es endlich
viele paarweise disjunkte Quader )1, ..., Q) gibt, so daB

i) Fiir jedes 1 <14 < k ist die Einschrankung f|q, von f auf Q; eine konstante
Funktion.

i) f(z)=0firallez e R\ (U, Q:)-

Eine Funktion f : R — RU{oo} heiBt Lebesgue-integrierbar, wenn es eine Folge
(fx)ren von Treppenfunktionen gibt, so daB fiir die L'-Halbnorm gilt limy_ ... || f —

fll1 = 0. Dann heiBt/ dx f(z) := klim / dx fi(x) das Lebesgue-Integral von f.
—00 R™

R’Vl
Eine Teilmenge X C R™ heiBt Lebesgue-meBbar, wenn seine charakteristische
Funktion 0x Lebesgue-integrierbar ist.

Eine wichtige Rolle spielen Nullmengen, das sind Teilmengen A C R” mit
Lebesgue-Mafl Null. Eine abzdhlbare Vereinigung von Nullmengen ist wieder ei-
ne Nullmenge. Eine Eigenschaft gilt fast tiberall, wenn die Menge der Punkte, an
denen sie nicht gilt, eine Nullmenge ist.

Definition 2.4 Eine Funktion f : R" — R U {oo} heiBt Lebesgue-meBbar, wenn
sie fast liberall Grenzwert einer Folge von Treppenfunktionen ist.

Einige Eigenschaften (ohne Beweis):

Satz 2.3 Fiir mefbare Funktionen f,g und ¢ € R sind auch cf, f+ g, |f|, f9,

maX(fa g)7 min(fa g>7 f+7 f* meﬁbar'
Jede stetige Funktion und jede integrierbare Funktion f : R™ — R U {oo} ist

mejsbar.
Fine mef$bare Funktion f : R" — RU{oo} ist genau dann integrierbar, wenn
| f| integrierbar ist.

Satz 2.4 Fiirp e RY se
LP(R™) :={f :R" = RU{oo} : f ist mefbar und |f|P ist integrierbar} .

Dann ist LP(R™) ein Vektorraum.
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Beweis. Klar ist, dafl fur f € £P(R") und A € R gilt A\f € LP(R™). Seien f,g €
LP(R™). Dann ist f + g meBbar und ebenso |f + g|P. Weiter gilt

|f + gl < (F1+ 19D < @sup(f1, |9]))? < 27sup(|f17, |g[") -

Nach Voraussetzung sind |f|? und |g|" integrierbar, also ist auch |f + g|P inte-
grierbar. 0

Fir f € £P(R™) sei

I£li= ([ arliar)”

Das ist zunéchst keine Norm, denn aus ||f|[, = 0 folgt nur, daB8 |f|P = 0 fast
tiberall (damit f = 0 fast iiberall). Sei

NPR") = {f € L2 (R") = || fll, =0}

der Untervektorraum von £P(R") aller fast iiberall verschwindenden Funktionen
und

LP(R") = LP(R")/L7(R")

der Quotientenraum, bestehend aus Aquivalenzklassen fast iiberall gleicher Funk-

tionen aus £P(R™). Dann ist auch || ||, auf L?(R™) definiert, da / dx | f(z)]P =
Rn

/ dx |g(z)|P wenn f = g fast iiberall.

Satz 2.5 Firp > 1 ist LP(R™) zusammen mit || ||, ein normierter Vektorraum,
und insbesondere gilt die Minkowskische Ungleichung

If+ gl < fllo +llglly fiir alle f,9 € LP(R") .

Fiir p = 1 haben wir das im letzten Semester erarbeitet. Fiir p > 1 verbleibt der
Beweis der Dreiecksungleichung. Wir beweisen zunéchst

Satz 2.6 (Holdersche Ungleichung) Es seien p,q > 1 mit % +§ =1 sowie
f € LP(R") und g € LYR™). Dann ist fg € L*(R™), und es gilt die Hildersche
Ungleichung

gl < W flpllglly -

Beweis. (Wir diirfen hier die Dreiecksungleichung noch nicht verwenden!)

i) Wir zeigen zunéchst ab < % + % fiir alle a,b > 0. Das ist klar fiir a = 0
oder b = 0. Fiir festgehaltenes a > 0 bestimmen wir die lokalen Extrema der
Funktion F'(b) := %p—l—% —ab fiir b > 0. Wegen qi—l =p—1lundp-q=p+qgilt

0=F(b)=b""'"-a & b=a"",
Fﬂ(b)’b:awl =(q— 1)a(p_1)(q_2) =(g—1a*?>0.

32

Preliminary version — 9. Juli 2007



Somit gibt es ein lokales Mininum bei b = a?~!. Dort gilt

P (p—1)g 1 1
Fb)|,_ 0= =+ 2 —abza”(——l———l):O.
- p q p q

ii) Fir ||f|l, = 0 oder ||g|[, = 0 ist die jeweilige Funktion fast {iberall
gleich Null und damit auch das Produkt fg, also gilt die Ungleichung. Sei al-
50 || fllp, llglly > 0. Wir bezeichnen mit f, § einen beliebigen Repriisentanten von
f,g. Dann gilt punktweise

_ @l a@)] _ tif@P | 1g@)
T Nl = e IR e Nl

Die Funktion [ der linken Seite ist mefibar, die Funktion r der rechten Sei-
te integrierbar. Also gibt es eine Folge von Treppenfunktionen (li)geny mit
I = limg_oo [y = limy_ inf(ly, r) fast iberall. Da |inf(ly,r)| < r integrierbar
ist fiir alle k, ist nach dem Satz von Lebesgue auch [ integrierbar. Somit gilt

Uil _ [, @) 5@ _ 1 I @l 1 [ 4l

Ifllollglly — Jan ™ fll Nlglls ~ P Il q e lglla

Beweis der Minkowskischen Ungleichung. Seien jetzt f,g € LP(R"™) mit p > 1.
Sei ¢ > 1 definiert durch | + ¢ = 1. Dann gilt punktweise

() r(z) .

q

=1.0

fHglP=1f+glP ' f +9l <|f+glP I+ |+ 9P Mgl -

Alle auftretenden Funktionen sind mefibar, und wegen (|f +g|P~!)? = | f + g|? ist
|f +g|P~! € LYR"™). Nach der Holderschen Ungleichung sind |f + g|P~!|f| und
|f + g[P~Yg| integrierbar mit

[ dels@+a@p < [ do (@) + al@)p 1) + 1)+ gl o))

1 1

< (/Rn da \f<x>+g<:c>!p)"(/w dr |f(@))"

1 !
([ dsli@+glar) ([ dolg@l)”
Rn R®
Fiir || f + g, = 0 ist alles klar. Ist |[f + g]|, # 0, dann kénnen wir die Gleichung
durch ( /]R L dz | f(z)+g(z) ); dividieren, was wegen 1—% = 113 die Minkowskische
Ungleichung liefert. 0

Ist A C R" eine Teilmenge, so dafl ihre charakteristische Funktion § 4 mebar
ist, dann definieren wir LP(A) als die entsprechende Einschrinkung, startend mit

LP(A) ={f=foa:R" - RU{oo} : f ist meBbar und |f|’ ist integrierbar}
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und Ubergang zu den Aquivalenzklassen fast iiberall gleicher Funktionen. Wichtig
ist auch die Komplexifizierung der LP-Réume, d.h.

LE(R™) :={[f] : f:R*—C, f ist meBbar und |f|? ist integrierbar} .

Entsprechend definiert sich Lf,(A) Wir werden die symbolsiche Unterscheidung
zwischen L, und LP meist weglassen.
Wir fiithren auch noch den Raum L*(R") ein, startend mit

LPR™) :={f:R" - RU{oo} : f ist meBbar und fast iiberall beschrénkt} .
Eine Halbnorm auf £>*(R"™) wird wie folgt definiert:
| flloo := inf{c € R : auferhalb einer Nullmenge gilt |f(x)| < c} .

Offenbar ist || f||« = 0 genau dann, wenn f = 0 fast iiberall. Der L>°(R") ist dann
die Menge aller Aquivalenzklassen fast iiberall gleicher £ (R"™)-Funktionen, und
zusammen mit || ||« ein normierter Raum (die Dreiecksungleichung ist klar). Die
Ho6ldersche Ungleichung verallgemeinert sich wie folgt:

Satz 2.7 Fir alle f € L'(R") und g € L*(R") gilt fg € L*(R™) mit || fg|; <
£l

Beweis. Das folgt sofort aus der Definition von || ||so- O

Satz 2.8 (Riesz-Fischer) Der normierte Vektorraum LP(R™) (bzw. LP(A) bzw.
deren Komplezifizierung) ist vollstindig fir alle p > 1 und fir p = oo, also ein
Banachraum. Insbesondere ist L*>(R™) ein Hilbert-Raum mit Skalarprodukt

()= [ doT@lg@).  fge LR,

Beweis. Wir zeigen den Fall p < oo.
i) Es sei (fy)ney eine Cauchy-Folge von Funktionen f, € £P(R"), d.h. 0 <

[fro = fmllp < € fiir alle m,n > N(e). Wegen [|[fullp = [[fmllp] < ([0 = frnllpy <€
ist dann auch (|| fn||p)nen eine Cauchy-Folge in R. Insbesondere ist || f,|, < M
beschrankt fiir alle n, und damit ist | f,,(z)| < oo fast iiberall.

ii) Es sei (fn,)k=12,.. eine Teilfolge mit n; < ne < ... und [|f, — fu,.llp < 2%

fiir alle n > ny. Dann gilt Y77 [ fo, — fre llp < 1. Sel gi(@) := fo, (2) = fap,, (2)
und G, (z) ==Y ;_, |gx(z)| sowie G(x) := >_,2 | |gr(x)|. Dabei ist G,, fast iiberall
endlich nach i), wihrend wir das fiir G jetzt zeigen: Mit G2 € L1(R") gilt

[ @y = ey < (X las) <1

Nach dem Satz von Beppo Levi ist die punktweise gebildete Grenzfunktion
GP = lim,, .., G} integrierbar, d.h. ||GP[[; = ||G||? < oo. Insbesondere ist G(x)
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fast tiberall endlich. Also existiert fast iiberall punktweise der Limes g(z) :=
> r 1 gr(z) mit absoluter Konvergenz der Reihe.
iii) Wir zeigen g € £P(R"). Zunéchst ist g meBbar als Limes mefibarer Funk-

p
tionen. Die Folge der Partialsummen s, := ’22:1 gk‘ konvergiert fast iiberall

punktweise gegen |g|P mit |s,| < |g|P fast iiberall. Wegen

LS ne] = (|2 0l,) = (St <

sind die Integrale der Partialsummen s,, beschrankt. Nach dem Satz von Lebesgue
ist dann |g|P integrierbar, also g € LP(R™). Damit ist f := f,, —¢ = limg_ fn, €
LP(R™).

iv) Die Folge |f — f,,.|F konvergiert fir k — oo fast iiberall gegen Null. Au-
Berdem ist nach Abénderung auf einer moglichen Nullmenge |f — f,,, [P < |g|? fiir
alle k, und |g|? ist integrierbar. Nach dem Satz von Lebesgue gilt dann

tin [ del (@)~ o)l = [ do( fim [£0) = fuula)l) =0,
—X JRn Rn —00

d.h. (f,) konvergiert in der LP-Norm gegen die punktweise gebildete Grenzfunk-
tion f € LP(R™). O

Ist X ein Pré-Hilbert-Raum, so ist seine Vervollstindigung H := X in ka-
nonischer Weise ein Hilbert-Raum (der Beweis erfolgt iiber das Parallelogramm-
Gesetz). Die Vervollstandigung ist im wesentlichen eindeutig, d.h. wenn es zwei
Vervollstandigungen j : X — H und j : X — H gibt, so existiert ein isometri-
scher (normerhaltender) Isomorphismus u : H — H mit j = u o j.

Beispiel 2.4 Fiir X = C([a,b],C) ist
H =X = L*([a,b],C)
= {[f] . f:]a,b) = C, f ist meBbar und /

[a,]

d |f(@)? < oo}

mit f ~g <& f=gfast iiberall < dz |f(z) — g(x)|* = 0.
[a,0]
Zu beachten ist, dal C([a,b],C) zusammen mit der Supremumsnorm | f|| :=

SUD,.c (a4 | f(2)] ein Banachraum ist, nicht jedoch mit der L*-Norm || f||,.

2.3 Der Rieszsche Darstellungssatz

Wir erarbeiten zunéchst einige Eigenschaften konvexer Teilmengen. Eine Teil-
menge A C V eines Vektorraums V' heiflt konver, wenn fiir alle a;,as € A und
A€ [0,1] gilt Aag + (1 — N)ag € A.
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Satz 2.9 Sei H ein Hilbert-Raum und A C H eine nichtleere abgeschlossene
(beziiglich der induzierten Norm) konvexe Teilmenge. Dann existiert zu jedem
v € H genau ein w € A mit ||[v — w|| = mingea ||v — al|| =: d(v, A).

Beweis. Sei v := inf,e4 ||v — al|. Dann gibt es eine Folge (ay,)neny von Elementen
a, € A, so dafl die Folge (7,) mit v, := ||v — a,]|| gegen v konvergiert. Wir zeigen
mit der Parallelogrammgleichung, da8 (a,),en eine Cauchy-Folge ist. Wegen der
Vollstandigkeit konvergiert diese gegen ein a € H, und wegen der Abgeschlossen-
heit von A gilt sogar a € A.

lam = anl® = [[(v = az) = (v = an)|®
=2[lv = au* + 2[lv = anl* = 4llv = 3(an + an)|*.

Wegen Konvexitét ist 3(a, + an) € A und deshalb v < [[v — 3(a, + an)|* <
s([lv=an||+Jv—anl|). Also konvergiert ||v—3(a,+am)||* gegen v und [|a,, — a,|?
gegen 0 fiir m,n — oo.

Sei b € A ein weiteres Element mit ||[v — b|| = v, dann liefert die Parallelo-
grammgleichung zusammen mit der Konvexitit ||a — b|| = 0, also a = b. O

Dabei heifit d(v, A) der Abstand von v zu A. Insbesondere gibt es zu jedem
v € H und jeden linearen Teilraum (Untervektorraum) E C H (der automatisch
konvex ist) ein w € E (das Lot von v auf E) mit ||v — w|| = min,eg [|[v — u|| =:
d(v, F). Wie in der linearen Algebra definieren wir:

Definition 2.5 Sei (H,(, )) ein (Pra-) Hilbert-Raum.

i) Zwei Vektoren v,w € H heiBen orthogonal (bezeichnet mit v L w), wenn
(v,w) = 0.

ii) Zwei Teilmengen A, B C H heiBen orthogonal (bezeichnet mit A L B),
wenn a L b fiirallea € Aund b € B.

Ist A C H eine nichtleere Teilmenge, so heit At := {v € H : v L A}
der Orthogonalraum von A in H.

Dabei ist A+ stets ein abgeschlossener linearer Teilraum fiir beliebiges A # @:
Sei v,w € AL, dann ist (a, \v + pw) = 0 fiir alle @ € A. Ist (v,)nen eine gegen
v € H konvergierende Folge von Vektoren v, € A*, so folgt aus der Stetigkeit
des Skalarprodukts (v, a) = lim,, . (v,,a) = 0 fiir alle a € A, also v € AL,

Fiir orthogonale Vektoren v,w € H mit v L w gilt der Satz des Pythagoras
lv+ wl? = [lo]]* + [lw]]*.

Satz 2.10 Es set H ein Hilbert-Raum, E C H ein abgeschlossener linearer Teil-
raum von H.
i) Istw, € E das Lot eines beliebigen Vektors v € H auf E, so ist v—w, €
E*.
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i) H=E®E"', dh H=FE+ E* und EN E* = {0}.

iii) Istv=w+umitw € E, u € E*+, soistw das Lot von v auf E und u das
Lot von v auf E+. Insbesondere ist die Zerlegung v = w + u eindeutig.

Beweis. i) Sei 0 # w € E beliebig und A := &%= ¢ K. Dann bedeutet die

[[w]?
Loteigenschaft [[v — w,||* < ||v — w, — Aw]|?. Andererseits ist

lv = 1w, = Aw|[* = [lo — w,|* + [AP[[w]]* = Mo — wy, w) = Mw, v —w,)

= llv —wy||* = [AP|w]*,

also A = 0.

ii) Damit zerlegt sich ein beliebiger Vektor in v = w, + (v — w,) € E + E*.
Ist u € ENE*, soist (u,u) =0, also u = 0.

iii) Sei v = w+u mit w € Eund u € E+. Ferner sei w, € E das Lot von v auf E
und u, := v—w, € E+. Dann gilt 0 = v—v = wHu—(w,+u,) = (W—w,)+(u—u,),
also £ 3w —w, =u, —v € B+, also w = w,,. O

Definition 2.6 Sei H ein Hilbert-Raum und £ C H ein abgeschlossener linearer
Teilraum. Die Abbildung Pg : H — E mit Pg(v) := w, (Lot von v € H auf FE)
heiBt orthogonale Projektion von H auf E.

Aus Satz 2.10 folgt, dafl Pgr : H — FE eine lineare Abbildung ist und dafl Pp. =
idy — Pg die orthogonale Projektion auf E* ist. SchlieBlich gilt Py o P = Pg
und Pg o (idg — Pg) = 0 (Nullabbildung).

Satz 2.11 Es sei (X, || ||) ein normierter Vektorraum tber K und
X' =B(X,K):={f: X =K : f istlinear und stetig }
der Dualraum. Dann ist X' zusammen mit der Operator-Norm

[fllop == sup  [f(v)]

veX , v||<1

ein Banach-Raum.

Beweis. Es sei (fn)nen eine Cauchy-Folge in B(X, K). Dann folgt fiir alle v € X

n,Mm—00

[fn(0) = fn ()] = |(fo = f) )] < {[fo = Finllopllvll =0

Also ist auch (f,,(v))nen eine Cauchy-Folge in K, die wegen der Vollstandigkeit
konvergiert gegen ein f(v) := lim, . fn(v) € K. Weiter gilt wegen der Linearitét
der f,

fOw+pw) = lim fo(Av+ pw) = A lim £ (v) +p lim fo(w) = Af(v) + pf (w)
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d.h. f ist linear.
Zu jedem € > 0 existiert ein N € N, so daB || f,, — fim||op < € fiir alle m,n > N.
Dann ist fiir alle v € X mit |[v]| <1und n > N

[f()=fa(v)] = Tim |frn(v)=fu(o)] < sup  {[fm(v)=fa(v)] = m >N} <e.

vexX, [lvll<1

Das ergibt |[f = fullp = supex o<1 [f(v) = fa(v)| < € dh. f, konvergiert
in der Operatornorm gegen f. Insbesondere ist f — f, stetig und somit auch

Daraus folgt, dafl der Dualraum H’ eines (Préi-) Hilbert-Raums H automatisch
ein Banachraum ist. Ist H Hilbert-Raum, dann 148t sich H’ konkret angeben:

Satz 2.12 (Riesz) Sei H ein Hilbert-Raum, H' sein Dualraum und j : H — H’
definiert durch j(v)(w) := (v,w). Dann gilt:

i) j ist antilinear, d.h. j(Mv + pw) = Xj(v) + 1j (w).

ii) j ist isometrisch, also injektiv.

iii) j ust surjektiv, also ein Anti-Isomorphismus. (gilt nicht fiir Prd-Hilbert-
Rdaume!)

Beweis. i) folgt aus der Definition.
ii) Zu zeigen ist ||j(v)|lop = ||v| fiir alle v € H. Das ist klar fiir v = 0.
Ansonsten (v # 0) betrachten wir

li)llop = sup  [j(w)(w)]= sup [(v,w)| <[],
weH , [lwl|<1 weH , [lwl|<1

also [|j(v)]lop < ||v||. Andererseits ist fiir die spezielle Wahl j(v)(ﬁ) = ||v]| und
damit [|7(v)[lop = [|0]l-

iii) Sei 0 # f € H' und sei E := ker f C H. Dann ist E ein abgeschlossener
linearer Teilraum von H, denn seien v, € E und v := lim,, .., v, € H, so konver-
giert wegen der Stetigkeit von f die Folge f(v,) = 0 gegen f(v) = 0. Da f # 0,
gibt es Vektoren 0 # v € H mit f(v) # 0, insbesondere ist F # H. Also gibt es
0 # v € E+ mit |jv]| = 1. Sei A := f(v). Dann gilt fiir alle w € H

f(f(w)o = fv)w) = f(w)f(v) = f(v)f(w) =0,
also f(w)v — f(v)w € E und weiter
0= (v, f(w)v = fo)w) = f(w)[v]|* = f(v)(v,w),
also f(w) = v, w) = (w,w) und damit f = j(v). O

Insbesondere gilt in H' die Parallelogrammgleichung, d.h. H’ ist selbst ein
Hilbert-Raum. Damit ist jeder Hilbert-Raum reflexiv, d.h. H” := (H') = H.
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2.4 Orthonormalbasen

Wir benotigen einen Summierbarkeitsbegriff fiir beliebige Index-Mengen.

Definition 2.7 Es sei (X, || ||) ein Banachraum und I # & eine Indexmenge. Eine
Familie (v;);cr von Vektoren v; € X heiBt summierbar zu v € X, wenn es zu jedem
€ > 0 eine endliche Teilmenge J. C I gibt, so daB fiir jede endliche Teilmenge J mit
JocJcIg|v-3u
ieJ

< €. Damit ist v € X eindeutig bestimmt, und wir

schreiben v =, v;.

Fiir X = K und I = N entspricht diese Summierbarkeit der absoluten Konver-
genz.

Im weiteren bezeichne J (mit Indizes) immer endliche Teilmengen der Index-
menge /.

Satz 2.13 Es sei (X, || ||) ein Banachraum.

i) Fine Familie (v;);es ist genau dann summierbar, wenn es fu'r alle e > 0

ein Jy gibt, so dafS H ZU, < € fir alle J' mit J' N Jy =

ieJ’

ii) Die Familie (v;);er ist summierbar zu v € X genau dann, wenn hochstens
abzihlbar wviele v; ungleich Null sind und wenn fir jede Abzihlung

V1, Vo, ... derwv; giltngl%og ;.

j=1
iii) Ist (||vi|])icr summierbar in R, so ist (v;)ie; summierbar in X.

Beweis. 1) (=) Die Familie sei summierbar. Nach Definition 2.7 gibt es ein Jy mit
v — Zvi < g fiir alle J D Jy. Dann gilt fiir J' mit J' N Jy =
icJ

1€

|2
ieJ’

< €.

PRSI VRS B L)

i€J'UJy i€J'UJy

(<) Fir jedes n € N\ {0} gibt es ein J,, so dafl H Zvi

i€,

1
< — fiir alle J), mit
n

JINJ, =a. Sei w, := Z v;, dann gilt fiir alle m > n
i€ J1U- Uy

Wy — Wy, = E v; .

1€ (Jpg1U- U )\ (J1U-+-Udy)

Insbesondere ist ((Jn41U- - -UJp)\ (J1U- - -UJ,) )N, = &, s0 daB [[wy, —w,|| < .
Also bilden die (w,) eine Cauchy-Folge, die wegen der Vollstéandigkeit gegen ein
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Grenzelement v = lim,,_, w, konvergiert. Fiir ¢ > 0 wéhle N € N mit % <z
und |[v — w,|| < § fiir alle n > N. Dann gilt fiir jedes J D Jy U---U J,

HZvi—v :H Z V; + Z V; —U §H Z V;
ieJ J1U--UJdn)

i€ J\(J1U--UJp) 1€(J U 1€J\(J1U--UJy)
wegen Jy N (J\ (SHLU---UJ,)) =92.
ii) Wir konstruieren die .J,, wie oben. Dann ist | J~, J, abzéhlbar. Sei i ¢
Us?, J,. Dann gilt [|v;]| < + fiir alle n € N, also v; = 0. Alles weitere ist klar.
iii) Zu € > 0 gibt es Jo mit »_,_; [lv;|| < e. Da J. endlich, gilt ” Zvi
icJe

> il < e O

1€Je

+||w, —v|| < €

<

Ebenso zeigt man, daf3 Linearkombinationen summierbarer Familien wieder
summierbar sind mit

Z(Avi—l—uwi) = )‘ZUH_“ZW :
i€l i€l iel

Auflerdem gilt in Hilbert-Réumen (3, ; v, w) = >, (vi, w).

Definition 2.8 Sei H ein (Pra-) Hilbert-Raum. Eine Familie (v;);c; von Vektoren
v; € H heiBt Orthogonalsystem, falls (v;,v;) = 0 fiir alle 4,j € I mit i # j. Gilt
zusatzlich (v, v;) = 1 fiir alle i € I, dann heiBt (v;);c; ein Orthonormalsystem.

Beispiele sind eine Teilmenge der Standardbasis (€;)icq1,2,..»,3 im K" mit dem
kanonischen Skalarprodukt, aber auch

Beispiel 2.5 Fiir H = (*(N) und k € N sei ex(n) := 0,. Dann ist fiir jede
Teilmenge I C N die Familie (e;);c; ein Orthonormalsystem.

Satz 2.14 FEs sei H ein Hilbert-Raum und (v;);cr ein Orthogonalsystem. Dann
sind dquivalent:

1) (vi)ier ist summierbar in H.

i) (|vil])ier ist summierbar in R.

Ist eine (damit beide) der Bedingungen erfillt, so gilt der Satz des Pythagoras
2
D MR
icl icl

Beweis. Gilt 1) oder ii), so folgt aus dem Satz des Pythagoras fiir endliche Teil-

mengen Y [lull* = | 3 v,
ieJ’ ieJ’

2
< € mit J'NJ. = @. Damit gilt die jeweils andere
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Eigenschaft. SchlieBlich haben wir fiir v := %", v;

~ (L) = Lt = 3 () = 3 St = o)

iel iel jel iel jel iel

O

Satz 2.15 Sei H ein Hilbert-Raum und (v;);e; ein Orthonormalsystem in H.
Dann gilt:

i) Z |(vi, v)|* < |[v||? fiir alle v € H (Besselsche Ungleichung).

i€l

ii) ZK%UHQ = ||v||* genau dann, wenn v = Z(vi,wvi (Parsevalsche
icl iel
Gleichung).

Beweis. 1) Fir alle endlichen Teilmengen J C I gilt

U_Z<UZ> > Ui ||’U||2 Z| Vi, U

ieJ ieJ

0<

Also ist >, [{v;, v)|? beschrinkt (und monoton wachsend bei Hinzunahme wei-

terer v;), d.h. Z |(v;, v)|? existiert und erfiillt die Besselsche Ungleichung.
icl
i) Es gilt

HU—Z@Z, o] = ol = 3 e, v)] s v=Y (. O

i€l i€l i€l

Beispiel 2.6 Es sei I # @ eine beliebige Indexmenge und

(1) ::{f:l—>K ; Z|f(z)|2<oo}

i€l

Dann ist £%(I) mit dem Skalarprodukt (f,g) Z f(i)g(i) ein Hilbert-Raum

iel
(der Standard-Hilbert-Raum zur Indexmenge I).

Satz 2.16 (Fourier-Entwicklungssatz) Sei H ein Hilbert-Raum dber K
und (v;)ie; ein Orthonormalsystem in H. Dann sind folgende FEigenschaften
Gquivalent:

1) (v;)ier ist mazimales (oder vollstindiges) Orthonormalsystem, d.h. ist
(w;)jer ein Orthonormalsystem, das (v;)ier enthdlt, so sind (v;)ier und
(w;)jer als Mengen gleich, d.h. es gibt eine Bijektion ¢ : I — I' mit
v; = Wy fiir alle v € 1.
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) Giltv L wv; firallei € I, so istv=0.
) Fiir allev € H gilt v =7, (v, v)v; (Fourier-Entwicklung).
iv) Fir alle v,w € H gilt (v,w) =Y. (v, v5) (v, w).
) Fiir alle v e H gilt ||v||> = >,c; [(vi,v)|* (Parsevalsche Gleichung).
) Die Abbildung F : H — (%(I) mit F(v) = f, und f,(i) := (v;,v) ist ein

1sometrischer Isomorphismus.

Definition 2.9 Sei H ein Hilbert-Raum iiber K und (v;);c; ein Orthonormalsystem
in H, das eine (und damit alle) der Eigenschaften i)-vi) aus Satz 2.16 erfiillt. Dann
heiBt (v;);c;r eine Orthonormalbasis (ONB) von H (manchmal auch vollstandiges
Orthonormalsystem).

Beweis von Satz 2.16. 1)=-ii) Sei 0 # v € H mit v L v; fiir alle ¢ € I. Dann wire
(V3)ier U mv ein groBeres Orthonormalsystem. Widerspruch.

ii)=1) Sei (wj)jer D (vi)ier ein groBeres ONS. Dann gibt es ein w; # 0 mit
(wy, v;) = 0. Widerspruch.

ii)=iii) Sei w := v — ), ;(v;, v)v;. Die Orthonormalitét liefert (v;, w) = 0 fiir
alle 7 € I und damit w = 0.

iii)=iv) Setze v = ., (v;,v)v; und w = ), (v;, w)v; und berechne (v, w).

iv)=v) Setze w = v.

v)=ii) Ware (v, v;) = 0 fiir alle i € I, so folgt v = 0 aus v).

iv)=vi) Ist f,(i) = (v;,v) fiir v € H, so folgt

(for fu) =D Fo(@) fu(i) =D (v, v3)(vi,w) = (v,w) |

el el

d.h. F ist isometrisch und damit injektiv. Sei f € ¢%(I) beliebig, so konvergiert
> icr f(@)v; in H nach Satz 2.14, d.h. es gibt ein v € H mit v = Y., f(i)vs
Dann ist f(i) = (v;,v) = f,(4), also ist F' surjektiv.

vi)=iv) Ist v — f, ein isometrischer Isomorphismus, so gilt

(0, w) = (fo, fu) = D FolD) fuli) =D (v, v:)(vi, w) . O
el el

Satz 2.17 Jeder Hilbert-Raum besitzt eine Orthonormalbasis, und je zwei sol-
che Orthonormalbasen (v;)icr und (w;)jep sind “gleich grofl”, d.h. es gibt eine
Bijektion ¢ : [ — I'.

Der Beweis wird leicher unter einer in vielen Anwendungen realisierten Zusatz-
bedingung;:

Definition 2.10 Ein Hilbert-Raum H heit separabel, wenn eine abzahlbare Teil-

menge (wy, )nen existiert, so daB span(w,, : n € N) dicht in H ist.
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Zur Erinnerung: span(w, : n € N) ist die Menge aller endlichen Linearkombi-
nationen. Hy C H heifit dicht, wenn fiir den Abschluf3 gilt Hy = H.

Beweis von Satz 2.17. Sei zunédchst Hy := span(w, : n € N) mit w, € H
linear unabhéngig, dann konstruiert man durch das Schmidtsche Orthonormali-
sierungsverfahren ein Orthonormalsystem (v,),eny mit Hy := span(v, : n € N).
Sei dann v € H mit (v,,v) = 0 fiir alle n € N, dann ist auch (v,,u) = 0 fiir alle
u € Hy (endliche Linearkombination der v,). Ist nun Hy dicht in H, dann gibt es
eine Folge (uy)ren von Vektoren wuy, € Hy, die in H gegen v konvergiert. Wegen
Stetigkeit des Skalarprodukts gilt in H

ol = (0,0} = Jim {v. ) = 0.
also ist nach ii) von Satz 2.16 die Familie (v, )nen eine Orthonormalbasis in H. [J
Insbesondere gilt:

Satz 2.18 Jeder unendlich-dimensionale separable Hilbert-Raum tiber K besitzt

eine abzihlbare Orthonormalbasis und ist damit isometrisch isomorph zu (% (N).
O

2.5 Fourier-Reihen

Man kann zeigen, dafl die Menge der polynomialen Funktionen iiber einem Inter-
vall [a,b] C R dicht in C([a,b]) liegt. Damit ist L?([a, b]) als || ||o-Abschluf} von
C([a, b]) separabel. Allgemein ist L?(U) separabel fiir beschréinkte offene Teilmen-
gen U C R"™. Das Schmidtsche Orthonormalisierungsverfahren liefert dann fiir die
Monome (2"),en auf dem Intervall [—1, 1] gerade die Legendreschen Polynome
(mit anderer Normierung) als Orthonormalbasis in L?([—1,1]).

Wir konstruieren eine Orthonormalbasis im L?([0, 27]) aus trigonometrischen
Funktionen, die wichtig fiir vielen Anwendungen ist. Durch die Transformation

610,20 = (0 b) . (0N(0) = 7o F (5~ a)

lassen sich die Resultate auf allgemeine Intervalle iibertragen.

Definition 2.11 Eine Funktion f : R — K heiBt 27-periodisch, falls f(x + 27) =
f(z) fur alle x € R.
Ein trigonometrisches Polynom vom Grad < N ist eine Funktion der Form p(x) =

N
Z are™ mit a;, € C fir k=—-N,—-N +1,...,N.
k=—N
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Mit Cper(K) werde der Vektorrraum der stetigen 2m-periodischen K-wertigen
Funktionen bezeichnet. Offenbar ist jedes trigonometrische Polynom eine 27-
periodische Funktion. Jede 2m-periodische Funktion ist eindeutig festgelegt durch
ihre Werte auf dem Intervall [0,27], d.h. es gibt eine natiirliche Bijektion zwi-
schen 27-periodischen Funktionen auf R und Funktionen f : [0,27] — K mit

f(0) = f(2m).

Satz 2.19 Firk € Z sei e, € Cper(C) definiert durch ey (z) := \/%e““. Dann ist

(ex)kez eine Orthonormalbasis in L*([0, 27]).

Zu beachten ist, dafl die Funktionen aus L?*([0,27]) nicht 27-periodisch sein
miissen! Wir priifen nur nach, dafl die Familie (ex)rez ein Orthonormalsystem
auf L?([0, 27]) ist:

< > 1 / d ik pilT 1 /27l' d i(l—k)x
€k, 1) = — T enre™ = — €T e
27'(' [072ﬂ_] 27T 0

B 1 fir k=1 5
T (@ = 1) gkl [T

Da L?([0,27]) als separabler Hilbert-Raum isomorph zu ¢%(N) ist, ist (ex)zez aus
“Dimensions” griinden bereits eine Orthonormalbasis.

Definition 2.12 Fiir f € L%([0,2x]) sei f : Z — C definiert durch
1 1 ,
o) =g [ dog@e
2m 27 J{0,27]

Dann heiBt (k) der k-te Fourier-Koeffizient von f. Die Reihe S(f) :=> _ f(k) e

kEZ

f(k) =

n

heiBt die Fourierreihe von f. Fiir n € N heiBt S,(f) = Z f(k)e** das n-te
k=—n
Fourier-Polynom von f.

Als direkte Folgerung aus Satz 2.16 ergibt sich:

Satz 2.20 Sei f € L*([0,2n]). Dann konvergiert die Reihe S(f) = Zf(k:) ek
keZ,
beziiglich der L?*-Norm gegen f. Insbesondere gilt lim,, o ||S.(f) — fllo =0. O

Wichtig ist zu bemerken, dafl es stetige 2m-periodische Funktionen f € Cp.,(K)
gibt, so dafl S,,(f) nicht fiir alle x € [0, 27| punktweise gegen f konvergiert. Der
Wert einer L?-Funktionen an einem Punkt ist gar nicht bestimmt, und fiir Ortho-
normalbasen war die Vollstédndigkeit des Hilbert-Raumes entscheidend. Natiirlich
folgt aus der L:-Konvergenz, dafl S, (f) fast iiberall gegen f konvergiert.
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Punktweise Konvergenz gilt fiir stetige stiickweise m-mal stetig differen-
zierbare Funktionen f € Cupr(K), d.h. f®V € (C,(K) und es gibt
O=to<...<tyy1=2m € [0,2x], so daB f auf der offenen Teilmenge [0,27r] \
{to, ..., tns1} =to, ti[U]t1, to[U---Ultn, ty41] n-mal stetig differenzierbar ist.
Dann ist f auf jedem der Teilintervalle quadratintegrierbar, also f € L*([0, 27]).

Satz 2.21 Sein € N und f € Cp.(K) eine stetige n-mal stickweise stetig diffe-
renzierbare Funktion. Dann gilt
D) FO (k) = (—ik)"f (k) fir alle k € Z.
i) [|Sm(f) = flloo — 0 fiir m — oo, d.h. (Spf)men konvergiert gleichmdfsig
gegen f.
Beweis. 1) Nach Induktion reicht die Betrachtung von n = 1. Mit partieller Inte-
gration berechnen wir

J/C\,(k’) = %/{ do f'(z)e ™" = Z/tlH daf'(x)e ke
= LS (e plage o - / e pla)e)
=0

17}
1 N tit1 ) .
zk:/ do f(x)e™™ =ik f (k) ,
27r 4

=0

da f(to) = f(0) = f(27) = f(tn+1)-
ii) Nach der diskreten Holderschen Ungleichung || fglle, < [|flle]lglle, gilt

17l = S 10 = 3 [ 7| < S|S0 170
k=1 k=1 =1 =1

2 feex(z)

=
[§

Alsoist ), ., | (k)| < oo, d.h. zu e > 0 gibt es N(¢), so daf fiir alle m > [ > N(e)
gilt

HSmf — Slf”oo = sup

Z zkac . Z f(k,)ezkac

I<|k|<m I<[k|<m

Also ist (Spf)men eine Cauchy-Folge in Cp,(K) beziiglich || ||oo. Da Cper(K)
vollstindig ist beziiglich || ||, konvergiert (Sy, f)men gegen g € Cper(K) zunéchst
punktweise beziiglich || ||, damit aber auch beziiglich || ||2. Da (Simf)men
beziiglich || ||2 gegen f konvergiert, gilt f = ¢ als L?-Funktionen, wegen der
Stetigkeit von f, ¢ gilt dann auch punktweise f = g = lim,, o Sn(f). O
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Beispiel 2.7 Gegen sei die Differentialgleichung P, ( Sy = f(x) mit P,(T) =
T" + ap Tt + -+ + ag, wobei f € Cper (K). Gesucht ist eine 27-periodische

Losung. Dann gilt fiir den k-ten Fourier-Koeffizienten der Differentialgleichung
P,(ik)y(k) = f(k), d.h. die Losung ist (bei Abwesenheit von Resonanzen)

Z

Die Identitdt f = lim, . S,(f) fiir periodische stiickweise stetig differenzier-
bare Funktionen dient zur Herleitung verscheidener Summenformeln:

zka:

’I’L

Beispiel 2.8 Sei f : [0,27] — R definiert durch f(z) = (x — 7). Dann ist fiir
ke Z\ {0}

. 1 27 ] 1 27 d —ikx
f(k) = —/ do (z — m)%e ™ = —/ dz (v —7)*— ¢
0 21 Jo

2m | | dr —ik

SR N T
“a [ e S = e g [
_%,

27 7T2

. 1 2 1
AuBerdem ist f(0) = —/ do (x —71)* = —(z —7m)*| = 3 Damit erhalten
0

wir

7 = cos(kx) =0 e N
(x—m) =5 +4) —3 = <<2>=Zﬁ:g,

k:+1 7T2

= Z =75

k=1

Ahnlich 148t sich die Zeta-Funktion aller positiven geraden Zahlen ((2n) =
Yoy k% berechnen.

Wir betrachten nun eine kontinuierliche Version der Fourier-Transformation.
Diese ist formal analog zur diskreten, jedoch basieren entsprechenden die Formeln
nicht auf Hilbert-Raum-Methoden, sondern auf Methoden in LP-Raumen.

Fiir k € R” sei e, € L2(R") definiert durch ey(z) := %@ Ist f € LY(R"),
dann gilt nach der Holderschen Ungleichung || fexllr < ||fll1llex]lc < oo. Also
existiert das Integral

F 1 77,]"»‘33 1/mn
F0) 1= g [ de @ e cm).
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Nach Satz 3.26 aus dem letzten Semester ist f stetig. Auflerdem ist f beschrankt
mit supege | f(K)] < g lLf1

Definition 2.13 Die Abbildung F : L'(R") — C,(R™) mit (F(f))(k) = f(k)
heiBt die (kontinuierliche) Fourier- Transformation.

Zu beachten ist, daB8 F(f) nicht integrierbar sein mufl. Zunéchst die Verallge-
meinerung von Satz 2.20:

Satz 2.22 (Umkehrformel) Sei f € LY(R") derart, daf f € LY(R™), dann gilt

1
flx) = n / dk f( ) k) fiir fast alle v € R™ .
(2m)z Jge
1 2
Beweis. Fiir A € Ry sei Fy(z) := e )n/ dis f(k)e!®®) e~ ER/2 Do f be-
)2 Jgn

schrankt ist, existiert das Integral fiir A > 0. Dann gilt mit dem Transformati-
onssatz

1 1 | | .
_ ik ) k) A2k k)2
FA(:E) (2#)% /n dk <(27T)T2L /n dy f(y)e >6 €
1 1 , 2
_ _ dk _ d —i(ky) o= A (kR /2
()3 / (273 / vy +a)ere

Da f(y 4+ z)e X ®#/2 {iber R?" integrierbar ist (Transformationssatz), ist nach
Holder auch f(y + z)e " ®k/2 jiber R?" integrierbar. Dann kénnen wir nach

Fubini die Integrale vertauschen. Mit /dx e~ e = \fore=t/? (Aufgabe 1

R
von Blatt 13 aus dem letzten Semester) und dem Transformationssatz ergibt sich
1 e Wy /(22%)

B = g [y Sl

Wir zeigen, daf fiir A — 0 die rechte Seite in der L'-Norm gegen f(z) konver-
giert. Andererseits konverglert f(k)eitkle “AkR)/2 fiir A — 0 punktweise gegen
f(k)e!®) und | f (k)eithe)e=X*®R)/2| ist beschriinkt durch die integrierbare Funk-

(271); [ v e

/da: e~ w¥/C¥) — 1 Damit gilt
R

tion |f(k)|. Nach dem Satz von Lebesgue gilt dann

}\iH(l) F\(z). Beides zusammen liefert die Behauptung.

Ausgangspunkt ist -
SANESP (2mA2)2

e~ W)/ (2)?)
f@) = @) = o [ dy (f(0) = o+ ) —
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Zunéachst sei f stetig mit kompaktem Trager supp(f) C Bg(0). Dann ist f
auch gleichméfig stetig, d.h. zu e > 0 gibt esein 1 > § > 0, so daf} |f(z) — f(x +

y)| < TGy Lir allez € R und y € Bs(0). Das y-Integral wird zerlegt

e in ein Integral iiber Bs(0): Dort ist supp(f(z) — f(x +y)) C Bry1(0),
so da das az-Integral durch |f(z) — f(x + y)| und das Volumen von
Bpr+1(0) abgeschétzt werden kann. Das y-Integral wird anschlieend auf
R™ ausgedehnt und wird unabhéngig von .

e in ein Integral iiber R™ \ Bj;(0). Dann ist 0 < e W/ <

o o ly) [(1A2).

e~ <y7y>/(2)‘2)
(2mA2) 32
o~ () /(2N?)

h= /BR+1(O) o /BE(O) W |fiz) = flo+ yﬂw

e~ <y»y>/(2)‘2)

< vu(Brsa(0))  sup  [f(z) = flz+y)| [ dy ~7
z,z+y€BRr+1(0) R» (27T/\ )2

b= [ e[yl )

. e~ /(D)

::Il+[27

£ =Blli= [ do [ dylf@) - fla )

€
<§,

52 n
< e )28

2
Wir kénnen nun A(J) so klein wéhlen, daf 6746?2”]0”12% < £. Also gibt es zu
jedem € > 0 ein A(e) > 0, so daB || f — F)g|[1 < e fiir stetige Funktionen f mit
kompaktem Tréger, d.h. es gilt fast iiberall f(z) = limy_o F)(z). Da integrierbare
Funktionen beziiglich || ||; durch stetige Funktionen mit kompaktem Tréger ap-
proximiert werden kénnen, gilt die Aussage fiir alle f € £'(R") mit f € L'(R").
0

Satz 2.23 Ist f € L2(R")NLYR™), dann ist F(f) € L2(R™), und es gilt || f|l2 =
1FCF)l2-

Beweis. Sei f zunichst so, daB f integrierbar ist und bezeichne ¢ := f. Dann gilt
mit dem vorigen Satz und dem Satz von Fubini

1715 = [ avstif = [ i [ dr e @ = [ e s
S

Nach Approximation folgt die Aussage fiir alle f. 0]

V|3
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2.6 Hermitesche Operatoren

Seien XY Banach-Réume, dann bezeichnet B(X,Y) den Raum der linearen
stetigen Abbildungen von X nach Y. Mit der Operatornorm

[Allop :== sup [[Av]ly

veX ; |v]|x<1

ist B(X,Y) automatisch ein Banachraum (Beweis wie in Satz 2.11). Fir X =Y
sei B(X) := B(X, X).

Satz 2.24 Seien H, H Hilbert-Riume und A : H — H eine stetige lineare Ab-
bildung. Dann existiert genau eine stetige lineare Abbildung A* : H — H mit
(A*v,wyg = (v, Aw) z fir allew € H und v € H. Fir diese gilt || A*||op = || Al op-

Beweis. Aus der Stetigkeit der Abbildung w — Aw und der Stetigkeit des Ska-
larprodukts folgt, daB fiir alle v € H das lineare Funktional w — (v, Aw) 7 auf
H stetig ist. nach dem Rieszschen Darstellungssatz existiert genau ein Element
A*v € H mit (v, Aw); = (A*v, w) . Die so konstruierte Abbildung A* : H — H
ist linear. Fiir die Operatornormen gilt mit ||v||5; < 1 und Cauchy-Schwarz

1A ][} = (A", A"v)n = (v, AA) < |vl|z | AA ] 7 < [[Allopll A™0la

also ||A*||op < ||Allop- Durch analoge Abschitzung von ||Aw||; beweist man die
Umkehrung ||A*||op < ||Allop- Daraus folgt die Stetigkeit von A*. O

Definition 2.14 Der durch Satz 2.24 charakterisierte Operator A* : H — H heiBt
der zu A : H — H adjungierte Operator.

Seien A, B : H — H lineare stetige Operatoren und k, A € K, so folgt aus der
Konstruktion

(kA+ uB)" =RA"+uB*, (A )y*=A.
Ist H ein weiterer Hilbert-Raum und A € B(H, H), B € B(H,H), dann gilt
(BoA)*=A*oB*e€ B(H,H).
Satz 2.25 Es sei H ein Hilbert-Raum, A € B(H) und v,w € H. Dann gilt
i) [{v, Aw)| < [|Al|op[[v][[[e0]].
i) Ist [(v, Aw)| < c||v||||w] fir alle v,w € H, dann ist || A||qp < c.
iit) [[Allop = sup{[{v, Aw)| = v,we H, [jo] <1, [lw]| <1}.

Beweis. 1) folgt aus Cauchy-Schwarz und der Definition der Operatornorm.
ii) Es gilt [|[Av[]* = (Av,Av) < cf|Av[lllv]| < c[[Allopllv]l*, also [JAv]| <
Vl[Allgpllo] und damit [|A[lgp := " sup  [JAv]| < /[ Allp-

veH , [lv||<1
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iii) Insbesondere gilt ii) auch fir [|v|| = ||w|]| = 1, d.h. ist [(v, Aw)| < ¢

fir alle v,w € H mit |[v|| = |Jw| = 1, dann ist ||A]|,, < ¢. Das ist erfiillt fiir
¢ :=sup{|[(v, Aw)| : v,we H, |v]| <1, ||lw|] <1}. Die Unkehrung ¢ < [|A4|op
folgt aus i). O

Definition 2.15 Es sei A € B(H), und es gelte A = A*, d.h. (v, Aw) = (Av,w)
fir alle v,w € H. Dann heiBt A selbstadjungiert oder hermitesch.

Satz 2.26 In einem komplexen Hilbert-Raum H ist A € B(H) genau dann her-
mitesch, wenn (v, Av) reell ist fir alle v € H.

Beweis. (=) (v, Av) = (Av,v) = (v, Av).
(<) (v, Av) = (v, Av) = (Av,v) = (v, A*v), also (v, (A — A*)v) = 0 fiir alle
v € H. Die Behauptung folgt dann aus dem folgenden Lemma. 0

Lemma 1 Gilt in einem komplezen Hilbert-Raum (v, Av) =0 fir allev € H, so
folgt A =0.

Beweis. Wir zeigen, da§ dann auch (v, Aw) = 0 fiir alle v,w € H gilt. Damit ist
|Allop = 0, also A = 0. Zunéchst gilt

0= {(v+w,Alv+w)) — (v —w, A(v —w)) = 2(v, Aw) + 2(w, Av) .

Ersetzung von v — v liefert 0 = —2i(v, Aw) + 2i(w, Av) fiir alle v,w € H und

damit A = 0. O

Satz 2.27 Ist A € B(H) selbstadjungiert, dann gilt ||All,, = sup  [(v, Av)|.
vel, |lv]|<1

Beweis. Es sei a := sup,cpr o<1 |(v; Av)|. Dann gilt [(v, Av)| < allv]]* fiir alle

v € H. Nach Satz 2.25 ist a < [|A|op. Wegen
(v4+w), A(v+w)) — (v —w), A(v —w)) = 2(v, Aw) + 2(w, Av) = 4Re((w, Av))
gilt mit der Parallelogrammgleichung fiir alle v,w € H

4Rel[(w, Av)| < [{(v + w), A(v + w))| + [{(v — w), A(v — w))]

<
< a(llv +wl® + v = w|]?) = 2a(||v]]> + [[w]]?)
und damit

sup{Rel[(w, Av)| : v,we H , v <1, w[|<1} <a.

Fiir K = R ist das wegen 2.25.iii) die Behauptung. Fiir K = C kénnen wir durch
Drehung w — e™®w stets (w, Av) € R erreichen, so dafl die Behauptung wieder
aus 2.25.iii) folgt. O
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Fiir hermitesche Operatoren konnen wir eine Ordnungs-Relation definieren
iiber

A>0 & (v,Av) >0 firalleve H, A>B & A—-B>0.

Insbesondere gilt A= B << (A> Bund B > A). Fiir o € R ist auch aidy
ein hermitescher Operator, so daff sich hermitescher Operatoren und reelle Zahlen
vergleichen lassen. Dabei gilt ||All,, > A > —||Al|op- Wir konnen dann monotone
und beschriankte Folgen hermitescher Operatoren betrachten:

Satz 2.28 Sei (A, )nen €ine monotone und beschrinkte Folge hermitescher Ope-
ratoren A, € B(H). Dann ist (Ap)nen schwach-konvergent gegen einen hermite-
schen Operator A € B(H), d.h. fir alle v € H gilt lim,,_o, A,v = Av.

Beweis. Die Folge (v, A,v) konvergiert in K (Bolzano-Weierstra§). Aus den Po-
larisationsformeln (angegeben im Satz 2.2) und der Selbstadjungiertheit der A,
folgt, dafl fir alle v,w € H die Folge (A, v, w) in K konvergiert. Fiir jedes v € H
ist die Zuordnung w +— lim, . (A,v,w) ein lineares Funktional auf H. Nach
dem Rieszschen Darstellungssatz gibt es zu jedem v € H genau ein Av € H, so
daB lim, o (Apv, w) = (Av,w) fiir alle w € H. Damit ist A linear, stetig und
hermitesch. 0

2.7 Kompakte Operatoren

Viele Anwendungen fiithren auf sogenannte kompakte Operatoren, fiir die sich
Eigenschaften zeigen lassen, die analog zur endlich-dimensionalen Situation sind.

Definition 2.16 Es sei X ein normierter Raum. Eine Teilmenge Y C X heiBt
prakompakt, wenn ihr AbschluB Y kompakt ist.

Definition 2.17 Seien H, H Hilbert-Riume. Eine lineare Abbildung (= ein linearer
Operator) T' : H — H heiBt kompakt, wenn das Bild einer in H beschrankten
Teilmenge unter T' prakompakt in H ist.

Aquivalent (ohne Beweis) dazu ist: Ein linearer Operator T' : H — H heiBt
kompakt, wenn fiir jede Folge (v,)nen von Vektoren v, € H mit ||v,]|lg < 1 die
Bildfolge (T'v,,)nen eine in H konvergente Teilfolge besitzt.

Die Menge der kompakten Operatoren T : H — H wird mit C(H, H) bezeichnet,
und KC(H) := K(H, H). Wichtig ist zu bemerken, daf§ die abgeschlossene Ein-
heitskugel in unendlich-dimensionalen normierten Rdumen nicht kompakt ist.
Klar ist, da} jeder kompakte Operator beschrankt (damit stetig) ist (2. Ver-
sion der Kompaktheit), also gilt X(H, H) ¢ B(H, H). In endlich-dimensionalen
Hilbert-Rédumen ist jeder lineare stetige Operator auch kompakt, da dann jede
abgeschlossene beschrinkte Teilmenge kompakt ist. Vollig analog gilt:
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Satz 2.29 Ist T : H — H linear und stetig und ist das Bild T(H) endlich-
dimensional, so ist T kompakt.

Beweis. Wegen Linearitét und Stetigkeit ist das Bild jeder beschrénkten Teilmen-
ge von H unter T beschréinkt. Ist es endlich-dimensional, so ist sein Abschlufl
kompakt. 0

Satz 2.30 Fir jeden Hilbert-Raum H ist IKC(H) abgeschlossen in B(H) beziiglich
| llops d-h. ist (Ap)nen €ine Folge kompakter Operatoren mit lim,,_,« || A, — Allop =
0, so gilt A € K(H).

Beweis. Wir nutzen die Konstruktion iiber Folgen. Zu ¢ > 0 gibt es ein N(¢) € N,
so daB ||T" — Til|o, < § fiir alle [ > N(€). Sei (vn)nen eine Folge von Vektoren

in H mit ||v,|| < 1. Dann gibt es eine Teilfolge (v,(fk))keN, so daB (TIU&))%N in
H konvergiert. Davon existiert eine Teilfolge (v,(fk)) ren, so dafl auch (Tgv%))keN in

H konvergiert. Schliefllich erhélt man eine Teilfolge (vg,z) ken so daB (va,(f,z) keN
konvergiert fiir alle 1 < m < [. Also gibt es zu | > N(e) ein K(e) € N, so dafl

1Tl — Tl || < g fiir alle k,m > K(e). Damit gilt

O _ Tlv(l)“ <e.

Nm ng

|1Twg) = To) | < ITvg) — T || + | Twll) = Tl || + | Tv

Somit ist (Tvq(ll,z)keN eine Cauchy-Folge, die in H konvergiert. Damit ist 7" kom-
pakt. O

Analog ist C(H, H) abgeschlossen in B(H, H). Das folgende Satz charakteri-
siert eine wichtige Beispielklasse von kompakten Operatoren, ndmlich die Theorie
der Integralgleichungen.

Satz 2.31 Es sei Q C R™ eine Teilmenge, so dafi L*(Q2) ein Hilbert-Raum ist.
Sei K € L*(Q x Q). Dann definiert

k)@= [y Kanf).  fere)
einen kompakten Operator k : L*(Q)) — L*(2).
Beweis. Zunichst existiert nach Fubini das Integral /Q dx(/ﬂdy | K (x, y)|2>, d.h.
bis auf eine Nullmenge N C  ist /dy |K(z,y)|* < oo fiir alle z € Q\ N. Damit

existiert nach der Holderschen Ungleichung das Integral / dy |K(x,y)f(y)| fir
Q
alle x € 2\ N, und auflerhalb einer Nullmenge gilt mit Cauchy-Schwarz

@ =| [ v Kepsw| < [ vkl [ dvlfwl
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Damit gilt
IkfI3 = / dz |(kF) @) < | KIZIFI2

d.h. k € B(L*(9Q)).
Die Funktion K € L?(Q2 x Q) ist Grenzwert eine Folge (Ky)yey von Trep-
penfunktionen. Jede Treppenfunktion 148t sich schreiben als endliche Summe

T(N)
En(z,y) =Y b (2)dq: (1) ,
j=1
wobei @}, Q7 C © Quader sind, so daf§ die Quader Q) x Q7 C 2 x ) paarweise
disjunkt sind. Dann ist
r(N)

/dyKNx y)f ZCJ(SQ' / dyf(y)

nach Welterer Zerlegung in disjunkte Quader wieder eine Treppenfunktion
Zz 1 cl(SQl( ). Also definiert jede Treppenfunktion Ky eine Abbildung ky :

L*(Q) — C*™) durch (kxf); := ¢, d.h. das Bild einer beliebigen beschrinkten
Teilmenge in L?(Q2) unter ky ist endlich-dimensional und beschriinkt, sein Ab-
schluf damit kompakt. Damit ist ky ein kompakter Operator. Da (Ky)yen fast
tiberall punktweise gegen K konvergiert, konvergiert eine Teilfolge von (ky)yen
auch in der Operatornorm gegen k. Wegen der Abgeschlossenheit von K(L*(Q))
ist somit & kompakt. O

Satz 2.32 Definiert K(x,y) den kompakten Operator k € K(L*()) entspre-
chend Satz 2.81, so definiert K(y,x) den adjungierten Operator k*. Gilt also
K(z,y) = K(y,x) fir alle z,y € Q, dann ist k hermitesch.

Beweis. Fiir f, g € L*(Q) ist die Funktion (z,y) — g(z)f(y) in L*(2 x Q). Damit
ist die Funktion (x,y) — K(z,y)f(y)g(z) integrierbar, und nach Fubini gilt

<g7kf>=/ﬂd96@/9dy K(x,y)f(y)z/ﬂdy (/Qdfc’ K(%?J)@)J‘(y)

= [ o ([ ay Kl aiatn) 1) = 0o, .

Damit lassen sich Integralgleichungen der Form

Af(ﬂ?)z/Qdy K(z,y)f(y) ,

welche sich z.B. aus Differentialgleichungen ergeben, auf das Eigenwertproblem
kf = \f fiir kompakte selbstadjungierte Operatoren zuriickfithren. Insbesondere
wird es nicht fiir alle A eine Lésung geben!
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2.8 Eigenwerte hermitescher Operatoren

Definition 2.18 Sei H ein Hilbert-Raum und A € B(H). Dann heit A € C Eigen-
wert von A, falls es ein 0 # v € H gibt mit Av = Av. Der Raum E) := ker(A—\id)
heiBt der Eigenraum zum Eigenwert \.

Satz 2.33 Ist A € B(H) selbstadjungiert, dann gilt:
i) Jeder Figenwert von A ist reell.
ii) Sind X\ # p Eigenwerte von A, so gilt Ex L E,,.

iii) Ist A zusdtzlich kompakt und ist X # 0 Eigenwert, so ist Ey endlich-
dimensional.

Beweis. 1) Ist 0 # v Eigenvektor zu A, so gilt
o[ = (v, M) = (v, Av) = (Av,v) = (Ao, v) = AJv[*.

ii) Ist v € E\ und w € E,,, so folgt

0= (Av,w) — (v, Aw) = (\v,w) — (v, pw) = (A — p)(v, w) .

Wegen A — 1=\ — pu # 0 ist w L v.

iii) Da A kompakt ist, ist der Abschlufl des Bildes jeder beschrankten Menge,
z.B. der abgeschlossenen Einheitsvollkugel B} (0) C Ey in Ey, kompakt. Anderer-
seits ist AB}0) = BIA/\\(()) die abgeschlossene Kugel in F) mit Radius |A|. Diese
ist genau dann kompakt, wenn F) endlich-dimensional ist. [l

Satz 2.34 Ist T ein selbstadjungierter Operator auf H, dann gilt |p|| < ||T||op
fiir jeden beliebigen Eigenwert pn von T. Ist T zusdtzlich kompakt, dann ist ||T||op
oder —||T||,p, Eigenwert von T

Beweis. Ist 1 Eigenwert und v ein Eigenvektor zu p mit ||v]| = 1, so gilt |u| =
|(v, pv)| = [(v, Tv)| < ||T||op nach Satz 2.25.

Sei T' # 0 und |p| := ||T||op- Nach Satz 2.27 gibt es eine Folge (v;,)nen von
Vektoren v, € H mit ||v,|| =1, so daB ((v,, Tv,))nen gegen p = £||T||,p konver-
giert. Ist 7" kompakt, dann gibt es eine Teilfolge (vy, )ken, so daB (Tvy,, )ren gegen
v € H konvergiert. Dann gilt

0 < HTUnk - ankuz = HTUnkHZ - <Tvnk7/“}nk> - <:uvnk7T/Unk> + :UZH'UTLI@W

k—o0

<21 = 20w, , T, ) —> 0.
Somit gilt

Tv="T(lim Tv,,) = T(klim [y, ) = uklim (Tvy,,) = pov . O

k—oo
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Satz 2.35 (Spektralsatz fiir selbstadjungierte kompakte Operatoren)
Es sei H ein Hilbert-Raum und T € B(H) ein selbstadjungierter kompakter
Operator. Sei A :={A € R : X ist Figenwert von T'}. Dann gilt:

i) Ist 0 # X € A, dann ist E) := ker(T — Aidy) endlich-dimensionaler
linearer Teilraum von H. Ferner gilt Ex 1 E, fir alle A # p € A.

i) A ist eine endliche oder abzdhlbar unendliche Menge. Ist A abzihlbar
unendlich, dann gibt es eine Abzdhlung A, Ag, ... von A\{0} mit || T||o, =
A1) > [Ao| > ... und limy, o |As] = 0.

iii) H = @,cp Ex und T = Y .\ APy, wobei Py : H — Ey die orthogonale
Projektion auf Ey ist. Ist A abzdihlbar unendlich, so gilt T =3">" | A\, P,

iv) H besitzt eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren wvon T, wobei
hichstens abzihlbar viele Basiselemente zu FEigenvektoren aus A\ {0}
gehoren.

Beweis. 1) ist Satz 2.33.

ii) Wir zeigen: Fiir € > 0 ist Ac ;== {A € A : |A| > €} eine endliche Menge.
Wegen A\ {0} = U, oy Az folgt dann, daB A\ {0} abzéhlbar ist. Angenommen, es
gibt ein € > 0, so dafl A, eine unendliche Menge ist. Dann gibt es eine Folge (vy,)nen
von Eigenvektoren v, € H mit ||v,|| = 1 zu den (verschiedenen) Eigenwerten A,
mit |A,| > e. Da T kompakt ist, gibt es eine Teilfolge (vy,, )ken Vo (vy,)nen, so daf
limy oo T0n, =: v € H. Wegen ||[Tv,, || = Ay, > € ist v # 0. Nach der Besselschen
Ungleichung gilt > 77, [{(v,,, v)|* < ||v]|?, also konvergiert die Folge (|{vn,, v)|)ken
gegen (. Damit erhalten wir aus der Stetigkeit des Skalarprodukts

Joll? = (v,0) = { lim Tv,,,0) = lim (Tt v) = lim Ay, (0, 0) = 0

wegen |\, | < ||T]|op. Widerspruch.

iii) Sei H = Dren Bx C H = H @ H. Wir zeigen H- = {0}. Wegen
TE, C E) ist TH c H. Da T hermitesch ist, ist TH' C Hl denn sei v € H
und w € H+, dann gilt (Tw,v) = (w,Tv) = 0. Sei nun T := T‘HL . HY — g+
die Einschrinkung. Wegen der Abgeschlossenheit von H* ist T ein kompakter
Operator, der nach Satz 2.34 mindestens einen Eigenwert p hat, d.h. es gibt
einen linearen Teilraum {0} # E C H*. Dann ist aber p auch Eigenwert von
T:H— H,dh. E, C Him Wlderspruch su HN H' = {0}.

Somit gibt es zu v € H eine eindeutige Zerlegung v = >\, vx = Y cp Prv.
Damit folgt

:T(Zw) =3 To =Y A= AP = <Z)\PA)U

AEA AEA AEA AEA AEA

Man zeigt, daB ), , AP auch in der Operatornorm gegen 7" konvergiert.
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iv) Ist By = {v§’\), . ,w(a;\))} Orthonormalbasis von E) fiir 0 # A € A und
By = {v; : i € I'} eine Orthonormalbasis fiir Ey im Fall 0 € A, soist B = (J,¢, Bx
eine Orthonormalbasis von H aus Eigenvektoren von 7. 0

Der Spektralsatz hat wichtige Anwendungen. Zunéchst ist zu bemerken, dafl
die Eigenwerte eines kompakten selbstadjungierten Operators diskret sind. Die

Integralgleichung A f)(x) = /dy K(z,y)fa(y) fir f € L*(Q) und K € L*(Q x

) hat damit nur abz&'hlbarﬂviele diskrete Losungen fiir A, und fiir A # 0 ist
der Eigenraum der Losungsfunktionen f) endlich-dimensional (die Entartung ist
endlich).

Eine weitere wichtige Anwendung ist der Funktionalkalkil fiir kompakte
selbstadjungierte Operatoren T' = » ,_, APy. Ist f : A — C eine beschrinkte
Funktion, so werden durch

F(T) = (NP

AEA

Funktionen des kompakten Operators 1" definiert. Interessante Beispiele sind |17,
V/|T| oder T Beliebige solcher Funktionen f(T),g(T) kommutieren miteinan-
der.

2.9 Sturmsche Randwertaufgaben

Wir betrachten nun gewdhnliche lineare Differentialgleichungen 2. Ordnung, in
denen im Gegensatz zum Teil 1 nicht die Anfangsbedingungen fiir Ort y(z() und
Geschwindigkeit ¢/ (zq) zur Zeit xy vorgegeben sind, sondern Kombinationen aus
Ort und Geschwindigkeit zu verschiedenen Zeiten xg, ;. Beispiele (mit anderen
Bezeichnungen) sind Schwingungen eingespannter Saiten.

Definition 2.19 Es sei Ly := (py')’ + qy fiir stetige Funktionen p, ¢ : [a,b] — R,
auBerdem sei p stetig differenzierbar und p(z) > 0 fiir alle z € [a,b]. Sei R,(y) :=

ary(a)+asp(a)y’ (a) und Ry(y) := By (b)+ Bap(b)y' (b) fiir ay, g, 1, o € R. Dann
heiBt

{Ly=0, Ru(y)=0, Ry(y)=0} (RWA)

eine homogene Sturmsche Randwertaufgabe auf [a,b] C R.
Ist f :[a,b] — R stetig und p,, p» € R, dann heiBt

{Ly=f, Ri(y)=ra, R(y)=ps} (iRWA)

eine inhomogene Sturmsche Randwertaufgabe auf [a,b] C R.
Die Randbedingungen werden als nicht ausgeartet vorausgesetzt, d.h. a2 +a3 # 0

und 37 + 55 # 0.
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Es sei bemerkt, dafi die Darstellung Ly := (py')’ + qy keine echte Ein-
schrankung ist. Startet man mit Ly = y” + a1y’ + agy, dann geniigt es, p(z) :=
exp ([ dt ai(z)) # 0 und g(z) = ao(x)p(x) zu setzen.

Satz 2.36 Sei (ya),y()) ein (reelles) Fundamentalsystem der gewdchnlichen Dif-
ferentialgleichung Ly = 0.

i) Die homogene Randwertaufgabe (RWA ) hat genau dann eine nichttriviale
Lésung y = y(z), wenn

Ay, ye) = det( gbgy(l); g:ggg))g ) -

ii) Die inhomogene Randwertaufgabe (iRWA) ist genau dann eindeutig
losbar, wenn A(yay, Y2)) # 0.
Also: Entweder besitzt {Ly =0, R,(y) =0, Ry(y) = 0} eine Lisung y # 0, oder
{Ly = f, Ry = pa, Roy = pu} ist eindeutig lGsbar.

Beweis. i) Es sei

_ ( Ralya)) Ra(y)
4= ( Ry(yw) Ro(ye2)) ) '

Ist y(x) Losung von (RWA), so gilt insbesondere y = c1y(1) + c2y2) und damit
Ri(y) = aiRi(yq)) + c2Ri(yqy) mit i € {a,b}. Also:

)
(0) = (Rt ) = (it R ) (2)
Eine Losung ( 2 ) 4 ( 8 ) existiert genau dann, wenn det A = A(y(1), yz)) =

ii) Ist ¢ eine spezielle Losung der inhomogenen Differentialgleichung Ly = f
so ist jede Losung von (iIRWA) von der Form y = § + c1yq) + cay(2). Damit gilt

a Ra(?J) Ra(ﬂ)) (Cl) (Cl) ( a Ra(g))
e e ~ —'— A . = A . e ~ .
(pb) (Rb(y)) (Rb(y) C2 C2 po— Ry ()
Eine eindeutige Losung (¢, c2)? existiert genau dann, wenn A invertierbar ist. O

Wir betrachten die folgende Menge zweimal stetig differenzierbarer Funktio-
nen mit vorgegebenen Randbedingungen:

Ropops =19 € C*([a,b]) : Ra(g) = pa, Re(g) = po} -

Wenn (RWA) nur die triviale Losung y = 0 besitzt, dann ist die Abbildung
L:R,, », — C(la,b]) (die g in Lg abbildet) bijektiv. Denn zu f € C([a,b]) gibt
es genau ein g € R, ,, mit Lg = f. Wir konstruieren die Umkehrabbildung 7" =

L~ : C([a,b]) — R,, p, und zeigen, dafl sie sich zu einem kompakten Operator
T : L?([a,b]) — C([a,b]) fortsetzen l4Bt.
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Lemma 2 FEs sei {Ly = (py') +qy =0, R,(y) =0, Ry(y) =0} eine homogene
Randwertaufgabe, die nur die triviale Losung y = 0 besitzt. Dann existiert ein
reelles Fundamentalsystem (yy,y2)) fir Ly = 0 mit Rqa(yn)) = Re(y2)) = 0
: v (@) y(2>($)) | .
und p(x)W(x) = 1, wobei W(x) = det 0 die Wronski-
)V () @) = det (Y000 W00 ) #
Determinante ist.

Beweis. Sei (za), 22)) ein beliebiges Fundamentalsystem und A =

(Ra(Zu)) Ra(z2
Ry(z1y) Ri(22

C1 d1 . a1 01
(ai)=c=a (Vo)
( ya) ) o ( 2() ) _ ( c12(1) + C23(2) )
Yo ) #(2) dizy +dozz) )
Da C' invertierbar ist, ist (y(1), y(2)) ein Fundamentalsystem, und es gilt R, (1))
ClRa(Z(l)) —+ CgRa(Z(g)) = (AO)H = 0 und Rb(y(g)) = lea(z(l)) —+ nga(Z(g))

(AC)QQ =0.
Mit pW = p(y)y(a) — Y¥() it

; ) mit det A # 0 nach Voraussetzung. Wir setzen

(W) = vy (Py(e) — Y (Y1) = ¥y (—aye) — Yo (—ayn) =0,
d.h. 0 # p(x)W (x) = ¢ = const. Skalierung y) — %y(l) liefert die Behauptung.[]

Definition 2.20 Es sei {Ly =0, R,(y) =0, Ry(y) = 0} eine homogene Rand-
wertaufgabe, die nur die triviale Losung y = 0 besitzt, und (y(1), ¥(2)) ein Fundamen-
talsystem wie in Lemma 2.9. Dann heiBt die durch

o y(l)(ﬂﬂ)y(z) (t) firz <t
Glant) = { Yo (2)yay(t) firz >t

definierte Abbildung G : [a, b] X [a,b] — R die Greensche Funktion des Randwertpro-
blems (RWA).

Wir kénnen nun die Umkehrabbildung L~ angeben:

— R die Greensche Funktion zum Randwertproblem

Satz 2.37 Sei G : [a,b]?
, Ry(y) = 0} (das nur die triviale Losung habe). Ist f €

{Ly =0, Ru(y) =
C([a,b]), dann ist

y@zawmwz/mewm

die eindeutige zweimal stetig differenzierbare Liosung des Randwertproblems
{Ly = f, Ru.(y) = 0, Ry(y) = 0}, d.h. T : C([a,b]) — Rop ist die Um-
kehrabbildung zu L : Ry — C([a,b]).
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Beweis. Fiir festes t ist v +— G(x,t) stetig. Da y(;) stetig und beschrénkt auf
la,b] ist, ist T, f : [a,b] — R stetig. Auf den beiden Teilquadern @ := {(z,t) €
[a,b]? : & <t}und Qy:= {(x,t) € [a,b]> : z >t} ist G in z-Richtung zweimal
stetig partiell differenzierbar. Es gilt

v@) =5 ( [ dt v @ @50 + [ dtyoeun 1)
— 4 () / "ty (0 1(0) + v @) @) f ()
o) / 0t Yoy (8) £ () — gy (@) (@) f ()

~ 4l (@) [ty 0 + sy (@) [t 070 = [[at S mnfe).

Vollig analog berechnen wir

y'(2) = L ([t ol @y 070 + [ dt ol @)y (0)F0)
dx

~ 4y (@) [ de vy (D0 + vl ) ()

Tyl (@) / 0ty (D) F(£) — o'y (2)yiey () ()

PO S
- [ Senso+ 22

da W' = ya)ya) — ¥2)¥() = 11—). Insbesondere ist 3" stetig. Damit ergibt sich die
Differentialgleichung zu

(Ly)(x) = p(x)y" (x) + p'(2)y (z) + q(x)y(z)

= 5@)+ [ dt (pohfo@) + @yl x) + () () ) (010

+ / dt (p(x)yé’l)(fv) + 7' (2)y () (2) +Q(x)y<1>(x))y<2)(t)f(t)
= f(z) .

b
Auflerdem gilt R,(y) = aqy(a) + asp(a)y'(a) = / dt Rq(y1))y)(t)f(t) = 0 und

Ry(y) = Bry(b) + Bap(b)y'(b) = / dt Ry(y2))ya)(t)f(t) = 0. O

Erweitert man Tgf auf f € L?([a,b]), dann ist nach 2.31 Ty : L?*([a,b]) —
L*([a, b]) ein kompakter Operator (das Bild von L?*([a,b]) unter Ty bleibt Teil-
menge der zweimal stetig differenzierbaren Funktionen). Nach Definition ist
G(x,t) = G(t,x) € R, also ist T : L*([a,b]) — L*([a,b]) hermitesch.
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Die Losung des allgemeineren Randwerproblems {Ly = f, R.(y) =
Pa s Rp(y) = pp} wird dann wie folgt erhalten.

i) Man bestimme irgendeine Losung g € C*([a,b]) von R,(9) = pa Ry(g) =
Pv, 2.B. g = Az + p.

b
i) 2(0) = (Tolf - Lo)) 2) = [ dt Ga.t)(F(0) = (Lg)(0)
Es folgt Lz = f — Lg mit R,(z) = Ry(z) = 0.
li) y:=24+9 = Ly=Lz+ Lg= fund R,(y) = Ra(z) + Ru(g9) = pa
und Ry(y) = Ry(2) + R(9) = po-

Beispiel 2.9 Wir betrachten die Schwingung einer zwischen ¢ = 0 und b = L
fest eingepannten Saite der Eigenfrequenz w unter konstanter Kraft,

Ly=y"+w’y=f, Ro(y)=y0)=0, Re(y)=y(L)=0.

Ein reelles Fundamentalsystem von Ly = 0 ist z(;) = coswz, 2(2) = sinww. Damit
ist
4o ((Balzy) Rulz) L0
' Ry(zq1)) Ri(2(2)) coswl sinwlL

-1 1 0 C1 dl . 0 1
A _(—cotwL ﬁ = U= co do ) Sinle —cotwl )’

also (zunéichst) y) = 229L und y () = coswx — MELBUL Dabej ist wl ¢ 77 zu

fordern, sonst gibt es nlchttrwlale Ldsungen der homogenen Randwertaufgabe.
Damit ist W(x) = Nach Reskalierung ergibt sich

" sin wL

sinwz _ sinw(z - L)

Yy == w Yo = sinwL

Also wird die Greensche Funktion
1

G(l’,t) — { wsirlle

wsinwlL

sinwzsinw(t — L) firz <t
sinw(z — L)sinwt  fir z >t

Fiir f(z) = f = const ergibt sich

) Iy e ) I
y(x) = M/ dt sinwt + M/ dt sinw(t — L)
0 x

wsinwl wsinwl

fsinw(x — L) fsinwz
_ Jsmer = L) L2 —-L)—-1
w?sinwlL ( o wx) + wsinwl (cosw(x ) )
s we i w(z—L)
w?sinwlL 2 2 2 2

_ 2fsin“Fsin (L;m) f (1 cosw(x—%))
w? cos L w? '
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2.10 Sturm-Liouvillesche Eigenwertaufgaben

Definition 2.21 Sei {Ly =0, R,(y) =0, Ry(y) = 0} eine Sturmsche Randwert-
aufgabe, die nur die triviale Losung y = 0 habe. Das zugehorige Sturm-Liouvillesche
Eigenwertproblem ist die homogene Randwertaufgabe

{Ly+ Ay =0, Ra(y) =0, Ry(y) =0} . (EWP)

Der Parameter A\ € R heiBt Eigenwert von (EWP), falls es eine Losung y # 0 von
(EWP) gibt. Eine solche Losung y heiBt Eigenfunktion zu \.

Fiir A = 0 gibt es nach Voraussetzung nur die triviale Losung y = 0, d.h. A =10
ist kein Eigenwert.

Satz 2.38 Ist \ Eigenwert von (EWP), so sind je zwei Eigenfunktionen linear
abhdngig. Folglich sind alle Eigenrdume Ey eindimensional.

Beweis. Seien 0 # yuy # ye) # 0 linear unabhéngige Eigenfunktionen zu
A # 0, dann ist (y(1),y2)) ein Fundamentalsystem fiir die lineare Differential-
gleichung Ly — Ay = 0, d.h. jede Losung von Lz — Az = 0 hat die Darstellung
Z = c1y(1) + C2y(2)- Damit wiirde aber R,(z) = Ry(z) = 0 fiir jede Losung gelten,
im Widerspruch zur Tatsache, dafl es natiirlich Losungen von Lz — Az = 0 mit
beliebigen Randbedingungen R,(z) = p, # 0, Ry(z) = pp # 0 gibt. O

Satz 2.39 Es sei G : [a,b]* — R die Greensche Funktion des AWP {Ly =
0, R.(y) = 0, Ry(y) = 0}. Dann sind fir 0 # X € R und y € L*([a,b])
dquivalent:
i) A ist Eigenwert von (EWP) und y # 0 ist Figenfunktion zu A. Insbeson-
dere ist y € Rop.
i) p=—1 ist Bigenwert von Tg; : L*([a,b]) — L*([a,b]), und y ist Eigen-
vektor zum Eigenwert p.

Auferdem gilt: Es existieren (abzihlbar) unendlich viele verschiedene Eigenwerte
von (EWP) bzw von Tg.

Beweis. 1)=>ii) Ist y € R mit Ly = — Ay, dann gilt

y=To(Ly) = To(-Ng) = —Maly) = Taly) =y

ii)=1) Wére p = 0, also Tgf = y = 0, dann ist f = Ly = 0, aber A\ = 0
ist ausgeschlossen. Sei also p # 0. Dann ist y = ﬁT »(y) stetig und dann nach
Satz 2.37 uy = Ta(y) € Roo. Damit gilt L(uy) = pnL(y) =y, also L(y) — iy =0.

iii) Angenommen, es giabe nur endlich viele Eigenwerte Ao, ..., A, von (EWP).
Dann besitzt auch Ty nur endlich viele Eigenwerte p; = A%-’ 1 =20,...,n. Sind
dann (y;) die zugehorigen normierten reellen Eigenfunktionen (nach Satz 2.38
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eindeutig bis auf +1), dann gilt mit dem Spektralsatz T f = Zui<yi,f>yi.
i=0

Insbesondere ist T f = 0 fiir alle f € (span(yi, ..., yn))". Da C([a,b]) unendlich-
dimensional, gibt es stetige Funktionen g ¢ span(y,...,y,). Dann ist g :=
9= 1i{yi, g)yi € span(yy, ..., yn))t, d.h. y = Tgg = 0 ist Losung des Rand-
wertproblems Ly = g # 0. Widerspruch. OJ

Wir sehen also (mit dem Spektralsatz), dafl sich die Eigenwerte von (EWP)
abzdhlen lassen mit [Ao| < |A1] < |A2] < ... und lim, o A, = o0. Sind vy,

die normierten Eigenfunktionen, dann gilt T f = Z U (Yn, [y, fir alle f €

n=0

L*([a,b]). Insbesondere bildet {y,},en ein Orthonormalsystem von L?([a, b]). st

g € Ropmit f = Lg € C([a,b]), dann folgt g = T f = Z,un@n, )y, und weiter

n=0
(Yn,9) = tn(Yn, f). Somit gilt g = Z(yn,g>yn (zunéchst nur fiir g € Ryp).
n=0

Zusammenfassend erhalten wir:

Satz 2.40 (Fourier-Entwicklung) Fs sei {Ly = 0, R.(y) =0, Ry(y) = 0}
eine Sturmsche Randwertaufgabe, die nur die triviale Lésung y = 0 habe, und
{Ly + Xy = 0, Ro(y) =0, Ry(y) = 0} das zugehorige Sturm-Liouvillesche
Eigenwertproblem. Dann gilt:
i) (EWP) besitzt abzihlbar unendlich viele Eigenwerte |Ao| < [A] < |Ag| <
- mit limy, o |An| = 00.

i) Isty, Eigenfunktion zu A, mit ||y,|| = 1, so ist {yn}nen eine Orthonor-
malbasis fiir L*([a, b]).

iii) Jede zweimal stetig differenzierbare Funktion g € Roo besitzt ei-
ne Rethenentwicklung g = > " (Yn, 9)Yn, und die Reihe konvergiert
gleichmdf$ig gegen g.

Teil ii) ist nur fiir g € Roo bewiesen. Der allgemeine Beweis und der Beweis von
iii) wird hier nicht gegeben.

Beispiel 2.10 Die eindimensionale zeitabhéngige Schrodinger-Gleichung (eine
partielle Differentialgleichung) ist (mit = 1,m = 1)

9 (0.1) = (4 g0l ).

wobei A = 86—;2 der Laplace-Operator und ¢(z) ein Potential ist. Wir betrachten
die Bewegung im Potentialtopf mit unendlich hohen Wanden bei x = 0 und
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x =L, dh. 2 € [0, L] und ¢ = 0. Die Wellenfunktion verschwindet dann an den
Wiénden, ¥(0,t) = (L, t) = 0. AuBerdem wird die Anfangsverteilung

¢($,0) :f(x) ) fERO,O
vorgegeben. Wir losen die Schrodinger-Gleichung durch den Produktansatz
P(z,t) = y(x)7(t). In einem Teilgebiet 2 C [0, L], in dem ¢ (x,t) # 0 ist, di-
vidieren wir die Schrodinger-Gleichung durch ¢ (z,t) = y(x)7(t):

1 odr@) _ y'(=)

—— = -2

T(t) di y(x)
Die linke Seite ist eine Funktion nur von ¢, die rechte nur von z, was nur dann
moglich ist, wenn beide Seiten gleich einer Konstanten A sind. Das liefert die

beiden Gleichungen

dr(t)

dt
Die zweite Gleichung ist ein Eigenwertproblem und hat die Losungen |[A\g| <
|A1] < |A2] < ... und die normierten Eigenfunktionen (y,)nen. Ist dann 7, die
Losung der ersten Differentialgleichung fiir A = A, dann ist ¢, (x,t) = y,(x)7,(t)
Losung der Schrodinger-Gleichung fiir jedes n € N. Da es sich um eine lineare
Differentialgleichung handelt, ist jede Linearkombination der Lésungen wieder ei-
ne Losung, d.h. die allgemeine Losung hat die Form ¢(z,t) = >0 ¢,y ()70 (t)
mit ¢, € R. Diese Koeffizienten sind so zu bestimmen, dafl die Anfangsverteilung
erhalten wird, ¢ (z,0) = > " T0¢Yn(z) = f(z). Da die (y,,) ein Orthonormalsy-
L

=—idr(t), 7(0) =7,  y'(x)+ A y(x) =0, y(0) =y(L) = 0.

stem bilden, gilt 1oc,, = (yn, f) = / dx y,(z) f(x).
0
Die Gleichung 3" (x) + Ay(z) = 0 hat ohne Beriicksichtigung der Randbedin-

gungen die Losung

ar +0b fir A\ =0
y(z) =< aeV = 4 eV fir A <0
asin(vAzx) + beos(vAzx) fiir A > 0

Die Randbedingungen schlieen die Fille A < 0 aus. Im dritten Fall ergibt sich
zuniichst b = 0 und dann VAL = (n+ 1) mit n € N, also \, = % (Energie
des n-ten Niveaus). Die Normierung der Eigenfunktionen liefert

L 1 L 1 1 2 1 La?
1;%3/ i sz<w>:ai/ i <___COS<M>>:&7
0 L 0 2 2 L 2

also a,, = . Zusammengefaf3t ergibt sich nach Verschiebung n +1+—n

P(x,t) = %i (/OL ds sin (?)f(s)) sin (n—zx>einig2t .

Das ist eine Losung der Schrodinger-Gleichung auf dem ganzen Intervall [a, b].

M)
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3 Partielle Differentialgleichungen

3.1 Definition und Beispiele

Unter einer partiellen Differentialgleichung versteht man eine Gleichung zwischen
einer Funktion u :  — R* Q C R” mit n > 1, einigen ihrer partiellen Ableitun-
gen und den Koordinaten z;:

F(xl, ey T, U, 01U, . .., Opu, 01O, . ) =0. (PDGL)

Die hochste Ordnung der auftretenden Ableitungen heiffit Ordnung der Diffe-
rentialgleichung. Unter einer Losung der Differentialgleichung in einem Gebiet
) C R" versteht man eine Funktion w, die einschliefllich der in (PDGL) auftre-
tenden partiellen Ableitungen in {2 wohldefiniert ist und dort die Differentialglei-
chung (PDGL) identisch erfiillt. Meist gibt man geeignete Anfangs- und/bzw.
Randwerte vor, so daf§ die Losung nach Md&glichkeit eindeutig ist.

Beispiel 3.1 Einige Beispiele fiir 2 = R? ohne Anfangs/Randbedingungen:

o g—; = 0 hat die Lésung u = v(zy) fiir eine beliebige auf R! stetig diffe-
renzierbare Funktion v.
0%u

252, — 0 hat die Losung u = v(z1) + w(x2) fiir beliebige auf R! stetig
differenzierbare Funktionen v, w.

Pu_ _ g (71, 22) fiir eine stetige Funktion f : R? — R hat die Losung
1

[
O0x1 Oz
€2
u = / ds/ dt f(s,t) + v(z1) + w(xs) fiir beliebige auf R! stetig
0
differenzierbare Funktionen v, w.
9%u 9%u

e % — o5 = 0 hat die Lésung u = v(x1 + 23) + w(x1 — 1) fiir beliebige
1 2

auf R! zweimal stetig differenzierbare Funktionen v, w.

Beispiel 3.2 Einige wichtige partielle Differentialgleichungen

e Au =0 (Laplace-Gleichung, A = div o grad ist der Laplace-Operator)
Losungen heiflen harmonisch. Meist werden Randbedingungen auf 0f2
(Rand von Q) vorgegeben: Dirichlet-Problem

e Ay = f Poisson-Gleichung. Es werden Randbedingungen auf 02 vorge-
geben: Dirichlet-Problem

o (Ou)(z,t) = cAu (Wirmeleitungsgleichung, x € R"™1)
Meist wird die Anfangsverteilung u(0, x) vorgegeben.

o (0;0yu)(x,t) = cAu (Wellengleichung, x € R*1)
Es werden u(0,x) und (0;u)(0, z) vorgegeben.
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g—z = g_Z’ g—z = —% (Cauchy-Riemannsche Differentialgleichungen)

Losungen heilen holomorph: Wir bilden f = wu + v und fassen f als
Funktion von z = z + iy und z = x — iy auf. Umgekehrt ist © = %(Z +2)
und y = (z — z). Dann ergibt sich

aof , _ ouw, .  Ov, _
5(2, z) = g(z,z) + z£(z,z)
_ Ou or  Ou oy Ov or .Ov dy

= P )+ L )+ S ) — P a)
20z Y 2 Jy T e Y 20y Y

Gelten die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen, dann ist f un-
abhéngig von z, d.h. wir konnen die stetig differenzierbare Funktion
f = f(z) auffassen als f : C — C. Die Untersuchung holomorpher
Funktionen (und der Menge der Punkte z € C, an denen f nicht ho-
lomorph ist) ist Gegenstand der Funktionentheorie. Solche holomorphen
Funktionen haben besondere Eigenschaften. Z.B. ist jede einmal stetig
differenzierbare holomorphe Funktion auch beliebig oft stetig differen-
zierbar.

3.2 Quasilineare Differentialgleichung 1. Ordnung

Eine quasilineare Differentialgleichung 1. Ordnung in zwei Variablen x,y hat die
Form

ou ou
a(m,y,u)%—l—b(x,y,u)a—y :c(x,y,u) ) (QL]-)

wobei a,b,c : 2 x R — R stetige Funktionen sind fiir Q C R?. Angenommen,
wir kennen die Losung u(z,y). Die Losungsstrategie besteht darin, diese Losung
u(z,y) =: z als Flache iiber Q2 aufzufassen und eine Parametrisierung (s,t) —
(x(s,1),y(s,t), z(s,t)) anzugeben.

Die Losungflache iiberdecken wir durch zwei Arten von Kurven. Fiir festes s
betrachten wir Kurven T’y : t — (z(s, ), y(s,t), 2(s,t)), die sich auf die durch

dx dy

a :CL@?;%U(%ZJ)) ) % :b(x7y7u<'ray))
definierten Kurven I' C 2 projizieren. Dann gilt nach der Kettenregel
dz  Oudr Oudy ou

— = — - ou
dt Or dt + ay dt a(x7y7u> O + (x,y,u) ay C<$,y,U)

Wir werden also auf folgendes System gewohnlicher Differentialgleichung 1. Ord-
nung gefiihrt:

P=aley,z), §=bay2), i=clry.2). (QL2)
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wobei z,y, z jeweils Funktionen von ¢ und s sind und der Punkt die Ableitung
nach ¢ bedeutet. Dieses heifit das charakteristische System zur quasilinearen Dif-
ferentialgleichung (QL1), seine Losungen heiflen Charakteristiken.

Wir suchen die Losung eines Anfangswertproblems zu (QL1), wo wir den Wert
u = ((s) entlang einer Kurve Kq : s — (£(s),n(s)) € Q vorgeben. Zu gegebenem
Wert von s suchen wir eine Losung (z(s, t), y(s, t), z(s,t)) von (QL2), die fiir t = 0
mit der Raumkurve K zusammenfillt:

2(s,0) =&(s), w(s,0) =nls), 2(s,0) =((s) . (QL3)

Wenn sich die Losungen zu einer Fliache zusammenfiigen, wird sie Losung der
Differentialgleichung (QL1) sein. Dazu miissen die Tangentialvektoren der Pro-
jektionen Kq und I'g der Kurven auf €2 linear unabhéngig sein, also

a€(5).0(5).C(5) €(s)
det( b(E(s),n(s), C(s)) 7'(s) ) 70

gelten. Eine Anfangskurve K mit dieser Eigenschaft heiflt nicht charakteristisch.

Satz 3.1 Gegeben sei die Differentialgleichung (QL1) mit vorgegebenen Anfangs-
werten u = ((s), s € I, entlang einer Kurve Kq : I — €, welche nicht cha-
rakteristisch sei. Die Funktionen a,b,c in (QL1) seien stetig, und sie geniigen
lokal in einer Umgebung der in (QL3) gegebenen Raumkurve K einer Lipschitz-
Bedingung. Dann gibt es eine Umgebung von Kq, in der das Anfangswertproblem
genau eine Losung besitzt.

Beweis. Nach dem Satz von Picard-Lindelof gibt es unter diesen Voraussetzungen
genau eine stetig differenzierbare Losung (z,vy, 2)(s,t) des Anfangswertproblems
(QL2,QL3) in einer Umgebung der Geraden {0} x I. Wegen der Stetigkeit der
Determinate gibt es eine moglicherweise kleinere Umgebung U von {0} x I, in
(Or)(s,t)  (Os)(s,1)
der det ( (0)(s.1) (9ey)(5.1)
implizite Funktionen die Umkehrabbildung ¢ = ¢(z,y) und s = s(z,y) in einer
geeigneten Umgebung V' C 2 der Anfangskurve Kq, und diese ist eindeutig und
stetig differenzierbar. Somit gilt z = z(t(x,y), s(z,y)) =: u(x,y) auf V. Wegen

ou 3u@ Judy ou

ou
a = % 5 + a—ya = a(x,y,u(x,y))% + b<x7y7u(xay))a_y

) = 0 ist. Dann existiert nach dem Satz iiber

und andererseits % = % = c(x,y,u(x,t)) erfilllt u die Differentialgleichung

(QL1). Gébe es eine zweite Losung von (QL1) mit denselben Anfangsbedingun-
gen (QL3), so gébe es auch eine zweite Losung von (QL2,QL3), im Widerspruch
zu Picard-Lindelof. O

Beispiel 3.3 Wir betrachten die quasilineare partielle Differentialgleichung
2ug—z + g—z = 1 mit Anfangswert v = 0 entlang der Gerade x = y in R2. Die
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2u(s) 1 ) _

Raumkurve K ist also gegeben durch (s,s,0), und wegen det ( 1(s) 1

det ( (1) 1 ) = —1 ist sie nicht charakteristisch. Die Charakteristiken durch

(0, s) sind
w(s,t) =s+t>, y(s,t)=s+t, z(st)=t

Auflésung von (z,y) nach (¢, s) liefert

= i —y— - \/1+( )
= (x s=1y 2q2 1 T—1y) .

Damit ergibt sich zunéchst u(z,y) = z(t,s) = 5 £ /3 + (z —y). Fiir = y soll

u = 0 gelten, damit ist das jeweils untere Vorzeichen zu wéhlen, also

u(m,y):%(l— V1+4z —4y) .

Wir sehen, daf8 es insbesondere keine globale Losung auf ganz R? gibt, sondern
nur in der offenen Halbebene Q = {(z,y) € R* : y <z + %} Dort bestétigt man
die Giiltigkeit der Differentialgleichung.

In der klassischen Mechanik wird Aquivalenz einer partiellen Differentialglei-
chung, der Hamilton-Jacobi-Gleichung
05 05

- H t _'0 i — 5

zu einem System von gewohnlichen Differentialgleichungen, den Hamiltonschen
Gleichungen

B ), = I

dt op; dt Ow; 77
genutzt. Da die Hamilton-Funktion A im allgemeinen eine nichtlineare Funk-
tion des Impulses p; = g—i ist, ist die Hamilton-Jacobi-Gleichung dann keine

quasilineare Differentialgleichung mehr, so dai der Aquivalenzbeweis etwas um-
fangreicher ist.

3.3 Holomorphe Funktionen

Als Beispiel eines Systems partieller Differentialgleichungen betrachten wir die
ou ov  Ou

Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen 3@ = S oy = —g—;. Geméf Bei-
spiel 3.2 konnen wir die Losung f = u + v als komplexe Funktion f : C — C
auffassen.

Wir betrachten die Differentialgleichung f(z)dz = g(z,y)dx + h(z,y)dy = 0
mit ¢ = u+ v und h = i(u + iv). Gelten die Cauchy-RiemannSChen Differential-
gleichungen, dann ist die Integrabilitdtsbedingung g—g = a_ erfiillt, also die not-

wendige Bedingung fiir die Exaktheit von f(z)dz = 0 nach Satz 1.4. Nach Satz 1.5
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kénnen wir dann eine Stammfunktion zunéchst in einem Rechteck G = I xJ C C
angeben, so dafl die Differentialgleichung f(z)dz = 0 in G tatséchlich exakt ist.
Nach den im Anschlu8 an Satz 1.5 gemachten Bemerkungen gilt das sogar fiir
beliebige einfach zusammenhingende Gebiete G C C. Ist dann xy + iyy € G ein
beliebiger Anfangspunkt und v : [a,b] — G eine beliebige (stiickweise) differen-
zierbare Kurve mit y(a) = zg + iyo und v(b) = x + iy, so ist

F@wz/ﬂwu:/dMW@ww

eine Stammfunktion der exakten Differentialgleichung f(z)dz = 0. Es gilt al-
so g(z,y) = f(z,y) = L(z,y) und h(z,y) = if(z,y) = %—i(x,y). Dabei ist
f(y(#)3(t) in jedem Punkt ¢ das Produkt komplexer Zahlen. Wichtig ist die
Unabhéngigkeit des Integrals von der speziellen Wahl der Kurve ~. Daraus folgt:

Satz 3.2 (Cauchyscher Integralsatz) FEs sei f : G — C eine holomorphe
Funktion auf einem offenen einfach zusammenhdingenden Gebiet G C C und ~y :
[0,1] — G eine stickweise differenzierbare geschlossene Kurve (also v(0) = (1) ).

Dann gilt /f(z)dz =0.

N
Beweis. Bs sei 71 : [0, 3] — G mit 1 (¢) := v(¢) und 75 : [0, 3] — G mit y(¢) ==
(1 —t). Dann gilt ,(0) = v(0) =: o + iyo, 1(3) = 7(3) = @ + iy und
72(0) = v(1) = x¢ + 1Yo, ’}’2(%) = 7(%) =: x + 1y. Also ist

0 2

/}@mzldwwwwwz/%wwwww+[dwwwmw

= [t syt - [Ta s -oya -y

0 0

3 3
= [t sontorne) ~ [t roato)i® =0 0
0 0

Beispiel 3.4 (Fresnel-Integral) Gesucht ist fot dt e~ . Dazu integrieren wir
die holomorphe Funktion f(z) = e~ iiber die geschlossene Kurve (71,72, —7s):

r4ar

. . A dzf(2) :/M dzf(z)+/w dzf(2)

0 Y1 T
Mit 4o (t) = r + it ist |f(12(t))] = e < e+ und damit

L@“ﬂ”

1—e

r

s[wumwmmbaffﬁw:
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Fir »r — oo konvergiert das Integral gegen 0, also gilt lim f(z)dz =

r—00 ~3
lim [ f(z)dz = lim [ dt e ¥ = \/7% Andererseits ist y3(t) = (1 + ¢)t mit
T—00 ol T—00 0

t € [0,7], also (y3(t))* = 24t und

: Ty . 1+1) : 2
lim [ dt e (1+41i) :< / —ir? \/_/ dr e .
L, v

Somit gilt / dt e ' = 5\/E und nach Zerlegung in Real- und Imaginérteil
0 i
wegen e~ = cost® — isint® schlieBlich / dt cos(t?) = / dt sin(t?) = %
0 0

Satz 3.3 (Cauchysche Integralformel) Es sei f holomorph in einer offenen
Teilmenge G C C, welche die abgeschlossene Kreisscheibe K, (a) mit Mittelpunkt
a € G und Radius r enthdlt. Der Umfang der Kreisscheibe ist dann die Kurve
Kk (t) = a+re' mit t € [0,27]. Dann gilt fiir jeden Punkt z € K,.(a) im Inneren

des Kreises . 0)

Beweis. Zu z gibt es € > 0, so daf§ die abgeschlossene Kreisscheibe K.(z) um z
mit Radius € im Inneren von K, (a) liegt. Sei v.(7) = z + ee'™ mit 7 € [0, 27]
der Umfang. Der entstehende (asymmetrische) Kreisring KR, := K, (a) \ K(2)
werde aufgeschnitten entlang einer beliebigen (stiickweise stetig differenzierbaren)

Kurve o0 € KR, ..

Dann ist f bezughch ¢ holomorph in dem so entstehenden einfach zusam-
menhangenden Gebiet I', das von den Kurven k,, 0, —7., —o berandet wird. Dabei
werden die beiden Kurven o in verschiedene Richtungen durchlaufen, so daf3 sich
die Randintegrale wegheben. Auflerdem wird ~, in negative Richtung durchlaufen.
Somit gilt nach Satz 3.2

Joeie fueimim [ w T e [ a e

Insbesondere ist die rechte Seite unabhéngig von €, also konnen wir den Limes € —
0 betrachten. Da f stetig differenzierbar ist, ist fi (2 IG) quf K. (z) beschrinkt.
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f(2)

Da der Umfang mit € gegen 0 geht, ist lin% / d¢ L = 0. Schliefilich gilt
€— Ye )

—Z
(S
ez e

1 21 . it
/d( :/ At~ = ori,
e C—2z 0 ee’

was die Cauchysche Integralformel beweist. OJ

auf dem inneren Kreis und 7, (7) = iee”, damit

Entscheidend fiir die gesamte Funktionentheorie ist die Tatsache, daff man den

Wert f(z) durch ein Kurvenintegral berechnen kann, wobei die Kurve auferhalb
von problematischen Punkten der Funktion gewéhlt werden kann. Auflerdem geht
der Punkt z im Kurvenintegral gar nicht in die Funktion f ein, sondern nur im
Faktor c—% Dadurch lassen sich bemerkenswerte Aussagen gewinnen.
Satz 3.4 (Potenzreihenentwicklung) Eine holomorphe Funktion f auf einer
offenen Teilmenge G C C kann in jeder Kreisscheibe K,(a) C G in eine Po-
tenzreihe f(z) = > a,(z — a)" entwickelt werden. Der Konvergenzradius ist
mindestens so grof$ wie der Abstand des Mittelpunktes a zum Rand von G. Die
Entwicklungskoeffizienten sind gegeben durch die Integrale

P R [

2w Jor, ey (C—2)F

fir einen beliebigen Radius 0 <1 < p. Ist |f(Q)| < M fir alle ¢ € 0K, (a), dann
konnen die Koeffizienten abgeschitzt werden durch |a,| < 7{\4—,1

Beweis. Fir z € K,(a) mit r < p und ( € 0K,(a) gibt es eine reelle Zahl
0<q<1,sodaB |2:—Z| <1 — ¢. Dann gilt

f©) _ fQ) 1 flQ) e~ z—a\"
(—z C—a.l—ﬁ_C—a;<C—Q)7

wobei die Reihe, die durch ) 2 (1 —¢)" = é majorisiert wird, gleichméfig kon-
vergent ist. Damit gilt

n=0

Die Abschétzung ergibt sich aus | G fé§7)1+1| < M fiir alle ¢ € 9K, (a) und der

Lange 2mr des Randes. U

Als wichtige Konsequenz ergibt sich:

70

Preliminary version — 9. Juli 2007



Satz 3.5 Jede holomorphe Funktion f : G — C ist beliebig oft komplex differen-
zierbar, alle Ableitungen ) sind holomorph und gegeben durch

k! f(Q)
k)(,) = 1 d € K,(a) .
f7(2) " /8Kr(a) ¢ = o z € K,(a)

Eine komplexe Funktion f, die iiberall auf C definiert und holomorph ist, heift
ganze Funktion. Nach Satz 3.4 gibt es fiir eine ganze Funktion f die Darstellung

f(z) =300 a,z" mit Konvergenzradius oo.

Satz 3.6 (Liouville) Jede beschrinkte ganze Funktion ist konstant.

Beweis. Ist |f| < M auf C, dann erfiillen die Entwicklungskoeffizienten nach
Satz 3.4 die Abschitzung |a,| < 2 fiir beliebiges r > 0. Also ist a,, = 0 fiir alle
n>1und f(z) = ap. O

Satz 3.7 (Fundamentalsatz der Algebra) Jedes Polynom vom Grad > 1 mit
komplexen Koeffizienten besitzt in C eine Nullstelle.

Beweis. Angenommen, das Polynom P habe keine Nullstelle, dann ist % holo-
morph auf ganz C. Auflerdem ist ﬁ — 0 fur |z| — oo, d.h. ﬁ ist beschrankt.

Nach dem Satz von Liouville ist % dann konstant, also wére auch P konstant.
Widerspruch. O

Nach Abdividieren der Nullstellen 148t sich somit jedes komplexe Polynom
P(z) = Y p_,axz® vom Grad n, normiert auf a, = 1, faktorisieren in P(z) =

[[=i(z —bi).

Wichtig fiir die Ausnutzung der Cauchyschen Integralformel zur Berechnung
von Integralen ist eine genauere Diskussion méglicher Singularitdten von komple-
xen Funktionen.

Satz 3.8 (Riemannscher Hebbarkeitssatz) Es sei [ eine auf G \ {a} holo-
morphe Funktion, und es existiere eine Umgebung U C G von a € G, so daf§ f
auf U\ {a} beschrinkt ist. Dann gibt es eine Fortsetzung f won f, die holomorph
auf ganz G ist.

Beweis. Wir definieren eine Funktion ¢ : G — C durch

gb(z) = { (Z - a)2f(2) fir z # a

0 fir z=a
Dann ist ¢ holomorph auf G \ {a}, und es gilt

(@) — tim 2= 010)

z—a zZ—a

=0.
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Damit besitzt ¢ die Potenzreihenentwicklung ¢(z) = > 7, a,(z — ), und die
Fortsetzung von f kann definiert werden als

o0

5 Apia(z—a)™ . O

n=0

Definition 3.1 Ist f holomorph in einer Umgebung G \ {a} eines Punktes a € G,
so heiBt a eine isolierte Singularitit von f, und zwar:

i) Eine hebbare Singularitit, wenn f holomorph in den Punkt a fortgesetzt
werden kann.

i) Ein Pol, wenn keine holomorphe Fortsetzung in a existiert, aber ein k €
N\ {0} derart, daB (2 — a)* f holomorph in den Punkt a fortgesetzt werden
kann. Die kleinste derartige Zahl k heiBt die Vielfachheit des Pols. Der Punkt
a ist genau dann ein k-facher Pol von f, wenn es in G eine Darstellung

f(z) = (zg_(z))k gibt, wobei g holomorph in G ist (insbesondere auch in a)

und g(a) # 0 gilt.

iii) Eine wesentliche Singularitdt, wenn sie weder hebbar noch Pol ist.

Eine Funktion f : G — C auf einer offenen Teilmenge G C C heit meromorph,
wenn sie bis auf Pole in G holomorph ist.

Beispiel einer wesentlichen Singularitat ist ex in z = 0. Jede rationale Funktionen
ist meromorph.

Definition 3.2 Ist f holomorph in G'\ {a}, dann heiBt die komplexe Zahl

das Residuum von f im Punkt a, wobei 0K.(a) ein beliebiger Kreis um a vom Radius
r > 0 ist, so daB K,(a) C G.

Offenbar ist Res,f = 0, wenn f in a holomorph ist. Man kann auch zeigen, daf
Res,f = 0 gilt, wenn f in a eine hebbare Singularitit besitzt. Ist f(z) = Z(ZC)L,

und ist g holomorph in einer Umgebung von a, so folgt aus der Cauchyschen In-
tegralformel Res, f = g(a). Ist allgemeiner f = ¢ Quotient von in a holomorphen

Funktionen g, h mit h(a) = 0 und h'(a) # 0, dann ist Res,{ = }f,(&)).
Wenn [ einen k-fachen Pol in @ hat, dann ist (z —a)*f(2) = Y07 ba(z —a)”

holomorph. Also gilt

o)

1 1 K[ ,
Res, f = dz by(z —a)" " = — dt by (ee” )" = by
s, = 27”2/8&(@2 (= — ) 2WZ/ (cc)
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da auf Punkte z € 9K.(a) die Form z = a + ee” mit ¢ € [0,27] haben. Der
Entwicklungskoeffizient b, _; ergibt sich zu

1 d&D
Res.f = WW((Z - a)kf(z))

zZ=a

Satz 3.9 (Residuensatz) Es sei G C C offen, S C G eine Teilmenge ohne
Héiufungspunkt in G' und f holomorph auf G\ S. Sei A C U eine Teilmenge,
die in U einfach zusammenhdingend ist und deren Rand v := 0A in U liegt und
keinen Punkt aus S trifft (SN~ = &). Dann gilt

/f(z)dz = 2mi Z Res,.f .

a€SNA

Beweis. Analog zur Cauchyschen Integralformel werden um jeden Punkt a € SNA
Kreise K., (a) gelegt, die im Inneren von A liegen und sich nicht schneiden (S
hat keinen Haufungspunkt). Dann ist f holomorph auf einer Umgebung von I' :=
A\U,esna Ke,(a). Durch Aufschneiden von I' zwischen vy und jedem Kreis K, (a)
entsteht ein einfach zusammenhéngendes Gebiet, so dafl das Integral von f iiber
dessen Rand verschwindet. Die Schnitte werden zweimal in umgekehrter Richtung
durchlaufen, so daf§ sich die Integrale gegenseitig autheben. Die Integrale iiber die
0K, (a) ergeben bis auf einen Faktor —27i (Durchlauf in umgekehrter Richtung)
das jeweilige Residuum Res,f. 0

Der Residuensatz ist ein méchtiges Werkzeug zur Berechnung von Integralen.

2T
dt
Beispiel 3.5 Gesucht ist I(a) := / ——— fiir @ > 1. Da auf dem Einheits-
o a-+cost
kreis gilt z = e, setzen wir cost = 3(z + %)‘Kl(())' Dann ist dt = %, und wir
erhalten
1 2 2
I(CL):—,/ d22—:—,/ de(Z)
1 K1 (0) z2+2az+1 1 K1 (0)
1
mit f(z) = . Nur die Polstelle bei

(= (Ca—Va-1)( - (-at Va-1)

z =+a? —1— a liegt im Inneren des Einheitskreises, also folgt

2
dt 2w
———— =47mRes jr_f = —— .
/0 atcost e @ial a?—1

Allgemein gilt fiir solche Art von Integralen:

Satz 3.10 Es sei R(x,y) eine rationale Funktion in zwei Variablen (Quotient
zweier Polynome) und R(cost,sint) sei fir alle t € [0,2x] erldrt. Dann gilt

/027r dt R(cost,sint) = 27 Z Res, R |, R(2) := éR(% (z—l—%), %(z—%)) .

a€K1(0)
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Eine andere wichtige Klasse von reellen Integralen, die mit dem Residuensatz
berechnet werden koénnen, ist die folgende:

Satz 3.11 Es sei R eine rationale Funktion (einer Variablen), die auf der reellen
Achse keinen Pol habe und in oo eine mindestens zweifache Nullstelle, d.h. wenn

R(z) = P(x)/Q(x) mit Polynomen P,Q, dann ist Grad(Q) — Grad(P) > 2. In

diesem Fall gilt
/ dr R(x) = 2mi Z Res, R ,

oo acH

wobei H ={z € C : Im(z) > 0} die obere Halbebene ist.

Beweis. Man integriert iiber den Halbkreis bestehend aus dem Durchmesser
[—r,r] auf der reellen Achse und dem halben Umfang z = re® mit ¢ € [0, 7).
Dabei wird 7 so gro8 gewéhlt, dafl alle Pole in H von R(z) im Inneren des Halb-
kreises liegen. Nach Voraussetzung verschwindet dann fiir r — oo das Integral

iiber den Halbkreisbogen. O
< d

Beispiel 3.6 Gesucht ist [, := / . +a;2 mit n € N\ {0}. Aufgefafit als
—0 ="

komplexe Funktion sind die (einfachen) Pole z** = —1 der oberen Halbebene bei

im(2k+1)

ap=e 2z ,k=0,1,...,n—1. Also gilt
—1 itn

21 T in T inl—e€n

e dl’ itk z
—2 e (T2 O = ——€2n en — —E2n gy = n p
n mlekr )len—2) ; im ty T
o Lt o 2ne 2n n om0 m l1—en S5,

n—1

3

3.4 Typeneinteilung von Differentialgleichungen 2. Ord-
nung

Viele physikalische Systeme werden durch Differentialgleichungen 2. Ordnung be-
schrieben, fiir die es, &hnlich zu gewohnlichen Differentialgleichungen 2. Ordnung,
eine eigene Losungstheorie gibt.
Betrachtet wird die quasilineare Differentialgleichung 2. Ordnung
0%u 0%u 0%u

_ 2 *
a8x2+2b8x8y+60y2_f7 (z,y) € Q C R, (*)

wobei a, b, ¢, f stetige Funktionen von z,y, u, d,u, 9yu sind. Analog zu pDGL 1.
Ordnung geben wir die Anfangsbedingungen entlang einer Kurve Kq : I —
vor. Als Anfangsbedingungen sind der Wert u(s) und die Ableitung (V,u)(s)
von v in Normalenrichtung vorzugeben, da die Tangentialableitung bereits durch
u(s) bestimmt ist. Lokal im Punkt z(s),y(s) fiihrt man dazu ein neues Ko-
ordinatensystem &,n ein, so dafl kg der Geraden n = 0 entspricht. Ist dann
U, n) =u(x(&,n),y(& n)), so wird also U(§,0) und (9,U)(&, 0) vorgegeben. Da-
durch sind im Punkt (£,0) die Funktionen U, 0:U, 0,U, 0:0:U, 0¢0,U bestimmt.
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Die verbleibende Ableitung 9,0,U ergibt sich aus der Differentialgleichung, vor-
ausgesetzt, die Anfangskurve ist nicht charakteristisch. Man rechnet leicht nach,
dafl mit der quadratischen Form Q(p, q) := ap® + 2bpq + cq* gelten musB:

(g 3) #0

Je nach Definitheit von @) nennt man die Differentialgleichung (*)
elliptisch, falls () definit, d.h.ac—0*>0
parabolisch,  falls Q semidefinit, d.h. ac —b* =0
hyperbolisch, falls Q) indefinit, d.h.ac—1v* <0

Im n-dimensionalen Fall

- 82 _ . _ t.__ kk
Zaijm—fa A=A"= (ay) (**)

ij=1

mit entsprechenden Anfangswerten entlang einer nicht charakteristischen (n—1)-
dimensionalen Hyperfliche nennt man (**)
elliptisch, falls alle Eigenwerte von A das gleiche Vorzeichen haben
parabolisch,  falls ein Eigenwert von A verschwindet und alle anderen
Eigenwerte das gleiche Vorzeichen haben
hyperbolisch, falls (n — 1) Eigenwerte von A das gleiche Vorzeichen
haben und der verbleibende Eigenwerte das andere Vor-
zeichen hat
Entsprechend gibt es fiir n > 3 auch Differentialgleichungen (**), die in keine der
drei Klassen fallen.

3.5 Poissonsche Differentialgleichung

Dabei handelt es sich um die partielle Differentialgleichung 2. Ordnung
Au=f auf ) C R" |

. . . 2 . .
wobei A der Laplaceoperator ist, mit Au = Y ", % in kartesischen Koor-
- K3 3

dinaten. Bei einfacher Geometrie von Q (z.B. Kugeln) kann durch angepafte
Koordinatenwahl eine Vereinfachung erreicht werden. Die rechte Seite wird als
stetige Funktion f : Q@ — R vorausgesetzt. Fiir f = 0 spricht man von der
Laplace-Gleichung. Auf 2 wird die Giiltigkeit des Gaufischen Integralsatzes und
der Greenschen Formeln vorausgesetzt.

Die Losungstheorie basiert auf den (am Ende des letzten Semesters ein-
gefiihrten) Newtonschen Potentialen N : (R™ x R™")\ D — R,

1 1

— fiir n > 2
— _ n—2
N(z,y) = (n—2)wy [z =yl
—In ||z — 9| fir n =2
2T
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wobei D := {(z,y) € R" x R" : z = y} die Diagonale ist. Dabei war w,, =
om2
'(3)
Funktion N( . ,y) harmonisch auf R™ \ {y}, denn mit r := ||z — y| > 0 gilt
(n>3)

das Volumen der (n — 1)-dimensionalen Einheitssphére. Fiir festes y ist die

A 1_2 = div(grad 1_2) — dlv(ww)

rn rn rn—1 r

—(2—n) ((grad(%n), v —y) + Ldiv(z — y)>
—@-n) (e -y + &) =0

Zur Prézisierung sei nun 2 C R" eine offene Teilmenge, 02 € R” ihr Rand
und = QU IQ ihr Abschluf. Gesucht ist eine Losung u € C2(Q) N C(Q).

Der folgende Satz erschien schon einmal als Satz 3.40 im letzten Semester,
aber ohne Beweis.

Satz 3.12 Es sei Q C R" cine offene Teilmenge, f € C(Q) und u(x) :=
/dy N(z,y)f(y). Dann ist u € C*(R™), und es gilt
Q

gZ(w) Z/Qdy gg(x,y)f(y)'

Ist zusitzlich f € CY(Q) NC(Q), dann gilt Au = f in Q.
Beweis. 1) Die Funktionen N(z, . ) und %(w, . ) sind iiber € integrierbar. Da f

stetig auf € ist, ist f auch beschrinkt, so da die Integrale / dy N(z,y)f(y) und
Q

ON
/ dy 5 (x,y)f(y) existieren. Insbesondere ist N(x, . ) fast tiberall stetig und
Q Ly

stetig differenzierbar im ersten Argument, und g—i\i(x, . ) ist fast tiberall stetig im
ersten Argument, so daf§ die ersten Behauptungen folgen.

ii) Ist f stetig differenzierbar in © und ist nun = € €, dann gilt nach den
obigen Bemerkungen

g; (z) = —/Qdy g;\j(x,y)f(y)

—— [y - (Nt @) + [ dr N o)

Die Umformung des Integranden ist zunéchst nur fiir y # x moglich, wegen
der Integrierbarkeit spielt diese Nullmenge aber keine Rolle. Samtliche Integrale
existieren, so daf§ der Gauflsche Integralsatz anwendbar ist. Im zweiten Integral
konnen wir eine Konstante addieren:

(o) = = [ dS) mN @)+ [ dy N (70) - 1)
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Dabei ist v;(y) die i-te Komponente des &ufleren Normalenvektors in y € 0S.
Ist f € CYQ), dann sind die Integranden fast iiberall nach z; stetig partiell
differenzierbar. Wegen = € (2 ist der Integrand des Oberflichenintegrals sogar
regulir. Also ist u € C*(Q), und es gilt

G0 == [ dSt) ) G )+ [ dy G e (70) ~ (@)

ON 0 (ON
= [ asw w5 ) = [ dv 3 (5 (1) - fa)

0?’N
+ [y g (F0) = 1))

Wegen der Abschétzung |f(x) — f(y)| < M|z —y|| fir y — x existieren sémtliche
Integrale, und der Gauflsche Integralsatz ist anwendbar:

Gigxi(x) = /m dS(y) Vi(y)g_;\:(l',y)f(x)—i-/gdy aig; (z,y)(f(y) — f(z)) .

Wir summieren tiber ¢ von 1 bis n:

(Au)(z) = f() / dS(y) (v(y), (grad, N)(z,y))

o0

L / dy (A,N)(z,y)(f(y) — f(2)) .
Q

Auflerhalb der Diagonalen ist N harmonisch. Andererseits kann der gesamte
Integrand zu einer integrierbaren Funktion auf {2 fortgesetzt werden, so dafl
diese Nullmenge unerheblich ist. Damit verschwindet das Volumenintegral. Das
Oberflidchenintegral driicken wir mit dem Gaufschen Integralsatz fiir das Gebiet
Q\ K,(x) aus, wobei p so klein ist, daf die Kugel im Inneren von 2 liegt. Dann
gilt

0= / dy div,((grad, N(z,y)))
Q\K,(x)

= [ ast) wiw).srad, Vo)) = [ as) (i) srad, N

DI, (x)

da die &ufere Normale von 0K ,(z) in entgegengesetzte Richtung zeigt. Das letzte

Integral ist wegen v(y) = oy auf 0K ,(z) aber

| as) i), mad, N = 1.
OK o(z)
so dafl (Au)(z) = f folgt. O
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Fiir beschrinkte Gebiete Q C R™ und n = 2,3 ist N C L*(Q x Q), so daB
nach Satz 2.31 der durch

(Tf)(x) = / dy N(z,y)f(y)

definierte Operator T : L*(Q) — L*(Q) kompakt ist. Allerdings kénnen wir T
noch nicht als Inverses zu A auffassen, da ohne Anfangs/Randbedingungen die
Losung einer Differentialgleichung 2. Ordnung nicht eindeutig sein wird. Entspre-
chend suchen wir die Losung des folgenden Dirichlet-Problems:

Au=f auf Q CR", u=up auf I . (D)

Die Methode besteht in der Bestimmung einer Greenschen Funktion G(z,y)
(die etwas mit den Newtonschen Potentialen zu tun hat), so daB der durch

(Tf)(x) = /dy G(z,y)f(y) definierte Operator (kompakt fiir n = 2,3) die
Q

eindeutige Losung u = T'f € C%(Q) N C(Q) des Dirichlet-Problems (D) liefert.
Sei zunéchst up = 0, d.h. die gesuchte Funktion u verschwinde auf dem Rand.
Wir setzen fiir y € Q

G(z,y) == N(z,y) + w(z,y) mit einer Losung w( . ,y) von
(Aw)(z,y) =0 firzeQ, w(z,y) = —N(z,y) firxz e .

Wir werden zeigen, dafl G(x,y) die gesuchte Greensche Funktion ist, die das
Dirichlet-Problem eindeutig 16st, vorausgesetzt, man kann die Funkton w(x,y)
finden. Das gelingt zumindest in einfachen Beispielen:

Beispiel 3.7 Es sei 2 = K,(0) := {x € R" : ||z|| < r}. Dann ist w(z,y) =
_N(Ilny’H;_”y)’ und

T

<

ist die Greensche Funktion. Die Newtonschen Potentiale sind harmonisch aufler-
halb der Diagonalen. Sei y # 0. Dann ist ”—f{”x = ﬁy nur moglich, wenn x = Ay
gilt. Dann ist ”—;%Hx =Y © Aly||? =72, also A > 0 und ||z||||y|| = r*. Diese

Gleichung hat aber keine Losung fiir y € Q und = € Q. Ist y = 0, dann kénnen wir
wegen der Translationsinvarianz der Newtonschen Potentiale (z,0) — (x + a,a)
setzen, woraus ||z + alllla|| = 7? folgt. Fiir geniigend kleines ||a|| gibt es keine
Losung, also ist w( . ,y) harmonisch fiir alle y € Q. Fiir ||z| = r gilt

r 2
|z — gey* = Iyl + 72 = 202, y) = Il - o]

und damit w(z,y) = —N(z,y) fur alle x € 9Q.
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Wir stellen zunéchst Eigenschaften harmonischer Funktionen zusammen, die
wir fiir w( . ,y) bendtigen:

Satz 3.13 Es sei Q) C R" eine offene und beschrinkte Teilmenge, fiir die der

Gaupsche Integralsatz gilt, und v : 9Q — R" sei das dufere Einheitsnormalenfeld.
Eine Funktion h € C*(Q) N C(Q) sei harmonisch, Ah =0 in Q. Dann gilt:

i) / dS (grad h,v) =0  (Gaufscher Integralsatz)
o0N

ii) Ist zu x € Q die Kugel K,.(x) C 2, dann gilt
1
h(z) = / dS h(y) (Mittelwertsatz)
K, ()

Wy 1

iii) Nimmt h ihr Mazimum oder Minimum auf Q im Inneren Q an, so ist h
auf Q) konstant (Mazimumprinzip).

iv) Erfiillen hy, hy die Voraussetzungen und ist hy = hy auf 0K, so gilt hy =
hg CL’U,f Q.

Beweis. Der Gaufische Integralsatz und der Mittelwertsatz wurden im letzten
Semester bewiesen.

iii) Sei M := max, g h(zr) und F :={z € Q : h(z) = M} C Q. Wir zeigen,
F ist offen und abgeschlossen. Das heifit F' = Q) (dann ist h konstant) oder F' = &
(dann nimmt A das Maximum auf dem Rand an).

Sei F' # @ und (xg)ren eine Folge von Punkten z;, € F, die gegen = € Q
konvergiert. Dann ist u(zy) = M fiir alle k£ und wegen der Stetigkeit von h folgt
u(z) = limg_o0 h(zg) = M, also ist F' abgeschlossen.

Sei x € Q und r > 0 derart, dafl K,.(z) C Q. Dann folgt aus dem Mittel-
wertsatz h(y) = M fiir alle y € 0K, (x), denn wire h(y) < M — e fiir ein € > 0,
Dann folgt aus der stetigen Differenzierbarkeit von h die Existenz einer Teilmen-
ge V C OK,(z) mit Volumen > 6 > 0, auf der h(y) < M — €/2 gilt. Also gibt es
zu jedem x € F auch eine Kugel K, (x) C F, damit ist F' offen. Die Aussagen fiir
das Minimum ergeben sich mit h — —h.

iv) Mit hq, hy ist auch h := hy — hy harmonisch mit A = 0 auf 9. Dann ist
h = 0 auf Q nach iii). O

Satz 3.14 Es sei Q) C R™ wie im Satz 3.13. Dann gilt:

i) Es gilt hochstens eine Greensche Funktion fiir das Dirichlet-Problem (D)
auf Q mit up = 0. Sie ist auferhald der Diagonale D = {(x,y) €
QxQ : x=y} negativ, G(z,y) <0 fir alle (z,y) € (2 x Q) \ D.

i) Die Greensche Funktion ist symmetrisch, G(z,y) = G(y, x).
iii) Ist f € CY(R), so ist u(xr) = /dy G(z,y)f(y) Liosung des Dirichlet-
Q

Problems.
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Beweis. 1) w( . ,y) ist eine harmonische Funktion mit vorgegebenen Werten auf
0. Fiir festes y gibt es ein r > 0 mit K,(y) C €, also ist ||z — y|| > r fiir alle
x € 0f). Damit ist die vorgegebene Randfunktion beschrankt, so dafl, wenn es
eine Losung w gibt, diese nach Satz 3.13.iv) eindeutig ist.

Fiir x — y geht N(z,y) — —oo. Daw(, ,y) in © harmonisch ist, insbesondere
differenzierbar im Punkt x = y,ist G( . ,y) < 0in einer Kugelschale {z € 2 : ¢ <
|z —yl|| < p}. Da G( . ,y) harmonisch auf Q\ K,(y) ist, nimmt es sein Maximum
und Minimum auf dem Rand 9(Q2\ K,(y)) = 02U 0K,(y) an. Das Maximum
muf also 0 sein, und es wird auf 02 angenommen, so daf§ die Greensche Funktion
in 2 negativ sein mu#f.

ii) Sei y1,42 € Q und p > 0 derart, daB K,(y1), K,(y2) € ©Q und K,(y1) N
K,(y2) = @. Dann sind die Funktionen G( . ,y;) und G( . ,y2) harmonisch auf
Q, = Q\ (K,(y1) U K,(y2)), und beide verschwinden auf 0. Also liefert die 2.

Greensche Formel (Satz 3.38 aus dem letzten Semester)

0= /a o dS(x) (G(x,yl)(DyGM:c, ys) — Gz, 12)(D,G)(x, yl))
+ /6 o dS(x)(G(x,yl)(DyG)(x,yz) — G(m,yQ)(DVG)(x,yl)> _

Dabei ist D, f = (grad f,v). Auf 9K ,(y1) mit p — 0ist G(z,y;) ~ p*>", wihrend
G(x,y9) regulir ist. Da die Oberfliche der Sphéren proportional zu p"~! ist, ver-
schwindet das Integral iiber den ersten Term der ersten Zeile. Analog verschwin-
det fiir p — 0 der letzte Term der zweiten Zeile. Im Limes p — 0 kann dann in
den verbleibenden Termen der jeweils regulidre Faktor vor das Integral gezogen
werden:

G(y1,y2) lim dS(z) (D,G)(x,y1) = G(ya,y1) lim dS(z) (D,G)(x,ys) .

P=0 JoK,(y1) P=0 JoK,(y2)

Da die Funktion w( . ,y;) harmonisch ist, verschwindet fiir ihren Anteil nach
Satz 3.13.1) das Integral. Fiir die verbleibenden Newtonschen Potentiale errechnet
man sofort (D, N)(z,y;) = ? fir alle z € 0K,(y;). Die Oberflichenintergale
ergeben dann 1, also gilt G(y1, y2) = G(y2, y1) fiir alle (y1,12) € (2 x Q) \ D.
iii) Da w( . ,y) harmonisch ist, gilt Au = f in Q nach Satz 3.12. Auf dem
Rand ist G(z,y) = 0 fiir alle z € 992 und alle y € Q. O

Die hier konstruierte Greensche Funktion G(z,y) entspricht dem elektrischen
Potential im Punkt = € €2, welches von einer Punktladung in y € €2 hervorgerufen
wird, wenn der Rand von € elektrisch leitend ist und somit konstantes Potential
hat. Die Symmetrie G(x,y) = G(y, z) bedeutet, dafl die gleiche Punktladung in
x das gleiche Potential in y erzeugt.

Bleibt noch die Situation beliebiger Randbedingungen u = wup auf dg im
Dirichlet-Problem. Dazu geniigt die Addition der folgenden speziellen Losung:
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Satz 3.15 Es sei G die Greensche Funktion zum Gebiet 2, und die Randwert-

aufgabe
Av=0 1, v=up auf o

fiir eine stetige Funktion up : 090 — R besitze eine Lisung. Dann gilt v(x) =

| 45 (0.G)wyun(y).

o0

Beweis. Wir wenden die 2. Greensche Formel fiir Q\ K,(z) auf das Paar G(z, . )
und v von Funktionen an, welche auf diesem Gebiet harmonisch sind:

0= /m dS(y) (G(I, y)Dyu(y) — v(y)DyG(:v,y)>
_ / A0 (G ) Duo(y) ~ o) DG, v))

Auf 09 verschwindet G(z, . ). Auf 0K ,(x) verschwindet fiir p — 0 das Integral
von G(z,y)D,v(z). Es bleibt

/a dS(s) uply) (D)) = / d5(y) v(y) D,G(x.y)

OK,(x)

Fiir p — 0 kénnen wir im letzten Integral wegen der Stetigkeit v(y) durch v(x)
ersetzen, da der Fehler bei p — 0 verschwindet. Das verbleibende Integral ist (wie
im Beweis von Satz 3.12) = 1. O

Beispiel 3.8 Essei Q2 = K,.(0) die offene Kugel vom Radius r um den Nullpunkt.
Das Innere sei ladungsfrei, Au = 0, und auf dem Rand 0K, (0) der Kugel sei das
elektrische Potential vorgegeben. Gesucht ist das elektrische Potential in jeden
Punkt z im Inneren der Kugel.

Nach Beispiel 3.7 ist fiir n > 3 und Vertauschung der Argumente

1 B T
)= g -1 - ).
(2,9) . ly — ] 2 |V TP
Damit gilt
T’2I'i
oG 1/ yi— @ 2 YT e
—(ZL‘,y> = _( n n—2 r2g || )

Fiir [jy|| = r war (Beispiel 3.7) ||y — ﬁ“ = mally — 2], so daB sich ergibt:
OG( ) 1 <( ) ||a:|]2< r? )) 1—”?—‘2‘2
— @y =W —%) Vi — %)) = - Yi -
dy; wally — x| r? 22| wnlly — |
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Nun ist (D,G)(z,y) = (v, (grad,G)(z,y)) = (%, (grad,G)(z,y)) = el also

rnlly=all®”
r? — ||z||? u(y
0K, (0)

rwn ly ==

1

Fir = = 0 folgt insbondere u(0) = -

/ dS(y) u(y), also der Mittel-
OK(0)

W,
wertsatz.

Ist umgekehrt u eine geeignete Megrofle, die im Inneren der Kugel einer
Laplace-Gleichung gentigt, dann kann u(z) fiir einen nicht zugénglichen Punkt
x des Inneren allein durch Messung von v auf dem Rand bestimmt werden. Auf

einem analogen Prinzip beruht die Computertomographie.

3.6 Schwache Losungen des Dirichlet-Problems

Die im letzten Abschnitt entwickelte Losungstheorie fiir die Poisson-Gleichung
hat fiir die praktische Umsetzung zwei problematische Stellen. Satz liefert nur
die Eindeutigkeit der Greenschen Funktion, wir kénnen nicht sicher sein, dafl sie
wirklich existiert. Das Problem ist ndmlich, daf§ wir eine Losung w( . ,y) des
Problems (Aw)(z,y) = 0 fir x € Q und w(z,y) = —N(z,y) fir z € I zunichst
nicht garantieren kénnen. Selbst wenn eine solche Losung existiert, wird sie im
allgemeinen nicht zu finden sein. Das zweite merkwiirdige Problem ist die Dif-
ferenzierbarkeit f € C'(Q2) der rechten Seite. Damit konstruieren wir eine zwei-
mal stetig differenzierbare Losung u. Setzt man die Losung aber in die Poisson-
Gleichung ein, dann wére die rechte Seite eigentlich nur stetig. Wir werden nun ein
dghnliches Dirichlet-Problem mit Methoden der Hilbert-Raume behandeln, fiir die
uns ein Analogon des Rieszschen Darstellungssatzes die Existenz und Eindeutig-
keit der Losung sichert. Allerdings ist dann die Losung nur eine Aquivalenzklasse
integrierbarer Funktionen.
Betrachtet werde das Dirchlet-Problem

Au—m*u+f=0 inQCR", u=0 auf 0.

Der Zusatz —m?u entspricht physikalisch einer Masse fiir das Photon, d.h. wir

16sen hier nicht die Maxwell-Gleichung, sondern die euklidische Klein-Gordon-
Gleichung. Die Differentialgleichung wird mit einer geeigneten Funktion v : Q —
R multipliziert, die ebenfalls auf 02 verschwindet. Ist u zweimal und v einmal
stetig differenzierbar in €2, dann gilt vAu = div(v grad u) — (grad v, grad u), somit

/ dx <div(v gradu) — {grad v, grad u) — m*uv + fv) =0.
Q

Die Voraussetzungen des Gauflschen Integralsatzes sind erfiillt, so dal wir das
Integral iiber div(v gradu) in ein Oberflichenintegral iiberfithren kénnen. Da v

82

Preliminary version — 9. Juli 2007



auf dem Rand verschwindet, liefert es keinen Beitrag, und wir erhalten:
/ dx <<grad v, grad u) + m2uv> = / dz fuv fiir alle v mit v = 0 auf 02 .
Q Q

Wenn wir die rechte Seite als lineares Funktional F'(v) auffassen und die linke
Seite als Skalarprodukt (u, v) in einem geeigneten Hilbert-Raum H, dann sagt uns
der Rieszsche Darstellungssatz, dafi es genau ein v € H gibt mit (u,v) = F(v).
Wenn wir also einen geeigneten Hilbert-Raum H finden, dann ist das
Dirichlet-Problem in H eindeutig 16sbar, und zwar fiir viel schwéchere Forde-
rungen an die Funktionen: Es geniigt offenbar f € £2(Q) zu wihlen, also viel
weniger als Stetigkeit der rechten Seite (im letzten Abschnitt muBite f sogar dif-
ferenzierar sein), und auch die zweiten Ableitungen von u gehen gar nicht ein.
Klar ist, daf3

(u,v)y := / dx <<grad v, grad u) +m2uv>
Q

ein Skalarprodukt auf dem Raum C'(Q2) N Cy(Q2) der auf Q stetig differenzierba-
ren Funktionen ist, die sich stetig zu 0 auf 0f) fortsetzen lassen. Allerdings kann
dieser Raum nicht vollstandig sein. Entsprechend der iiblichen Konstruktion ver-
vollstindigen wir C'(2)NCy(Q) beziiglich der Norm |[u||; := /(u, u); und nennen
den resultierenden Hilbert-Raum H;(€2).

Definition 3.3 Essei () C R" offen, so daB seine charakteristische Funktion meBbar

ist. Dann heiBt die Vervollstandigung von C*(£2) N C(£2) beziiglich der durch das
Skalarprodukt

2

(v, V) ::/Qda: Z z”: ’ﬁ(z)

p=0 i1,.,ip=1 'p

induzierten Norm ||ul|, := +/{u,u)), der Sobolev-Raum k-ter Ordnung, bezeichnet
mit H*(Q). Der entsprechende AbschluB von C*=(Q2)NCy () beziiglich || || werde mit
HE(Q) bezeichnet.

Durch Weglassen der jeweils hochsten Ableitungen folgt H*(Q2) ¢ H*1(Q) C
-+ C HY(Q) C H(Q) = L*().

Satz 3.16 Zu jeder Funktion f € L*(Q) gibt es genau eine Lisung u € H(Q)
des schwachen Dirichlet-Problems

/dx ((gradv,gradu) -+ m2uv> = / dr fv fiir alle v € Hy(S2) .
Q Q
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Beweis. Das mit Masse m # 0 definierte Skalarprodukt ist dquivalent zum
Standard-Sobolev-Skalarprodukt mit m = 1, so dafl {, ); mit m # 0 den gleichen
Hilbert-Raum H} () definiert. Nach Cauchy-Schwarz ist

| [ o fap@] < 1110l < 70l

wobei ||f|| die iibliche L?>-Norm ist. Also ist F' : H}(Q) — R mit F(v) :=
Jodz f(x)v(z) ein lineares stetiges Funktional auf dem Hilbert-Raum Hg(€).

nach dem Rieszschen Darstellungssatz gibt es genau ein v € Hg () mit (u,v) =
F(v). O

Zur Diskussion dieser Losung einige Bemerkungen zu Sobolev-Réumen, ohne
Beweis. Die Funktionen v € H*(Q) sind zunéchst nicht differenzierbar. Jedoch
gibt es zu v € H*(Q) eine Folge (v;);en beliebig oft differenzierbarer Funktio-
nen, fiir die §;,,...0;,v; mit p < k definiert ist. Man kann zeigen, daf§ dann
limy_o 05, ...0;,v; fast iiberall punktweise gegen eine Funktion aus H k=P kon-
vergiert. Die so definierte Ableitung 9; : H*(Q) — H*~1(Q) heit verallgemeinerte
Ableitung.

Wenn der Rand 0N gutartig ist (z.B. Lipschitz-stetig, keine Nullwinkel), dann
148t sich zeigen, dafl Funktionen v € HE(2) einschlieBlich ihrer (k — 1)-ten ver-
allgemeinerten Ableitung fast iiberall punktweise auf 02 verschwinden. Speziell
ist H)(Q) = H°(Q) = L*(Q).

Die in Satz 3.16 angegebene Losung ist einerseits nur eine Aquivalenzklasse
von Funktionen und hat andererseits nur verallgemeinerte Ableitungen, und diese
auch nur erster Ordnung. Im allgemeinen wird das keine Losung u € C2(2)NCo(92)
von Au = f sein! Es gibt aber sehr wichtige sogenannte Sobolevsche Einbet-
tungssdtze, die in Abhéngigkeit von der verallgemeinerten Ableitungsklasse und
der Dimension von ) klassische Differenzierbarkeit garantieren.

Die Beschrankung auf erste Ableitungen ist der physikalischen Problemstel-
lung sogar besser angepafit. Ausgangspunkt fiir das Dirichlet-Problem ist namlich
héufig ein Variationsproblem fiir eine Lagrange-Funktion in der Feldtheorie. Das
Hamiltonsche Prinzip fordert

S(u) = / dxL(grad u, u,z) = stationér , u(z) = up(z) auf O .
Q

Dabei ist L die Lagrange-Funktion, die im allgemeinen quadratisch von der verall-
gemeinerten Geschwindigkeit grad v und dem verallgemeinerten Ort u abhéngt.
Hier ist = die verallgemeinerte Zeit x. Gesucht werden Losungen u(zx), die das
Wirkungsfunktional S stationdr machen, wobei nur in der Klasse der Funktio-
nen mit vorgegebenen Werten auf dem Rand variiert wird. Die Euler-Lagrange-
Gleichungen fiihren dann auf eine partielle Differentialgleichung 2. Ordnung, aber
mit zweimaliger Differenzierbarkeit ist mehr als im physikalischen Problem ge-
fordert. Ist uy die Minimumslosung fiir das Wirkungsfunktional und setzt man
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u = ug + v, wobei v auf 92 verschwindet und als “infinitesimal” angesehen wird
(d.h. quadratische Terme in v verschwinden), so wird man direkt auf das schwache
Dirichlet-Problem gefiihrt.

Die Masse m # 0 im Dirichlet-Problem ist wichtig, da sonst v — F(v) kein
stetiges Funktional ist. Wenn aber §2 beschriankt ist und v auf 92 verschwindet,
dann kann fiir stetig differenzierbare Funktionen natiirlich v(x) durch |grad v||
und den Durchmesser von €2 abgeschéatzt werden. Es zeigt sich, daf§ das auch noch
fiir verallgemeinerte Ableitungen gilt, so dafl es eine Konstante 0 < C'(Q2) < oo

gibt mit
NPT
|lv][1 < C(Q2)|v]1 , |y = </de;‘a; ) '

fiir alle v € H}(Q2). Das Verschwinden der Randwerte ist hier wichtig, denn sonst
ist fiir die konstante Funktion |v|; = 0, aber ||v|| und ||v||; sind ungleich Null. In
diesem Fall sind also | |; und || ||; &quivalente Normen.

Schliefflich 1&8t sich das Problem auf allgemeine elliptische Differentialglei-
chungen 2. Ordnung verallgemeinern:

Satz 3.17 (Lax-Milgram) Es sei H ein Hilbert-Raum, a : H x H — R eine
stetige und H-elliptische Bilinearform, d.h. es existieren 0 < o, M < oo mit

la(u, v)] < Mljullllvl,  a(v,v) > afvl?

fir alle w,v € H. Dann ist gibt es zu jedem linearen stetigen Funktional F : H —
R genau eine Lisung u € H der Gleichung a(u,v) = F(v), und fir die Losung
gilt die Abschitzung |[ul < L||F||op.

Beweis. Fiir jedes u € H ist die Abbildung v — a(u,v) linear und stetig, also
gibt es nach dem Rieszschen Darstellungssatz genau einen Vektor Au € H mit
a(u,v) = (Au,v) fiir alle v € H. Die Abbildung A : H — H ist offenbar linear
und stetig. Es gilt

U
[Aul[ ;= sup  la(u,v)| = a(—H,U) > allul

veH , [loll=1 Ju

und damit ist A injektiv: Aus Au = 0 folgt v = 0. Wir zeigen, dafl A auch
surjektiv ist. Wegen der Stetigkeit von A ist AH C H ein abgeschlossener linearer
Teilraum. Gébe es ein 0 # w € (AH )L, so wiire 0 = (w, Aw) = a(w,w) > a|jw||?,
damit w =0 und AH = H.

Nach dem Rieszschen Darstellungssatz gibt es genau ein f € H mit F(v) =
(f,v) fur alle v € H. Das Problem reduziert sich also auf (Au,v) = (f,v) fiir
alle v € H, also Au = f und u = A7'f, da A bijektiv ist. Nach Satz 2.25.ii)
gilt: Ist |[(u, A7'w)| < cf|ul|||w] fiir alle u,w € H, so ist ||A7|,p < c¢. Wegen
Surjektivitit von A gibt es ein v € H mit w = Av. Nach Cauchy-Schwarz gilt

85

Preliminary version — 9. Juli 2007



[, )| < llullloll = Hjullaflo]l < LullllAv] fir alle u,v € H, woraus A~]|,, <
L folgt. Das licfert [ful] < [[A™ [lpll £ < 21IF L. =

Der Satz von Lax-Milgram ist die Grundlage fiir numerische Losungen el-
liptischer partieller Differentialgleichungen. Unter den gleichen Voraussetzun-
gen wie dort sei Vj, C H ein endlich-dimensionaler linerer Teilraum. Eine
Néherungslosung u, € V3, von a(up,v) = F(v) fiir alle v € V, wird wie folgt
konstruiert: ist vy,...,v; eine Basis von V}, und w, = Zle cv;, dann ist der
Vektor ¢ = (c1,...,¢)" die eindeutige Losung des linearen Gleichungssystems
A-c=bmit A= (a(v;,vp)) und b = (F(v;)) (die Matrix A ist stets invertierbar).

Satz 3.18 Beweis. Die Lisung uy von a(uy,v) = F(v) fir alle v € V}, ist eindeu-
tig, und fiir die ezakte Losung uw € H gilt es gilt |u — up|| < 2 mingey, [lu — vl

Wegen Linearitét ist a(u — uy,v) = 0 fiir alle v € V,, und damit
allu —up||* < alu — up,u — up +v) < Mlju—up|||u — up + ||

fiir alle v € V},, insbesondere fiir das Minimum. O

3.7 Das Anfangswertproblem fiir die Wellengleichung

Die Wellengleichung in n Raumdimensionen lautet

0%
ot?

Charakteristiken der Wellengleichung sind die Lichtkegel ¢*(t —t9)? = ||z — zo||*.
Diese sind als Anfangsflichen also auszuschlieen. Aus physikalischen Griinden
(Lichtgeschwindigkeit als Grenzgeschwindigkeit) ist dann die Anfangsfliche K C
2 xR so zu wahlen, dafl ihr Normalenvektor im Inneren des Lichtkegels liegt. Die
einfachste Wahl, auf die wir uns beschrénken, ist die Hyperfliche € x {0}, d.h.
wir geben u(z,0) = f(z) und 2%(z,0) = g(z) zur Zeit ¢ = 0 vor. Im allgemeinen
sucht man die Zukunftsentwicklung w(z,t) fiir ¢t > 0.

Fiir n = 1 1a8t sich durch Variablentransformation (x,t) — (y1 = x+ct, yo =

2

U
Y10y

Losung ist also die Summe aus einer nur von x + ¢t und einer nur von z — ct
abhéngenden Funktion, die man am besten so darstellt: u = 1 (fi(z+ct) + fi(z —
ct) + fo(z+ct) — fo(z —ct)). Die Anfangsbedingungen ergeben fi(z) = f(z) und
cfi(x) = g(z). Die Losung ist somit

(z,t) = A (Au)(x,t) , reQCR", teR.

x — ct) die Differentialgleichung in 5 (y1,y2) = 0 iiberfithren. Die allgemeine

x+ct

(o, ) = %(f(a:+ct)+f(x—ct)—l—%/

xr—ct

ds g(s)) :
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Im Hinblick auf die mehrdimensionale Verallgemeinerung fithren wir den eindi-
mensionalen Mittelungsoperator

(M(0)f)(x) = — / T ds f(s)

2¢t )y

ein, so daf} wir die Losung der Wellengleichung wie folgt darstellen kénnen:

Satz 3.19 Das Anfangswertproblem der eindimensionalen Wellengleichung

d*u , 0%u ou
Tuen =eThen, @neRxR,. @)= f(), 2

! (2,0) = g(a)

mit [ € C3(R) und g € C1(R) hat die eindeutige Lisung u € C*(R x R, ) gegeben
durch

u(r,t) = aat(tM( 6 f)(x) + (M ()g)(z) . O

Wenn g eine Stammfunktion hat, dann schreibt sich die Losung als Superposition
u(z,t) = v(x—ct)+w(z+ct). Dabei ist v eine sich nach rechts mit Geschwindigkeit
c ausbreitende Welle und w eine sich nach links mit Geschwindigkeit ¢ ausbreiten-
de Welle. Interessant ist auch die Diskussion des Abhéngigkeitsbereichs: Ist der
Tréger von f, g enthalten in einem Intervall supp(f, g) C [a,b], so gilt u(x,t) =0
fir z ¢ [a — ct,b+ ct].

Die Losung der eindimensionalen Wellengleichung iibertrégt sich in drei
Raum-Dimensionen:

Satz 3.20 Das Anfangswertproblem fir die dreidimensionale Wellengleichung

0*u 82u 5 du
o2 (I t) a 2(1’ t) (‘Tat) €R XR+ ) U(ZE,O) - f(ZE) ) a_

1 (2,0) = g()

mit f € C3(R®) und g € C*(R®) hat die eindeutige Lisung u € C*(R® x R,)
gegeben durch

0
u(@, t) = 5 (LM (1)) () + (M (1)g) ()
Dabei ist der Mittelungsoperator definiert als

1

(M(O))w) =~

/ dS(0) f(z + cth) ,

wobei S C R? die zweidimensionale Einheitssphdre ist.
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Beweis. i) Es sei K,.(x) die dreidimensionale offene Kugel um z € R* mit Radius
r. Dann gilt

9] 1
a(M(t)f)(x e 0 9) (cb, (grad f)(z + cth))
- 47r1ct2 /3K () ) (V). (gred £)(w)

1
= e W BNE)

Im letzten Schritt wurde der Gaufsche Integralsatz benutzt. Das Integral iiber
K. (x) zerlegen wir in ein Integral iiber den Radius und ein Integral iiber die
Winkel:

0 1
xTr) =
4rct?

/K LW @NE Y

/od dr® /52 dS(0) (Af)(z +r0) .

" dnct?
Damit konnen wir die zweite Zeitableitung berechnen:

O M) ) = oy /0 Cdr i /S AS(6) (A +10)

- /S dS(0) (Af)(z + cth) .

Es ergibt sich

> 9 Py
c*t

=1 dS( ) (Af)(x + cth) = A(AEM () f))(z) -

Damit (und dem Satz von Schwarz) erfiillt u(z, t) = 2 (¢M(t) f)(z)+ (tM(t)g) ()
die Wellengleichung.

ii) Wir tiberpriifen die Anfangsbedlngungen Es gllt u(m, O) (M (0) Hz) =
f(z) und dann 2%(z,t) = A(AIM(t)f))(z) + 2 (tM(t)g) (), also L(z,0) =
(M(0)g) (x) = g(x).

iii) Es verbleibt der Beweis, dafl jede Losung der Wellengleichung von dieser
Gestalt ist. Sei dazu u(x,t) eine beliebige Losung. Zum Parameter ¢ € R mitteln
wir diese Losung:

v (t,7) ==r(M(r)u( . 1)) (z) , r€eR® reRy.
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Da u der Wellengleichung geniigt, gilt unter Verwendung der Eigenschaften des
Mittelungsoperators

v, i o )

52 (t,r) = (Ayvg)(t, 1) = e /52 dS(0) (c*Ayu)(x + crd, t)
r 02 0?
=1 5(9) mu(m +cr,t) = prel v (t,7) .

Also erfiillt v, die eindimensionale Wellengleichung mit Geschwindigkeit 1 und
hat die allgemeine Losung v,(r,t) = ¢.(t + r) + ¥.(t — 7). Nehmen wir r als
Zeitvariable, dann ist v,(t,0) = 0, also v,(r,t) = ¢.(t + 1) — ¢.(t — 7). Damit
erhalten wir 9% (¢, 7) = ¢/ (t +1) — ¢, (t —7) und 2= (t,r) = ¢L(t+7) + ¢ (t — 1)

und somit 2¢,(t + 1) = (% + %)vm(t, r). Fiir r = 0 ergibt sich

2¢0,(t) = (M(0)u( . ,1))(2) = u(x,) .
Fiir t = 0 erhalten wir unter Verwendung der Anfangsbedingungen

26,r) = (MO D)@+ o (Ml 1))

= (PM(r)g) (w) + %(wm £,

Erstetzen wir r — ¢, so folgt durch Vergleich beider Formeln die Behauptung. [

t=0

Der Mittelungsoperator 148t sich wie folgt in eine Formel umformen, die
Ahnlichkeit mit einer Greenschen Funktion hat:

(M (1) f) () = 2 /S dS(6)f(x + ctf)

drc
1

_ _ Sy
= Tne(e) /aw) SWIW) = g /m(d) WOy

Damit kann man folgende Losung der inhomogenen dreidimensionalen Wellen-
gleichung beweisen:

Satz 3.21 (Kirchhoff) Die Lisung der Anfangswertaufgabe

O*u 232u 3 ou
= =5 —— +hinR xR, u(z,0)=f(z), at(ﬂf 0) = g(x)

st gegeben durch

1 9(y) 19 / 0
U(ZL’,t) - 47TC /(?Kz(ct) dS(y) H.Z' — y” + 47rcat 3[(1 ct) dS(y) Hx - y”

1 h(y,t — ||z —
+_/ a (.t — o —yl)
ame Ji, (o) |z =y
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Wir 16sen nun die zweidimensionale Wellengleichung durch Dimensionsreduk-
tion:

Satz 3.22 Das Anfangswertproblem fir die zweidimensionale Wellengleichung

0*u K, 0*u du

— = — RZxR = — =

5 (x,t)=c 97 (x,t), (z,t) e R*xR,, u(z,0) = f(x), T (2,0) = g(x)
mit f € C3(R?) und g € C*(R?) hat die eindeutige Lisung u € C*(R® x R,)
gegeben durch

u(z,t) = %(tM ) f)(z) + (tM(t)g)(z) .

Dabei ist der zweidimensionale Mittelungsoperator definiert als

mmmw:—iéw@;@iﬂf

" 2met 22— [y

Beweis. Wir nehmen f,g als dreidimensionale Funktionen an, die nicht
von x3 abhdngen. Wir wihlen Polarkoordinaten auf der Einheitssphire
(01,02,03) = (costcosp,cosdsing,sind) mit J €] — 7,5 und ¢ €
10,27[. Das Oberflichenelement ist dann dS(0) = cosvdidp. Transformati-
on auf 6,0y erfolgt mit dem Inversen der Jacobi-Matrix |det(D8)(d, )| =
< sinvcosp cos¥sing
det . .
sindsing cosv cos
(¥ > 0) und untere (¥ < 0) Halbkugel. Auf der Kreislinie (¢ = 0) ist die Jacobi-
Matridx nicht invertierbar, sie kann aber weggelassen werden, da es sich um eine

Nullmenge handelt. Somit gilt dS(6;,6,) = —25dfdfy = —249%_ ynd wir

<1 Y
|51n19| /1_9%_0%

)' = |sin¥ cos¥|. Integriert wird iiber die obere

erhalten

(M) f) (21, 2) = — / WO ety + i)
K1(0)

21 VI-02— 62
1
_ / gy AErY
2met J (o) 2 — |y

Die Eindeutigkeit der dreidimensionalen Losung garantiert die Eindeutigkeit. [J

Im Unterschied zur dreidimensionalen Losung ist das Abhéngigkeitsgebiet
das gesamte Innere der offenen Kugel um = mit Radius ct. Das ist der Grund
dafiir, daf} ein ins Wasser geworfener Stein Oberflachenwellen im Inneren erzeugt,
wéhrend Tone im dreidimensionalen Raum sich unverfilscht ohne Nachhall aus-
breiten.
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3.8 Anfangs-Randwertproblem fiir die Wellengleichung

Die Wellengleichung sei auf beschrinkte Teilmengen x € () C R" eingeschrankt.
Dann sind zusétzlich zu den Anfangsbedingungen fiir u(x,t) zur Zeit t = 0 noch
Randbedingungen fiir z € 02 zu stellen. Das Problem l&8t sich durch eine Auf-
teilung von €2 in von den Charakteristiken durch 092 x {t = 0} erzeugten Gebiete
16sen. Fiir einfache Situationen kann man durch Trennung der Variablen das Pro-
blem in ein Sturm-Liouvillesches Randwertproblem auf €2 iiberfithren, das wir mit
Hilbert-Raum-Methoden 16sen koénnen.

Beispiel 3.9 Gegeben sei das Anfangs-Randwertproblem einer am Rand einge-
spannten Saite der Linge L, die zur Zeit t = 0 an der Stelle zy €]0, L[ um h
ausgelenkt wird:

d*u 0%u
oz (@) =do5 (@), (2,1 €]0, L[xRy,
% fir 0 < x < xg ou
R { s gy pycacr  gr o0 "I =0

u(0,t) = u(L,t) =0

Die Anfangsdaten sind zwar nicht dreimal stetig differenzierbar, die Hilbert-
Raum-Methoden fiithren aber dennoch zu einer Losung.
Der Ansatz u(x,t) = y(z)7(t) fithrt auf

Y '+ (@) =0, y(0)=y(L)=0, 7(t)=—c"Ar(t).

Die Gleichung fiir y ist ein Sturm-Liouvillesches Eigenwertproblem und hat die
diskreten Losungen

2 1
Yn(T) = \/;Sin —(n +L )@ , neN.

Der Zeitanteil hat damit die Losung

1)mcet 1)met
(nthmet | g (0D

w(t) = ap
To(t) = ay, cos 7 7

Die Bedingung 7,,(0) = 0 fiir alle n liefert b, = 0. Damit ist 7,,(0) = a,. Da es

nur auf das Produkt 7y ankommt, konnen wir a,, = 1 setzen und die Anfangs-
bedingung ausschliellich aus den y,, aufbauen. Die Anfangsverteilung ergibt sich
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dann zu f(x) = > 7, fayn(x) mit
\/7/ dz f(x sinw
—\/z— dxxsinu%—\/? h /de(L—x)sin@
- L LL— /s, L
2 L nw
\/; i de’l‘—(—ECOST)
2 h d L nmww
T

2 h on mrxo 2 h / mrxo
=4\/=—— ( — + 4 / dx cos
Lz nm xo nm

+ 2_h L(L _IO) _\/i L de cos ——
LL—xO nmw L LL—xynm L
V2LhI? . nmTg
- xo(L — zo)n?m? ST

Somit ist die Losung des Problems gegeben durch

2hL2 > _ n7r:B0 . nmx nmct
u(z,t) = P Z 55 Sin —— cos —— .
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