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Teil I
Grundlegende Methoden und Begriffe

1 Lineare Gleichungssysteme und Matrizen

Wir geben hier zunéchst eine elementare Einfithrung in lineare Gleichungssysteme
(LGS) und das Standardverfahren zur Bestimmung der Losung. Eine systema-
tische Untersuchung der Menge der Losungen erfolgt spéter, wenn Vektorrdume
und linearen Abbildungen zwischen ihnen bereitgestellt sind.

Definition 1.1 Es sei K = R oder K = C. Ein lineares Gleichungssystem iiber K
aus m Gleichungen mit n Unbekannten ist ein System der Form

a11%1 + a19%s + - - - + a1, = by

a21T1 + Q22X + * + + + Aop Ty = b2

Am1T1 + AQpaXe + - - + App Ty = bm

wobei die Koeffizienten (a;;) = {ai1,...,amn} € K und die by,...,b,, € K fest
vorgegebene Zahlen sind und das n-Tupel (z1,...,2,) € K" eine zu bestimmende
Losung des Systems ist.

3

o usw. der z; auftreten.

Wichtig ist, daB keine Exponenten wie 22, x5 ", «

Beispiel 1.2 Gegeben sei das System

T+ T3 — x5 = 2 S 1oz 4029+ 1-234+0-244+(—1) 25 =2

39 — 24 =6 < 02143 2240 23+ (—1)-24+0-25 =6
l’2+il’3:—i$5 & O-x1+1-x2+i-x3+0-x4+i-x5 =0

L1+ 2o+ a3+ T4 = T3 s looy+1-ae+1-az3+1-2y+(=1)-25 =0
<

Offenbar gilt:

Satz 1.3 (elementare Zeilenumformungen) Gegeben sei ein lineares Glei-
chungssystem

1171 + A12T2 + *++ + A1p Ty = b1

A91%1 + A99%o + -+ - + Gop X, = by

Am1T1 + A2l + -+ - + AppTn = bm

Die Menge der Losungen (xi,...,x,) € K" des Systems bleibt unverdndert bei
folgenden Typen von Anderungen des Systems:
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Typ 1 Vertauschen zweier Gleichungen.

Typ 1l Ersetzen der j-ten Gleichung durch die Summe aus der i-ten und j-ten
Gleichung und Beibehalten der i-ten Gleichung.

Typ III Multiplikation der i-ten Gleichung mit A € K* (d.h. A #0).
Die Anderungen vom Typ II und IIT werden oft zusammen ausgefihrt:

Typ IV Ersetzen der j-ten Gleichung durch die Summe aus dem \-fachen der
i-ten Gleichung und der j-ten Gleichung und Beibehalten der i-ten Glei-
chung.

Alle diese elemenaren Zeilenumformungen lassen sich wieder riickgdngig machen.
Z.B. Typ II durch

i) Multiplikation der i-ten Gleichung mit (—1)
ii) Addition der neuen i-ten Gleichung zur j-ten
iii) Multiplikation der i-ten Gleichung mit (—1)
und Typ III durch
i) Multiplikation der i-ten Gleichung mit ;.

Die Losungsstrategie besteht darin, durch elementaren Zeilenumformungen das
System so umzuformen, dafl zumindest eine der Variablen allein steht und abge-
lesen werden kann. Das Verfahren wird dann fiir die verbliebenen n —1 Variablen
wiederholt, u.s.w. Wir sehen uns das Beispiel an:

Beispiel 1.4 I;; bedeutet Vertauschen der Gleichungen i und j und IV;;(X) be-
deutet Addition der A-fachen i-ten Gleichung zur j-ten:

1[E1+0l‘2+1 T3+ 0[E4+( 1) ZL‘5:2
0O-21+3 - 29+0-23+(=1) 24+ 0-25=6
0'1’1+1~$2—|—i SL’3+ 0'1’44‘ i:cg):()
1[E1+1l‘2+1l‘3+ 1[E4+( 1) ZL‘5:0
1-214+0-29+1- 235+ 0'1’4—0—( 1) Ts5= 2
. 0'1’1—|—1~$2+i T3+ 0'1’4"‘ i'l’g)_ 0
s, TVia(=1) - 0-21+3-254+0-254+(=1)-24+ 0-25= 6
OIL‘1+1$2+0 IL‘3+ 1[L‘4+ 0[L‘5:—2
1'l‘1+0'l‘2+ 1[L‘3+ 0[E4+(—1)ZL‘5: 2
Ol‘1+1 l‘2+ l'[L‘g*F 0[L‘4+ l'IL‘5: 0

IVo3(—3), IVoy(—1): 4 4
25(=8), Vau(=1) 02140 204 (=2) 23+ (=1) - aa+(=3) 25= 6
O'.T1—|—0 .T2+( i) T3+ 1'1’44-(—%)'1’5:—2
1-214+0 29+ 123+ 0'1’4+(—1)-5L’5: 2
IVay(—1) - 0-29+1- 29+ Bi-xg—i— 0- x4+ 3%-1’5: 0
3 O.T1—|—0 .T2+( Z) SL’3+( 1) SL’4+(—Z)'SL’5: 6
O$’1+0 $’2+ 0[L‘3+ %IL‘4+ 0[L‘5:—4
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Daraus lesen wir x4, = —3 ab. Schrittweise bestimmen sich die anderen Variablen
zu x3 + x5 = —4, dann x5 = 1 und schliefllich z; = 6 + 2x5. Die Variable x5 ist
dabei beliebig. <

Das ist eine typische Situation: in Losungen linearer Gleichungssysteme
konnen manche Variablen beliebig gewéhlt werden, andere sind eindeutig be-
stimmt, oder es kann auch gar keine Losung geben. Wir werden im Verlauf des
Semesters Methoden kennenlernen, mit denen die Menge der Losungen eines LGS
charakterisiert werden kann. Zunéchst fithren wir eine Matrixschreibweise ein,
mit der lineare Gleichungssysteme und die elementaren Zeilenumformungen sich
iibersichtlicher schreiben lassen.

Definition 1.5 Ein Schema der Form

a1 Ao ... A1n

g1  A22 ... dQ2p
A=

m1 Am2 - Gmp

mit a;; € K fiir alle 1 < i <m und 1 < j < n heiBt m x n-Matrix (iiber K). Die
Menge aller m x n-Matrizen iiber K wird mit M (m x n,K) bezeichnet.

Man schreibt auch A = (a;;) ;- .., oder, wenn die Groie m x n klar ist, auch

j=1...,n
A = (a;;), mit dem Eintrag a,;; auf der Kreuzung der i-ten Zeile mit der j-ten
Spalte. Der erste Index ist also der Zeilenindex, der zweite Index der Spaltenindex.

Wir identifizieren M (n x 1,K) mit K", d.h. wir schreiben Elemente aus K"

X Zq
in der Regel als Spalten z = (z;)i=1,..n = : . Sind =z = : Y =
Tn Tn
Y1
: € K" und ist A € K, so erkldart man die Addition und die Multiplikation
Yn
mit Skalaren durch
1+ ATy
T+y = : und AT = :
Tn + Yn ATy,

SchlieBlich erkldren wir eine Matrixmultiplikation - : M(m xn, K) x K* — K™
wie folgt:

aiq aig ... Q1 1 111 + a19T9 + - -+ + a1y,

Qa1 Q2 ... Q2q T3 211 + Q22X + - - - + AopThy

Aml Am2 .. Qmn T Am1T1 + Am2T2 + -+ AmpnTn
3
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Die GroBe der Matrizen muf8 dabei passen, d.h. ein Produkt M (m x n,K) x K

ist fiir [ # n nicht erklart! Ist also A = (a;;) ;=1 ., und = (z;);=1,..n, SO ist
i=1,..., n
A-x=b=(b;)i=1,. m mit bi—Zaij
j=1
1 2 3 4 ;
Beispiel 1.6 Sei A= | 8 7 6 5 | € M(3x 4,R) und = = 1 e R,
9 01 2
—2
so 1st
1.142-243 (=1)+4-(=2) 6
Ax=| 81+7-24+6-(-1)+5-(-2) | = 6 | eR®.
9-1+0-241-(=1)+2-(-2) 4 )

Damit 1é3t sich ein lineares Gleichungssystem aus m Gleichungen mit n Unbe-
kannten schreiben als A -z = b, wobei A € M(m x n,K) und b € K™ gegeben
sind und die Losung x € K" gesucht ist. Wir konnen nun die elementaren Zeilen-
umformungen des LGS A - x = b in Matrixschreibweise formulieren:

Typ I Vetauschen zweier Zeilen von A und der entsprechenden Eintrédge von b.

Typ II Ersetzen der j-ten Zeile von A durch die Summe aus der i-ten und j-ten
Zeile und Beibehalten der i-ten Zeile, sowie Ersetzen des j-ten Eintrags
von b durch die Summe aus i-tem und j-tem Eintrag von b und Beibe-
halten des i-ten Eintrags von b.

Typ III Multiplikation der i-ten Zeile von A und des i-ten Eintrags von b mit
A e K.

Typ IV Ersetzen der j-ten Zeile von A durch die Summe aus dem A-fachen der
i-ten Zeile und der j-ten Zeile und Beibehalten der i-ten Zeile, und ent-
sprechend fiir die Eintrége von b.

Man sieht dabei, daf} die elementaren Zeilenumformungen an der Losung = = (z;)
nichts d&ndern. Deshalb kann x gefahrlos weggelassen werden und die Zeilenum-
formungen einheitlich fiir die erweiterte Koeffizientenmatriz

ay G2 ... Qi | b
a1 Qg2 ... Qg | by
(A[b) =
A1 Gm2 - Gmn | bm
durchgefiihrt werden.
4
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Beispiel 1.7 Wir wiederholen die Schritte aus Beispiel [LZk

101 0 —-1]2 - 101 0 -1] 2
030 -1 06 |vuD 0141 0 %10
011 o Lo 030 -1 06
111 1 -1{0 010 1 0f-2
vy (1010 —1) 2 fro 10 -1
Vach) 01 5 0 g 3 | NachH [ 01 3 0 | 0
00 -3 -1 =2] 6 00 -3 -1 =2] 6
00 —3 1 —1]-2 00 0 3 0]—4

Eine solche Matrix heif3t in Zeilenstufenform. Durch Zeilenumformung vom Typ
IIT kann erreicht werden, dafl die erste von Null verschiedene Zahl jeder Zeile zu
1 wird:

1113(_%1010—12
m | 001 ;3 0 3| 0
0013 1[-8
0001 0[-3

SchlieBlich kann mit Typ IV erreicht werden, daf} alle Zahlen oberhalb der ersten
1 jeder Zeile zu Null werden:

1010 —1] 2 Waa(—1) 1000 —2| 6
Va9 001 3 0 | 0 Wa(-D)| 01 00 0f 1
0010 1|4 0010 1|—-4
0001 03 0001 0]-=-3
Die Losung ist damit xo = 1 und x4 = —3 sowie x3 = —4 — x5 und x; = 6 + 2z;
mit x5 € K beliebig. <

Eine niitzliche Definition ist also

Definition 1.8 Eine Matrix A € M (m x n,K) heiBt in Zeilenstufenform, falls gilt:

i) Es gibt eine Zahl r < m, so daB die Zeilen mit Index i = 1,...,r nicht
identisch Null sind, wahrend die Zeilen mit Index ¢ =7+ 1, ..., m identisch
Null sind.

ii) Bezeichne j; := min{j : a;; # 0} den kleinsten Spaltenindex der Zeilen
1=1,...,7 mit Eintrag # 0, so gilt j; < Jo < -+ < J,.

Beispiel 1.9 Ein Beispiel fiir eine Matrix in Zeilenstufenform ist also:

123456

09 8765

000123

000012

000000 q
5
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Satz 1.10 Jede Matriz A € M(mxn,K) laft sich durch endlich viele elementare
Zeilenumfomungen auf spezielle Zeilenstufenform

01 % ... x 0 =
000 ... 01 =«

O ¥ ¥
—_ o O
EE

SN

I
o % % %
—_o oo

O O O O

bringen mit a;;, = 1 und ay;;, = 0 fir k # i, wenn j; == min{j : a;; # 0}. Ein
x steht fiir ein beliebiges Element aus K. Jede Zeile wird nach einer Reihe von
Nullen mit 1 begonnen, und zwar spdter als in jeder der vorangehenden Zeilen.
Oberhalb und unterhalb der fiihrenden 1 sind alle Eintrdge Null.

Beweis. Suche die erste Spalte j, die nicht identisch Null ist. Durch Zeilenvertau-
schung (Typ I) 148t sich erreichen, dafl der erste Eintrag a;; dieser Spalte # 0
ist. Teile die erste Zeile durch diesen Eintrag a,; (Typ III). Diese neue erste Zeile
wird nun festgehalten. Addiere zu jeder Zeile i = 2,...m das (—a;;)-fache der
neuen ersten Zeile (Typ IV). Dadurch wird a;; = 0 fiir alle ¢ > 1. Wiederhole das
Verfahren fiir die Zeilen 2 bis m, wobei j nun der kleinste Spaltenindex mit einem
a;; # 0 fiir ¢ = 2,...,m ist, u.s.w. Das Ergebnis ist eine Matrix in Zeilenstufen-
form, wobei jede Zeile nach einer Reihe von Nullen mit 1 begonnen wird. Durch
erneute Umformungen vom Typ IV werden dann (wie in Beispiel [L7) oberhalb
der fithrenden 1 jeder Zeile die Eintrége auf 0 gebracht. O

Definition 1.11 Die Anzahl der Zeilen einer Matrix A € M(m x n,K), die nach
Uberfiihrung in Zeilenstufenform nicht identisch Null sind, heiBt der Rang von A,
geschrieben rang(A).

Wir werden spéter sehen, dafl der Rang unabhéngig von der Wahl der elementaren
Zeilenumformungen ist.

Liegt die erweiterte Koeffizientenmatrix in spezieller Zeilenstufenform vor
(was nach Satz durch elementare Zeilenumformungen immer erreicht werden
kann, wobei sich nach Satz die Menge der Losungen des LGS nicht dndert),
so laBit sich die Losung des LGS Az = b mit A € M(m x n,K) und b € K™ wie
folgt ermitteln (GaufBisches Eliminationsverfahren):

o Ist rang(A|b) # rang(A) = r, d.h. b1 # 0 so gibt es keine Losung, denn
die (r 4+ 1)-te Gleichung 0 = 2?21 Qrt1,;@; = by ist nicht losbar.

o Ist rang(A|b) = rang(A), so sind die x; mit k& ¢ {j1,...,J,} im Sinne von
Definition [[8ii), welche also Stufen der Lénge > 2 entsprechen, freie
Variablen. Sie konnen beliebig aus K gewahlt werden.

6
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e Die verbleibenden zj; mit ¢ = 1,...,r sind gebundene Variablen, de-
ren Wert sich nach Wahl der freien z; bestimmt zu z; = b —

e Offenbar gilt: Fiir n = r ist die Losung eindeutig bestimmt, fiir m = r
ist das LGS fiir alle b € K™ losbar.
Lj1 Lhy
Mit y = : € K" fiir die gebundenen Variablen und w = : €
Ly Th,_,
K" mit ky < -+ < kyp ¢ {j1,...,Jrp fiir die freien Variablen und Zu-
sammenfassung der Matrixelemente ¢; = a, zu einer Matrix C' = (¢y) €
M(r x (n —r),K) ergibt sich die Losung von A -z = b (in spezieller Zeilen-
b
stufenform) zu y = b — C' - w mit w € K" " beliebig und b= | : e K"
bT

Beispiel 1.12 In Beispiel [LA mit b5 = 0 ergibt sich nach elementaren Zeilenum-
formungen

—
—

105 00 0|by—2b—2bs+ b
o 01 300 0| $by—1bs+3by

00 001 2 by

00 0O0O0 O 0

Als Losung ergibt sich

I bl — %bg - 29#2173 + %b4 %1 0
T _ %bg - gbg -+ Sb4 . % 0 . T3
T4 bg — 2b4 0 —1 T
x5 by 0

mit x3,2r¢ € R beliebig. Die gebundenen Variablen sind also x5 = by — 2,
Ty = b3—2b4+l‘6, To = %bg — %b3+%b4— %IL‘g und T = bl — %bg — 29—2b3+%b4—%l‘3
<

2  Grundbegriffe

2.1 Gruppen

Unter einer Verkniipfung oder Komposition auf einer Menge G versteht man eine
Vorschrift, die zwei gegebenen Elementen a,b € GG ein neues Element a x b € G
zuordnet, d.h. eine Abbildung

x: G xG—G, % (a,b) — axb:=x(a,b) .

7
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Beispiele sind die Addition * = + und Multiplikation * = - in N,Z, Q, R. Ein
weiteres wichtiges Beispiel ist die Menge G = Abb(X, X) = {f : X — X} der
Selbstabbildungen von X mit der Komposition * = o als Verkniipfung, f,g €
Abb(X,X) = foge€ Abb(X, X).

Definition 2.1 Eine Menge GG zusammen mit einer Verkniipfung * heiBt Gruppe,
falls die folgenden Axiome erfiillt sind

(G1) (axb)xc=ax (bxc) firalle a,b,c € G (Assoziativgesetz)
(G2) Es gibt ein neutrales Element e € G mit e xa = a fir alle a € G
(G3) Zu jedem a € G gibt es ein a™! € G (das zu a inverse Element) mit

a_l*a:e

Die Gruppe heiBt kommutativ (oder abelsch), falls auBerdem a x b = b * a fiir alle
a,beqG.

Satz 2.2 Ist G eine Gruppe, so gilt:

i) Das neutrale Element ist eindeutig bestimmt, und auflerdem gilt axe = a
fiir alle a € G.
1

ist fiir jedes a € G eindeutig bestimmt, und
—1

i) Das inverse Element a~
auferdem gilt a * a=' = e sowie (a™')™' =a und (ab) ' =b"1xa

iii) FEs gelten die Kiirzungsregeln axb' = axb = b=10 und b xa =
bxa = b=1V.

Beweis. Sei e € G eines der neutralen Elemente und a € G. Zum Inversen ¢~ € G
gibt es wieder ein Inverses (a™')™! € G, und es gilt

arat=ex(ara )= (@) wa ) wava ) = (@) wa ) wa)
(@) tx(at*a)xat=((a) T *xe)xat=(a ) T x(exa)
= (

—1y-1
a N lxal=e

und daraus
axe=ax*(a'xa)=(axa )rxa=exa=a.

Sei € € G ein weiteres neutrales Element, so gilt aus Sicht von e die Gleichung
ex & = € und aus Sicht von é die Gleichung e x é = e, also e = é. Damit ist i)
bewiesen und a * a~! = e aus ii).

Sei a—! ein weiteres Inverses zu a, so gilt

F:F*ezg\i*(a*a’l):(F*a)*a’l:e*a’l:a’1,

1 1

also ist das Inverse eindeutig. Damit ist wegen a x a~ = e das Inverse von a~

durch a selbst gegeben. Schliellich gilt
(b xa M) x(axb) = (b xa M) xa)xb = (b x(a " *a))xb = (b xe)xb=b"txb=¢

8
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so daBl b~ x a=! das Inverse zu a * b ist.
Die Kiirzungsregeln folgen nach Verkniipfung von links/rechts mit a! unter
Verwendung der Assoziativitit. U

Beispiel 2.3 (fiir Gruppen)

i) Z,Q,R mit der Addition als Verkniipfung, mit e = 0 als neutralem Ele-
ment und dem Negativen a — —a als Inverses.

i) Q" :=Q\ {0} und R* := R\ {0} mit der Multiplikation als Verkniipfung
und e = 1 als neutrales Element.

iii) Die Menge M (m x n,K) der (m x n)-Matrizen beziiglich der Addition,
die wie folgt erklért wird: Ist A = (a;;) und B = (b;;), so ist A+B = (¢;;)
mit Cij = Qgj + b”

iv) S(X) :={f € Abb(X,X) : f ist bijektiv} mit der Komposition o als
Verkniipfung und der identischen Abbildung idx : x +— z als neutrales
Element. Diese Gruppe heifit die symmetrische Gruppe der Menge X.
Falls X = {1,2,...,n}, so schreibt man S, := S({1,2,...,n}). Die
Elemente o € S,, sind Permutationen der Zahlen 1,... n.

v) Drehungen eines starren Korpers um seinen festgehaltenen Schwerpunkt
im R3.

vi) Drehungen eines unendlichen Kristalls um den Winkel 2% um eine geeig-

n

nete Achse im Kristall, so daf3 der Kristall in sich selbst iiberfiihrt wird.
<
Einige Bemerkungen:

i) Die Komposition von Abbildungen ist stets assoziativ: Sei f : X — Y,
g:Y —Zund h: Z — W, dann gilt fiir x € X

((hog)o f)(z) = (hog)(f(x)) =hg(f(x))) = h((go f)(x))
= (ho(gof))(z).

ii) Besteht X aus mehr als zwei Elementen, so ist S(X) nicht abelsch. Be-
trachte z.B. f,g € S3 mit f : (1,2,3) — (2,3,1) und ¢ : (1,2,3) —
(2,1,3), dann ist (fog)(1) =3 und (go f)(1) = 1.

Definition 2.4 Sei G eine Gruppe mit Verkniipfung *. Eine nichtleere Teilmenge
H C G heiBt Untergruppe, wenn fiir alle a,b € H auch axb € H und o ! € H gilt.

Es folgt automatisch e € H (durch Wahl von b = a™1). Ist G eine Gruppe, so
sind die Teilmengen H = G und H = {e} Untergruppen. Sie heiflen triviale
Untergruppen.

Beispiele sind Q* C R* beziiglich der Multiplikation oder G als Gruppe der
Drehungen eines Korpers und H als Untergruppe der Drehungen um eine feste
Achse.

9
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2.2 Ringe

Bei Gruppen hat man eine einzige Verkniipfung, z.B. Addition oder Multiplika-
tion. Im weiteren brauchen wir Mengen, deren Elemente mittels Addition und
Multiplikation verkniipft werden konnen (z.B. die Zahlen). Solche Mengen (mit
brauchbaren Eigenschaften) heiflen Ringe.

Definition 2.5 Eine Menge R zusammen mit zwei Verkniipfungen

+:RxR—R, +:(a,b) —a+b (Addition)
:RxR— R, < (a,b)—a-b (Multiplikation)
heiBt Ring, wenn folgendes gilt:
(R1) R zusammen mit der Addition ist eine kommutative Gruppe.
(R2) Die Multiplikation ist assoziativ.
(R3) Es gelten die Distributivgesetze

a-(b+c)=a-b+a-c  und (a+b)-c=a-c+b-c

fir alle a,b,c € R.

Ein Ring heiBt kommutativ, falls a - b = b - a fiir alle a,b € R. Ein Element 1 € R
heiBt Einselement, wenn 1-a =a -1 = a fir alle a € R.

In (R3) ist die Konvention benutzt, daf§ die Multiplikation starker bindet als die
Addition.

Ist R ein Ring und 0 € R das Nullelement, d.h. das neutrale Element der
kommutativen Gruppe (R, +), dann gilt 0-a = (04+0)-a =0-a+ 0 - a, also
0-a =0 und analog a -0 = 0.

Beispiel 2.6 (fiir Ringe)
i) die Zahlbereiche Z,Q, R, C.

ii) der Ring der reell- oder kompexwertigen stetigen Funktionen iiber einem

Intervall:
R={f:1— K stetig} , I'cR

mit

(i + fo)(@) = file) + folz)  und  (fr- fo)(2) := fi(@) - fo(z) .

iii) der Ring K[t] der Polynome in der Variablen ¢ mit Koeffizienten aus K.«

10
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2.3 Korper

Wenn in einem Ring auch die Multiplikation zu einer Gruppe wird (abgesehen
vom Nullelement), sprechen wir von einem Korper.

Definition 2.7 Eine Menge K zusammen mit zwei Verkniipfungen

+:KxK— K, +:(a,b)—a+b (Addition)
K x K — K, - (a,b)—a-b (Multiplikation)
heiBt Korper, wenn folgendes gilt:

(K1) K zusammen mit der Addition ist eine kommutative Gruppe. lhr neutrales
Element wird mit O bezeichnet und das zu a € K inverse Element mit —a.

(K2) Sei K* := K\{0}, danniist fiir a,b € K* auch a-b € K*, und K* mit dieser
Multiplikation ist eine kommutative Gruppe. Ihr neutrales Element wird mit 1
bezeichnet und das zu a € K* inverse Element mit a~! = 1/a. Man schreibt
aucha/b=at-b=0b-a L

(K3) Es gelten die Distributivgesetze
a-(b+c)=a-b+a-c und (a+b)-c=a-c+b-c
fur alle a,b,c € K.

Korper spielen eine zentrale Rolle in linearen Abbildungen und linearen Glei-
chungssystemen, weil die Division (auler durch 0) ausfiihrbar ist.
Beispiel 2.8 (fiir Kérper)

i) die Zahlbereiche Q, R, C.

ii) Z, =40,1,...,p— 1} wenn p eine Primzahl ist (ohne Beweis). Addition
und Multiplikation in Z modulo p ist wie folgt zu verstehen: Ist a,b €
{0,1,...,p—1}, sosind a+bund a-b erklirt als die eindeutig bestimmten
Zahlen s,m € {0,1,...,p— 1}, fiir die a + b — s und a - b — m durch p
teilbar sind. <

In einem Korper gilt

i) 1#0(dale K*und 0 ¢ K*)

i) a-0=0-a=0 (verwende a-0=a-(0+0)=a-0+4+a-0)
)a-b=0 = a=0oderb=0 (aus (K2))

iv) a-(=b) =—(a-b) und (—a)-(=b)=a-b
v)a-b=a-cunda#0 = b=c

11
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Teil 11
Vektorraume

3 Definition und Beispiele

Vektorrdume sind der zentrale Gegenstand der linearen Algebra.

Definition 3.1 Sei K ein Korper. Eine Menge V' zusammen mit einer inneren
Verkniipfung + : V x V' — V (der Addition) und einer duBeren Verkniipfung
-1 K x V — V (Multiplikation mit Skalaren) heiBt Vektorraum iiber K, wenn

(V1) V' zusammen mit der Addition ist eine kommutative Gruppe. (Wie iblich
wird das neutrale Element wird mit 0 € V' bezeichnet und das zu v € V
inverse Element mit —v.)

(V2) Fiir die Multiplikation mit Skalaren gilt
A+p)-v=Xv+p-v, A(v+w)=Av+ A w,
A (pv) = Ot) -0, 1.u=v,
fir alle A\, p € K und v,w € V.

Ein Element eines Vektorraumes V heiBt Vektor.

Die wichtigsten Fille sind Vektorrdume iiber K = R und K = C, und schrei-
ben oft auch K statt K. Wir sprechen dann von reellen bzw. komplexen Vek-
torraumen.

Satz 3.2 In einem Vektorraum iiber K gilt
i)0-v=0e€V YoeV
i) A-0=0eV VAeK
iii) (-1)-v=—v YveV
iv) A-v=0€V & AX=0oderv=0

Beweis. Beweis von 1),ii),iii) durch gleiche Methoden wie in Teil I.
iv): Ist \-v=0,aber \£0,sogiltv=1-v=AN)-v=X"1-(A-v)=0. O

Beispiel 3.3 (fiir Vektorriume)
i) K" ={z = (21,...,2,) : x; € K} ist ein Vektorraum mit Addition

(@1, @) + (W1, Yn) = @1+ Y1, T+ Yn)
und skalarer Multiplikation
A (. xn) = Az, .o, Axy,)
Wir schreiben Vektoren aus K™ oft auch als Spalten statt als Zeilen.
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ii) Der Vektorraum M (m xn, K) der (m x n)-Matrizen mit Eintrédgen aus K
ist ein Vektorraum mit komponentenweiser Addition und skalarer Mul-
tiplikation: Schreiben wir A = (a;;), B = (b;;) € M(m x n, K), so ist

A + B = (CLZ']' + sz) s A A= ()\aij) .

iii) C kann als reeller Vektorraum aufgefafit werden durch - : R x C — C,
(A, x +iy) — Az + i)y.

iv) der Vektorrraum der reell- oder kompexwertigen stetigen Funktionen
iiber einem Intervall:

C(I)={f:1I— K stetig} , ICcR
mit ()\1, )\2 € K)
(Aufi + Aafo) () = Afi(z) + Aafa(z)

v) der Vektorraum K[t] der Polynome in der Variablen ¢ mit Koeffizienten
aus K. <

Definition 3.4 Sei V' ein Vektorraum. Eine Teilmenge W C V heiBt Untervektor-
raum, wenn
(UV1) W #£0
(UV2) vyw e W = wv+4+w € W (d.h. W ist abgeschlossen beziiglich der
Addition)

(UWW3) veW , Ae K = X-ve€W (dh. W ist abgeschlossen beziiglich der
Multiplikation mit Skalaren)

Ein Untervektorraum ist automatisch ein Vektorraum. Beispiele sind
i) der Nullvektor W = {0}

ii) Vielfache W = {A-v : X € K} eines ausgewihlten Vektors v € V,
speziell jede Gerade in der Ebene durch den Nullpunkt, W = {(x,y) €
R? : az + by = 0} fiir a,b € R.

Satz 3.5 Seien W; mit i € I (Indexmenge) jeweils Untervektorriume von V', so
ist der Durchschnitt W := (.., W; C V wieder ein Untervektorraum von V.

Beweis. 0 € W; Vi € I, also 0 € W (damit ist W nicht leer). Seien v,w € W, so
sind v,w € W; Vi € I. Dann ist auch v +w € W; Vi € I und somit v +w € W.
Analog ist \-v € W. O

icl

Dagegen ist die Vereinigung von Untervektorrdumen im allgemeinen nicht
wieder ein Untervektorraum. Man kann eine solche Vereinigung aber zu einen
Vektorraum abschliefen.

13
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4 Linearkombinationen

Seien vy, ...,v, € V (nicht notwendig verschiedene) Vektoren aus V. Ein Vektor
v € V heiflt Linearkombination von vy, ..., v,, wenn es \q,..., A\, € K gibt, so
daB

U:)\l'vl_'_"'_'_)\r'vr:z)\i'vi-
=1

Wir bezeichnen mit

spanK(vl,...,vr):{ZAi-vi : )\iGK}
i=1

den Raum aller Linearkombinationen von wvy,...,v,. Offenbar ist
spang (vy,...,v,) ein Untervektorraum von V', er heifit der durch vq,..., v,
aufgespannte (oder erzeugte) Untervektorraum.

Die Definition 148t sich verallgemeinern auf Untervektorrdume, die von einer
Familie (v;);e; aus moglicherweise unendlich vielen Vektoren aufgespannt wird.
Dann ist span (v;);c; definiert als die Menge aller endlichen Linearkombinatio-
nen, d.h. zu jedem v € spang(v;);cr gibt es Indizes iy,...,4, € [ und Skalare

ALy A € Ko sodaBB o =370 A

Beispiel 4.1 (fiir Linearkombinationen)

i) Fir V = R® und v;,v, € V ist spang(v;) die Gerade durch 0 und vy,
falls v; # 0, und spang(vy, v2) die Ebene durch 0, vy, vy, falls v; # 0 und

vy ¢ spang(vy).

ii) Im Vektorraum K™ setzen wir ¢; = (0,...,0,1,0,...,0), wobei die 1 an
der i-ten Stelle steht. Dann ist spang(e;)i=1,.., = K™ <

Im weiteren wird es wichtig sein, ob sich ein Vektor v € V' in eindeutiger Weise
als Linearkombination von vorgegebenen Vektoren vy, ..., v, darstellen 148t oder
nicht.

Definition 4.2 Sei V ein Vektorraum iiber K. Eine Familie von endlich vielen Vek-
toren vq,...,v, heiBt linear unabhingig (bzw. die Vektoren vy, ..., v, heiBen line-
ar unabhangig), wenn aus \; - v + -+ A - v, = 0 fiir Aq,..., A\ € K folgt
A= ==X =0.

Eine beliebige Familie (v;);e; heifit linear unabhéngig, wenn jede endliche Teil-
familie linear unabhéngig ist. Entsprechend heifit eine Familie (v;);e;, die nicht
linear unabhéngig ist, linear abhdingig. In diesem Fall gibt es also v;,,...,v; # 0
mit 41, ...,4, € T und Ay,..., A # 0 mit 35 Ay -0 = 0.
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(%]
Satz 4.3 Eine Familie (v, ..., v,) von Vektoren v; = : € K™ ist genau

U
dann linear unabhdingig, wenn fir die Matric A = (v;;) € M(m x n, K) gilt
rang(A) = n.

Beweis. Nach Definition des Matrixprodukts gilt
Mo+ AN, =0 & A-z=0

A
mit z = : € K". Die Familie (vq,...,v,) ist also genau dann linear
An
unabhéngig, wenn A - x = 0 nur die triviale Losung = = 0 besitzt. Das erfordert
rang(A) = n. O
1 2 1
Beispiel 4.4 SeizB. vy = 2 |,vo=1| 3 |,v3=| 3 | so betrachten wir
4 5 7
1 21 1 21 1 21
a—| 2 3 3 IViz(=2) , IVig(—4) 0 -1 1 1Vas(=3) 0 -1 1
4 5 7 0 -3 3 0 00

Damit ist (v, vq,v3) nicht linear unabhéngig. Dagegen ist (vy,vs) linear un-
abhéngig, denn Weglassen der 3. Spalte ergibt rang(vy, v) = 2. <

Wir werden spéter sehen, daf in beliebigen endlich erzeugten Vektorrdumen
die lineare Unabhéngigkeit stets durch Losen linearer Gleichungssysteme ermit-
telt werden kann.

Satz 4.5 Fir eine Familie (v;);er sind folgende Bedingungen dquivalent:
1) (vi)ier ist linear unabhdngig

ii) Jeder Vektor v € spany (v;)ier lafst sich in eindeutiger Weise als Linear-
kombination von Vektoren aus (v;);er darstellen.

Beweis. 1)=-ii). Sei v € spany (v;);c;r auf zwei verschiedene Arten als Linearkom-

bination darstellbar,
’U:ZAZ"UZ‘ :Z,ui"vi’ )

iel el
wobei nur endlich viele Skalare A;, i ungleich Null sind. Es gibt also eine endliche
Teilmenge J C I (Vereinigung der Indizes 4,4/, fiir die A; # 0 oder u; # 0), so

daB
> =) -v=0.

jed
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Da nach Voraussetzung i) jede endliche Teilfamilie von (v;);c; linear unabhéngig
ist, ist \; = p; fiir alle j € J und weiter fiir alle ¢ € I (auf dem Komplement
I\ Jist \j = pu; =0).

ii)=-1). Der Nullvektor 148t sich als Linearkombination von (v;);c; darstellen,
in der samtliche Skalare Null sind. Ist die Linearkombination eindeutig, so ist
(v3)ier linear unabhéngig. O

5 Erzeugendensystem, Basis und Dimension

Definition 5.1 Eine Familie B = (v;);e; von Vektoren v; € V' heiBt Erzeugenden-
system von V', wenn V' = span(v;);cs, wenn also jeder Vektor v € V' eine endliche
Linearkombination von (v;);e; ist.

Ein Erzeugendensystem 3 = (v;);es heiBt Basis von V', wenn B linear unabhangig
Ist.

Der Vektorraum V' heiBt endlich erzeugt, falls es ein endliches Erzeugendensystem
B = (v1,...,v.) von V gibt.

Beispiel 5.2 (fiir Erzeugendensysteme und Basen)

i) Im Vektorraum K™ ist B = (eq,...,e,), mit ¢; = (0,...,0,1,0,...,0),
ein Erzeugendensystem, denn jeder Vektor x = (xy,...,x,) 14t sich
schreiben als z = >  x;e; mit z; € K. Das Erzeugendensystem ist
linear unabhéngig und deshalb eine Basis, die Standardbasis des K™.

ii) Im Vektorraum M (m x n, K) ist B = (Ej;) i=1,...m mit
Jj=1,...,

0

O f 0]
0

E;=1 0 010 01,

O : 0)

0

wobei die 1 im Schnittpunkt der i-ten Zeile mit der j-ten Spalte steht,
ein Erzeugendensystem. Jede Matrix A = (a;;) a8t sich darstellen als
A =370 Yo aijBij. Das Erzeugendensystem ist linear unabhéingig
und deshalb eine Basis, die Standardmatrizbasis.

iii) In C, aufgefafit als reeller Vektorraum, ist B = (1,1) eine Basis, denn jede
komplexe Zahl kann als z = -1+ y -1 mit x,y € R geschrieben werden.

Fassen wir C = C! dagegen als komplexen Vektorraum auf, dann ist
B = (1,i) zwar ein Erzeugendensystem, aber keine Basis mehr, denn 1
und i sind nicht mehr linear unabhéngig iiber C: 1-1+1i-i=0.
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iv) Sei P,(z) der Vektorraum der reellen oder komplexen Polynome vom
Grad < ninx. Dannist B = (1,z,2?%,...,z") eine Basis von P, (x): Jedes
Polynom p(z) vom Grad < n ldBt sich schreiben als p(x) = >_}_, apa”
mit a, € K (also ist B Erzeugendensystem). Aus p(z) = 0 folgt nach
dem Identitétssatz fiir Polynome (Satz 9.5 aus dem 1. Semster) a; = 0.
also ist B linear unabhéngig. <

Ist B = (v1,...,v,) ein endliches Erzeugendensystem bzw. eine endliche Ba-
sis, dann ist jede Permutation (Umordnung) der Vektoren v; wieder ein end-
liches Erzeugendensystem bzw. eine endliche Basis. Z.B. ist B = (vq,vs,v3)
mit v; = (1,0,0), vo = (0,0,1), v3 = (0,1,0) eine Basis von K3, aber es
ist {ibersichtlicher, statt B mit der durch Umordnung erhaltenen Standardbasis
(v1,v3,v9) zu arbeiten.

Fiir die Definition einer Basis gibt es mehrere dquivalente Moglichkeiten. Wir
beschrinken uns zunéchst auf endlich erzeugte Vektorrdume:

Satz 5.3 Fir eine Familie B = (vy,...,v,) von Vektoren v; € V., V # {0}, sind
folgende Bedingungen dquivalent:

i) B ist ein linear unabhingiges Erzeugendensystem von V' (also eine Ba-
§is).
i) B ist ein Erzeugendensystem von V', aber (vi, ..., Up_1,Up41,...,0y) ist

fir jedes 1 < r < n kein Erzeugendensystem mehr.

iii) Zu jedem v € V gibt es eindeutig bestimmte \1,..., N\, € K mit v =
Yor i+ v; (Eindeutigkeit der Zerlegung von v nach der Basis).

iv) B ist linear unabhingig, wihrend (vq,...,v,,v) linear abhdingig ist fir
allev e V.
Beweis. 1)=ii). Wire (v1,...,0,_1,0p41,...,0,) €in Erzeugendensystem dann

gibt es A, ..., AN _1, A1y, Ay € K mit vr:Z:ll)\ UZ—I—Z] 1 Aj Uy
Damit ist 0 = S A -v; + (=1) - v, + > i1 - Vs, so dal B micht hnear
unabhéngig wére.

ii)=-iii). Angenommen, es gibt ein v € V und fiir dieses zwei verschiedene

Darstellungen
v:Z)\i-vi und vzz,ui-vi
i=1 i=1

mit A\, # p, fiir mindestens ein r. (Es gibt mindestens eine Darstellung, da B
Erzeugendensystem.) Subtraktion beider Gleichungen und Division durch (A, —

i) ergibt

r—1 n

UT‘:ZA_MZ Uz+z )‘ _Mj.

i=1 Hor j= r+1
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Das wiirde bedeuten, dafl (vy, ..., v,_1, V441, .. .,v,) €in Erzeugendensystem wiire,
denn in einer Linearkombination lieSe sich v, durch die v;,v; mit 4,5 # r aus-
driicken, im Widerspruch zu ii).

iii)=-iv). Nach Satz ist B linear unabhéingig. Andererseits gibt es fiir jedes
v eV Skalare \y,..., A\, € Kmit 0=3"", N\j-v;+(—1)-v, so daB (vy,...,v,,0)
nicht linear unabhéngig ist.

iv)=i). Da (vq,...,v,,v) fiir alle v € V linear abhingig ist, gibt es
A1, -y An, A € K, welche nicht alle gleich 0 sind, mit 0 = """ | A\;-v; +A-v. Wére
A =0, s0 auch \; =0 fiir alle 7 = 1,...,n, da B linear unabhéingig ist. Also ist
A # 0 und somit

EVAVRY

i=1

* V.

Damit ist B ein Erzeugendensystem. O

Die wichtigste Eigenschaft einer Basis ist wohl die Eindeutigkeit der Zerle-
gung eines gegebenen Vektors nach einer Basis des Vektorraums. Ist eine Basis
fixiert, dann kann man an Stelle des Vektors v € V' mit einer Folge von Zahlen
(A1, ..., An) mit \; € K arbeiten. Diese Zahlen \; heifilen die Koordinaten von
v =Y, A -v; beziiglich der Basis (v1,...,v,). Die Bezichung zwischen einem
Vektor und seinen Koordinaten wird im Abschnitt iiber lineare Abildungen weiter
untersucht.

Satz 5.4 Ist V nicht endlich erzeugt, dann gibt es eine unendliche linear un-
abhdingige Familie von Vektoren.

Beweis. Durch Induktion nach der Anzahl n linear unabhéngiger Vektoren von
V: Seien (vy,...,v,) linear unabhéngig. Wére (vy,...,v,,v,41) linear abhingig
fiir jedes v,11 € V, so wére (vy,...,v,) Erzeugendensystem, Widerspruch. U

Satz 5.5 (Austauschlemma von Steinitz) Es sei (vy,...,v,) Erzeugenden-
system (bzw. eine Basis) eines Vektorraums V iber K und w = Y \jv; mit
A # 0 fir einr € {1,...,n}. Dann ist auch (vi,..., V1,0, Vp41,...,0,) €in
Erzeugendensystem (bzw. eine Basis) von V.

Beweis. Unter den Voraussetzungen gilt

1 U\ "L
_ . A N
vr—)\r w+; X vz+j;1 X vj .

Sei v € V ein beliebiger Vektor, dann gibt es fi1, ..., p, € K mit v =Y " | f1;- v;.
Einsetzen von v, liefert

r—1 n
,ur)\i 228 ,ur)\
o= (=50 ) e e 30 (=) e
i=1 T T j=r+1 T
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Damit ist (vy, ..., vp_1, W, Vpq1, ..., 0,) €in Erzeugendensystem.

Ist B = (vy,...,v,) Basis, dann betrachten wir zur Untersuchung der linearen
Unabhéngigkeit
r—1 n
OZZM'U@‘+M'7~0+ Z V5
=1 j=r+1
Einsetzen von w liefert
r—1 n
0= (ui+ A v+ pde v+ D (1 + 1) -0
=1 j=r+1

Da B linear unabhéngig, folgt u; + uX\; = 0 fiir ¢ # r und pA, = 0, also u = 0

und dann p; = 0. O
2 1 1
. . 5 1 4 —1
Beispiel 5.6 Seien v; = gl = gl m=|,] wu= . c R4
7 6 1 1

Ist die Familie B = (vq, vg, v3,v4) linear unabhéngig?
Nach Satz kann die Frage durch Bestimmen des Rangs der Matrix

2 11 2

5 1 4 -1
A= 3 =3 0

7T 6 1 1

beantwortet werden. Wir gehen hier einen anderen Weg iiber mehrfache Anwen-
dung des Austauschlemmas. Wir diirfen die r-te Spalte v, durch eine Linearkombi-
nation w = ijl Ajv; ersetzen, wenn A, # 0. Das ist aber gerade eine elementare
Spaltenumformung vom Typ IV, definiert in Analogie zu den Zeilenumformungen
aus Abschnitt 1. Vertauschen von Vektoren (Typ I) erhilt ebenfalls das Erzeu-
gendensystem. Spaltenumformungen liefern also

IV12(*1)

1v13(—§) 2 0 0 0 IVas(1) 2 0 0 0

g e [ 5= 5 =6 | vueh [ 5 -5 0 0

3 -3 -2 2 3 -3 —6 20

5 _5 5

T 3 —5 —6 T 5 0 -16

111(2) 2 0 0 0

st;(l—gO) 5 =3 0 0

3 -9 —6 0

7 5 0 -16
Damit ist B linear unabhéngig. Durch weitere Spaltenumformungen 148t sich B
auch in die Standardbasis {iberfiihren. <
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Wiirde sich bei diesem Verfahren der Nullvektor ergeben, so kann dieser aus
dem Erzeugendensystem weggelassen werden. Allgemein gilt:

Satz 5.7 (Basisauswahlsatz) Aus jedem endlichen Erzeugendensystem lajfst
sich eine Basis auswdihlen. Insbesondere hat jeder endlich erzeugte Vektorraum
eine Basis.

Beweis. Man nehme aus einem endlichen Erzeugendensystem einzelne Vektoren
weg, so dafl die reduzierte Familie immer noch ein Erzeugendensystem des Vek-
torraums bleibt. Ist das nicht mehr mdoglich, so liegt eine Basis vor. U

Wir zeigen nun, daf alle Basen eines endlich erzeugten Vektorraums aus der
gleichen Anzahl an Vektoren bestehen.

Satz 5.8 (Austauschsatz) In einem Vektorraum V idber K sei B = (vy,...,v,)
eine Basis und (wy,...,w,) eine linear unabhdngige Familie von Vektoren aus
V. Dann ist v < n, und es gibt paarweise verschiedene Indizes iy,...,1, €
{1,2,...,n}, so daff man nach Austausch von v;, durch w; fir alle 1 < j <r
wieder eine Basis von V' erhdlt. Nach Permutation der Indizes (Umnumerierung)
erreicht man, daff B* = (w1, ..., Wy, Vpy1,...,0,) €ine Basis von V ist.

Beweis. Wir tauschen schrittweise die Basisvektoren aus. Im ersten Schritt finden

wirein 1 < s <n,sodaB (vq,...,vs 1, W1, Vss1, ..., V,) eine Basis ist. Nun nennen
wir v; — v, und ordnen durch Vertauschen von v, «+ w; die Basis um, so daf
(w1, ve,...,v,) eine Basis ist.

Dann gibt es py, Ao, ..., A, € K mit wy = g - wy + Y15 Ai - v;. Mindestens
eines der \; ist von 0 verschieden, denn sonst wére we = p1 - wy, und die Familie
(w1, ..., w,) wire nicht linear unabhéngig. Es 148t sich deshalb ein vg mit 2 <
s < n durch wy austauschen, so dafl nach Umnumerierung (wy, ws, vs ..., v,) eine
Basis von V ist.

Ist » < n, so fithrt die wiederholte Anwendung dieses Verfahrens auf eine
Basis (w1, ..., Wr, Vpi1,...,0,). Wire r > n, dann erhalten wir im n-ten Schritt
eine Basis (wy, ..., w,) von V. Dann ist w,; nach dieser Basis zerlegbar, so daf§
(w1, ..., w,) fiir r > n nicht mehr linear unabhéngig wire. O

Satz 5.9 Sei V' ein endlich erzeugter Vektorraum. Dann besteht jede Basis von
V' aus der gleichen Anzahl von Vektoren.

Beweis. Seien zwei Basen By = (vy, ..., v,) und By = (wy, ..., w,) von V gegeben.
Ist n < r, dann wére nach Satz B nicht linear unabhéngig, also keine Basis.
Ist n > r, dann wére nach Satz B nicht linear unabhéngig, also keine Basis.
Folglich gilt n = r. U
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Definition 5.10 In einem Vektorraum V iiber K heiBt die durch

0 falls V.= {0},

n falls V' endlich erzeugt ist und eine aus n Vektoren
bestehende Basis besitzt,

00 falls V' nicht endlich erzeugt ist

dlmKV =

definierte Zahl die Dimension von V.

Offenbar ist dimg(K") = n und dimg(C) = 2, aber dim¢(C) = 1. Wir schreiben
auch dim(V) statt dimg(V'), wenn der Korper klar ist. Die Dimension ist eine
entscheidende Charakterisierung eines Vektorraums.

Satz 5.11 Ist W C V' Untervektorraum eines endlich erzeugten Vektorraums V,
so ist auch W endlich erzeugt, und es gilt

i) dim(W) < dim(V),
i) aus dim(W) = dim(V) folgt W = V.

Beweis. 1) Ware W nicht endlich erzeugt, dann gébe es nach Satz B4 eine unend-
liche linear unabhéngige Familie, die auch in V' linear unabhéngig wére, Wider-
spruch. Ebenso kann es nach dem Austauschsatz hochstens n := dimg (V') linear
unabhéngige Vektoren in W geben.

ii) Sei dim(W) = dim(V) = n und (wy,...,w,) eine Basis von W. Wire
V # W, so gibt es ein v € V' \ W, das keine Linearkombination von (wy, ..., w,)
ist. Damit wére (wy, ..., w,,v) linear unabhéngig, Widerspruch. O

Dieser Satz ist sehr hilfreich. Wenn wir schon wissen, dafl ein Vektorraum V'
die Dimension n hat und n linear unabhéngige Vektoren vy, ..., v, € V gegeben
sind, dann ist W = span(vy,...,v,) ein Untervektorraum, in dem (vy,...,v,)
eine Basis ist. Aus der Gleichheit der Dimensionen folgt W = V., also ist
(v1,...,v,) ein Erzeugendensystem von V. Es ist wesentlich einfacher, die lineare
Unabhéngigkeit mit dem Gaufischen Algorithmus fiir lineare Gleichungssysteme
zu iiberpriifen als die Eigenschaft des Erzeugendensystems. Daraus wird die Be-
deutung der Dimension ersichtlich.

Ein weiteres niitzliches Hilfsmittel ist:

Satz 5.12 (Basiserginzungssatz) In einem endlich erzeugten Vektorraum V
sei eine Familie (wy, ..., w,) von linear unabhdngigen Vektoren gegeben. Dann
lafit sich diese Familie zu einer Basis (wy, ..., Wp, Upy1, ..., 0,) von V erginzen.

Beweis. Man nehme irgendeine Basis von V' und wende den Austauschsatz an. [

In nicht endlich erzeugten (also unendlich-dimensionalen) Vektorrdumen gibt
es einige Besonderheiten. Zwar gilt unter Benutzung des Auswahlazioms:
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Satz 5.13 Jeder Vektorraum besitzt eine Basis.

Jedoch 1&8t sich in nicht endlich erzeugten Vektorrdumen eine Basis im

allgemeinen nicht angeben. Im Vektorraum der reellen Zahlenfolgen V' =
{(a1,as,...) : a; € R} sind die Vektoren

{(1,0,0,0,...),(0,1,0,0,...),(0,0,1,0,...),...}

zwar linear unabhéngig, aber sie bilden keine Basis (auch kein Erzeugendensy-
stem), denn z.B. wird die Folge (1,1,1,...) nicht davon als endliche Linearkom-
bination erzeugt.

Wir werden spéter unitdre und euklidische Vektorrdume einfiithren, die auch
unendlich-dimensional sein kénnen. Dort gibt es sogenannte Orthonormalbasen,
so daf sich jeder Vektor als eindeutige unendliche (aber konvergente) Linearkom-
bination darstellen 148t. Die Konvergenz erfordert dann Methoden der Analysis.
Unter Verwendung des Auswahlaxioms existiert zwar auch dort eine Basis, so dafl
jeder Vektor eine endliche Linearkombination ist, diese Basis ist aber viel grofler
(iiberabzéhlbar) als die sehr natiirliche Orthonormalbasis.

Beispiel 5.14 Es sei

V =l ([0,27]) := {f : [0,27] — R stetig differenzierbar, f(0) = f(27)}

per

der Vektorraum der 2m-periodischen stetig differenzierbaren Funktionen. Man
kann zeigen, daf} die Familie (v, wy,)neny mit v, (x) = cos(nz) und w,, = sin((n +
1)x) eine Orthonormalbasis ist, d.h. jede Funktion f € V eindeutig geschrieben
werden kann als unendliche konvergente Linearkombination

f(z) =X+ Z (An - cos(nz) + py, - sin(nz)) | Ay i ER 2 €[0,27] . <
n=1
6 Summen von Vektorriumen

Sei (vy,...,v,) eine Basis von V| dann erzeugt jeder Basisvektor v; einen ein-
dimensionalen Untervektorraum W; = Kwv; := spang(v;). Da jeder Vektor v € V'
als Summe v = Y w; mit w; € Kwv; dargestellt werden kann, ist es sinnvoll,
V selbst als Summe der Untervektorrdume aufzufassen. Diese Summe &8t sich
dann verallgemeinern auf hoherdimensionale Untervektorraume:

Definition 6.1 Sei V' ein Vektorraum und Wy,..., W, C V Untervektorraume.
Dann heiBt

W=W+---4+W,={veV : esgibtv,e Wymtv=v,+---+0v, }
die Summe von Wy, ..., W,.
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Offenbar ist TV wieder ein Untervektorraum von V', und es gilt dim(};_, W;) <
>or_y dim(W;). Fiir r = 2 koénnen wir mehr zeigen:

Satz 6.2 Fiir endlich-dimensionale Untervektorrdume Wi, Wy C 'V gilt

Beweis. Wi N Wy ist ein endlich-dimensionaler Untervektorraum von V. Man

nehme eine Basis (v1,...,v,) von W; N Wy und erginze sie zu Basen
(V1o Oy W1, ..y wy) von Wy und (vy, ..., U, w4, ..., w?) von Wa. Damit wird
Wi+ Wy von B = (v1,...,0m, W1, ..., W, W, ..., w,) erzeugt. Wir zeigen: B ist

linear unabhéngig, also Basis. Dazu sei

m T S
/
0= g Aiv; + E Hw; + g W
i=1 j=1 k=1
=veWs =—veWs

Das bedeutet v € Wi N W, also p; = 0 und pj, = 0 und somit v = 0. Aus der
linearen Unabhéngigkeit von (vy, ..., v,,) folgt schlieBlich auch \; = 0. Damit ist
ist dim(W; + Ws) = m+r + s sowie dim(W;) = m +r und dim(Ws) = m +s. O

1
Beispiel 6.3 Sei W, = span(vy, vg, v3) und Wy = span(vy, vs) mit vy = | 2 |,
4
2 1 2 0
Vg = 3 ], v3 = 3 sowie vy = 1], vs = 1 |. Nach Beispiel
) 7 0 1

Beispiel B4 gilt dim(W;) = 2, insbesondere W = span(vy,v2). Die Dimension
dim(W3) = 2 ist klar. Setzen wir A = (v, v2, v4,v5), S0 suchen wir zur Bestim-
mung von W; N W, die Losungsmenge x € R* des LGS Az = 0 durch elementare
Zeilenumformungen. Die rechte Seite b = 0 kann weggelassen werden:

12 20 1 2 20 1 2 2 0

2311 |—~]0 -1 -31]—10 -1 -3 1

4 5 0 1 0 -3 -8 1 0O 0 1 =2

1 20 4 1 00 —6 1 00 —6

!0 -10-5]—|0-10 -5 |—~]1010 5

0O 01 =2 0O 0 1 =2 001 =2
T 6

Damit ergibt sich T = —5 | x5 und z5 € R beliebig. Das bedeutet

Ty 2

Y ic19.45 iV = x5 - (6v1 — Sug + 2v4 + v5) = 0, d.h. Linearkombinationen von

4

51)2—61)1:204+U5Z 3

—_——  ~— 1
eWr ceWs
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spannen WiNW, auf. Somit ist dim(W;NWs) = 1 und nach der Dimensionsformel
(Satz B2) dim(W; + Wy) = 3. N

Aus Satz B2 erhidlt man schrittweise eine allgemeine Dimensionsformel fiir
Summen von Vektorrdumen, z.B.

(32 0) = (S + a8 — i (11 3 -
—del Zdn’n(W}ﬁZW)

Die Dimensionen der entstehenden Durchschnitte (W, N (W + -+ + W;_) fiir
[ =2,...,r lassen sich im allgemeinen nicht besser ausdriicken.

Es gilt dim(W; N W;) = 0 genau dann, wenn Wy N Wy = {0}, d.h. wenn
beliebige von 0 verschiedene Vektoren w; € Wi und wy € W5 linear unabhéngig
sind.

Definition 6.4 Sei V' ein Vektorraum und W7y,..., W) Untervektorraume von V.
Ein Vektorraum W heiBt direkte Summe der Untervektorraume W7, ..., W}, bezeich-
net mit

W=weWy®--- & W,

wenn gilt:
(DS1) W =Wy +---+ W,
(DS2) Von Null verschiedene Vektoren wy; € Wy, ..., wy € Wy sind linear un-
abhangig in V.
Beispiel 6.5 Sei V = R? und vy, vy,v3 € V linear unabhéngig, dann ist z.B.
V = Ru; ® Roy @ Ruz oder V' = spang (v, v3) ® Ro,. <
Satz 6.6 Fir Untervektorrdume Wh, ..., Wy eines endlich-dimensionalen Vek-

torraums V' sind folgende Bedingungen dquivalent:
i) VZWl@WQEB"'EBWk

ii) Ist fiir jedesi=1,...,k eine Basis B : (viz),. vﬁi)) von W; gegeben,

dann ist B = (v1 ), .. vg), .. vik), ) .u(»’,f)) eine Basis von V.

iii) Jeder Vektor v € V ist eindeutig darstellbar als v = wy + - -+ + wy, mit
wj c Wj.

iv) V=W +- -+ Wy und dim(Wy) + - - - + dim(Wy) = dim(V).
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Beweis. i) = i) Nach (DS1) ist V' durch B erzeugt. Nach (DS2) sind in der

Linarkombination
Z A oy Z Al

w1 W

alle w; = 0, und damit )\(j = 0. Also ist B Basis von V.
i) = i) Ist B Basis, dann gibt es eine eindeutige Zerlegung v =

P CURCN 09,09
> Ay +Z)\
i=1

i1i) = 1) Offenbar ist V E - Wj, und 0 = wy + - - - +wy, hat die eindeutige
Losung w; = 0, d.h. (DS2).
i1) < iv) folgt aus der Definition der Dimension. O

Satz 6.7 Sei V' eine endlich-dimensionaler Vektorraum und W C V' ein Unter-
vektorraum. Dann gibt es einen (nicht eindeutig bestimmten) Untervektorraum

W cVmitV=WeaeW. W"heft direkter Summand von V' zu W.)
Beweis. Ist dim(W) = dim(V), so ist V =W @ {0}. Sei nun dim(W) < dim(V'),

(vi,...,v,) eine Basis von V und (wy,...,w,) eine Basis von W. Nach dem
Basisaustauschsatz gibt es nach moéglicher Umnumerierung der Indizes eine Basis
(W1, Wyy Vi1, .., 0,) von V. Also ist W’ := span(v,41,...,v,) ein direkter
Summand. O
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Teil 111
Lineare Abbildungen

7 Definition und Beispiele

Definition 7.1 Seien V, W Vektorraume iiber K. Eine Abbildung F' : V' — W heiBt
linear (genauer: K-linear) oder Homomorphismus von Vektorraumen (iiber K'), wenn

(L) F()\1'01+)\2'U2) = )\1'F(Ul)+>\2'F(U2) fiir alle V1,09 € V und )\1, )\2 € K.
Eine lineare Abbildung F': V' — W heiBt

e [somorphismus, wenn F' bijektiv ist,

e Endomorphismus, wenn W =V ist,

e Automorphismus, wenn F' bijektiv und W =V ist.

Beispiel 7.2

i)

ii)

iii)

Skalentransformationen (Dilatationen). Sei V' ein reeller Vektorraum und
¢ > 0, dann definiert F, : v — c¢- v einen Automorphismus von V' (eine
lineare Abbildung F, : V' — V die bijektiv ist mit F; ! = F1 : v +— %v)

Drehungen in der Ebene. Sei V = R? und F, die Drehung um den Null-
punkt mit dem Winkel «,

Fa:<x)'_>Fa(x)::<xcgsa—y51na) .
Y Y T SIn & + Y COoS &

F ist ebenfalls ein Automorphismus mit ;' = F_,,.

Matrizen. Sei V. =W = R? und

P < T ) < a11T1 + a12T2 )
. > .
Y (2171 + Q22X
Dann ist F, : R?> — R? eine lineare Abbildung, welche durch die Ma-

trix a = ( ZH 312 ) € M(2 x 2,R) parametrisiert wird. Die beiden
21 22

c 0

Beispiele [f)] und [i)] sind Spezialfille mit a = < 0 o ) (fir V = R?)

cosa —sina

sina  cos«
mus. Es wird wichtig sein zu untersuchen, wann F' bijektiv ist, also ein
Automorphismus ist.

und a = . Fiir allgemeines a ist I’ ein Endomorphis-
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iv) Projektionen der Ebene auf eine Gerade durch den Nullpunkt. Sei V = R?
und (v, v9) eine Basis, z.B. v = ( (1) ) und vy = ( (1) ) Dann definiert

die eindeutige Zerlegung von v nach der Basis v = Ay - v1 + A\ - v9 zwel
Projektionen

Fli)\1'1)1+)\2-'l}zb—>)\1"l}1,
FQ:)\l'U1+)\2'U2|—>)\2'U2.

Diese Projektionen F}, F» sind lineare Abbildungen.

v) In Analogie zu Beispiel definieren wir F, : R?> — R! durch F, :
( :; ) — a11x1 + a2, Dann ist Fj, eine lineare Abbildung, die durch
die Matrix a = ( aip Q1o ) € M(1 x 2,R) parametrisiert wird. Beispiel
V)| fiir vy = ( (1] ) und vy = ( (1) ) ist ein Spezialfall mit F; < a = (10)
und 5 < a=(01).

vi) Projektionen auf einen Untervektorraum. In Verallgemeinerung von Bei-
spiel sei V' ein n-dimensionaler Vektorraum, W C V ein Untervek-
torraum und V = W @ W’. Dann ist die Projektion Fy, : V' — W eine
lineare Abbildung, die wie folgt erhalten wird. Man nehme eine Basis
(wi,...,w,) von W und eine Basis (w;,,...,w)) von W' (also n —r
Vektoren von V', so da8 (wy, ..., wy, w,. ,...,w,) eine Basis von V ist)
und zerlege v € V' nach dieser Basis, v = /| i -v; + 300 1y - W)
Dann ist Fyy : v — Y _;_; A;-v;. Diese Abbildung Fyy ist unabhéngig vom
direkten Summanden W’ (welcher nicht eindeutig war) und unabhéngig
von der Basis von W.

vii) Differentiation. Fiir ein offenes Intervall I = |a,b[ C R seien V = C1(I)
und W = C(I) die (unendlich-dimensionalen) Vektorraume der einmal
stetig differenzierbaren bzw. der stetigen reellwertigen Funktionen auf I,
mit (A - f1 + Ao+ fo)(z) := Ay - fi(z) + Ao - fo(x) fiir x € ]a, b[. Dann ist
das Differential D : V. — W mit D : f — [’ eine lineare Abbildung. Ist
V' = C>(I) der Vektorraum der beliebig oft differenzierbaren Funktionen
iiber I, dann ist das Differential D : V' — V ein Endomorphismus.

viii) Integration. Fiir ein abgeschlossenes Intervall I = [a, b] C R definiert das

Integral [ : f — f:f(x) dz eine lineare Abbildung [ : C(I) — R.

Diese sehr unterschiedlichen Beispiele zeigen, daf} lineare Abbildungen haufig auf-
treten. Kenntnisse der allgemeinen Eigenschaften von linearen Abbildungen und
von Methoden zu ihrer Untersuchung sind deshalb sehr wichtig.
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8 Bild und Kern einer linearen Abbildung

Satz 8.1 Sei F': V — W eine lineare Abbildung. Dann gilt
1) F(O) :0; F(U_w) = F(U)_F(M)J F()\1U1++)\nvn) = )\1

F(vy) +--+ Ay - F(vn).

ii) Ist die Familie (v;);cr linear abhéingig in 'V, so ist die Familie (F(v;))ier
linear abhdngig in W.

iii) Sind V' CV und W' C W Untervektorriume, so ist das Bild F(V') C W
Untervektorraum von W und das Urbild F~*(W') C V' Untervektorraum
von V.

iv) dim(F(V)) < dim(V).

v) Ist F ein Isomorphismus, so ist auch das Urbild F~' : W — V eine
lineare Abbildung (und damit ein Isomorphismus).

Beweis. 1) ist klar.

ii) Sei 0 = ) ,c; Ai - v;, wobei mindestens einer und insgesamt endlich viele
Skalare \; ungleich 0 sind. Dann ist auch 0 = F(0) = >, ., A - F'(vy).

iii) 0 € V' und 0 = F(0) € F(V'), also F(V') # @. Sind wy,ws € F(V'),
dann gibt es vy, v mit wy; = F(vy) und we = F(vy). Also A1 - wq + Ay - wy =
A1 F(v1)+ A2 F(vg) = F(A1-v14+ Ay v2) € F(V'), und F (V') ist Untervektorraum.

Sind v,v, € F~YW'), so ist F(v1), F(vy) € W’ und auch A\; - F(vy) +
Ay - F(vg) € W', da W’ Untervektorraum. Also ist F(A; - v; + Ay - vg) =
A1 F(vy) + Xg - Fvg) € W und damit Ay - v + Ay - vy € F7H W), und F~H(W')
ist Untervektorraum.

iv) Sind F(vy),..., F(v,) linear unabhéngig, so sind auch vy,..., v, linear
unabhéngig, denn das Gegenteil fithrt wegen ii) zu einem Widerspruch.

v) Seien wy,wy € W und vy,v9 € V mit F(vy) = w; und F(vg) = we.
Dann ist F(A; - vy + Ao - v2) = A - wy; + Ag - wy. Anwenden von F~! liefert
F_1<)\1'U)1—|—)\2'U)2) :)\1~F_1(w1)—|—)\2~F_1(w2). O

Seien V, W Vektorrdume iiber K, dann bezeichnen wir mit
Homg(V,W):={F:V —- W : F ist K-linear}

die Menge aller K-linearen Abbildungen (aller Homomorphismen) von V' nach
W. Die Menge Homg (V, W) ist ein Vektorraum mit Verkniipfungen

()\1 . F1 + )\2 . FQ)(’U) = )\1 . Fl(v) + )\2 . FQ(U) .

Insbesondere ist der Nullvektor die lineare Abbildung 0 : v +— 0 fiir alle v € V|
und die negative Abbildung ist —F : v — —F(v). Ist der Korper klar, dann
schreiben wir Hom(V, W) statt Homg (V, W).
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Ist V= W, so schreiben wir End(V) := Hom(V, V), und End(V) ist wieder

ein Vektorraum. Entsprechend bezeichnet
Autg(V) :={F:V —V : Fist K-linear und bijektiv}

die Menge der bijektiven linearen Abbildungen von V' nach V. Jedoch ist Aut(V)
kein Vektorraum, denn fiir F' € Aut(V) ist 0- F =0 ¢ Aut(V).

Lineare Abbildungen lassen sich ganz analog wie allgemeine Abbildungen hin-
tereinander ausfiihren.

Satz 8.2 Sind U,V,W Vektorriume und G : U — V sowie F' : V — W lineare
Abbildung, dann ist auch die Komposition FoG : U — W eine lineare Abbildung.

Bewezs.

(FoG)(A\ -up+ Ao -u2) = F(G(\ - up 4+ Ay - ug))

F(A - G(ur) + Ao - G(ug))
- )\1 F(G(ur)) + As - F(G(us))
L (FoG)(uy) + A+ (FoG)(ug) . D

Ohne Beweis erwahnen wir:

Satz 8.3 Ist V' ein Vektorraum, so ist End(V) ein Ring mit der Komposition
als Multiplikation, und Aut(V') ist eine Gruppe mit der Komposition als Ver-
knidipfung.
Definition 8.4 Ist F': V' — W eine lineare Abbildung, so heiBt

e im(F):=F(V)C W das Bild von F,

e ker(F'):= F~'(0) C V der Kern von F'.

Satz 8.5 Sei F': V. — W linear. Dann gilt:
i) im(F) C W und ker(F) C V' sind Untervektorriume.
) F surjektiv < im(F) =W
iii) F injektiv < ker(F) = {0}
iv) Ist F' injektiv und sind vy,...,v, linear unabhingig, so sind auch
F(v),...,F(v,) linear unabhdngig.

Beweis. 1) ist in Satz BJliii) bewiesen und ii) ist die Definition der Surjektivitét.
iii) 0 € ker(F). Ist F injektiv, so folgt aus F(v) = 0 = F(0), daBl v = 0.
Gibt es umgekehrt vy # vy € V mit F(vy) = F(vq), so wére F(v; — vy) = 0, also
0 # v; — vg € ker(F'). Widerspruch
iv) Sei Ay - Fl(v1) +---+ Ay - F(v,) =0, dann gilt 0 = F(A-v1+ -+ Ay - vy)
nach Linearitdt und A\; - v; + -+ A, - v, = 0 nach iii). Also ist \; = 0. Ul
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Definition 8.6 Ist F' : V' — W linear, so heiBt die Zahl rang(F') := dim(im(F"))
der Rang der Abbildung F.

Der Rang ist eine wichtige Charakterisierung einer linearen Abbildung.

Satz 8.7 Ist V' ein endlich-dimensionaler Vektorraum und F' : 'V — W eine
lineare Abbildung, so gilt

dim(V) = dim(im(F")) + dim(ker(F")) .

Beweis. Wir wissen dim(im(F')) < dim(V') nach Satz BJliv) und dim(ker(F')) <

dim(V) nach Satz BIHi). Seien also (vy,...,v;) eine Basis von ker(F) und
(w1, ..., w,) eine Basis von im(F'). Wir wéhlen uy,...,u, € V mit F(u;) = w; fiir

alle 1 <i <r.Fiirv € V gibt es eine eindeutige Darstellung F'(v) = A wy+-- -+
A, - w,. Fiir die so bestimmten \; konstruieren wir v’ := A\j-u; +- - -+ A\, -u,. Dann
gilt F'(v—v") =0, also v — v' € ker(F'). Es existieren also eindeutig bestimmte
[y ooy fip Mit 0 — 0 = g vy + - 4 g - v Also gilt

U:)‘1‘U1+"'+)\r‘ur‘|‘,u1"U1‘|“"+llk"Uk-

Damit ist V' durch die Familie B = (uq, ..., u,,v1,..., v, ) erzeugt. Zum Beweis
der linearen Unabhéngigkeit sei Ay -uy + -+ A\ - wp + g -1+ - -+ pg - v = 0.
Anwenden von F ergibt F'(Ay-u;+---+A-up) = A -wp+-- -+ A\ -w, = 0, und
damit \; = 0. Das liefert p1; - vy + -+ 4 g - v = 0 und damit p; = 0. Damit ist
B eine Basis von V' aus dim(im(F)) + dim(ker(#")) Vektoren. O

Satz 8.8 Zwischen endlich-dimensionalen Vektorriumen V,W gibt es genau
dann einen Isomorphismus, wenn dim (V') = dim(W).

Beweis. F ist [somorphismus, wenn linear, injektiv und surjektiv. I’ injektiv heifit
dim(ker(F')) = 0 und F' surjektiv heifit im(F') = W. Aus dem vorigen Satz folgt
dann die Behauptung. U

Satz 8.9 Ist dim(V) = dim(W) < oo und ist F linear, dann sind fir F Injekti-
vitdt, Surjektivitat und Bijektivitdt dquivalent.

Beweis. injektiv=- surjektiv: F' injektiv, dann ker(F) = {0} und dim(V) =

dim(im(F)). Also dim(im(£F)) = dim(W) und dann im(F) = W.
surjektiv=-injektiv: F' surjektiv, dann dim(im(F')) = dim(W) = dim(V'). Also

dim(ker(F)) = 0 und ker(F") = {0}, somit F' injektiv. O

Satz 8.10 (Faktorisierungssatz) Sei F©' : V. — W linear und B =
(U1, ..., Up,01,...,0;) eine Basis von V mit ker(F) = span(vy,...,vg). Mit
U :=span(uy,...,u,) gilt:

i) V=U @ ker(F)
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ii) Die Einschrinkung F’U : U — im(F) ist ein Isomorphismus.

iii) Sei Py : V = Ue@ker(F) — U die Projektion auf den ersten Summanden,
definiert firv=u+v" € V mitu € U und v’ € ker(F) durch Py(v) := u,
so gilt F = F‘U o Py.

Beweis. 1) ist klar, denn U und ker(F') sind linear unabhéngig.

ii) ker(F’U) = ker(F)NU = {0}, also ist F}U : U — im(F) injektiv, auBerdem
surjektiv und damit bijektiv.

iii) Flir v = w4+ v mit w € U und ¢’ € ker F' ist F(v) = F(u) + F(v') =
F(u) = F|,(u) = F|,(P(v)). O

Zu beachten ist, daB U in der direkten Summe V' = U @ker(F’) nicht eindeutig
definiert ist. Die F| ; sind also, je nach Wahl von U, verschiedene Isomorphismen.

Ist A€ M(m x n,K), so wird durch Fa(z) := A -z fiir x € K" eine lineare
Abbildung Fs : K™ — K™ definiert. Dazu gibt es folgende Umkehrung:

Satz 8.11 Sei F': K" — K™ eine lineare Abbildung. Dann existiert genau eine
Matriz Ap € M(m x n, K) mit F(z) = Ap -z fir alle x € K". Fir diese Matriz
Ap gilt Ap == (F(e1),...,F(en)), d.h. die j-te Spalte von Ap ist der Vektor
F(e;) € K™, wobei e; € K™ der j-te Standardbasisvektor ist.

Damit definiert die Zuordnung F — Ap eine bijektive Abbildung M), :
Hom (K™, K™) — M(m x n, K).

ay;
Beweis. Sei A = (a;;) € M(m x n, K) und a; := : € K™ die j-te Spalte
mj
1
von A. Dann gilt fiir alle z = : e K"
xn

ria11 + oGy + - - -+ Tpain

n
A-x= : :5 zja; .
Jj=1

T1Am1 + L2Am2 + -+ LnGmn

Sei nun F': K" — K™ linear und Ap := (F(e1),...,F(e,)), dann gilt Ap -z =

> miF(e)) = F(3i, wje5) = F(a).
Sei A" = (d,...,a,) € M(m x n,K) mit A’ # A. Dann gibt es ein r €

{1,...,n}, so dafB fiur die r-te Spalte gilt a/. # a,. Fiir z = e, gilt dann A" -z =
al. # a, = F(z). Damit ist Ar durch F' eindeutig bestimmt. d

Die wichtigen Begriffe von Bild, Kern und Rang einer linearen Abbildung
iibertragen sich somit auf Matrizen.
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Definition 8.12 Fiir A € M(m x n, K) heiBt
o ker(A) ={z € K" : A-x=0¢€ K™} C K" der Kern von A,
e im(A) ={be K™ : esgibteinz € K" mit A-z = b} C K™ das Bild
von A,

e rang(A) = dim(im(A)) der Rang von A.

Damit ist ker(A) die Losungsmenge des homogenen LGS A -z = 0. Der
Faktorisierungssatz liefert dann eine Methode zur Bestimmung von im(A): Ist
(v1,...,0,_,) eine Basis von ker A C K", so erginze man sie zu einer Basis
(U1, Upepy U, ..y uy) von K™ Dannist (A-uq, ..., A-u,) eine Basis von im(A).

Beispiel 8.13 Durch F((w,z,y,2)) = (w+ 2 —y,x +y — z,w + 20 — z) fir
w,x,y, 2 € R werde eine lineare Abbildung F : R* — R? definiert. Daraus lesen
wir ab:

1 1 -1 0
Fle)=(01], Flee)=| 1], Fles)=| 1], Flea)=| —1
1 2 0 -1
11 -1 0
Folglich wird F' durch die Matrix A, = [ 0 1 1 -1 € M(3 x 4,R)
12 0 -1

dargestellt. Zur Berechnung des Kerns als Losung von A - x = 0 fithren wir
folgende elementare Zeilenumformungen durch:

IVig(—1),1Vag(—1 L=l IV (1 10 - !
Ap REREREU g | EY g1 1
00 0 O 0 0 0
I 2 -1
Daraus lesen wir als Losung S - R ab mit 3, x4 € R
XT3 1 O Ty
T4 0 1
beliebig. Folglich ist dim(ker A) = 2, und eine Basis von ker A ist (v, v9) mit
2 —1
_ —1 _ 1
vl - 1 9 ,UQ - 0
0 1

Wir konnen sie z.B. zur Basis (vy, v, €e1,63) von R* ergéinzen. Somit ist
(F'(e1), F(e2) eine Basis von im(A). N

Wir zeigen im néchsten Abschnitt, dafl die hier gegebene Definition des Rangs
einer Matrix mit Definition [LT] iibereinstimmt.
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9 Zur Theorie linearer Gleichungssysteme

Definition 9.1 Eine Teilmenge X C V eines K-Vektorraums V' heiBt affiner Un-
terraum, falls es ein v € V' und einen Untervektorraum W C V gibt, so daB

X=v4+W:={zxeV : esgibteinweW mitz=v+w}.

Beispiel 9.2 Ist V = R? die reelle Zahlenebene, dann sind die eindimensiona-
len Untervektorrdume W C V die Geraden durch den Nullpunkt. Ein aus der
Geraden W durch 0 hervorgehender affiner Unterraum X = v + W ist dann die
Parallele zu W durch v. N

Satz 9.3 Ist X = v+ W ein affiner Unterraum, dann gilt
i) Fiir beliebiges v' € X ist X =v + W.

ii) Ist v € V und W' C V ein Untervektorraum mit v' + W' = v+ W, so
folgt W =W"undv' —v e W.

Beweis. i) Wegen v' € X gibt esein w’ € W mit v  =v+w'. Sei zx =v+w e X
ein beliebiges Element, so schreibt sich x = v/ + w — w’. Also ist X C v' + W.
Durch Vertauschen von v, v’ folgt v + W = X.

ii) Seien z,2’ € X = v+ W, dann ist z — 2’ € W. Gébe es eine zweite
Darstellung X = v+ W’ dann ist x — 2’ € W’ fiir alle x, 2/, also W = W’. Dann
folgt v/ —v e W. O

Da also in einem affinen Unterraum X = v+W der Untervektorraum eindeutig
ist, definieren wir die Dimension dim(X) := dim(W) wenn X = v + W.
Wir untersuchen den Lésungsraum

Los(A,b) :={z € K" : Az =b}

eines linearen Gleichungssystems Ax = b zu gegebener Matrix A € M(m x n, K)
und gegebenem Vektor b € K™. Ist F' : K" — K™ die durch A € M(m x n, K)
definierte lineare Abbildung, F(z) = A - x, so ist Los(A,b) = F~1(b) und insbe-
sondere Los(A,0) = F~1(0) = ker(F). Damit gilt stets 0 € Ls(A,0), und diese
Losung heiit die triviale Losung des homogenen Systems. Geht die erweiterte
Koeffizientenmatrix (A|b) durch elementare Zeilenumformungen in eine erweiter-
te Koeffizientenmatrix (A|b) iiber, dann gilt Los(A, b) = Los(A, b) nach Satz [3

Satz 9.4 Gegeben sei das lineare Gleichungssystem Ax = b aus m Gleichungen
mit n. Unbekannten. Ist rang(A) = r, dann gilt fir die Losungsrdume:
i) Los(A,0) C K™ ist ein Untervektorraum der Dimension n — r.

ii) Los(A,b) C K™ ist entweder leer oder ein affiner Raum der Dimension
n —r. Ist v € Los(A,b) eine beliebige Losung, dann gilt Los(A,b) =
v+ Los(A,0).
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Beweis. i) Sei F': K" — K™ die durch F(xz) = A-z definierte lineare Abbildung.
Nach SatzRHist Los(A, 0) = ker(F) ein Untervektorraum. Nach Satz Bl ist seine
Dimension dim(ker(F)) = dim(K") — dim(im(F')) = n — r wegen rang(A) :=
dim(im(F)).

ii) Seien v,v" € Los(A, b) zwei Losungen des linearen Gleichungssystems, also
Av =bund Av' =b. Dann ist A(v — ') =0, also v — v’ € Los(A,0). O

Der Satz besagt, dal man eine allgemeine Losung des inhomogenen linearen
Gleichungssystems erhilt, indem man zu einer speziellen Losung des inhomo-
gonen Systems die allgemeine Losung des homogenen Systems addiert. Sei also
(Wyy1, ..., wy) eine Basis von Los(A,0) (wenn r < n) und v € Los(A,b) eine
beliebige spezielle Losung des inhomogenen Systems, so ist

Los(A,b) = v+ Kw,yq + - -+ Kuw, mit Kw := spang (w) .

Satz 9.5 Der Losungsraum eines linearen Gleichungssystems Ax = b ist genau
dann nicht leer, wenn rang(A,b) = rang(A).

Beweis. Die Matrizen A € M(m x n,K) und (A,b) € M(m x (n + 1), K)
beschreiben lineare Abbildungen A : K" — K™ bzw. A’ : K*"! — K™
mit Ae;) = Al'(e;) = Yo jaje; fir 1 < j < n und A'(epq1) = b. Da-
mit ist im(A) C im(A’), also rang(A) < rang(A’), sowie b € im(A’). Ist nun
rang(A) = rang(A’), dann ist im(A) = im(A’) und damit b € im(A), das Glei-
chungssystem ist also 1osbar.

Ist rang(A) < rang(A’), dann muBl es Vektoren v € im(A’) geben, die nicht
in im(A) liegen. Da span(A’(e;));=1,..» C im(A), bleiben nur die b enthaltenden
Linearkombinationen, welche nicht in im(A) liegen. Das bedeutet b ¢ im(A). O

Insbesondere ist der Losungsraum Los(A,b) fiir A € M(m X n, K) nichtleer,
wenn rang(A) = m, da dann die durch A beschriebene lineare Abbildung surjektiv
ist. Das bedeutet, dal Az = b fiir jedes b € K™ losbar ist. In diesem Fall heif}t
das lineare Gleichungssystem universell losbar. Ist rang(A) < m, so gibt es nicht
fiir alle b € K™ eine Losung. Es ist nur fiir jene b € K™ losbar, fiir die die
rang(A) = rang(A, b) gilt.

Wir sagen, das lineare Gleichungssystem Ax = b ist eindeutig [0sbar, wenn
Los(A, b) nur aus einem Element besteht.

Satz 9.6 Das lineare Gleichungssystem Ax = b fir A € M(m xn,K) und b €
K™ ist genau dann eindeutig losbar, wenn rang(A) = rang(A,b) = n.

Bewers. Nach Satz gibt es eine Losung, und nach Satz ist diese eindeutig.
O

Satz 9.7 Die Definitionen[814 und L1 fiir den Rang einer Matrix A € M (m X
n, K) stimmen tberein.
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Beweis. Es sei A € M(m x n, K) eine aus A durch elementare Zeilenumformun-
gen hervorgehende Matrix. Der Losungsraum eines LGS bleibt unverdndert bei
elementaren Zeilenumformungen, d.h. es gilt Los(A,0) = Los(A,0) und damit
r := dim(im(A)) = dim(im(A)) nach der Dimensionsformel aus Satz B Sei
7 die Anzahl der Nicht-Null-Zeilen von A und V; = span(ey,...,e;) € K™ der
durch die ersten 7 Basisvektoren ey, ..., e; € K™ aufgespannte Untervektorraum.
Dann gilt A -z € V; fiir beliebige z € K™. Andererseits ist nach dem GauBschen
Eliminationsverfahren die Gleichung A - z = b fiir beliebige b € V; 1osbar, d.h.

im(A) = V; und somit 7 = r. O

10 Die darstellende Matrix einer linearen Abbildung

Im folgenden geht es darum, die Aquivalenz zwischen Matrizen und linearen
Abbildungen auf beliebige endlich-dimensionale Vektorrdume zu verallgemeinern.
Der erste Schritt ist

Satz 10.1 Gegeben seien endlich-dimensionale Vektorraume V und W und Vek-
toren vy,...,v, € V und wy,...,w. € W. Dann gilt:

i) Sind die vq,...,v, linear unabhingig, so gibt es mindestens eine lineare
Abbildung F -V — W mit F(v;) = w; fir alle 1 <i<r.
ii) Ist (vy,...,v.) eine Basis, so gibt es genau eine lineare Abbildung F :
V — W mit F(v;) = w; fir alle 1 <i <r. Fir diese Abbildung F' gilt
e im(F) = span(wy,...,w,)
o Finjektiv < (wi,...,w,) ist linear unabhingig.
Beweis. i) Ist v = A;-v1 4+ - -+ A.-v, € V| so definieren wir F'(v) := Aj-wq+- -+
A - w,. Da die \; eindeutig bestimmt sind, ist auch F'(v) eindeutig. Zu zeigen ist

aber, daf} I wirklich linear ist. Sei v = py - vy + - -+ + p, - v, ein weiterer Vektor.
Dann gilt

r

)\-v—l—,u-v':Z()\)\i—l—,um)-vi und

i=1
FN-v+p-0v)= i()\)\i—l—,um) Cw; = A(i%'“’i) +u(i,ui-wi>
i=1 i=1 i=1

=X Fl)+u-F@').

Klar ist, dal im(F') C span(wy, ..., w,). Andererseits ist w = A;-wi+- - -+ A\ w, =
F(A v+ -+ A - v.) und damit span(wy, ..., w,) C im(F).

Sei (wy,...,w,) linear abhéngig, so gibt es mindestens ein \; # 0, so daf
0 =M Nw+...Nw, = F(\ vy +---+ X\ -v). Da (vy,...,v,) eine Basis ist,
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ist Ay -vg + -+ A\ -0, # 0, und damit ist F' nicht injektiv. Das bedeutet F'
injektiv. = (wy,...,w,) linear unabhéngig. Ist umgekehrt (wy,...,w,) linear
unabhéngig, dann betrachten wir F(v) = 0 mit v = Ay - v1 + -+ A, - v, also
FA\ v+ 4+ N-v)=X A w +-+ X\ w, was zu A\; = 0 und damit v =0
fithrt. Also ist ker(F') = {0} und F ist injektiv.

i) Ist (vy,...,v,) linear unabhingig, aber keine Basis, dann kénnen wir eine
Basis (v1, ..., 00, Upi1,...,0,) von V finden. Fiir diese geben wir beliebige Vekto-
ren wyiq,...,w, € W vor und finden fiir jede Wahl von w,.1, ..., w, eine lineare
Abbildung F' mit F(v;) = w;. O

Satz 10.2 Sei B = (wy,...,w,) Basis eines Vektorraums W.
i) Es gibt genau einen Isomorphismus ®p : K" — W mit ®g(e;) = w; fir

alle 1 < i < n, wobei (€;);=1...n die Standardbasis ist.

i) Ist W = K" und B = (wy,...,w,) eine Basis von W, dann gilt Pp(x) =
Ag -z mit Ag = (wy,...,w,) € M(n x n,K), fir alle x € K". (Die
Spalten von Ag sind also die nebeneinandergeschriebenen Basisvektoren

Beweis. 1) folgt aus Satz [T und ii) ist Satz BTl O
Wir kénnen nun die Verallgemeinerung von Satz angeben:

Satz 10.3 Gegeben seien K-Vektorrdume V- mit Basis A = (vy,...,v,) und W
mit Basis B = (wq,...,Wwpy).

i) Dann gibt es zu jeder linearen Abbildung F :V — W genau eine Matrix
A= (a;;) € M(m xn,K), sodafs F(v;) = 1", a;j - w;.

i) Die so erhaltene Abbildung
Mg :Hom(V,W) — M(m xn,K), Mg :F— A= M (F)
st ein Isomorphismus von Vektorrdumen diber K, und insbesondere gilt

MEN-F+p-G) =\ Mg(F)+ pu- M§(G) .

Ist V = K" und W = K™ und sind A und B die Standardbasen, dann ist
Mg = M : Hom(K"™, K™) — M(m x n, K) die Konstruktion aus Satz BI1l

Definition 10.4 Mit den Bezeichnungen aus Satz heiBt A = Mg\(F) die
darstellende Matrix von F :V — W beziiglich der Basen A von V und B von .

Beweis von Satz 3. i) Durch Komposition von F' mit den Isomorphismen
® 4 und Pz aus Satz [

A= (Pg) toFody: K" — K™, Az = (Pg) H(F(Pa(2))) .
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Umgekehrt ergibt sich F' aus A durch F' = &0 Ao (Py4)"t : V — W mit
Aox:= Az Zunichst ist (P4) (v;) = e; € K™. Matrixmultiplikation liefert

alj

A-((24)7H(vy)) = : = Za@'j e, € K™

am]‘

Anwenden von @ liefert ®g(A - ((Pa) " (v)))) = Dot ai - w; € W.
ii) Als Komposition linearer Abbildungen ist Mg : Hom(V, W) — M(m x
n, K) mit
A=MHF)=(dg) ' oFody: K" — K™ .

linear. Da A eine Basis ist, gibt es nach Satz[[{IJlii) genau eine lineare Abbildung
F mit F(v;) = w; := Y1, a;; - w;. Also ist M7 bijektiv. O

Beispiel 10.5 Wir betrachten die durch F((z,y,2)) = (z — y,2x + y — 2) defi-
nierte lineare Abbildung F : R?* — R? beziiglich der Basen (vy, vy, v3) von R? und
(w1, wy) von R? mit

0 1 1 1 9
v = 1 , Uy = 0 , U3 = 1 , W1 = 1 , Wo = 1 .
1 1 0

Damit gilt

F(vy) = F((0,1,1)) = ( _é) | Flvs) = (1) , F(vg):(g) .

Diese Vektoren sind nun beziiglich der Basis (wy, w) darzustellen, wyaj+wqaq; =
F(v;). Es handelt sich also um drei lineare Gleichungssysteme aus 2 Gleichungen
mit 2 Unbekannten:

(o) (m)=(n) = ()=(2)
) m)=) = ()=
(b)) m)=(s) = ()=(0)

Die darstellende Matrix ist folglich A = < B

—_

[
|
—_

—_ =

Sind also die Basen der Vektorrdume V' und W festgelegt, dann kann man die
Vektorrdume mit den Standardraumen K", K™ der Koordinaten identifizieren
und lineare Abbildungen F' : V. — W mit Matizen A € M(m X n, K). Eine
oftmals sinnvolle Wahl besteht aus Basen, in denen fiir die Koordinatenmatrix
die Einheitsmatrix entsteht:
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Definition 10.6 Die Matrix

1 0 ... 0
01 ... 0

E, = L _ eEM(rxnrK),
00 ... 1

in der samtliche Eintrage auf der Diagonalen gleich 1 und alle anderen Eintrage gleich
0 sind, heiBt (r x r)-Einheitsmatrix. lhre Komponenten sind also E, = (9;;), wobei

s _[1 firi=
Y10 firi# g

das Kronecker-Symbol ist.

Satz 10.7 Sei F' : V — W linear und dim(V') = n, dim(W) = m, dim(im(F")) =
rang(F') = r. Dann gibt es Basen A von V und B von W mit

MBA<F> _ Er Orx(nfr) )
O(mfr) X7 O(mfr) X (n—r)

Dabei ist 0,5, € M(p x q, K) die Matriz, in der simtliche Eintrdage gleich 0 sind.

Beweis. Wir wahlen eine Basis (wy, ..., w,) von im(F') und ergédnzen sie zu einer
Basis B = (w1, ..., Wy, Wyy1, - .., W) von W. Dann wihlen wir wie im Beweis von
Satz R Vektoren uy, ... u, € V mit F(u;) = w; fiir alle 1 <4 < r und ergénzen sie
mit einer Basis (vy,...,vx) von ker(F') zu einer Basis A = (uq, ..., U, v1,...,0x)
von V. Dann hat Mg'(F) die angegebene Form. O

11 Multiplikation von Matrizen

Seien G : K" — K" und F : K" — K™ lineare Abbildungen, dargestellt
(beziiglich der Standardbasen) nach Satz durch Matrizen B = M (G) €
M(nxr,K)und A= M} (F) e M(m xn, K).

Nach Satz ist die Komposition F o G : K" — K™ wieder eine lineare
Abbildung, welche durch eine Matrix C' = M! (FoG) € M(m x r, K) dargestellt
wird. Das bedeutet C' = M7, ((M2)~'(A)o (M7)~*(B)), und auf diese Weise wird
ein Produkt

Mmxn, K)x M(nxr, K)— M(mxr K),
A+ B = My, ((My) "' (A) o (My)(B))

von Matrizen passender Griffe definiert. Im Produkt mufl die Zahl der Spalten
der linken Matrix gleich der Zahl der Zeilen der rechten Matrix sein.
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Satz 11.1 Ist A= (a;;) € M(m xn,K), B=(Bj;) € M(nxr,K) und A-B =
C = (cig) € M(r xs,K), so gilt cy, = Zaijbjk.

j=1

Beweis. Sei F = (M™)"'(A): K" — K™ und G = (M")"Y(B) : K" — K™ sowie
FoG = (M™™C): K" — K™ Seien (&y,...,&,) die Standardbasis im K",
(€1,...,€,) die Standardbasis im K™ und (ey,...,e,,) die Standardbasis im K™.
Dann gilt

(FoG)(&) = chk e (Satz M3 fiir F o G)
(G(Ek)) (Definition von F o G)
= F( Z bjk . Ej) (Satz fiir G)
=1

= Z bik - F(€;) (Linearitét von F)
:ijk (ZCLU'GZ) (Satzfiir F)

j=1 i=1
= Z (Z aijbjk> e (Umordnen der Summen)

=1 j=1

Die Behauptung folgt nun aus der Eindeutigkeit der Koeffizienten zur Basis
(€i)i=1,...m von K™, -

Ein Spezialfall dieser Rechenregel ist das schon zuvor erklarte Matrixprodukt
A-v e K™ einer Matrix A € M(m x n, K) mit einem Spaltenvektor v € K. Mit
den Bezeichnungen aus Satz [Tl gilt: Die i-te Zeile von A ist (a;1 a2 ... aip),
by,

und die j-te Spalte von B ist : . Damit folgt: Das Matrixelement c¢;; von
bn;

C = A- B ist das “Produkt” der i-ten Zeile von A mit der j-ten Spalte von B.

1 01

L2 12 3
Beispiel 11.2 Sei A= | 0 1 | und B = ( ), dann gilt
2 2
5
1
g 3 4

und B-A:(7 10).

Daraus ist ersichtlich, dafl selbst wenn sowohl A - B als auch B - A erklart sind,
im allgemeinen A - B # B - A gilt. <
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Beispiel 11.3 Eine Drehung in der Ebene um den Ursprung mit Winkel «

wird durch die Matrix A = ( cosa —sila ) beschrieben. Entsprechend be-
sina  cosa

schreibt B = Cf)sﬁ —sinf eine Drehung mit Winkel 3. Die Hintereinan-
sinf3  cosf

derausfithrung beider Drehungen ist durch das Matrixprodukt gegeben:

A.p— [ cosa - sin « cos@ —sinf\ [ cu ci2
~ \ sina  cosa sinf3 cosf3 \ 91 oo
B ( cosacosf —sinasinf —sinacos 3 — cosasin 3 )

sinacos f + cosasinf3  cosacos 3 — sinasin

Andererseits ist die Hintereinanderausfithrung beider Drehungen wieder eine Dre-
hung mit Gesamtwinkel o 4+ (3. Daraus folgen die Additionstheoreme fiir Sinus
und Cosinus,

sin(a + 3) = sinacos § + cosasin 3, cos(a+ 3) = cosacos f — sin asin 3
<

Satz 11.4 Sind Matrizen A, A’ € M(m xn,K), B,B" € M(n x s, K) und C €
M(r x s, K) gegeben sowie \ € K, so gilt:

i)A-(B+B)=A-B+A-B und (A+A)-B=A-B+A-B
(Distributivgesetze)

i) A-(A\-B)=(A-A)-B=X-(A-B)
iii) (A-B)-C=A-(B-C) (Assoziativgesetz)
iv) E,-A=A-E,=A (Neutralitit der Einheitsmatriz)

Beweis. i) und ii) folgen aus der Summendarstellung des Matrixprodukts.
iii) Unter Verwendung der Assoziativitéit der Komposition beliebiger Abbil-
dungen (Bemerkung i) nach Beispiel Z3) gilt

(A-B)-C = Mg ((My,)"(A- B) o (M?)"(C))
= My, ((My,) "' (A) o (M)~ (B)) o (M) "H(C))
= My, (M)~ (A) o (M)~ (B) o (M?)7H(C)))
= M;, (M)~ (A) o (M) (B-C))=A-(B-C)

iv) Sei E,, - A = (ay;) € M(m x n, K), dann gilt a;; = Y, diay; = a;;, denn
zu gegebenem Index i iiberlebt in der Summe nur der Term mit ¢ = k. Analog

folgt A- E, = A. O
Im weiteren schreiben wir oft AB statt A - B fiir das Produkt der Matrizen.

Satz 11.5 Die Menge M(n, K) := M(n x n, K) der quadratischen Matrizen ist
ein Ring mit Einselement E,,. O
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Definition 11.6 Die Abbildung ¢ : M(m x n, K) — M (n x m, K) definiert durch
t: A= (a;) — A" := (aj;) heiBt Transposition von Matrizen.

Satz 11.7 Wenn das Matrizprodukt AB erklirt ist, dann gilt (A- B)' = B - A"

Beweis. Sei A = (a;;) € M(m xn,K), B=(bjy) € M(n xr,K) und C = AB =
(cir) € M(m x r, K). Dann ist ¢; = 2?21 a;;bjr und C* = (¢};) mit ¢; = ci.
Weiter ist B' = (b;) mit b}; = bj, und A" = (a};) mit @}, = a;. Dann ist
B'AY = D = (dys) mit dy; = 305 byal = 325 bjwai; = 325 aijbjk = cin = ¢y
und somit D = C*. O

Definition 11.8 Eine quadratische Matrix A € M (n, K) heiBt invertierbar, wenn
esein A7t € M(n,K) gibtmit A-A'=A"1- A=F,.

Satz 11.9 Die Menge
GL(n,K)={A € M(n,K) : A ist invertierbar}

der invertierbaren Matrizen ist eine Gruppe mit der Matrixmultiplikation als Ver-
kniipfung und der Einheitsmatrix E, als neutralem Element.

Diese Gruppe GL(n, K) heiit die allgemeine lineare Gruppe.

Beweis. Da E, ein neutrales Element ist, ist nur zu zeigen, dafl aus A, B €
GL(n,K) auch AB € GL(n, K) folgt. Die Matrix B~*A~! erfiillt (B~'A™')AB =
E,, unter Verwendung des Assoziativgesetzes. Aus den allgemeinen Gruppeneigen-
schaften folgt, dal das neutrale Element und das zu A inverse Element eindeutig
sind. U

Satz 11.10

i) Ae M(n, K) ist genau dann invertierbar, wenn rang(A) = n.

ii) Fir A€ GL(n,K) gilt (AH)™! = (A7),
Beweis. 1) Ist rang(A) = rang(F') = n, dann ist F' surjektiv nach Satz BHlii) und
dann bijektiv nach Satz B9

ii) Wir haben (A7')!A* = (AA™Y)! = E! = E,,, so dal (A™!)! das Inverse zu
At ist. O

Ist A € M(n,K) invertierbar, dann ist das lineare Gleichungssystem Az = b
wegen rang(A) = n eindeutig 16sbar mit Losung x = A~!b fiir beliebiges b € K™.
Im n#chsten Abschnitt werden wir eine Methode zur Bestimmung der inversen
Matrix gewinnen.
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12 Elementarmatrizen

Die elementaren Zeilenumformungen, die eine Matrix B € M(m x n, K) (z.B. die
erweiterte Koeffizientenmatrix (A, b), welche ein ein lineares Gleichungssystem
beschreibt) in Zeilenstufenform bringen, lassen sich durch Linksmultiplikation
von B mit geeigneten (m x m)-Matrizen beschreiben. Diese Elementarmatrizen
sind:

Typ I: B Tk, Bist Matrixmultiplikation B = Py, - B mit

1 | |

I

I

I
_o_

I

I

I
e

I

I

I

I

I

I
o

I

I

I
_O_

I

I

I

= FEy — By — By + By + B

(Angedeutet sind die i-te und k-te Zeile und Spalte. Alle nicht bezeich-
neten Eintréage sind 0.)

Typ II: ist Spezialfall A = 1 von Typ IV
Typ III: B 1 B st Matrixmultiplikation B = S;(\) - B mit

|
SN=| - = = A = — — | =E,+(-1E;
|
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Ivzk( )

Typ IV: B B ist Matrixmultiplikation B = Q;z(\) - B mit
1 | |
I |
- - 1 - - — 0 = - -
|1 |
Qir(N) = = Em + A
| 1|
S N
| |1
| | 1

(Angedeutet sind die i-te und k-te Zeile und Spalte.)

Analog sind elementare Spaltenumformungen einer Matrix A € M (m x n, K)
gegeben durch die entsprechenden Rechtsmultiplikationen von A mit Elementar-
matrizen P,Q,S € M(n x n, K).

Tatsdchlich gentigen die Matrizen S;(\) und Q(1) fiir Typ II und III, denn
Typ I eine Kombination aus mehreren Umformungen vom Typ II und IIT (ersteres
als Spezialfall von IV):

P, = Qir(1) Si(—1)Qri(—=1)Si(=1)Qix(1)Si (1) ,
denn

I1L;(—1

(i k) " (i k) (i ki) TS () ki) 2 (g —i) TS

Hlk( 1) (ke i—k) M, g (ki) .
Fiir Typ IV gilt
Qij(AN) = Si(3)Qir(1)Si(N)
denn
Uy I ()

HE0) Nk + M) —2 (i + M)

(k) —

Die Elementarmatrizen sind invertierbar mit

Pl =Py, (Qie(N) ™" = Qu(=N) (SiA) ' =5i(3) -

Eine wichtige Anwendung der Elementarmatrizen ist der folgende Satz:

(Ni, k) —

Satz 12.1 Jede invertierbare Matric A € GL(n, K) ist ein endliches Produkt
von Elementarmatrizen.
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Beweis. Da rang(A) = n, fithren elementare Zeilenumformungen mit Typ I und
IV erst zu einer Dreiecksmatrix mit Diagonalelementen d;; # 0 fiir alle 1 < i < n,
nach weiterer Umformung mit Typ IV dann zu einer Diagonalmatrix mit gleichen
Diagonalelementen d;; # 0, und schliefllich mit Typ III zur Einheitsmatrix. Damit
gilt B, -+ By-B1-A = E,, wobei jedes By eine Elementarmatrix Q;x(\) oder S;(\)
ist. Folglich gilt A= B;'-By'---B-'und A" = B,--- B, - By. O

T

Eine niitzliche Anwendung dieses Beweises besteht in einer effizienten Berech-
nungsmethode fiir die inverse Matriz. Durch Vergleich von B, --- By-By- A = E,
mit A= = B, --- By - By - E,, lesen wir ab:

Satz 12.2 Dieselben Zeilenumformungen, welche eine invertierbare Matrix A €
GL(n, K) in E, tberfihren, iberfihren E, in AL O

Beispiel 12.3
9 4]1 0Y)Qu-% (9 4
11 5|0 1 0 5

SO (1 0] 5 —4
0 1]-11 9

9 4\ 5 —4
Folglich ist ( ) = ( ), was durch Ausmultiplizieren leicht zu

1 0 QQEG) 9
-3 1 0

o= O

45 —36 )
11
-5 1

11 5 —11 9
iiberpriifen ist. <

Ein anderer Weg, diese Rechnung zu verstehen, interpretiert A - A~! = E,
als n lineare Gleichungssysteme A - z® = b Dabei sind die ® bzw. b® mit
1 < p < n gerade die n Spalten von A~! bzw. E,. Anstatt nun die Berechnung
von z® durch Zeilenumformung jeder dieser erweiterten Koeffizientenmatrizen
(A, b)) separat durchzufiihren, schreiben wir alle Spalten b®) nebeneinander und
formen die entstehende Matrix (A, F,) gleichzeitig um. (Es ist stets dieselbe
Rechnung, die A in £, iiberfiihrt, unabhéngig von b).

Man mufl zunéchst nicht wissen, ob A invertierbar ist, um dieses Verfahren
durchzuftihren. Wir kénnen sogar nichtquadratische Matrizen A € M(m x n, K)
zulassen. Sei also rang(A) = r, dann fithren die Zeilenumformungen zu (m — r)
Zeilen, in denen sdmtliche Eintrage gleich 0 sind. Wir erreichen dann bestenfalls
die Blockdarstellung

Dr><n

Lr><m )
(m—r)xn M(m—r)xm ’
wobei die Grofle der Matrizen entsprechend Dy, € M(r x n,K) usw. ge-
kennszeichnet ist. Nach Konstruktion als Matrix in spezieller Zeilenstufenform
sind r der n > r Spalten von D,, die paarweise verschiedenen Standardbasis-

vektoren eq,...,e, € K".

g (g
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Es gibt also Elementarmatrizen By,..., B, € GL(m,K) mit B,---B; - A =

Dy und B, --- B, - E,, = Lpxm =: L1, Durch Transposition
O(m—r)xn M(m—r)xm

t
entsteht die Matrix < 0 Drscn ) ( Dl Ouxgner) ) € M(nx m, K), wobei
(m—r)xn

nun 7 der n > r Zeilen von D!, =: D, die transponierten Standardbasisvekto-

rene}, ... el € K" sind. Elementare Zeilenumformungen iiberfiihren diese Matrix

in ( E Orxom—1) ) € M(n x m,K). Es gibt also Elementarmatrizen
O(nfr)xr O(nfr)x(mfr)

Ci,...,Cs € GL(n, K) mit

Divw \' [ E. 0
cocvar (o0, ) = (5 2)

und somit nach Riicktransposition

Dr><n t _ Er 0
(a7, ) eerar=(55)

Das Produkt dieser Elementarmatrizen R = C,---Cy - C} erhalten wir wieder
durch die korrespondierende Zeilenumformung der Einheitsmatrix:

E. 0]
=)= (6 l)-

Damit haben wir folgenden Satz bewiesen:

( bnxr Onx(mfr)

Satz 12.4 Zu jeder Matriz A € M(m x n, K) mit rang(A) = r gibt es invertier-
bare Matrizen L € GL(m, K) und R € GL(n, K), so daf§ A = L- ( EO’" 8 ) ‘R7%.
(Dabei ist R = R'.)

Beispiel 12.5

1 2 3 Q12(—4)
SN
45601
2
3
1

Q21(2) (1 0 —1 H
—

1
0—3 —6 —41
5 2
)t )
2 3 —3

). Die iibliche Rechnung fiir das Inverse liefert

,.pc,o

0 -3 -6

Damit ist L~! = (

L:(ig)

Lol |ot
[SYISNITN)
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Nach Transposition berechnen wir

1 01 0O 1 0)l1 O O
0100 1 0 |9*Res2 g 100 10,
-1 210 0 1 0 01 =2 1
1 0 1
also RE=R=| 0 1 —2 |. Diese Matrix ist nun leicht zu invertieren: R~! =
00 1
1 0 -1
01 2
0 0 1

Folglich gilt

VR
IS
[0 )

3)_(1 2)(1 0 0) (1) (1) _;
6 4 5 010 00 1

Man kann Satz [2Z4 auch abstrakt verstehen: Die Matrix A = (a;;) € M(m x
n, K) entspricht einer linearen Abbildung F': K™ — K™ mit F'(e;) = Y ", a;j-€;.

Ist rang(F') = rang(A) = r, dann existieren nach Satz[[7 Basen A = (vy,...,v,)

von K" und B = (wy, . . ., w,,) von K™, so daB Mg (F) = ( EOT 8 ) = A= (an).

Die mit L und R bewirkte Umrechnung von A in A ist ein Beispiel fiir eine
Koordinatentransformation.

Satz 12.6 Fir A€ M(m x n, K) ist rang(A) = rang(A?").

Beweis. Sei rang(A) = r. Nach Satz [IL7 gibt es angepafite Basen A in K"
und B in K™, sodal A= 1L - ( £ Orx(n—r) ) - R~ fiir invertierbare

O(mfr)xr O(mfr)x(nfr)
Matrizen L € GL(m, K) und R € GL(n, K). Dann ist A' = (R™!)" - B, - L' mit
B, = ( Er Orx(m=r) ) Mit R ist auch R invertierbar, also ist (R~1)" :

O(n—r)xr O(n—r)x(m—r)

K™ — K™ ein Isomorphismus. Somit gilt dim(im(A")) = dim(im(B, - L*) < r.
Durch Umkehrung von A — A! (oder Verwendung der Surjektivitéit von L) folgt
die Behauptung. O

13 Kommutative Diagramme und Basiswechsel

Koordinatentransformationen werden hervorgerufen durch einen Basiswechsel in
einem Vektorraum. Sind in einem Vektorraum V' zwei Basen A = (vy, ..., v,) und
A= (01, ...,0,) gegeben, so existieren nach Satz Isomorphismen ® 4 : K" —
Vund @ ;: K™ — V mit ® 4(e;) = v; und @ 4(e;) = v;. Die identitische Abbildung
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auf V induziert dann einen Isomorphismus 7 ; ;5 = <I>;{1 ody: K" — K", den man
am besten als kommutatives Diagramm schreibt:

Kn
Ko ALy Y
A_g—1 . 1
T4=2 o@A\L lzdv bzw. Tﬁ\:% od 4 vV
Kn >
Pz Pz
Kn

Dabei bedeutet Kommutativitdt, dafl die Komposition der Abbildungen un-
abhingig vom Weg ist.

Die darstellende Matrix der identischen Abbildung ist somit 7' ﬁ = (T;;) =
Mj‘(’ldv) mit idv(Uj) =v = Z?:l Crzg'ﬁz Sei v = E?:l TV = E:-L:l yzﬁz € V,
dann gilt

n n n
~ ~ A
v = E T05 = g Tijrv; = g YiU; = y=T57 o.
j=1 =1

1,j=1

Kennt man also die Transformationsmatriz T4, so kann man die neuen Ko-

ordinaten y von v € V beziiglich der Basis A aus den alten Koordinaten z
beziiglich der Basis A berechnen. Besonders wichtig ist der Fall V' = K". Dann
sind @4 = A € M(n xn,K) und ®; = A € M(n x n, K) selbst Matrizen,
gegeben durch die jeweiligen Basisvektoren als Spalten. In diesem Fall ist nach
Definition des Matrixprodukts T:L‘fl = A~'. A. An Stelle der Losung eines linea-
ren Gleichungssystems tritt nun die einfachere Aufgabe der Berechnung einer
inversen Matrix.

Allgemein 148t sich die darstellende Matrix einer linearen Abbildung F': V —
W beziiglich Basen A von V und B von W als kommutatives Diagramm auffassen:

o
Kn AL 174
M;‘(F):@BloFocpAl lF
K™ —W
®p
Durch Kombination mit dem Basiswechsel erhalten wir:

Satz 13.1 (Transformationsformel) Es sei '@V — W eine lineare Abbil-
dung sowie A, A Basen von V und B,B Basen von W, mit dim(V) = n und

47

Preliminary version — 14. Juli 2008



dim(W) = m. Dann ist folgendes Diagramm kommutativ:

K" M?(F) Km
Y y
T4 v —Lew T8

A B
e N
K" - K™
MA(F)

Insbesondere gilt Ml“gfl(F) = Tg - ME\(F) - (Tﬁl)_l-

Beweis. Alle Dreiecke und Teilvierecke sind kommuativ, also auch das gesamte
Diagramm. U

Insbesondere 148t sich die darstellende Matrix einer linearen Abbildung F' :
K" — K™ beziiglich anderer als der Standardbasen sehr leicht berechnen. Wir
betrachten erneut Beispiel

Beispiel 13.2 Wir betrachten die durch F'((z,y,2)) = (v — y, 2z +y — 2) defi-
nierte lineare Abbildung F' : R* — R? beziiglich der Basen A = (vy, va,v3) von
R3 und B = (wy, ws) von R? mit

0 1 1 1 5
vu=1| 1 ,v=1 0 ,uv3=1 1 s wi = s w2 = )
1 1 0

1 -1 0
2 1 -1
toren als Spalten). Die Transformationsmatrizen sind nach Satz und wegen
® 4 = id und P = id gegeben als

Beziiglich der Standardbasen ist M (F') = ( (Bilder der Basisvek-

011
A _ 51 _
T; =07 =101
1 10
und )
1 2\ L2
B _ -1 _ _
o= (0 ) (1)
Somit gilt
011
i 12 1 -1 0 -1 1 2
M«f‘(p):<3 3)( 1101 | = 3 ’
B 3 -3 2 1 -1 11 0 -5 0 -1
in Ubereinstimmung mit der ersten Rechnung. <
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Schlieflich konnen wir den Zusammenhang zwischen Matrixprodukt und
Komposition linearer Abbildungen (Abschnitt [I) fiir beliebige endlich-
dimensionale Vektorrdume formulieren:

Satz 13.3 Gegeben seien Vektorraume U, V, W mit Basen A, B,C sowie lineare
Abbildungen G : U — V und F : V. — W. Dann gilt M (F o G) = MA(F) -
ME(G).

Beweis. Wir betrachten das folgende Diagramm:

D4

\%/

K" ==V

/ \

&c

mit A= Ma(F) =0, o Fodz: K" — K™ und B= M5(G) = ®3' o God, :
K" — K™ Alle Teﬂdlagramme sind kommutativ, damit auch das &uflere Viereck.
O
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Teil IV
Determinanten

14 Definition und Berechnungsmethoden

Bei der Determinante hantelt es sich um eine wichtige Charakterisierung qua-
dratischer Matrizen. Die Determinante ist ein Kriterium fiir die Invertierbarkeit
einer Matrix. Sie tritt auflerdem auf beim Eigenwertproblem fiir Matrizen.

Definition 14.1 Eine Abbildung
det : M(n,K) — K , det : A det A

heiBt Determinante, wenn folgendes gilt:
(D1) det ist linear in jeder Zeile, d.h. ist die i-te Zeile a; = N'a} + N'a} € K™, so
gilt

1

det | a; | =Ndet| a; | +N'det| af

(Die mit : symbolisierten Zeilen ay,...,a;_1,a;41,...,a, sind in jeder der
drei Matrizen identisch.)

Insbesondere gilt: Entsteht B aus A durch Multiplikation der i-ten Zeile mit
A # 0, ist also eine Zeilenumformung vom Typ Il mit B = S;(\) - A, so ist
det B = X - det A.

(D2) det ist alternierend, d.h. hat A zwei gleiche Zeilen, so gilt det A = 0.
(D3) det ist normiert auf det E,, = 1.

Man kann zeigen, daf solche Determinanten existieren. Wir beschrénken uns
auf den Beweis der Eindeutigkeit der Determinante. Dazu leiten wir aus der
Definition weitere Eigenschaften her, die insbesondere eine Berechnungsmethode
beinhalten:

Satz 14.2 Die Determinante hat folgende weitere Eigenschaften:
(D4) det(A-A)=A"detA VIeEK.
(D5) Ist eine Zeile von A identisch Null, so folgt det A = 0.

(D6) Die Determinante dndert das Vorzeichen bei Zeilenumformungen von
Typ I: Entsteht B aus A durch Zeilenvertauschung, also B = Py, - A,
so gilt det B = —det A.
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(D7) Zeilenumformungen von Typ IV lassen die Determinante unverdindert:
Entsteht B aus A durch Addition der \-fachen i-ten Zeile zur k-ten Zeile,
also B = Qix(\) - A, so gilt det B = det A.

ai

0 axp ... .
(D8) Ist A = , _22 _ , eine obere Dreiecksmatriz, so gilt

0O ... 0 ap,
det A = a11a929 * * * App, -
(D9) Sein > 2, und A € M(n, K) habe die folgende Blockdarstellung:

AI</(1)1 j) , AleM(nl,K),AQEM(nQ,K),nl—i—ng:n.
2

Dann gilt det A = det Ay - det As.

(D10) det A=0 << rang(A) < n.

(D11) Es gilt der Determinantenmultiplikationssatz det(A-B) = det A-det B fiir
alle A, B € M(n, K). Insbesondere ist det A~' = 1 fiir A € GL(n, K).

T detA
Anders formuliert: det : GL(n, K) — K* ist ein Gruppenhomomorphis-

mus.

Beweis. D4) Nach (D1) gilt

ai

Aay aq " ay

Aa Aa 2 a
det . | = Adet ) 2l = a2det | Mz | = = Andet .2

Aay, Aa, v a,

D5) folgt aus (D1) mit A =0
D6) Ist B = P A, so berechnen wir

det A + det B = det : + det
Qg a;
a; a; ag Qg
DD get | o | +det | : | +det| : | +det
Qy Q; Q; Qy
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a; ag a; + ag

2D et : + det : 2 et : ‘2
a; + ag a; + ag a; + ag
(D7) Ist B = Qix(M\)A, so gilt
a; a; a;
det B = det : DD get | o |+ Adet 2 det A
ar + Aa; ay a;

(D8) Fiir Diagonalmatrizen folgt durch wiederholte Anwendung von (D1)

a;, 0 ... 0 1 0 ... 0

S A PR B
6 0. a,.m O O. a,.m

2y a11G93 * * * Ay det B, (3) 11499 * * App,

Sind fiir eine allgemeine obere Dreiecksmatrix alle a; # 0, so bringen wir sie
durch Zeilenumformung vom Typ IV in Diagonalform mit den gleichen Diago-
nalelementen. Ist a; = 0 und ag, # 0 fiir alle & > 4, so fithrt Zeilenumformung
vom Typ IV auf die Zeile a; = 0.

(D9) Wir kénnen Zeilenumformungen verwenden, die die beiden Blécke nicht
mischen. Durch Umformungen nur der ersten n; Zeilen und dann nur der letzten
ny Zeilen erreicht man

D, '
_ (__1)\S1+s2 1
det A = (1) det ( 0 D, ) ,

wobei D1, Dy obere Dreiecksmatrizen sind und s, so die Anzahl der Zeilenum-
formungen vom Typ I im oberen bzw unteren Block sind. Die Behauptung folgt
nun aus (D8).

(D10) Durch elementare Zeilenumformung iiberfithren wir A in eine obe-
re Dreiecksmatrix mit Diagonalelementen aqq,...,a,,. Dann ist det A =
+ai1 - apy. Aus det A = 0 und der Zeilenstufenform folgt a,, = 0 and da-
mit det A = 0 nach (D5), also rang(A) < n. Ist umgekehrt rang(A) < n, so fihrt
elementare Zeilenumformung auf eine obere Dreiecksmatrix mit a,, = 0, so dafl

det A = 0.
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(D11) Ist rang(A) < n, so ist auch rang(AB) < n als Dimension des Bildes der
Hintereinanderausfiihrung linearer Abbildungen. Dann ist det(A) = det(AB) =
0. Ist rang(A) = n, so ist A invertierbar und nach Satz [[2ZJl ein endliches Produkt
von Elementarmatrizen. Also ist det(AB) = det(C - - - C,.- B), wobei C), = Qix ()
oder C, = S;()) fir 1 < p < r. Es gilt det(Qix(A\)B) = det B nach (D7) und
det(S;(A)B) = Adet B nach (D1). Also ist det(AB) = A; - - - A\; det B, wobei A, die
Koeffizienten in den Umformungen vom Typ III sind. Andererseits ist det(A) =
det(AE,) = A - -+ \s, was die Behauptung liefert. O

Zusammengefafit haben wir damit aus den Axiomen ein Berechnungsverfahren
fiir die Determinante einer Matrix abgeleitet: Wir iiberfithren mit elementaren
Zeilenumformungen vom Typ I und IV die Matrix A € M(n, K) in Zeilenstu-
fenform A = (a;;): Sind dabei s Vertauschungen von Zeilen (Typ I) notwendig,
dann ist det A = (—1)%aq; - - - apy,. Das Verfahren beweist die Findeutigkeit der
Determinante: Gibe es zwei Abbildungen det und det, die (D1), (D2) und (D3)
erfiillen, so folgt aus beiden die Berechnungsvorschrift fiir die durch Zeilenumfor-
mung erhaltene Dreiecksmatrix A = (a;;) mit det A = detA = (—1)%a11 - - - Q.

Beispiel 14.3

01 2 3 45 3 4 5
det [ 3 4 5 | 2—qet 01 2 |™? gt 0 1 2
6 7 9 6 7 9 0 -1 —1
. 3 4 5
50 _qet| 001 2 | =-3. q
00 1

Satz 14.4 Es gilt det(A") = det(A) fiir alle A € M(n, K).

Beweis. Ist det A = 0, so ist rang(A*) = rang(A) < n und damit det(A") = 0.
Ist det A # 0, so ist A invertierbar und damit darstellbar als endliches Produkt
von Elementarmatrizen A = Cy---C, mit C, = Qx(A\) oder C, = S;(\). Nach
dem Determinatenmultiplikationssatz ist det A = det C} - - - det C, und det A® =
det C% - - - det C. Es gilt (Qir(N\))" = Qri(A) und (S;(N))" = S;()\). Die Behauptung
folgt nun aus det(Qix(N)) = 1 fiir alle ¢, k, A und det(S;(\)) = . O

Daraus ergeben sich mehrere Folgerungen:

Satz 14.5 (D2’) Die Determinate ist linear in jeder Spalte.
(D3’) besitzt A € M(n, K) zwei gleiche Spalten, so gilt det A = 0. O

Satz 14.6 Fir A € M(n, K) sind dquivalent:
i) det A#0
ii) rang(A) =n
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iii) A ist invertierbar
iv) Die Zeilen von A sind linear unabhdngig.

v) Die Spalten von A sind linear unabhdngig. O
Satz 14.7 Die Gruppe
SLn,K):={Ae€GL(n,K) : detA=1}

ist eine Untergruppe von GL(n, K). Sie heifit die die spezielle lineare Gruppe.

Beweis. Fiir A,B € SL(n, K) folgt aus den Eigenschaften der Determinante
det(AB) =1 und det A~' = 1. O

Die Determinantenbildung fiir Matrizen 1a8t sich sofort auf die Determinate
fiir Endomorphismen endlich-dimensionaler Vektorrdume verallgemeinern. Sei V'
ein n-dimensionaler Vektorraum iiber K und F : V — V eine lineare Abbildung
(ein Endomorphismus). Wir wéhlen eine beliebige Basis B = (vy,...,v,) von V
und stellen F' in dieser Basis dar:

n

F(vj):Zaij-vi, aijGK.

i=1

Dann ist A = (a;;) = ME(F) die darstellende Matrix von F beziiglich der Basis B.
Wir definieren det F' := det(M§(F)). Diese Definition ist sinnvoll, denn sie héngt
nicht von der Wahl der Basis ab: Sei A eine andere Basis von V', dann gilt nach
SatzMEBIME(F) = Tg- M4 (F)-(Tg")~! und deshalb det(ME(F)) = det(MZ(F)).
In direkter Verallgemeinerung der Determinanteneigenschaften gilt:
Satz 14.8 Sind F,G € End(V), so gilt
i)det F#0 <« FeAut(V)
. - 1
i) FeAut(V) = detF =%
iii) det(FoG)=det F-detG

Eine weitere niitzliche Anwendung ist die Definition der Orientierung von
Automorphismen und von Basen.

Definition 14.9 Sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum iiber K. Ein Auto-
morphismus ' € Aut(V') heiBt orientierungstreu, falls det ' > 0, ansonsten orien-
tierngsuntreu.

Zwei Basen A und B von V heiBen gleich orientiert, wenn fiir die darstellende
Matrix der Identitit gilt det(M3'(idy)) > 0, ansonsten ungleich orientiert.

Offenbar gilt:

04

Preliminary version — 14. Juli 2008



Satz 14.10 Die Menge
Autt (V) :={F € Aut(V) : det F >0}

der orientierungstreuen Automorphismen wvon V ist eine Untergruppe von
Aut(V). Insbesondere ist

GL"(m,K):={A€GL(n,K) : detA> 0}

eine Untergruppe von GL(n, K).

15 Laplacescher Entwicklungssatz und komplementire
Matrix

In Beweisen und fiir speziell gewéhlte Matrizen sind auch rekursive und abstrakte
Berechnungsformeln niitzlich:

Satz 15.1 (Entwicklungssatz von Laplace) Ist A = (a;;) € M(n,K) und
seien die Matrizen A;; € M(n —1,K) aus A durch Streichen der i-ten Zeile und
der j-ten Spalte erhalten. Dann gilt fiir beliebiges 1 < i <n

det A = Z(—l)”jazj det A;; Entwicklung nach der i-ten Zeile
j=1
und fiir beliebiges 1 < 7 <n
det A = Z(—l)”jazj det A;; Entwicklung nach der j-ten Spalte.
i=1

Beweis. (fir die Zeilenentwicklung). Wir schreiben die i-te Zeile a; =
(an, i, ..., a;) von A = (a;;) als Linearkombination der kanonischen Basen

al-:ail(l,O,O,...,O)—i—aiQ(O,l,O,...,O)—0—-~-—i—am(0,0,...,0,1)

Anwenden von (D1) ergibt

ij

det A = Z a;; det A;
=1

a1l ce ay -1 (W aij+1 ce A1n
A;—11 .- Qi—15-1 @i—15 Gi—1541 --- Ai—1n
!/
Azj = 0 . 0 1 0 . 0
Air1,1 oo Qipl-1 Qi1 Gipl41l -+ Gitln
Qp1 Ce Ap -1 Apj Qp j+1 Ce Appy
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In jeder der Matrizen Aj; bringen wir mit Zeilenumformungen vom Typ IV (wel-
che die Determinante nicht d&ndern) alle anderen Eintrége der j-ten Spalte auf

0:

aiq ce 1,51 0 a1,541 Ce Q1np
A;—11 - Qi-15-1 0 @Gi—1j41 --- Qi—1n
det Aj; = det A, Aj; = 0o ... 0 1 0 . 0
ir11 - Gigrj—1 0 Gip1j41 o0 Qg
Anl ce Qpj—1 0 Qp j+1 ce Apn

Durch Vertauschen mit jeweils benachbarten Zeilen bringen wir die i-te Zeile
von Aj; an die j-te Stelle, wobei sich die Reihenfolge aller anderen Zeilen nicht
andert. Dazu sind |i — j| Zeilenvertauschungen erforderlich. Die 1 steht nun auf
der Diagonale: Fiir 7 < j erhalten wir:

ail ce ay -1 0 aij+1 ce A1n
a;—11 -+ Qi-15-1 0 G141 - Qi—1n
Qg1 - Qip1j-1 0 Gipre1 -0 Qigin

det A, = (—1)"ldet AV, AV = :
J ij ij
aj1 N Aj -1 0 Aj 541 N Ajn
0 ce 0 1 0 ce. 0

Ajr11 oo i1 0 @ o Qg

Qp1 Ce Qp,j—1 0 Qp,j+1 Ce QApn

Durch elementare Zeilenumformung vom Typ I und IV iiberfiihren wir Aj7 in eine
obere Dreiecksmatrix und lesen die Determinante ab. Bei diesen Umformungen
wird an der j-ten Zeile und Spalte von Aj nichts geéindert. Deshalb stimmt
det A7} mit der Determinante jener Matrix A;; € M(n — 1, K) iiberein, die aus
Aj; durch Weglassen des Kreuzes aus j-ter Zeile und j-ter Spalte erhalten wird.
Dieselbe Matrix A;; entsteht aber auch aus Aj; und damit auch aus A selbst
durch Weglassen der i-ten Zeile und der j-ten Spalte. Unter Verwendung von
(=1l = (—=1)"*7 folgt die Behauptung. Analog fiir die Spaltenentwicklung. [J

Wir kénnen nun iiber den Laplaceschen Entwicklungssatz die Existenz der
Determinante beweisen:

Satz 15.2 Fir alle n € N\ {0} gibt es eine Abbildung det : M(n, K) — K mit
den Eigenschaften (D1), (D2) und (D3) aus Definition [IZ_1]
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Beweis. Durch Induktion nach n. Fiir n = 1 setzen wir det(a) := a. Dann ist (D2)
eine leere Aussage, (D1) und (D3) sind klar. Sei die Existenz bis M(n — 1, K)
bewiesen. Wir definieren det : M(n, K) — K iiber den Laplaceschen Entwick-
lungssatz und Entwicklung nach der j-ten Spalte. Zu zeigen sind (D1) — (D3).

(D1) Betrachtet werde die k-te Zeile von A € M(n,K). Es gilt det A =
S (=) agdet Ay = (=1)"ag; A+, (—1)F a5 det Ayj. Tm ersten Term
ist Ay; unabhéngig von der k-ten Zeile, und ay; ist linear. In jedem anderen Term
i # k ist det A;; linear in der k-ten Zeile nach Induktionsvoraussetzung, und a;;
ist unabhéngig von der k-ten Zeile.

(D2) Seien die k-te und [-te Zeile von A € M(n, K) gleich, und k < I. Isti # k
und ¢ # [, so sind die entsprechenden Zeilen auch in A;; € M(n — 1, K) gleich,
damit det A;; = 0. Im Entwicklungssatz verbleibt det A = (—1)qay,; det Ay; +
(—1)"*Ja,; det Aj;. Die Annahme (Gleichheit det k-ten und I-ten Zeile von A)
ergibt zunéichst ag; = a;;. Ist n = 2, so ist £ = 1 und [ = 2, damit (—1)""7 =
—(—=1)"*J und det A;; = det Ay; wegen Gleichheit beider Zeilen von A € M (n, K).
Sei also n > 3 und a; € K™ die i-te Zeile von A mit a, = a =: b € K™
Seien @,/ € K™ die aus a;, b durch Weglassen des j-ten Eintrags entstehenden
Zeilenvektoren. Dann ist

ai
ay ay
ag—1 /. /.
b Qg1 a1
a v
k+1
Qp+1 _+ /
A . A : A ak+1
= ) kj — , ) lj — .
aj—1 @1 '
- v al
-1
b a a;
1+1 1+1
Qr4+1 * +
! !
a a
an n n

Durch [ —1—Fk Vertauschungen benachbarter Zeilen bringen wir die (I —1)-te Zeile
b’ von Ay; in die k-te Zeile, alle Zeilen a4, ..., a;—1/ verschieben sich um eine
Zeile nach unten. Das Ergebnis dieser [ — 1 — k Zeilenvertauschungen ist A;;, d.h.
es gilt det Ay; = (—1)""1"*det Aj; und damit (—1)" det Ay; — (—1)"** det A4y;.
Das liefert (D2).

(D3) Es gllt det En = anl(_]-)iijéij det(En)” = (—1)2j det(En)jj =

(2

det(En_l) =1. ]

Die Berechnung der Determinante von A € M (n, K') wird durch Satz o auf
die Berechnung der Determinanten kleinerer Matrizen zuriickgefiihrt. Als Beispiel

27

Preliminary version — 14. Juli 2008



berechnen wir

det ( fan ) = (—=1)"ay; det(ag) + (—1)""arp det(az) = ariazn — arpaz -
Qo1  G22

Einfache Rechenregel: Fiir 2 x 2-Matrizen ist die Determinante gleich dem Pro-

dukt der Hauptdiagonalelemente minus dem Produkt der Nebendiagonalelemen-

te. Eine dhnliche graphische Rechenregel gibt es auch fiir 3 x 3-Matrizen (Regel

von Sarrus). Ein Analogon fiir M(n, K) mit n > 4 wire falsch!

Beispiel 15.3 Wir berechnen erneut Beispiel durch Entwicklung nach der

1. Zeile:
01 2
det | 3 4 5 | =0-det 19 + (—1) - det 39 +2-det 3 4
79 6 9 6 7
6 79
=—1-3-94+1:6-5+2-3-7T—2-6-4=-27+30+42—-48= -3,
in Ubereinstimmung mit der ersten Rechnung. <

Allgemein wird durch den Entwicklungssatz die Determinante von A = (a;;)
rekursiv durch Summen und Differenzen von Produkten a;,j, ---a;,;, der Ein-
trége a;; berechnet. Durch Entwicklung nach der jeweils obersten Zeile sieht man,
daB in jedem dieser Produkte jeder Zeilenindex genau einmal vorkommt. Ande-
rerseits kommt auch jeder Spaltenindex genau einmal vor: Damit a;; in einem
Produkt vorkommen kann, darf zuvor kein a;; aufgetreten sein, da sonst die j-te
Spalte gestrichen wére. Nach dem Auftreten von a,;; wird die j-te Spalte weg-
gelassen und weitere ay; kénnen im Produkt nicht vorkommen. Eine solche in-
jektive/surjektive/bijektive Zuordnung eines Spaltenindex j = o(i) € {1,...,n}
zu jedem Zeilenindex ¢ € {1,...,n} heifit Permutation. Ein Beispiel ist durch

i |1 2345
o(i)|2 53 1 4

Sei S,, die Menge (und Gruppe) aller Permutationen der Menge {1,2,...,n},

dann gilt

folgende Tabelle gegeben:

det A = Z A0) A15(1)A20(2) * * * Gno(n) -

Dabei ist A(0) € +1, denn jede Permutation kommt vor und zwar mit Vor-
faktor +1 oder —1 entsprechend dem Entwicklungssatz. Man kann zeigen, daf
A(o) = sign(o) das Vorzeichen der Permutation ist, das wie folgt berechnet wer-
den kann: Eine Permutation 7 heifit Transposition, wenn sie zwei Elemente aus
{1,...,n} austauscht und alle anderen an ihrer Stelle beldfit. Jede Permutation
kann als (nicht eindeutige) Hintereinanderausfiithrung von Transpositionen erhal-
ten werden. Dann ist

Sign(o') — (_I)Zahl der Transpositionen in o .
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Das Vorzeichen ist eindeutig, auch wenn die Zahl der Transpositionen selbst nicht
eindeutig ist.

Alternativ kann man das Vorzeichen aus der Zahl der Fehlstellen der Permu-
tation ablesen. Eine Fehlstelle ist ein Paar (i, j) mit ¢ < j und o(i) > o(j). Dann
ist

Sign(cr) — (_I)Zahl der Fehlstellen in o ]
Damit gilt (insgesamt hier ohne Beweis)

Satz 15.4 (Formel von Letbniz)

det A = Z Sign(0) A1o(1)020(2) * * * Gno(n) -
oESn

Es gibt n! Permutationen o € S, so dal die Zahl der Produkte in der For-
mel von Leibniz mit wachsendem n sehr grofi wird. Deshalb ist die Formel von
Leibniz vor allem aus theoretischer Sicht bedeutsam. Sind z.B. die Eintrége der
Matrix stetige/differenzierbare Funktionen, so ist auch die Determinante eine
stetige/differenzierbare Funktion. Fiir praktische Berechnungen sind Zeilenum-
formungen geeigneter.

Definition 15.5 Sei A = (a;;) € M(n, K). Dann heiBt die Matrix
Ab = (agj) € M(n,K), al = (—1)* det Aj; .

v

die zu A komplementare Matrix, wobei A;; € M(n—1, K) durch Streichen der j-ten
Zeile und der i-ten Spalte entsteht.

Man beachte die Vertauschung der Reihenfolge von i, j: Im Matrixelement agj
steht Aji7 nicht AU'

Satz 15.6 Ist A € M(n, K) und sei A* die zu A komplementire Matriz, dann
gilt A- A* = A*. A = (det A)E,,. Insbesondere gilt A~1 = m/lﬁ fiir invertierbare
Matrizen A € GL(n, K).

Beweis. Wir berechnen die Komponenten von A* - A:
(Aﬁ . A)k] = Zaiiaij = Z(—l)i+kaij det Azk .
i=1 i=1

Ist j = k beliebig, so entsteht gerade der Spaltenentwicklungssatz von Laplace:
det A=3" (—=1)"a;; det A;;. Fiir j # k betrachten wir die Matrix B = (b;) €
M (n, K), die aus A entsteht, wenn man die k-te Spalte von A durch die j-te Spalte
von A ersetzt. Es ist also b; = a; fiir [ # k und b, = a;;. Da B zwei gleiche
Spalten besitzt, ist det B = 0. Wir entwickeln det B nach der k-ten Spalte:

0=detB = Z(—l)l+kbzk det sz = Z(—l)H—kGJU det Azk
i=1 =1
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wegen A;, = Byy,. Folglich ist (A% - A);; = (det A)dy;. O

Mit A™' = =A% fir A € GL(n, K) haben wir eine weitere Methode zur
Berechnung der inversen Matrix kennengelernt. Fiir n > 3 ist diese Methode
jedoch sehr aufwendig. Allerdings ist diese abstrakte Darstellung in der Analysis
sehr niitzlich, denn die Determinantenbildung héngt als Produkt der a;; stetig
und sogar differenzierbar von den Eintrdgen a;; ab. Daraus folgt, dafl fiir A €

GL(n, K) die Abbildung A — A~! differenzierbar ist.

Eine weitere Anwendung der Determinanten besteht in einem
Losungsverfahren fiir lineare Gleichungssysteme mit invertierbaren Matri-
zen:

Satz 15.7 (Cramersche Regel) Seien A = (a;;) € GL(n,K) und b € K"

gegeben und sei x = (x1,...,x,)" € K" die eindeutig bestimmte Lisung des
linearen Gleichungssystems A - x = b. Bezeichnen wir mit ay, ..., a, die Spalten
von A, also aj = (ayj, ..., anj)", dann gilt
= det(al, ceey i1, bj, Ajt1y .-,y an)
! det A

Beweis. Die endeutig bestimmte Losung des linearen Gleichungssystems ist durch
x = A~ b gegeben. In Komponenten gilt damit

n

- L Oy vids
ZL‘j = Z(A 1)jibi = m Z(—l) +jbi(d€t A”) .
i=1

i=1

Nach dem Spaltenentwicklungssatz von Laplace ist Y i (—1)"7b;(det A;;) gerade
die Determinante einer Matrix B = (by), deren Eintrdge auf der j-ten Spalte
durch b;; = b; gegeben sind und deren andere Spalten identisch sind mit den
Spalten von A. O

Wieder liegt die Bedeutung der Cramerschen Regel in theoretischen Betrach-
tungen wie der Schlufifolgerung, dafl die Losung des linearen Gleichungssystems
Az = b fiir A € GL(n, K) differenzierbar von der rechten Seite b € K" sowie den
Eintrégen der Matrix A € GL(n, K) abhéngt.

Zum Abschlufl geben wir ohne Beweis noch die Verallgemeinerung von det(A -
B) = det A - det B, hier mit A, B € M(n, K), auf Produkte nichtquadratischer
Matrizen an:

Satz 15.8 (Binet-Cauchy) FEs seien A = (a1,...,a,4%) € M(n X (n+ k), K)
und B = (by,...,bpyr) € M(n x (n+ k), K) zwei rechteckige Matrizen, gebildet
aus den Spaltenvektoren a;,b; € K™, und k € N. Fiir1 <mj <mo < ---<m, <
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n + k seien quadratische Matrizen A™ ™2 = (G Gmyy -« -5 G, ) € M(n, K)
und B™ ™2 = (b by o b, ) € M(n, K) defindert. Dann gilt

det(A . Bt) = Z (det AmlmQ'"mn)(det Bmlmz...mn) ]

1<mi<meo<--<mp<n+k

Die Summe lduft tiber die (":k) = (’zr:!)! verschiedenen Mdglichkeiten, n der n+k

Spalten der Matrizen auszuwdhlen.

Ein Beweis findet sich z.B. in G. Fischer: Lineare Algebra, Kapitel 3.3. Man kann
sich auf Matrizen A, B € M(n x [, K) mit [ > n beschrénken, da sich zeigen 1a}t,
daB fir A,B € M(n x [, K) mit | < n stets det(A - BY) = 0 gilt. Aus Satz

folgt insbesondere det(A - A") = Z (det A™1m2-mn)2 (Gramsche
1<mi<meo<---<mn<n+k

Determinante), d.h. fiir reellwertige Matrizen ist det(A - A*) > 0.
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Teil V
Eigenwerte und Diagonalisierbarkeit

Wir hatten im Abschnitt iiber Matrizen (Satz [IL7) gesehen, dafl zu jeder linearen
Abbildung F': V' — W angepafite Basen .4 von V und B von W existieren, so daf3

die darstellende Matrix die Form MBA(F ) = ( %« 8

wir W =V wihlen und dann entsprechende Basen A, B von V finden. Die Frage
ist: Gibt es zu einem Endomorphismus F' : V' — V auch eine Basis B von V,

so daf fiir die darstellende Matrix gilt: ME(F) = ( EOT 8 )? Die Antwort ist:
Nein!

hat. Natiirlich konnen

16 Definitionen und Eigenschaften

Es geht nun darum, zu gegebenem Endomorphismus die Basis so sinnvoll wie
moglich zu wahlen.

Definition 16.1 Sei F' : V — V Endomorphismus eines Vektorraums V iiber K.
Ein Skalar A € K heiBt Eigenwert von F', wenn es einen Vektor v # 0 von V gibt,
so daB F'(v) = A - v. Jeder Vektor v # 0 von V mit F'(v) = X - v heiBt Eigenvektor
von F' zum Eigenwert \.

Zu beachten ist, daf es zu einem Eigenwert A mehrere Eigenvektoren geben kann.

Definition 16.2 Ein Endomorphismus F' € End (V') heiBt diagonalisierbar, wenn es
eine Basis von V' aus Eigenvektoren von F’ gibt.

In diesem Fall gilt:

Satz 16.3 Ist dim(V) = n, so ist F € End(V) genau dann diagonalisier-
bar, wenn es eine Basis B = (vi,...,v,) von V gibt, so daff ME(F) =
A1 0
0 An
Beweis. Fiir die darstellende Matrix M5(F) = (a;;) gilt F(v;) = Yor, aij - vi.
Damit sind die v; die Eigenvektoren zu den Eigenwerten \;. U

Das ist die optimalste Situation fiir eine Basis zu gegebenem Endomorphis-
mus. Jedoch ist nicht klar, dal jeder Endomorphismus auch diagonalisierbar ist.
Zunéchst untersuchen wir, ob die Eigenvektoren linear unabhéngig sind:
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Satz 16.4 Sei F' € End(V) ein Endomorphismus und seien vy, . . ., v, Figenvek-
toren zu paarweise verschiedenen Figenwerten A1, ..., A\, von V. Dann sind die
(v1,...,0m) linear unabhdingig.

Beweis. Wir beweisen den Satz durch Induktion nach der Anzahl m linear
unabhéngiger Eigenvektoren. Fiir m = 1 ist nichts zu zeigen. Angenommen,
Vg, ..., Uy seien linear unabhéngig. Wir betrachten

P11+ Uy =0
Anwenden von F einerseits und Subtraktion des A;-fachen dieser Gleichung ergibt
0= p1( A — A)vr + pa(Ag — AM)va + -+ g ( Ay — A1) v

Da Ay # A fiir 2 < i < m und (vq,...,v,) linear unabhéngig, folgt p; = 0 fiir
alle 1 < 7 < m. Damit ist (vq,...,v,) linear unabhéngig. O

Als direkte Konsequenz ergibt sich:

Satz 16.5 Seien \q, ..., \,, paarweise verschiedene Eigenwerte eines Endomor-
phismus F' € End(V') und sei dim(V') = n. Dann gilt:
i) m<n

ii) Ist m =n, dann ist F' diagonalisierbar.

Beweis. i) Fiir m > n wéren nach dem vorigen Satz mehr als n Vektoren aus
V', ndmlich Eigenvektoren zu \q,...,\,,, linear unabhéngig. Das ist durch die
Dimension ausgeschlossen.

ii) Ist dim(V) = n, dann bilden n linear unabhéngige Vektoren eine Basis.
Damit ist (vy,...,v,) eine Basis aus Eigenvektoren, und F ist diagonalisierbar.
O

Es gibt natiirlich Endomorphismen mit weniger als dim (V) paarweise ver-
schiedenen Eigenwerten, die trotzdem diagonalisierbar sind. Ein Beispiel ist
idy € End(V). Es gibt nur einen Eigenwert A = 1, aber jede Basis von V' diago-
nalisiert idy. Die Untersuchung der Eigenrdume zu gegebenem Eigenwert ist also
entscheidend:

Definition 16.6 Ist F' € End(V) und ist A € K Eigenwert von F, dann heiBt
Eig(F;A) :={veV : Fv)=X-v}
der Eigenraum von F' zum Eigenwert .

Zu beachten ist, dafl der Nullvektor im Eigenraum liegt, 0 € Eig(F'; \), obwohl
er kein Figenvektor ist. Der Grund ist i) im folgenden Satz:
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Satz 16.7 Sei Eig(F;\) der Figenraum von F € End(V) zum FEigenwert \.
Dann gilt:

i) Eig(F;\) C V ist Untervektorraum
ii) A ist Eigenwert von F < Eig(F;\) # {0} < dim(Eig(F;\)) >0
iii) Eig(F; )\ {0} ist die Menge der Eigenvektoren von F zum Eigenwert \
iv) Eig(F;\) = ker(F — X -idy)
v) Ist A\ # Ag, so folgt Eig(F; A1) N Eig(F; A\y) = {0}
Beweis. 1) Sind vy, vy € Eig(F; A) und pq, ps € K, so folgt
F(p1v1 + pove) = pn F(v1) + poF(va) = pa(Avr) + pa(Ava) = A(pavy + piova)

und damit pqv; + pove € Eig(F;\).
ii) Es gibt ein v # 0 mit F(v) = Av. Dann ist v € Eig(F; \) # {0}.
iii) ist klar
iv) Sei v € Eig(F'; \). Dann gilt:
(F=X-idy)(v) = —Av=0,

also v € ker(F — X -idy ). Ebenso folgt die Umkehrung,.
v) Ist Ay # Ag und v € Eig(F; \q), so ist

(F =X -idy)(v) = (A — Ao)v .

Damit ist v € ker(F — Ag - idy) genau dann, wenn v = 0. O

17 Das charakteristische Polynom

Es geht nun um ein Verfahren zur Bestimmung der Eigenwerte und Eigenvektoren
eines Endomorphismus, wobei die Determinante eine entscheidende Rolle spielt.

Satz 17.1 Sei F' € End(F) Endomorphismus eines endlich-dimensionalen Vek-
torraums V. Fin Skalar A € K ist genau dann Figenwert von F', wenn

det(F — \-idy) = 0.

Beweis. Nach Satz [6.ii) und Satz [67iv) ist A genau dann Eigenwert von F,
wenn dim(ker(F — A -idy)) > 0. Das ist gleichbedeutend mit

dim(im(F — A -idy)) = rang(F — A - idy) < dim(V) .
Nach der Determinanteneigenschaft (D10) ist diese Eigenschaft &quivalent zu

det(F — X -idy) = 0. O
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Die Determinante eines Endomorphismus F' € End(V') berechnet sich als die
Determinante der darstellenden Matrix M4(F) = A = (a;;) € M(n, K) beziiglich
einer beliebigen Basis A = (wy,...,w,) von V. Es gilt

MYHF —t-idy)=A—t-E,,

denn M+ ist eine lineare Abbildung (Satz [3) und M+ (idy) = E,, unabhingig
von der Wahl der Basis. Damit ist die Suche nach Eigenwerten von F' € End(V)
zuriickgefiihrt auf die Bestimmung der Nullstellen der Abbildung

Py,: K — K : Py:t—det(A—t-FE,).
Nach der Formel von Leibniz gilt
det(A— t- En> = ((111 — t><a22 — t) . ~(ann - t) +Q y

wobei in ) aus Summen und Differenzen von Produkten der Matrixelemente
besteht, in denen mindestens zwei Nichtdiagonalelemente a;; mit 7 # j auftreten
(welche kein ¢ beinhalten): Wenn in einem solchen Produkt a;; auftritt, dann
berechnen sich nach dem Entwicklungssatz von Laplace die weiteren Faktoren zu
(—1)""7 det A;;, aber A;; enthélt nicht die Diagonalelemente a; — ¢ und a;; — t.
Ausmultiplikation der Produkte und Ordnen nach Potenzen von t ergibt:

det(A—t-E,) = ayt",
k=0
O{n:(—l)n7 Oén71:(—1)n71<a11+"'+ann) g eey O[(]:detA.

Dabei heiit im zweithochsten Term tr(A) := a1 + -+ - + ay, die Spur der Ma-
trix A € M(n, K). Der niedrigste Term ist unabhéngig von ¢ und stimmt damit
mit der Rechnung fiir ¢ = 0 iiberein, was gerade die Determinante von A er-
gibt. Die anderen Koeffizienten oy, ..., a,_s sind schwieriger zu charakterisieren.
Insgesamt entsteht mit

n
Z()éktk , ap € K
k=0

ein Polynom in t mit Koeffizienten im Kérper K vom Grad n. In Verallgemei-
nerung von Abschnitt 9 aus dem letzten Semester bezeichnen wir mit K[t] den
Vektorraum der Polynome in ¢ mit Koeffizienten aus K.

Definition 17.2 Das spezielle Polynom P4(t) = det(A — ¢ - E,,) € K][t] heiBt das
charakteristische Polynom der Matrix A € M (n, K).

Sinnvollerweise heifit ein A € K Nullstelle eines Polynoms f € K[t], wenn f(\) =
0. In Verbindung mit Satz [Tl gilt:
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Satz 17.3 Sei F' € End(V)) Endomorphismus eines endlich-dimensionalen Vek-
torraums. Dann sind die Nullstellen des charakteristischen Polynoms det(F —t -
idy) € K[t] die Figenwerte von F. O

Wir erinnern an einige Eigenschaften, die wir fiir K = C im letzten Semester
bewiesen haben, deren Beweis sich aber auf beliebige Korper iibertragt. Aus der
Eindeutigkeit der Division mit Rest ergab sich:

Satz 17.4 Ist A € K eine Nullstelle von f € K]Jt|, so gibt es ein eindeutig
bestimmtes Polynom g € K|[t] mit

) f=0t=X-yg
ii) deg(g) = deg(f) —1

Der Grad deg eines Polynoms f = Y1 ja;t" € K[t] war der hochste Exponent
deg(f) = max(i : a; # 0), mit deg(f) = —oo fiir f = 0. Ist A € K Nullstelle von
f € K[t] und sei g € K[t] durch f = (t — \) - g definiert, dann kann das gleiche
A auch Nullstelle von g sein. Wir sagen, da3 A eine vielfache Nullstelle ist:

Definition 17.5 Ist f € K|[t] verschieden vom Nullpolynom und A € K, so heiBit
p(f;A) :==max{reN : f=(t—\)".gfirge K[t]}
die Vielfachkeit der Nullstelle .

Ist f=(t—A)"-gund r = pu(f;A),soist g(A) # 0. Durch wiederholtes Abdivi-
dieren der Nullstellen 148t sich jedes Polynom f € K|t| darstellen als

f=0=XA)"(t=X)™ - (t—=Xp)™ g, deg(g) = deg(f)—ri—ro—-- =11 >0,

wobei g ein Polynom ohne Nullstellen ist. Insbesondere besitzt jedes Polynom
n-ten Grades hochstens n mit Vielfachheit gezéhlte Nullstellen (damit auch
hochstens n paarweise verschiedene Nullstellen). Ist deg(g) = 0, dann sagen wir,
daB f in Linearfaktoren zerfdllt. Von gréfiter Bedeutung ist

Theorem 17.6 (Fundamentalsatz der Algebra) Jedes Polynom f € CJi]
zerfallt in Linearfaktoren, d.h. es gibt a € C und (nicht notwendig verschiede-
ne) A, ..., Ay € C mit n =deg(f), so dafs

f)=alt—=X)---(t— ) .

Im reellen Fall K = R zerfallt ein Polynom im allgemeinen nicht in Linear-
faktoren. Das einfachste Beispiel ist f(t) = t? + 1, welches keine reelle Nullstelle
besitzt. Man kann aber R C C ausnutzen und somit fiir jedes reelle Polynom
f € R[t] mit deg(f) = n genau n kompleze Nullstellen Ay,..., N, € C (gezihlt
mit Vielfachheit) finden. Es gibt zwei Moglichkeiten: Ist \; € R C C, dann ist
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\; auch eine Nullstelle von f € R[t]. Ist \; ¢ R, dann ist auch \; eine komplexe
Nullstelle, was durch komplexe Konjugation folgt:

F#)=> o;t' mit a; € Rund f(A) =0 fiir \ ¢ R
=0

= f(t)= Z ot = f(t) hat Nullstelle £ = ), also t = A Nullstelle von f .
i=0

AuBerdem ist die Vielfachheit der komplexen Nullstellen A, A gleich, d.h.

p(f;A) =nulf,A) ¥ fER]].

Angenommen, wir héitten f(t) = (t — A)"(t — A)”g(t) mit r # r’ und A, X sind
keine Nullstellen von g € CJt]. Dann sind A, A auch keine Nullstellen von g € CJ[t],
und es gilt

Ft) = F(@) = (F=N"(T—N"g(t) -
Durch Austausch der formalen Variable ¢ — ¢ folgt, daB nun u(f;\) = r und
w(f; ) =r', alsor =r'". Aus
(t—A)(t — \) =t* —2Re(A\)t + |A* € R[{]
folgt nun, daB fiir jedes reelle Polynom f € R[t] gilt:
f=alt=X) - (t=X2) 9190, g5=(t—0a;)* +57>0,
a, Ni,o, 8, € R, B; #0, rm—2r>0.

Die analytische Berechnung (zunéichst komplexer Nullstellen) ist im allgemei-
nen nur fiir Polynome vom Grad < 4 moglich. Fiir Polynome mit héherem Grad
ist man auf numerische Naherungsverfahren angewiesen. Der Fundamentalsatz
der Algebra und fiir reelle Polynome zusétzlich die Gleichheit der Vielfachheit

komplexer Nullstellen ist dann eine wichtige Kontrolle, ob man wirklich alle Null-
stellen numerisch gefunden hat!

18 Diagonalisierbarkeit

Wir kommen nun zuriick auf Eigenwerte und Diagonalisierbarkeit.

Satz 18.1 Sei F' € End(V) und A = MA(F) die darstellende Matriz beziiglich
einer beliebigen Basis A = (wy,...,wy,) von V. Dann gilt

Eig(F; \) = ®4(Los(A — A - E,,0)) .

Dabei ist
Sy K" >V, D 4(e;) = w;

der Isomorphismus, der die Standardbasis des K™ in die Basis A tberfihrt, und

Los(A— M- E,,0)={x e K" : (A—=X-E,)z=0}.
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Beweis. Sei v € Eig(F'; \), dann ist
Foy=X & ®loFods0d,'(v)=X0,'(v).
Wir setzen x = &' (v) € K" Mit A= M4(F):=®' o Fo®4 € M(n, K) folgt
veEg(F;\N) & Azxz=Nz & (A-XNE)x=0 O

Damit haben wir ein Verfahren zur Bestimmung von Eigenwerten und zu-
gehorigen Eigenrdumen von F' € End(V') gefunden:

1. Wéhle eine beliebige Basis A = (wy, ..., w,) von V. Bestimme die dar-
stellende Matrix A = (a;;) durch Zerlegen der n Vektoren F'(v;) nach der
Basis A,

n

F(w]) :Zaij-wi .

i=1

2. Berechne das charakteristische Polynom P4(t) = det(A —t - E,) € K]t]
und bestimme seine Nullstellen Ay,..., A, € K (paarweise verschieden)
und ihre Vielfachheit r; := pu(Pa; A;) aus der Darstellung

Pa(t) = (¢ = \)" -+ (= A)™ - (1)

wobei g € K|[t] keine Nullstelle in K besitzt. Die Ay, ..., A, sind dann
genau die Eigenwerte von F. Fir K =Cgilt n=ry +---+1rp,.

3. Lose zu jeder Nullstelle \; des charakteristischen Polynoms das linea-

re Gleichungssystem (A — \; - E,)z® = 0. Der Losungsraum ist ein
s;-dimensionaler Untervektorraum von K". Ist () = 2?21 x;;)@j €

Los(A — \; - E,,0), dann ist v = & 4(z) = Z?ley)vj € Eig(F; \)
mit dim(Eig(F;\;)) = s;.

Beispiel 18.2 Es sei ' : R® — R? in der Standardbasis gegeben durch F(z) =

2 2 3
A-xzmit A= 1 2 1 |. Schritt 1 entfallt.
2 =21
Schritt 2. Es gilt
2—1t 2
det(A —tE,) = det 12—t 1
2 -2 1-—t

2—t 1 1 1 1 2-¢
:(Q—t)-det( 9 1_t)—2-det(2 1_t)+3-det(2 D )

=(2—t)- (P —=3t+4)+2(t+1)+3(2t —6) = —t> + 5t* — 2t — 8
= —(t+ 1)t —6t+8) = —(t+1)(t —4)(t—2).
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Damit hat F' die Eigenwerte \; = —1, Ay = 2, A3 = 4. Insbesondere ist F' diago-
nalisierbar.

Schritt 3. Die Eigenrdume bestimmen sich (dank der Standardbasis) zu
Eig(F; \;) = ker(A — \; - E3), sie werden also als Losung eines homogenen LGS
erhalten. Wir bestimmen Eig(F;—1) = {v; € R* : (A — (—=1)E3)v; = 0} durch
Zeilenumformungen zu

3 23 o L, 3 2 3 10 3 3 2 3
131 | TROREEY g | RO gy g
2 -2 2 0 —% 0 000
1 01 1
IVa1(=2), ITI (%
nCRING g g = wu=| 0]t, HeRr.
000 -1
2 8
Analog findet man vy = 3 |tound v3 = | 5 | t3. Sdamtliche Eigenrdume
—2 2

sind eindimensional.

Fiir t; # 0 bildet B = (v, v, v3) eine Basis von R3. Aufgefafit als Matrix
vermittelt S = (vq, v2,v3) € GL(3,R) die Transformation von der Standardbasis
A = £ in die Eigenbasis B von F', d.h. es gilt ®5(z) = Sz in den Bezeichnungen
von Satz L2 Nach Satz 31l (bzw. dem kommuativen Diagramm davor) gilt
ME(F)=®z' o Fodg=5"1-A-S Fiirt; =t, =t3 =1 st

1 2 8 ] 16 —20 —14
S = 0 35 = Stl=—| -5 10 -5
1 -2 2 30\ 3 o 3
und
-1 00
St.A.S = 020
00 4

<
Sei F € End(V) mit dim(V) = nund A = M4(F) € M(n, K) die darstellende
Matrix beziiglich einer beliebigen Basis A von V. Wir wissen:

i) Ist F' diagonalisierbar, dann ist P4(t) = (=1)"(t — A\y)™ -+ - (t — Ap)™,
d.h. das charakteristische Polynom zerfillt in Linearfaktoren (wihle eine
Basis aus Eigenvektoren).

ii) Ist Pa(t) = (—=1)"(t— A1) - (t—\,) und alle \; sind paarweise verschie-
den, dann ist F' diagonalisierbar.

Es verbleibt also zu untersuchen, wann I’ diagonalisierbar ist im Falle von Viel-
fachheiten der Eigenwerte.
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Satz 18.3 Sei F' € End(V) und A seine darstellende Matriz beziglich einer
beliebigen Basis von V. Ist A ein Eigenwert von F', dann gilt

1 < dim(Eig(F;\)) < p(Pa; A) .

Beweis. Sei (vy, . .., vs) eine Basis von Eig(F; A). Dann ist s > 1, da A Eigenwert.
Wir ergénzen (vy,...,vs) zu einer Basis A = (vq,. .., Vs, Usy1, ..., Uy) von V. Fiir
die darstellende Matrix A = M4(F) = (a;;) gilt

A 0
B

0 C

wobei oben links der Block AE steht. Dann gilt fiir das charakteristische Polynom
Pa(t) :==det(A—tE,) = (=1)°(t — \)*det(C — tE,_;) .

Folglich ist s < ju(Pa; ). O
Der Fall dim(Eig(F; X)) = p(Pa; A) ist von besonderem Interesse:

Satz 18.4 Sei V' ein n-dimensionaler Vektorraum, F € End(V) und A =
M#(F) € M(n,K) die darstellende Matriz beziiglich einer beliebigen Basis A
von V. Dann sind die folgenden Eigenschaften dquivalent:

i) F ist diagonalisierbar.

i) Das charakteristische Polynom zerfdllt in Linearfaktoren und es gilt
dim(Eig(F; \)) = pu(Pa; A) fiir jeden Eigenwert X\ von F.

iii) Sind A1, ..., \x die paarweise verschiedenen Eigenwerte von F', dann gilt

V =Eig(F;\) @ --- @ Eig(F; ).

Bemerkung: ii) liefert damit das entscheidende Kriterium fiir Diagonalisierbar-
keit: Das charakteristische Polynom muf} in Linearfaktoren zerfallen und die Di-
mensionen der Eigenrdume miissen gleich den Vielfachheiten der Nullstellen sein.

Beweis. i)=-ii) Ist F' diagonalisierbar, so ordnen wir die zugehorige Basis aus
Eigenvektoren wie folgt:

B=", . o0® @ o® )y

Dabei ist (vgi), . ,vg)) eine Basis von Eig(F'; \;), und insbesondere gilt F(v](.i)) =
)\ivj(»i) fiir 1 < j <'s;. In dieser Basis gilt fiir das charakteristische Polynom

Pr(t) = (A = £ (ho — 1)+~ (A — 1),
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welches somit die Eigenschaften ii) besitzt.

ii)=-ii) Durch W = Eig(F;\;) + --- + Eig(F; A\x) werde ein Untervektor-
raum von V definiert. Da Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten linear
unabhéngig sind, gilt W = Eig(F; A1) @ - - - @ Eig(F; A\). Dann folgt dim(W) =
s+ -+ s =n und somit W = V.

iii)=-1) Sei B; = (vy), . ,vg?) eine Basis von Eig(F'; \;). Dann ist

B = (v%l), . ,vg),vf), . ,vg), . ,v%k), . ,vglz))

eine Basis von V. Wegen F(vﬁi)) = )\ivj(-i) fir 1 < j < s; ist B eine Basis aus
Eigenvektoren von F', d.h. F' ist diagonalisierbar. U

Wir sehen uns ein Beispiel zur Diagonalisierung an:
Beispiel 18.5 Es sei F' € End(R?) gegeben durch
F(z,y,z) = (y— =z, 3v+2y—3z, 2z +2y —3z2) .
1. Schritt: Bestimmung der darstellenden Matriz beziiglich einer Basis. Die Vek-
toren v = (z,y,2) und w = (y — 2z, 3z + 2y — 3z, 2x + 2y — 32) sind bereits in
der Standardbasis A = (eq, €9, €3) des R? dargestellt. Daraus lesen wir

F(@l) = 362 + 263 s F(@Q) =e1+ 262 + 263 s F(Gg) = —€1 — 362 - 363

ab. Dann ist die darstellende Matrix beziiglich der Standardbasis A = (a;;) =
MA(F) gegeben durch F(e;) = 322 ay; - e;. Wir lesen ab:

01 -1
A=\ 3 2 -3
2 2 -3

(Die Bilder der Basisvektoren ergeben die Spalten von A.)

2. Schritt: Berechnung des charakteristischen Polynoms. Zu berechnen ist det(A—
t- E3), z.B. durch elementare Zeilenumformungen in eine obere Dreiecksmatrix:

—t 1 -1 2 2 —3-1
det(A—t-E3)=det [ 3 2—t -3 |2 _det| 3 2—-t -3
2 2 -3-t -t 1 -1
2 2 —3—t
_ 3. t
ELOE) _ger | 0 —1—t 2l
3 1
0 14+t —1-3t—3i¢
1 2 23—t
20 _get [ 0 —1-t 243t | =—2-1-pl -1 =(1+1(1-)
0o 0 -3t
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——(t -1t (-1)*.

Damit zerfallt das charakteristische Polynom in Linearfaktoren. Seine Nullstel-
len sind A; = 1 mit Vielfachheit u(Ps,1) = 1 und Ay = —1 mit Vielfachheit
M(PAv _1) = 2.

3. Schritt: Bestimmen der Figenrdume. Zum Eigenwert A\; = 1 16sen wir das li-
neare Gleichungssystem (A — A - E3)x = 0 durch elementare Zeilenumformungen:

-1 1 -1 5 ) -1 1 -1 . -1 1 -1
3 1 -3 QIQ(B)IS() 0 4 —6 sti)) 0 4 —6
2 2 —4 0 4 —6 0 0 0

1

1 0] & 10| =3

ngi) 0 4 —26 Sl(*is;z(i) 0 1 _%

Damit gilt dim(Eig(F';1)) = 1, genauer

w

Eig(F;1) = Roj” o} =
2

Zur Bestimmung des Eigenraums Eig(F; —1) ist das LGS (A+ E5)z = 0 zu 16sen:

1 1 -1 ) ) 111 -1
3 3 _3 Q12(—ﬁ13(— ) 010 0
2 2 =2 0[{0 O

Damit gilt dim(Eig(F;1)) = 2, und die Losungsvektoren sind

il -1 1 —wy + Wo
wy

) = 1 0 . ( w ) = w1

xI3 0 1 2 Wo

Damit finden wir die beiden Basisvektoren

—1 1
ng) = 1 , v§2) =10
0 1

Also sind die Dimensionen der Eigenrdume gleich der Vielfachheit der Nullstellen,
und F' ist diagonalisierbar. Eine Basis von V', welche F' diagonalisiert, ist also

1 1 1 1 -1 1
B:( 3| 1] .o ), =~ S=[3 10
9 0 1 29 0 1
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In dieser Basis gilt also

1 0 0
A=ME(F)=5"1-A-S=[0 -1 0
0 0 -1

d

Uber die Diagonalisierung lassen sich Polynome und sogar geeignete Potenz-
reihen von Matrizen bequem ausrechnen. Es sei A = S-A- St € M(n,K)
diagonalisierbar, wobei A = (\;;) mit \;; = d;;\; € M(n,K) die aus den Ei-
genwerten gebildete Diagonalmatrix ist und S € GL(n, K) die Transformation
in die Eigenbasis vermittelt, d.h. die i-te Spalte von S ist Eigenvektor zu A;.
Dann gilt A* = S - A% 57" mit AF = (X};) und Ay = Afd;;. Insbesondere ist
AY = E, zu setzen. In der Losungstheorie fiir Differentialgleichungen besonders
wichtig ist exp(A) = >, %Ak. Diese Matrix-Exponentialreihe konvergiert fiir
beliebige A € M (n, K). Fiir diagonalisierbare Matrizen l&8t sie sich ausrechnen
zu exp(A) = S -exp(A) - S7L

2 2 3
Beispiel 18.6 Essei A= | 1 2 1 | aus Beispiel Dann ist

2 =2 1

1 28 et 0 0 1 16 —20 —14

exp(A) = 0 35 0 e 0 30 -5 10 -5

-1 -2 2 0 0 ¢ 30 3

] 16e~t — 10e? + 24e* —20e ' +20e? —14e~! — 10e? + 24¢*
= 30 —15€% + 15¢* 30¢e2 —15€2 + 15¢*

—16e7 1 4+ 10e% + 6e*  20e™! — 20¢2 14e™ ! + 10e? + 6e*
N

In Beispiel [8H ist A? = E3 und damit auch A% = (SAS™!) - (SAS™!) = F3 oder
(A - )\1E3)(A - )\2E3) = 0 .

Ganz allgemein gilt, wenn man im charakteristischen Polynom P4(t) die formale
Variable ¢t durch A ersetzt, der

Satz 18.7 (Cayley-Hamilton) FEs sei F' € End(V) Endomorphismus eines
endlich-dimensionalen Vektorraums und Pp € K|[t| das charakteristische Polyni-
om. Dann gilt Pr(F) =0 € End(V). Ausgedriickt durch Matrizen: Fir beliebige
A € M(n, K) mit charakteristischem Polynom Py € K[t] gilt Pa(A) = 0.

Der Beweis findet sich z.B. in G. Fischer, Lineare Algebra, §4.5. U

In Beispiel M8 hatten wir P4(t) = (t — 1)(¢ + 1) und damit (A — F3)(A +
E3)? = 0. Tatséchlich gilt bereits (A— E3)(A+ E3) = 0 fiir ein Polynom kleineren
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Grades. Allgemein 148t sich zu F' € End(V) ein eindeutiges Minimalpolynom
Mp[t] finden mit Mp(F) = 0 bzw. Ma(A) = 0. Das Minimalpolynom ist stets
Teiler des charakteristischen Polynoms und ein wichtiges Hilfsmittel in Beweisen.

Zum Abschlufl der Betrachtungen zur Diagonalisierbarkeit untersuchen wir
folgendes Problem: Gegeben seien zwei diagonalisierbare Endomorphismen
F,G € End(V). Unter welchen Bedingungen sind F,G simultan diagonalisier-
bar, d.h. es gibt eine Basis von V' aus Eigenvektoren von F' und G gleichzeitig?

Satz 18.8 Zwei diagonalisierbare Endomorphismen F,G € End(V) sind genau
dann simultan diagonalisierbar, wenn sie miteinander kommutieren, d.h. wenn

FoG=GoF.

Beweis. (=) Sind F,G simultan diagonalisierbar, dann existiert eine Basis
B = (v,...,v,) von V mit F(v;) = \jv; und G(v;) = pyv;. Dann gilt fiir einen
beliebigen Vektor v =" kjv; € V

(Fo@)(v) = F(G(Z Kiv;)) = Z Nikitiv; = (G o F)(v) .

(<) 1) Wir zerlegen den Vektorraum V' in die Eigenrdume:
V =Eig(F;\) @ --- @ Eig(F; \x)
= Big(Gi ) ® - - - @ Eig(G; ) -

Kommutieren F' und G, dann gilt F'(Eig(G; i) C Eig(G; p;) fiir alle 1 < 5 <1,
denn fiir w; € Eig(G; p; ) folgt

G(F(wy)) = F(G(w;)) = F(pjw;) = pF(w;) .

2) Sei nun W;; := Eig(F; \;) NEig(G; p;). Dann ist W;; C V ein Untervektor-
raum, und es gilt Eig(F; ;) = W;; @ --- @ Wj;. Denn sei v; € Eig(F; \;), dann
gibt es wy € Eig(G;pq),...,w; € Eig(G; ) mit v; = wy + -+ + w; (verwende
Basis von V' aus Eigenvektoren von G). Anwenden von F liefert

F(vz):F(wl)—i——i—F(wl):)\le:)\lwle—l—)\zwl

Nun ist F(w;) C Eig(G; p;), und da Vektoren wjy, w} linear unabhéngig sind fiir
Jj # j, folgt F(w;) = Nw; fir alle 1 < j < [. Damit ist w; C Eig(F;\;),
also Eig(F; \;)) = Wiy + - - - + Wy, und aus der linearen Unabhéngigkeit folgt die
Behauptung. - -

3) Sei B;; = (v%m, . véjj)) eine Basis von W;;, dann ist

(6117"'aBIlaBQD"'76217"'58k‘17"'a8k‘l)
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eine Basis von V| in der F' und G simultan diagonalisierbar sind, mit F(u(f'j ))

At und mit G0\ = g0l -

Simultane Diagonalisierbarkeit (in verallgemeinerter Form) ist wichtig in
der Quantenmechanik, wo man in einem System zwei physikalische Gréfien
nur dann gleichzeitig messen kann, wenn die entsprechenden Endomorphis-
men (des Hilbert-Raums) miteinander kommutieren. Im Wasserstoffatom sind
das die Energie, der Gesamtdrehimpuls, eine Komponente des Drehimpulses
(iiblicherweise die z-Komponente) und der Spin. Entsprechend schreibt sich der
Hilbert-Raum als direkte Summe von Eigenunterrdumen der linearen Abbildun-
gen, welche diesen physikalischen Groflen entsprechen.

19 Trigonalisierung

Diagonalisierbarkeit eines Endomorphismus erfordert zwei Bedingungen:

(1) Das charakteristische Polynom zerféllt in Linearfaktoren.

(2) Die Vielfachheit der Nullstellen ist gleich der Dimension der Eigenrdume.
Wir werden nun sehen, daf fiir Endomorphismen, die nur (1) erfiillen, eine Ba-
sis exisitiert, so daf} die darstellende Matrix eine obere Dreiecksmatrix ist. Das
geniigt zur Losung von Gleichungssystemen.

Definition 19.1 Sei F' € End(V). Ein Untervektorraum W C V heiBt F-invariant,
wenn F(W) C W,

Offenbar sind die Eigenrdume Eig(F'; \) automatisch F-invariant. Fiir die Tria-
gonalisierung sind invariante Unterrdume interessant, die keine Eigenrdume sind.

Satz 19.2 Sei W C V ein F-invarianter Unterraum und Fly : W — W die
Einschrinkung von F auf W. Dann ist das charakteristische Polynom Ppy,, (t)
ein Teiler von Pp(t).

Beweis. Sei dim(V) = n und dim(W) = r < n. Wir ergénzen eine Basis B|y von
W zu einer Basis B = (B|w, B’) von V. Sei Alw = MS“M‘“;(HW), dann gilt

A *
a-mge = (4 3
Damit ist Py(t) = det(A —t- E,) = Pa,, (t) - det(A" —t- E,_,). O
Sei F' € End(K™) in der Standardbasis durch eine obere Dreiecksmatrix A €
M(n,K), d.h. a;; = 0 fiir ¢ > j, dargestellt. Definieren wir W; := span(e, ..., e,),

dann gilt F(W,) C W,., d.h. alle W, mit 1 <r < n sind F-invariant. Abstrakter
formuliert:
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Definition 19.3 Eine Fahne (V) in einem n-dimensionalen Vektorraum V ist eine
Kette
{0} =VocViC Vo CV,, =V

von Untervektorrdgumen mit dim(V,) = r. Ist F' € End(V), dann heiBt die Fahne
F-invariant, wenn F'(V,) C V, fiir alle 0 < r < n.

Jede Basis von V' definiert eine Fahne. Entscheidend ist, daf§ in einer F-
invarianten Fahne gilt F'(V}) C V; mit dim(V}) = 1, so daf} es einen Eigenvektor
von F' geben muf. Aus der Definition folgt direkt:

Satz 19.4 Fir F € End(V) sind folgende Bedingungen dquivalent:

i) Es gibt eine F'-invariante Fahne von V.

ii) Es gibt eine Basis B von V, so daff ME(F) eine obere Dreiecksmatrix
15t.

Ist das der Fall, dann heifit F' trigonalisierbar.

Nun der entscheidende Satz:
Satz 19.5 Fir F' € End(V) mit dim(V) = n sind folgende Bedingungen
aquivalent:
i) F st trigonalisierbar.

ii) Das charakteristische Polynom von F zerfillt in Linearfaktoren, d.h.

Pe() = (=)™t = M)t =X (=) Ao M€K

Insbesondere gilt: Jeder Endomorphismus eines endlich-dimensionalen komplexen
Vektorraums ist trigonalisierbar.

Beweis. 1)=>ii) ist klar, denn ist die darstellende Matrix A von F beziiglich der
Basis B aus Satz [[24 eine obere Dreiecksmatrix, so gilt Tr(t) = Pa(t) = det(A —
t- En) = ((ln — t) s (a,m — t), d.h. >\z = ;-

ii)=-1) durch Induktion nach n = dim(V'). Der Fall n = 1 ist klar. Sei also
n > 2, dann wihlen wir einen Eigenvektor v; zum Eigenwert (Nullstelle) A\; und
ergénzen vy zu einer Basis B = (vy, w1, ..., w,_1) von V. Dann ist

V=VieWw mit Vj :=span(vy), W = span(wy, ..., w,_1) .
Nun ist Vj ein F-invarianter Untervektorraum, W im allgemeinen aber nicht:

)\1‘&1 4 s |

0

A= M§(F)=
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Diese Darstellung definiert zwei lineare Abbildungen

n—1
GIWHW, G<w]):Zwaza
1=1
H:W -V, H(wj) =a;-v .

Nun gilt fiir das charakteristische Polynom P4(t) = —(t—A1) Pg(t). Da P4(t) nach
Voraussetzung in Linearfaktoren zerfillt, zerféllt auch Pg(t) in Linearfaktoren.
Nach Induktionsvoraussetzung ist die durch B definierte lineare Abbildung G €
End (W) trigonalisierbar. Es gibt also eine G-invariante Fahne {0} = Wy C W, C
- CWoy =W. Wirsetzen V, :=Vi+W,_ fiir 1l <r <n.Istv=pv+w eV,
also w € W,_1, dann gilt

F(v) = pF(v) + F(w) = pAv, + G(w) + H(w) € Vi + W,

wegen H(w) € V; und G(w) € W,_;. Somit ist {0} =V Cc Vi C---CV, =V
eine F-invariante Fahne, und F' ist trigonalisierbar. U

Beispiel 19.6 Eine geddmpfte Schwingung wird durch die Differentialgleichung
T (t) 4 2ux(t) + w?z(t) =0, z(0) = o, ©(0) = vy

beschrieben. Wir setzen y;(t) = z(t), y2(t) = 4(t), dann ergibt sich ein System
von zwei gekoppelten linearen Differentialgleichungen erster Ordnung

- ) . o Y1 o 0 1 o To
y=A-y  mit y—(y2), A—(_WQ —2u>’ y(O)—(UO)-

Da A unabhingig von ¢ ist, ist die formale (und korrekte) Losung gegeben durch

o0 tn
y(t) = exp(At) - y(0) mit exp(At) = Ep+ ) —de4,
n=1

n

jedoch lassen sich diese Produkte so nicht leicht berechnen. Der Ausweg besteht
in der Trigonalisierung von A.
Zunichst hat P4(t) = t* + 2ut + w? die komplexen Nullstellen A\, = —p £

\/ 1? — w?. Fiir p = w hat die Nullstelle A = —u die Vielfachheit 2, die uns néher
interessieren wird. Fiir 4 = w bestimmen wir den Eigenraum zu A = —w:

(A+w-E2)'U:(_C:,2 _1w)(z;):(8)
(L) (55) e (L)
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Damit ist dim(Eig(A; —w)) = 1, aber die Nullstelle hat Vielfachheit 2. Folglich
ist A nicht diagonalisierbar.
Zur Trigonalisierung wéhlen wir die Basis B = (v, e3), dann ist

1 O —w 1 1 0
A_<—w 1)(0 —w)(w 1)'
5;_/ —_——
g-1

Somit gilt

wos(3 LY es(G )

—wt wt
= exp(At) = S( c te ) S

O e—wt

und damit insbesondere

Unter Verwendung von S~y = ( ) erhalten wir fiir die 2. Komponente

wx + T
wz + & = e (wrg + vg)
= e“’t%(e”tx) = e “wzo + Vo)
= (e“'x) = const + t(wwo +1vy), t=0 = const = xg
= z(t) = e (zo + twxo + tvg) .
Die Losung beschreibt die Auslenkung xz(t) im aperiodischen Grenzfall. N
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Teil VI
Euklidische und unitiare Vektorraume

In reellen und komplexen Vektorrdumen la8t sich als Zusatzstruktur ein Ska-
larprodukt einfithren, welches dann insbesondere einen Abstand definiert. Damit
lassen sich geometrische Groflen wie Langen und Winkel berechnen, aber auch die
Analysis vom R! auf den R™ und sogar auf unendlich-dimensionale Vektorrdume
verallgemeinern. Letzteres ist Gegenstand der Funktionalanalysis. Im weiteren
bezeichne K den Korper der reellen oder komplexen Zahlen.

20 Skalarprodukte

20.1 Definition und Beispiele. Cauchy-Schwarz

Definition 20.1 Es sei K = R oder K = C und V ein Vektorraum tber K. Ein
Skalarprodukt auf V' ist eine Abbildung (. ) : V x V — K mit

(S1) (. ) ist linear in der zweiten Variablen, d.h. (w, A\jv; + Agvg) = A (w, v1) +
Ao (w, vg) fiir alle vy, ve,w € V und Ay, Ay € K.

(S2) Es gilt (w,v) = (v, w) (komplexe Konjugation) fiir alle v,w € V.
(S3) Es gilt (v,v) >0 fiir alle v € V und (v,v) = 0 genau dann, wenn v = 0.

Ein reeller bzw. komplexer Vektorraum mit Skalarprodukt heiBt euklidischer bzw.
unitdrer Vektorraum oder (in der Funktionalanalysis) Pra-Hilbert-Raum.

Achtung: Wir verwenden hier die Konvention der Physik. In der mathematischen
Literatur wird das Skalarprodukt als linear in der ersten Komponente definiert.
In unserer Konvention folgt aus (S1) und (S2) fiir die erste Komponente

(AMw1+Aawsg, v) = (v, Mwi+Aws) = A\ (v, w1) + Ao (v, W) = )\_1<w1, U>+)\_2<w27v>'

In reellen Vektorrdumen ist das Skalarprodukt also auch in der ersten Variablen
linear. Aulerdem vereinfacht sich (S2) in reellen Vektorrdumen zur Symmetrie
(v,w) = (w,v). Es sei bemerkt, daf aus (S2) folgt (v, v) € R, so da} (S3) sinnvoll
ist.

Beispiel 20.2 (Standardskalarprodukt in R™) Durch

(x,y) := 2191 + T2y2 + -+ + TpYn , fir x=(x1,...,2,) €R"|
y="(y1,-..,yn) ER"

wird ein Skalarprodukt (, ) : R” x R™ — R definiert. Dieses heifit das kanonische
Skalarprodukt im R™. <
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Beispiel 20.3 (Standardskalarprodukt in C") Durch

(w, z) == Wiz + Wazg + -+ + Wp2y , fir w=(wy,...,w,) €C",
z2=(21,...,2,) €C"

wird ein Skalarprodukt (, ) : C" x C* — C definiert. Dieses heifit das kanonische
Skalarprodukt im C™. <

Beispiel 20.4 Es sei V = R%. Dann definiert

<< " ) ’ ( " )> = (2o + 22)yr + (21 4 222)y2 = (21 + y2)21 + (11 + 240) 72

X2 Y2

ein Skalarprodukt. (S3) folgt aus (z,x) = 222 + 2x179 + 223 = (71 + 22)* + 23 +
23 > 0 mit Gleichheit genau dann, wenn z; = 2, = 0. Dieses Skalarprodukt
ist verschieden vom kanonischen. Tatséchlich gibt es unendlich viele verschiedene
Skalarprodukte auf K. <

Beispiel 20.5 Es sei
CN)={f:N=C: ) [f(n)]* <oc}.
n=0

Dann definiert -
(f.9):=>_ Flg(n),  fge(N)
n=0

ein Skalarprodukt auf ¢*(N). Dabei wird verwendet, daB wegen |f(n)g(n)| =
|f(n)]g(n)] < 3(|f(n)]> +]9(n)|?) die unendliche Reihe existiert. N

Beispiel 20.6 Essei V' = C([a, b]) der Vektorraum der stetigen komplexwertigen
Funktionen iiber dem Intervall [a,b] C R. Dann definiert

() = / dz F()g(x)

ein Skalarprodukt auf V. Wegen der Stetigkeit von f folgt aus ff dz |f(z)]* =0,
daB f(z) = 0 fiir alle z € [a, b]. q

Wir kommen nun zur wichtigsten Ungleichung fiir Skalarprodukte.

Satz 20.7 (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung) FEs sei V' ein Vektorraum
tber K mit Skalarprodukt ( , ) :V x V — K. Dann gilt

}(w,v>’2 < (v, v){w, w) fir alle v,w e 'V

mit Gleichheit genau dann, wenn v und w linear abhdngig sind.
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Beweis. Sei w # 0 (fir w = 0 ist die Ungleichung offensichtlich erfiillt), somit ist
(w,w) # 0. Dann gilt fiir beliebiges A € C

0 < Qw — v, \w — v) = A (w, w) — Mw,v) — Xov,w) + (v,v)

2
w, v 1 2
:<w7w>‘>‘_ <<U) w>> +<w w><(w,w)(v,v)—‘(w,v)‘ ) :
Fiir A = ” ”2 wird direkt die Ungleichung von Cauchy-Schwarz erhalten.

Gilt das Gleichheitszeichen, so ist (w,v) = e'%\/(w,w)\/(v,v) fiir ein a €
0, 27]. Setzen wir A = eia\/tm, so folgt die Identitét (Aw — v, A\w —v) = 0, also
v = Aw. O
Der Beweis benutzt, dal (w, w) eine nichtnegative reelle Zahl ist, aus der eine

eindeutige Quadratwurzel \/(w,w) € R, gezogen werden kann. Damit wird der
Prototyp einer Norm erhalten.

20.2 Normierte Vektorridume

Definition 20.8 Es sei V ein Vektorraum tiber K. Eine Norm auf V ist eine Abbil-
dung || || : V — Ry mit

(N1) [[v|l=0 < wv=0,
(N2) [[Av]| = |A]||v]| fur alle v € V', X € C,
(N3) |lv+w| < o] + ||w]| fur alle v,w € V (Dreiecksungleichung)
Ein Vektorraum mit Norm heiBt normierter Vektorraum.
Satz 20.9 Jeder euklidische und unitire Vektorraum ist auch ein normierter
Vektorraum mit ||v|| = +/(v,v).
Beweis. (N1) und (N2) sind klar, (N3) folgt aus Cauchy-Schwarz:
v+ w|)* = (v +w,v +w) = (v,v) + 2Re({v,w)) + (w, w)
< (v, 0) + 2[{v, w)| + (w, w)
< (v,0) + 2/ (v, v){w, w) + (w, w) = (o] + [[w]])*. u

Damit liefern die Beispiele BO2ZH20.8 auch Beispiele fiir normierte Vek-
torrdume. Weitere Beispiele sind:

Beispiel 20.10 V = K" ist mit ||z||; := Y ., |2;] fir © = (21,...,2,) € K" ein
normierter Vektorraum (K", || ||1). (N1) und (N2) sind klar, (N3) folgt aus der
Dreiecksungleichung in R bzw. C fiir jede Komponente.
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Das kanonische Skalarprodukt auf K™ liefert die weitere Norm ||z||s :

Vo la]?, die Standardnorm. Es 188t sich zeigen, daB ||z, == (X1, |as[?)
fiir jedes 1 < p < 0o eine Norm auf K" ist.
Schliefllich ist auch ||z| s := max;—; ., |z;| eine Norm auf K". N

s |

.....

Beispiel 20.11 Es sei V = C([a, b]) der Vektorraum der stetigen komplexwerti-
gen Funktionen iiber [a,b]. Folgende Abbildungen || ||, : V' — R, sind Normen
(mit f e V):

b
wm:/dwﬂm
1]l = /dﬂﬂ@Pz 7.0

b 1
= ([ delf@p)”. 1<p<oo
Il = sup |7(2)].

z€la,b]

Dabei heilt || f||» die Supremumsnorm einer Funktion f. Der Beweis, dafl || ||,
eine Norm ist, erfordert die Holdersche Ungleichung. <

Wir sehen also, dafl es auf einem Vektorraum verschiedene Normen geben
kann, und in unendlich-diemnsionalen Vektorraumen werden die unterschiedli-
chen Normen wirklich gebraucht! Die aus einem Skalarprodukt folgende Norm ist
ausgezeichnet durch

Satz 20.12 FEssei (V)| ||) ein normierter Vektorraum tiber K. Die Norm || || geht
genau dann aus einem Skalarprodukt hervor, wenn die Parallelogrammgleichung
qgilt,

v+ wl||? + [Jv — wl||* = 2||v||* + 2||w|? fir alle v,w e V.

Beweisidee. Die Richtung (=) ist einfaches Nachrechnen. Fiir die Umkehrung
(<) definiert man iiber die Polarisationsformeln

(v, w) = 1 (v +wl* = v —w|* = illv +iw]* +ifv - iw]?)  firK=C,

(v, w0) = (o + wl]? = [|o - w]]?) fiir K = R

zundchst Abbildungen (, ) : V' x V — K| fiir die man dann die Eigenschaf-
ten (S1)—(S3) zeigen mufl;, wobei die Parallelogrammgleichung eingeht. Fiir die
Linearitét ist das eine sehr miithsame Rechnung! U
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20.3 Abstand und metrische Riume

Aus einer Norm 148t sich ein Abstand erhalten. Dieser ist auf allgemeineren
Réumen definiert, insbesondere werden Vektorrdume nicht vorausgesetzt.

Definition 20.13 Ein metrischer Raum ist eine Menge X zusammen mit einer
Abbildung d : X x X — R, dem Abstand oder der Metrik, wenn gilt:

(D1) d(z,y) =0 < =x=y,

(D2) d(z,y) = d(y,x) (Symmetrie),

(D3) d(z,z) < d(x,y) +d(y, 2) (Dreiecksungleichung).

Jeder normierte Vektorraum ist auch metrischer Raum mit Abstand d(z,y) =
|z — y||. Fiir den K™ mit der aus dem Skalarprodukt erhaltenen Standardnorm
gilt der Satz des Pythagoras d(z,y) = v/|x1 — 1>+ - + |20 — yal-

21 Orthonormalsysteme

Es sei V' wieder ein euklidischer bzw. unitérer Vektorraum. Wir haben gesehen,
daB8 durch d(v,w) = |Jv — w|| = \/{v — w,v — w) ein Abstand zwischen Vektoren
v,w € V erklart ist. AuBerdem la83t sich in euklidischen Vektorraumen der Winkel
zwischen Vektoren erkldren als

(v, w)

€08 £(0,0) = e

Wegen Cauchy-Schwarz ist die rechte Seite eine reelle Zahl aus [—1,1]. Im
R"™ mit dem Standardskalarprodukt ist das die geometrische Winkelformel. Sie
iibertragt sich auf allgemeine euklidischen Vektorrdume, ist aber nicht sinnvoll
in unitdren Vektorrdumen. Jedoch iibertégt sich der Begriff “senkrecht” auch auf
den unitiren Fall:

Definition 21.1 Sei V ein euklidischer bzw. unitarer Vektorraum.

i) Zwei Vektoren v, w € V heiBen orthogonal (beziiglich des Skalarprodukts),
geschrieben v L w, wenn (v, w) = 0.

ii) Zwei Untervektorraume U, W C V heiBen orthogonal, geschrieben U L W,
wenn u L w firallew € U und w € W.

i) Ist U C V ein Untervektorraum, dann heiBt
Ut:={veV :vluYueU}

das orthogonale Komplement von U in V.
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iv) Eine Familie (vq,...,v,) von Vektoren v; € V' heiBt orthogonal oder Ortho-
gonalsystem, wenn v; L v; fiir alle ¢ # j. Die Familie heiBt orthonormal oder
Orthonormalsystem (ONS), falls zusatzlich ||v;|| = 1 fiir alle 1 <7 <n, und
Orthonormalbasis (ONB), falls (vy, ..., v,) auBerdem eine Basis von V' istfl.

Fiir Orthogonalsysteme gilt:

i) Ist in einer orthogonalen Familie (vy,...,v,) der Nullvektor nicht ent-
halten, v; # 0, so ist (mvl, ce ”vl ”vn) eine orthonormale Familie.
ii) Ist in einer orthogonalen Familie (vy,...,v,) der Nullvektor nicht ent-

halten, v; # 0, dann ist (vy,...,v,) linear unabhéngig: Sei 0 = A\jv; +
-+« 4+ Ay, dann ergibt das Skalarprodukt mit sich selbst

0= [A vl + - .- [AnP|vnl? = MN=-=X)=0.
iii) In einem ONS (vy,...,v,) gilt (v;,v;) = d;;.
Einige wichtige Eigenschaften der Orthogonalitét:

Satz 21.2 (Pythagoras) Ist (vy,...,v,) ein Orthogonalsystem, so gilt

n 2 n
DT TR
i=1 i=1
n 2
Beweis. H Zvi
i=1

Satz 21.3 FEs sei (V,(, )) euklidischer oder unitirer Vektorraum, U Untervek-
torraum von V und UL das orthogonale Komplement. Dann ist U+ ebenfalls
Untervektorraum von V, und es gilt U N U+ = {0}.

3
3

n n

— < Uizvj> =D (v =) {viv). -

i=1  j=1 i,j=1 i=1

Beweis. Seien wq, ws € U und A\, Ay € K, so gilt fiir beliebiges u € U
(U, Aqwy 4+ Agwa) = Ay (u, A1) + A2 (u, Ag) =0,
also \jwy + dowy € UL, Ist u € UN UL, so0 ist 0 = (u,u), also u = 0. O

Satz 21.4 Es sei (V,( , )) euklidischer oder unitirer Vektorraum, U C V ein
Untervektorraum und v € V. Dann gibt es hichstens einen Vektor Py(v) € U
mit v — Py(v) € Ut. Falls existent, so heifit Py(v) die orthogonale Projektion
von v auf U.

!Orthonormalbasen gibt es auch in unendlich-dimensionalen euklidischen/unitiren Vek-
torrdumen. Die allgemeine Definition erfordert weitere Hilfsmittel aus der Analysis. Wir werden
im néchsten Abschnitt mit den Fourierreihen einen wichtigen Fall behandeln.

84

Preliminary version — 14. Juli 2008



Beweis. Seien uq,us € U mit v —u; € U+ und v — uy € U*. Dann ist

ul—u2:(v—ug)—(v—ul)GUﬁUl = u —uy=0.
——

. 7

~
eU cUL
U

Satz 21.5 Essei(V,(, )) euklidischer oder unitdrer Vektorraum und (vy, . .., v,)
ein Orthonormalsystem. Sei U := span(vy, ...,v,) C V. Dann gilt:

n

i) Py(v) = Z(Ui,?})%‘ fiir alle V€ V.

i=1
i) P (w)1* =320 [{v, 0)|* < Jol|? fiir alle V€ V
(Besselsche Ungleichung)
iii) Istv eV, so gilt |[v — Py(v)|| < ||v —u| fir alle w € U mit uw # Py(v).
iv) 0 < [lv=Pr()* = llv]* = [[Pu(@)]* < [Jv]I*.
Beweis. i) Wir zeigen: v — Py (v) € U+. Nach Satz BTl ist Py(v) dann eindeutig.

Auf Grund der Linearitdt geniigt es zu zeigen: (v — Py(v),v;) = 0 fiir alle j =
1,...,n:

n n

(w30 = Po(©)) = (10 = Do {oiv)vi) = (03,0) = > {oi,0) (05, 0)

i=1 i=1
= (vj,v) — (v;,v) =0

ii) und iv) Es gilt v — Py(v) L Py(v) und damit nach Pythagoras

[l = [I(v = Py (v)) + Pu()* = llv = Po()|I* + [[Po()[I* = [[Po(0)]]* -
Andererseits folgt [|[v — Py (v)||* = [|v]|* = || Py(v)]|* < ||v||*

iii) Wegen u # Py(v) ist | Py(v) — ul|*> > 0 und deshalb nach Pythagoras

lo = ul® = | = Pu(v) + Pulv) = u|” = [lv = Po(0)IP + [ Po(v) - uf]

cU-+ eU

> ||lv — Py(v)|)? . 0

Eigenschaft iii) aus Satz hat folgende interessante Folgerung: Es sei @ #
W C V eine Teilmenge. Definieren wir durch d(v, W) := inf,ew |[|[v — w]|| den
Abstand von v zu W, so gilt mit obigen Bezeichnungen d(v,U) = ||[v — Py (v)||.
Der folgende Satz hebt die Bedeutung der Orthonormalbasen hervor:

Satz 21.6 (Fourier-Entwicklung) Sei (V,( , )) euklidischer oder unitdirer

Vektorraum und (vq,...,v,) ein Orthonormalsystem wvon V. Dann sind
dquivalent:
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i) (v1,...,vy,) ist Orthonormalbasis.
i) FiraleveV giltv="> " (v,v)v; (Fourier-Entwicklung)
iii) Fir alle v,w €V gilt (v, w) = Z(v, v;) (v, w)
(Parsevalsche Gleichung) =1
iv) Fir allev eV gilt [|v||* = >0, (v, 0)?
v) Ist v € V mit (v;,v) =0 fiir allei =1,...,n, so gilt v=0.
Beweis. 1)=ii) Insbesondere ist (vi,...,v,) Basis, also gilt v = """  A\v; mit
eindeutig bestimmten \; € K. Dann ist (vj,v) = Y"1 Xi(vj, v;) = A;.
if)=> i)

n n

(v, w) = <Z<vi,v>vi,z<vi,w>vi> = Z (Vi v) (v, w) (v, v;) = Z(v,vi><vi,w>.

=1 j=1 i,j=1 i=1

iii)=-iv) Setze w = v.
iv)=v) Sei (v;,v) =0 fiir alle i = 1,...,n, so folgt ||v]|> = >, [{v;,v)| = 0,

i=1
also v = 0.

v)=1) Sei U := span(vy, ..., v,). Zu zeigen ist V = U. Angenommen, es gébe
ein w € V mit w ¢ U. Also ist w — Py(w) # 0. Wegen w — Py(w) € Ut gilt
(w— Py(w),v;) = 0 fur alle ¢ = 1,...,n und somit w — P,(w) = 0 nach v),
Widerspruch. O

Satz 21.7 (Orthonormalisierungssatz) Sei V' ein endlich-dimensionaler eu-
klidischer oder unitirer Vektorraum und sei W C V' ein Untervektorraum mit
Orthonormalbasis (w1, . .., wy,). Dann gibt es eine Erginzung zu einer Orthonor-
malbasis (W1, ..., Wy, Wyt - - -, Wy) von V.

Insbesondere besitzt jeder endlich-dimensionale euklidische oder unitire Vek-
torraum eine Orthonormalbasis.

Beweis (Schmidtsches Orthonormalisierungsverfahren). Fiir W =V ist alles klar.
Andernfalls gibt es einen Vektor v € V mit v ¢ W. Seine Projektion auf W ist

Py (v) = (wy, v)wy + - - - + (Wpy, V)W, -

Damit ist v— Py (v) € W+ und v— Py (v) # 0 (sonst wire v € W). Setze wy, 1 =
=pon (v — Pw(v)), dann ist die Familie (wi, ..., wyp, wy4q) orthonormal, und
W' .= span(wy, . .., Wy, Wpy1) ist (m+ 1)-dimensionaler Untervektorraum von V'
mit Orthonormalbasis (wy, . .., wpy1). Durch Wiederholung des Verfahrens erhélt

man eine Orthonormalbasis von V. ]
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Beispiel 21.8 Sei V = R? und U C V die von den Vektoren u; = (2,1,2)
und uy = (1,2,7) aufgespannte Ebene. Gesucht ist die Projektion des Vektors
= (1,4,9) auf U und der Abstand von v zu U.

Zunéchst wird durch das Schmidtsche Orthonormalisierungsverfahren das
System (uy,us) in ein Orthonormalsystem iiberfithrt. Dazu ist w; = %4 =

Tleall ™
£(2,1,2) und dann Pry, (u2) = (w1, ug)wy = §(24+2+414)-(2,1,2) = (4,2,4). Es
folgt us — Pryy, (u2) = (—3,0,3) und damit wy = %(—1, 0,1). Somit gilt
Py(v) = (wi, v)wi + (ws, v)wy

= %(2+4+18) (2,1,2) +5(-14+0+9)-(-1,0,1)
= (§.55) + (=404 = (5.5.%) -
SchlieBSlich ist
v=Pu() = (1,49 - (535%) = (535 3)
und damit d(v, U) = |jv — Py(v)|| = V2. N
SchliefSlich kénnen wir fiir endlich-dimensionale Untervektorrdume das ortho-

gonale Komplement genauer charakterisieren.

Satz 21.9 FEssei (V,(, )) ein euklidischer oder unitirer Vektorraum und U C 'V
ein endlich-dimensionaler Untervektorraum. Dann gilt:

i) V =U®U" . In diesem Fall heifst Ua®U> die orthogonale direkte Summe.

ii) Ist Py :V — U die orthogonale Projetion auf U, so ist Py =idy — Py :
V — Ut die orthogonale Projetion auf U~.

Beweis. 1) Nach Satz 2T besitzt U eine Orthonormalbasis (wy, ..., w,). Nach
Satz ist dann die orthogonale Projektion eines beliebigen Vektors v € V
auf U gegeben durch Py(v) = > (w;, v)w;. Damit ist v = v — Py(v) + P,(v) €
——— S
evt eU
Ut +U,alsoV=U+U*und UNU* = {0} nach Satz ZT3.
ii) folgt aus (idy — Py)(v) = v — P,(V) und i). O

22 Fourier-Reihen

Definition 22.1 Eine Funktion f : [0,7] — C heiBt stiickweise stetig auf [0, T,
wenn f auf [0, 7] beschrankt ist und es eine endliche Unterteilung 0=ty <t <
- < t, =T gibt, so daB f auf jedem offenen Teilintervall ]t;_1, ;[ stetig ist.

Die Summe zweier auf [0, 7] stiickweise stetiger Funktionen f, g wird beziiglich
der Vereinigung der Unterteilungen von f und von ¢ definiert. Gleichheit von
Funktionen f,g € C4,([0,T]) wird erklart als f = ¢ genau dann, wenn (f —
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g9)(x) # 0 fiir hochstens endlich viele Punkte z € {to, ..., ¢, }. Diese Gleichheit ist
eine Aquivalenzrelation, und mit [f] werde die entsprechende Aquivalenzklasse zu
einer stiickweise stetigen Funktionen f bezeichnet. Die Aquivalenzklassenbildung
iibertragt sich auf Linearkombinationen, so dafl

Csw([0,T]) = {[f] : [ ist stiickweise stetig auf [0, 7]}

ein Vektorraum ist. Fiir [f], [g] € Csu([0,T]) mit gemeinsamer Unterteilung 0 =
to <ty <---<t, =T definieren wir

()=o) =7 [ a7 —hmz P aTme. o

[0,7]

Dabei ist 2¢ < min,(¢; — t;_1) zu wihlen. Die Definition ist unabhéngig von der
Wahl der Reprisentanten f, g der Aquivalenzklassen [f], [g]. Wegen der Stetigkeit
der Funktionen auf beliebigen [t; 1 + ¢, t; — €] existiert das mehrfach uneigentliche
Integral f[o,T}' Linearitit von ( , ) in der 2. Komponente und (f, g) = (g, f) sowie
(f, ) > 0sind klar. Gleichheit (f, f) = 0 genau fiir f = [0] € Cs, ([0, T]) folgt aus
der Stetigkeit in jedem Teilintervall [t;_; + €,t; — €]. Dabei bedeutet f = [0], da8
f(z) # 0 fiir hochstens endlich viele Punkte = € [0, T]. Somit ist Cq,([0,T]) mit
(, ) ein unendlich-dimensionaler unitdrer Vektorraum. Er enthélt insbesondere
alle stetigjep Funktionen und alle Treppenfunktionen. 7If’iir stetige Funktionen ist
f[oﬂ = fo , und fiir Treppenfunktionen ist f[O,T] = fo Im Sinne von Definition
19.2 aus dem letzten Semester.

Unser Ziel ist die Charakterisierung einer (unendlichen) Orthonormalbasis in

(Ceu([0,TT), (', ))-

Satz 22.2 Fir n € Z werden durch e,(t) := ™" mit wr := 3% stetige Funk-
tionen e, € C([0,T]) C Csw([0,T)) definiert. Dann ist (e,)nez em unendliches
Orthonormalsystem fiir (Cs,([0,T1), (, )).

Beweis. Wegen der Stetigkeit der ey ist das Skalarprodukt (x) durch das Rie-
mannsche Integral {iber [0, T] gegeben:

L
== dt e\'=kert
(er,€r) T/o e

1 T
—/ dt1=1 fiir b = [
={ T (1-k) )
1 . T (e —1
il—kwrt| _ _ fiir k I
T — k)wr 0 T TRy 0 Tk

U

Wir verallgemeinern nun die Definition von Orthonormalbasen auf unendlich-
dimensionale Vektorraume mit Skalarprodukt. Dazu wird Konvergenz der unend-
lichen Reihen benétigt.
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Definition 22.3 Essei (V.|| ||) ein normierter Vektorraum. Eine Folge (v;,),en von
Vektoren v, € V heiBt konvergent gegen v € V beziiglich der Norm || ||, wenn
limy, o0 ||, — v]| = 0.

Wir hatten in Beispiel auf C([a,b]) verschiedene Normen eingefiihrt. Die-
se fithren auf verschiedene Konvergenzbegriffe. So heifit eine Folge (f,,) stetiger
Funktionen f,, € C([a,b])

e gleichmdffig konvergent gegen f, wenn

T [|f, = flloo = T sup [fu(z) = f(2)] =0,

z€la,b]

e und im quadratischen Mittel konvergent, wenn
b
i If, = £l = lim [ do |fu(o) = F@F =0

Aus gleichméfiger Konvergenz folgt Konvergenz im quadratischen Mittel, die
Umkehrung gilt aber nicht.

Definition 22.4 Es sei f € C4,([0,7]). Fir N € N und z € [0,7] heiBt
a 1

Snf(x) = Z (ex, [ex(z) = i T</[OT} dt e’”‘“"th(t)>e”‘“"Tm

k=—N
das N-te Fourier-Polynom von f. Wir sagen, die Reihe Sxf = SO0\ {ex, flex
konvergiert
e punktweise gegen f, falls limy .o, Sy f(z) = f(z) fur alle x € [0, T],
o gleichmaBig gegen f, falls limy_ ||Svf — flloo =0,
e im quadratischen Mittel gegen f, falls f limy_ .o ||Sxnf — fll2 =0.
Aus gleichméafliger Konvergenz folgt punktweise Konvergenz und Konvergenz im

quadratischen Mittel, andere Implikationen gelten i.a. nicht.
Jedes Fourier-Polynom Sy f ist stetig. Wegen e, = e_;, gilt

N N N

Snf=Y lexfhex=>_ (freder= > (ew fles =Snf.

k=—N k=—N k=—N
Insbesondere ist fiir reellwertige Funktionen f auch Sy f eine reellwertige Funk-
tion.

Satz 22.5 (Fourier-Entwicklung) FEs seien f,g € Csy([a,b]). Dann gilt:

i) Die Fourier-Reihe Sf =Y (e, f)e, von f konvergiert im quadra-
tischen Mittel gegen f.

[e.e]

i) (f,g9) = Z (f,en){en,g) (Parsevalsche Gleichung).

n=—oo

89

Preliminary version — 14. Juli 2008



1 2 2 > 2
W) 7 [ OR=15E= 3 len P

n=—oo

iv) Ist (ex, f) = 0 fir alle k € Z, so folgt f = [0].

Da es sich um analoge Aussagen zu Satz ZL0 handelt, sagt man, (e)gez ist
Orthonormalbasis von Cg,([a, b]).

Beweis. Der Hauptschritt ist der Beweis von i), den wir spéter fiihren.

i)=-1i) Nach der Parsevalschen Gleichung Satz PI@iii) fir den endlich-
dimensionalen Vektorraum U = span{e; : —N < i < N} ist (Syf, Syg) =
SN v e, f)I2. Andererseits erhalten wir mit Cauchy-Schwarz

I(f,9) — (Snf, Sng)| = {f —Snf,9) +(Sxf,9— Sng)]
<[(f = Snfig) + {Snfr g — Sng)l
<N f = Sxfllzllglle + ISx fll2 lg — Snalla -

Das Quadrat stiickweise stetiger Funktionen ist stiickweise stetig und damit unei-
gentlich Riemann-integrierbar, also sind ||g||2 und [|Sy f]|2 beschréinkt, und nach
i) gilt limy—eo |/ — Sy fll2 = 0 und limy— [|g — Sngll2 = 0. Damit konvergiert
die Summe in ii) gegen (f,g). Setzt man g = f, so folgt iii). Ist (ex, f) = 0, so
folgt || f|] = 0 und damit f = [0], also iv).

Verbleibt der Beweis von 1). Es geniigt, reellwertige stiickweise stetige Funktio-
nen f (die nach Definition auch beschrénkt sind) zu betrachten, fiir die das N-te
Fourier-Polynom Sy f ebenfalls reell ist. Da fiir f = 0 (als Aquivalenzklasse) die
Aussage klar ist, konnen wir annehmen, daf§ f # 0 auf einer offenen Teilmenge von

[0, 7] gilt. Dann ist auch 0 < || f||o0, und durch Skalieren mit W konnen wir uns

| [ee]

dann auf reellwertige stiickweise stetige Funktionen mit || f||« < 1 beschrianken.
Diese sind Riemann-integrierbar. Folglich gibt es zu jedem e > 0 Treppenfunk-
tionen ¢, auf [0,7] mit =1 < ¢ < f < ¢ < 1und [, di(¥ — ¢)(t) < 7.
Folglich gilt

[f = Snflla=1[(f —¢) = Sn(f —¢) + (¢ — Snod)|2
<|(f—=¢) = Sn(f = )ll2+ ¢ — Snéll2 -
Nach Satz ELHiv) und wegen —1 < ¢ < f <o < 1 gilt
I(f = ¢) = Sn(f =)z =IIf = 2lz = 1Sn(f =) < |If = olI3

1 9 1 2
=5 [ s —a0r <5 [ #iw-ow)

1 2
<[, #2w-ow <,

also ||(f — &) — Sn(f — @)||2 < €. Das néchste Lemma liefert die Abschitzung
| — Snoll2 < € fiir gentigend groBes NV, womit die Behauptung bewiesen ist. [
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Lemma 22.6 FEs sei ¢ eine Treppenfunktion auf [0, T]. Dann gibt es zu jedem
€ >0 ein Ny €N, sodaff ||¢p — Sno|la < € fiir alle N > Ny.

Beweis. Wir fithren zunédchst den Beweis fiir die Treppenfunktion ¢ =
{ 1 fir0<zr<aqa

0 fira<as<T mit 0 < a < T'. Dann gilt

_ 1 Cikwrt _ | T fir k=0
<ek7 (b) - T/{; dt e - { 7157* (efikwTa _ 1) fiar k 7& 0
und folglich
@ fiir k = 0
sz (1 — cos(kwra)) fiir k # 0
(Verwende (cosz —isinz —1)(cosz+isinz—1) = 2—2cosz). Nach Satz ZLHiv)
gilt

[{ex, O)|* =

k=—N
a a® 1.1 1 & cos(kwra)
R =D D RD Dhys
k=1 k=1
In Beispiel 22.12 aus dem letzten Semester hatten wir
= cos(kx) T —x\2 W 1 2
Z 5 :( 5 ) D) fur alle z € [0, 27] , ZE:E
k=1 k=1
bewiesen. Setzt man z = 22 € [0, 27], so ergibt sich
fim (iicos (kwra) 1 N ) _z_ﬁ.
N—oo \7r2 1 2 k*l T2 T

Folglich gibt es zu jedem € > 0 ein Ny € N mit ||¢ —on||3 < (¢')? fiir alle N > N
und beliebiges a € [0, 7.

Eine beliebige Treppenfunktion 148t sich, bis auf die beim Integral unwe-
sentlichen Werte an den Sprungstellen 0 = 2y < x1--- < =, = T, darstel-
1 fur 0 <z <g;
0 fire,<x<T
Treppenfunktion von der obigen Form ist. Dann ist nach Dreiecksungleichung
[ = onllz < 2200 lailllg — (@) nllz < (14 320 |l )€ fiir alle N > Np. Dann

. . . ! €
folgt die Behauptung fiir die Wahl € = t~m—— Sl U

len als Linearkombination ¢ = > 7", ¢;¢;, wobel ¢;(z) =
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Definition 22.7 Die Abbildung

T Cu([0,T) = (Z), f = (f(k)ken mit f(k) = (ex, f)

heiBt Fourier- Transformation. Dabei ist (*(Z) = {a: Z — C : Y ;= __la(k)|* <
oo} der Hilbertsche Folgenraum mit dem zugehdrigen Skalarprodukt (a,b)e(z) =

2 koo A(K)D(R),
Nach Satz BZAii) ist die Fourier-Transformation eine Isometrie, d.h. (f,g) =
(f,9)eaw.

Definition 22.8 Eine Funktion f € C([0,T7]) heiBt stiickweise stetig differenzierbar,
wenn es eine Unterteilung 0=ty < ... <t,,=1T gibt, so daB f auf der offenen Teilmenge
0,27] \ {to, ... tm} =]to, t1[U]t1, t2[ U+ - Ultpm_1, tm| stetig differenzierbar ist.
Satz 22.9 Es sei f eine auf [0, T] stickweise stetig differenzierbare Funktion mit
f(0) = f(T) (d.h f sei T-periodisch). Dann gilt

i) F(k) = (ikwr) f(k) fir alle k € Z.
ii) ]\}im ISNf — flloo =0, d.h. (Sxf)nen konvergiert gleichmdflig gegen f.

Beweis. i) Es gilt " € Cs,([0,T]) und damit nach partieller Integration

~ ]_ i 1 m tlfe )
J'(k) = —/ de f'(x)e "1 = lim — g / dz f'(x)e” here
" [0.7] ) T (=)

e\.0 = Jtii+e

1 1 . —tkw —€ —ikw €
= lim (? Z (f(tl _ e)e kwr (ti—€) _ f(tlﬂ 4 e)e kwr (t;—1+e€)

e\,0 —
tlfe
[ dr ey
. )
ortim (63 [ e ) e = ikr f)
= ikwr lim { = x f(x)e T ) = tkw ,
T N T =1 ti—1+e€ !

wegen der Stetigkeit von f und der T-Periodizitat f(ty) = f(0) = f(T) = f(tm).
ii) Nach Cauchy-Schwarz im unitiren Vektorraum ¢?(N) gilt

> 1f01=3 T )] < >y 20 <0
:5_2% er;(Z)
92

Preliminary version — 14. Juli 2008



Analog fiir f(—k). Also folgt Y ez |f (k)| < oo, d.h. zu e > 0 gibt es ein N(e), so
daf fiir alle N > N’ > N(e) gilt

N N’
HSNf - SN/fHoo = sup ) Z f(k)eikwT:v o Z f<k>€ikme
z€[0T] ', "N o

s | Y e < 3

2€0T] N << N'<|k|<N

fk)| <e.

Damit ist in jedem Punkt z € [0,7] die Folge ((Snvf)(x))nen komplexer Zah-
len eine Cauchy-Folge, welche punktweise gegen eine Grenzfunktion (S..f)(x) =
limy oo (Snf)(2)) konvergiert. Damit kann in obiger Abschitzung N’ — oo ge-
nommen werden, so dafl

sup HSNf—SOOfHOO<e fiir alle N > N(e) .
z€[0,T]

Somit ist (Snyf)ven eine Folge stetiger Funktionen, die gleichmdfig gegen die
Grenzfunktion S, f konvergiert. Nach Satz 12.12 aus dem letzten Semester ist
Soof dann stetig. Aus gleichméfliger Konvergenz folgt Konvergenz im quadrati-
schen Mittel, damit konvergiert (Syf)nyen auch im quadratischen Mittel gegen
Seof. Andererseits konvergiert (Sy f)nen nach Satz EZH im quadratischen Mittel
gegen f. Nach Dreiecksungleichung gilt dann ||f — Sy f|l2 = 0, und da f und

Soof stetig sind, folgt f = Sef = >y SNS. O
Durch Induktion folgt f(") (k) = (ikws)"f (k) fiir eine n-mal stiickweise stetig
differenzierbare Funktion f, die (n—1)-mal stetig differenzierbar ist mit f®(0) =
f@U(T) fiir allep =0,...,n — 1.
Die Fourier-Entwicklung stiickweise stetig differenzierbarer Funktionen er-
laubt oft die Bestimmung des Grenzwertes von Reihen.

Beispiel 22.10 Gesucht ist die Fourier-Entwicklung der Funktion f(z) =
cos(ax), fir a ¢ Z, im Intervall [—m, w]. Wir setzen sie (27)-periodisch auf R fort.
Dann kann im Fourier-Integral iiber ein beliebiges Intervall der Linge T" = 27
integriert werden, z.B. {iber [—7, 7]. Also haben wir fiir a ¢ Z

; L 1" | |
f(k) —/ dt e * cos(at) = 4—/ dt (e7 k=)t 4 milkta)ty

:27T s

—T —T

1 : . 1 . .
— —i(k—a)r _ i(k—a)7 —i(k+a)r _ _i(k+a)w
i) SR e e LG e
1 1 1
- Ly ).
xR Lol ey
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Somit gilt wegen f(k) = f(—k)

also

k=—o00 k=1
sin(ar) <= (—1)*sin(aw) 2a
= k
e ; - R cos(kx)

cos(ax) = w (# + i (1(2__1); cos(k;x)) :

Setzt man z = 7, so folgt die Partialbruchzerlegung des Cotangens

o) = o+ 23 ()

T

1 1
oder die Summenformel E TRl (— — cot(mr)) fir a ¢ Z. 4
—a a
k=1

Bemerkungen.

i)

ii)

iii)

In Satz wird nicht behauptet, dafl stets Sf € Cq([0,T]) gilt.
Der Grund ist, daB8 Cs,([0,7]) nicht vollstindig ist. Es gibt also Fol-
gen (f,,) stiickweise stetiger Funktionen, die zwar im quadratischen Mit-
tel konvergent sind, fiir deren Grenzwert aber lim, . f, € Csw([0,T])
gilt. Tatséchlich stellt sich heraus, dafi Satz sogar fiir eine deut-
lich groere Klasse von Funktionen gilt, ndmlich fiir die quadratisch
Lebesgue-integrierbaren Funktion L?([0,7]), die wir im 3. Semester
einfiihren.

Da C([0,T]) in gewisser Weise die “falsche” Klasse von Funktionen
fiir die Fourier-Reihe ist, gibt es einige Uberraschungen: Es gibt Bei-
spiele stetiger Funktionen f € C([0,7]), fir die die Fourierreihe

= > e, fex micht in jedem Punkt x € [0,T] konvergent
ist, und selbst wenn sie konvergiert, mufl der Grenzwert nicht mit
f(x) tibereinstimmen. Das folgt schon aus der Tatsache, dal wegen
er(0) = ex(T) im Fall der Konvergenz stets (Sf)(0) = (Sf)(T) gilt,
wéhrend f(0) # f(7T') sein kann.

Nach Satz haben wir punktweise (sogar gleichméflige) Konvergenz
der Fourier-Reihe fiir stiickweise stetig differenzierbare Funktionen. Man
kann etwas allgemeiner folgendes zeigen: Existiert fiir eine Funktion
f € C(]0,T]) in = € [0,T] sowohl die linksseitige als auch die rechts-
seitige Ableitung, dann konvergiert (Sf)(z) gegen den arithmetischen
Mittelwert 3(f (x4 )+ f(z_)) = limeo 3 (f(z+€)+ f(z—¢)), mit T — 04
und 0_ +— T_.
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iv) Oft definiert man die Fourier-Reihe fiir T-periodische (stetige) Funktio-
nen, also (stetige) Funktionen f : R — C mit f(z +T) = f(z) fiir alle
x € R. Dann kann man statt fOT iiber ein beliebiges anderes Intervall der
Linge T integrieren, [**". Insbesondere ist f(0) = f(T).

v) Statt  (ex)rez  kann  auch  das  reelle  Orthogonalsystem
((cn)nens (Sn)nemqoy) benutzt werden, mit c,(x) = cos(nwpr) und
sp(r) = sin(nwrzx). Zu beachten ist dann eine um einen Faktor 2
unterschiedliche Normierung von ¢y zu ¢,, s,, mit n > 0!

23 Selbstadjungierte und unitire Endomorphismen

Definition 23.1 Sei V ein euklidischer bzw. unitérer Vektorraum und F' € End(V).
Ein Endomorphismus F* € End(V') heiBt zu F' adjungiert, wenn

(v, F(w)) = (F*(v),w) Yo,weV .
Satz 23.2 Sei V' ein euklidischer bzw. unitdrer Vektorraum. Falls der zu F ad-
jungierte Endomorphismus F* € End(V') existiert, so gilt:
i) F* ist eindeutig.
ii) ker(F*) = (im(F))*+
i) im(F*) = (ker(F))*
Beweis. 1) Gébe es zwei Losungen F} und Fy mit (v, Fl(w)) = (F}(v),w) =
(F5(v),w) fur alle v,w € V, so folgt
0= (F(v),w) = (F5(v), w) = (F (v) = F3(v), w)
fiir alle v, w, insbesondere fiir w = F}(v) — Fy(v). Damit ist F} = Fy.
ii) Sei v € (im(F))l, so ist 0 = (v, F(w)) = (F*(v),w) fiir alle w € V, und
damit ker(F™*) = (1m(F))L

iii) Sei w € ker(F'), dann ist 0 = (v, F(w)) = (F*(v),w) fiir alle v € V. Das
bedeutet im(F*) = (ker(F))*. O

Satz 23.3 Sei V' ein endlich-dimensionaler euklidischen bzw. unitdren Vektor-
raums Dann gibt es zu jedem F € End(V) den adjungierten Endomorphismus
F*, und beziiglich einer Orthonormalbasis B von V gilt ME(F*) = (ME(F))* =

(ME(F)"
Beweis. Nach Satz BT besitzt V' eine Orthonormalbasis B = (vy,...,v,). In
dieser Basis sei F(v;) = > a;;jvi, d.h. ME(F) = (a;;). Dann gilt

n n

(0, F(03)) =)~ aij (g, vi) = arg = Y (@ivi, v5) -

i=1 i=1
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Damit hat F*(vy,) := > ., byyv; mit by, = ay; die Eigenschaft eines adjungierten
Endomorphismus, und M§(F*) = (b;;) = (a;;)". O

Definition 23.4 Essei (V, (, )) ein endlich-dimensionaler euklidischer oder unitarer
Vektorraum. Ein Endomorphismus F' € End (V') heiBt

i) selbstadjungiert (fir K = R auch symmetrisch), wenn F = F* gilt, d.h.

(v, F(w)) = (F(v),w) fiir alle v,w €V,
ii) orthogonal bzw. unitir, wenn F o F* = F* o F = idy gilt, d.h.

(F(v), F(w)) = (v,w) fiir alle v,w €V,

i) normal, falls F'o F'* = F* o F gilt.

Orthogonale, unitdre und selbstadjungierte Endomorphismen sind folglich auch
normal. Die Definition iibertriagt sich wegen Satz auf Matrizen: Eine Matrix
A € M(n, K) heifit selbstadjungiert oder hermitesch, wenn A = A* = At gilt, und
orthogonal bzw. unitir, wenn A* = A~ ist. Es folgt | det A] = 1 fiir orthogonale
bzw. unitire Matrizen. Die Bedingungen A'- A = E,, bzw. A*- A = E,, bedeuten,
daf} die Spalten von A eine Orthonormalbasis von K" bilden. Analog bedeutet

A-At =FE, bzw. A- A* = E,,, daf} die Zeilen von A eine Orthonormalbasis von
K™ bilden.

Satz 23.5 e O(n) :=={A € GL(n;R) : A~' = A'} ist Untergruppe der
GL(n;R) (orthogonale Gruppe).
e SO(n) == {A € O(n) : detA = 1} ist Untergruppe der GL(n;R)
(spezielle orthogonale Gruppe).
o Un) :={A € GL(n;C) : A™' = A*} ist Untergruppe der GL(n;C)
(unitire Gruppe).
e SU(n) .= {A € U(n) : detA = 1} ist Untergruppe der GL(n;C)
(spezielle unitire Gruppe).
Beweis. Fiir A,B € O(n) ist (AB)™! = B'A™! = B'A" = (AB)' sowie
(A7)t = A = (A7), damit ist O(n) Untergruppe. Fiir A, B € SO(n) ist
det(AB) = (det A)(det B) = 1, damit ist SO(n) Untergruppe. Analog fiir U(n)
und SU(n). O

Beispiel 23.6 Im R? mit dem kanonischen Skalarprodukt ist die Standardbasis
eine Orthonormalbasis. Die Bedingung fiir orthogonale Matrizen lautet

0(2);:{,4:(3 5) . abcdeR, Al A= E,
& a2+b2:c2+d2:1undac+bd:0}.
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Setzen wir a = cos ¢, b = sin¢, ¢ = sinf, d = cos, so verbleibt sin(¢ + 6) = 0
mit den beiden verschiedenen Losungen ¢ = —0 und ¢ = 7 — 0. Somit gilt:

0(2) = {( Z?jg —C(s)isn99 ) 0e [0,2w[} U {( Zi?j _Sicr(l);b(b ) S [0,27‘([}.

Die erste Menge beschreibt Drehungen im R? und die zweite eine Kombination
aus Drehungen und einer Spiegelung. Das sind gerade die Transformationen im
R? welche Winkel und Abstéinde erhalten. Die Gruppe SO(2) besteht nur aus
der ersten durch 6 parametrisierten Menge. <
Satz 23.7 Ist F € End(V) orthogonal bzw. unitir, so gilt

D FE@[ =l YoeV.

ii) Ist umgekehrt || F(v)|| = ||v|| fir alle v € V, so ist F' orthogonal bzw.
unatar.

i) v Lw = F(v) L F(w).
iv) F st Isomorphismus und F~1 ist ebenfalls orthogonal bzw. unitdr.

v) Ist A € K Eigenwert von F, so ist |\| = 1.

Beweis. 1) und iii) sind klar. Die Umkehrung ii) von i) folgt aus der Polarisati-
onsformel.
iv) Aus i) folgt, da8 F injektiv ist. Wegen F'(F*(v)) = v ist F surjektiv, also
bijektiv. Die Ersetzung v +— F'~1(v) liefert Orthogonalitit/Unitaritéit von F 1.
v) Ist v Eigenvektor von F' zum Eigenwert A, so ist

[0l = [[E @) = Aol = Allloll = [Al=1 wegen v # 0. O

Damit erhalten orthogonale/unitire Endomorphismen die Normen, Absténde
und Winkel und haben somit eine wichtige geometrische Interpretation als Iso-
metrien.

Satz 23.8 Ist F' € End(V) selbstadjungiert, dann sind alle Figenwerte von F
reell. Insbesondere hat eine hermitesche Matrix nur reelle Eigenwerte.

Beweis. Ist F'(v) = Av mit v # 0, so gilt
Mo, v) = (v, F(v)) = (F(v),v) = Mo, v)
und damit A\ = \. O

Satz 23.9 FEs sei (V,( . )) ein endlich-dimensionaler euklidischer oder unitdrer
Vektorraum und F € End(V') normal. Dann gilt:

i) ker F' = ker F*
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ii) Ist A\ Eigenwert von F, dann ist X FEigenwert von F*, und es gilt

Eig(F; \) = Eig(F*; \).

iii) Sind A, Ao Eigenwerte von F mit \y # Ao, so gilt Eig(F;\;) L
Eig(F; A2).

Beweis. 1) Sei v € ker F, so folgt

0 = (F(v), F0)) = (F* 0 F(v),0) = (F o F*(v),v) = (F*(v), F*(v)) |
also auch v € ker F*. Ebenso ker F™* C ker I,

ii) Es gilt (F — Midy)* = F* — Aidy. Mit F' ist auch F' — Aidy normal. Dann

folgt aus 1)
Eig(F; \) = ker(F — \idy) = ker(F — MNidy)* = ker(F* — Xidy) = Eig(F*; \) .
Sei v € Eig(F; A1), w € Eig(F; A2), so folgt

Ao (v, w) = (v, Agw) = (v, F(w)) = (F*(v),w) = A\, w) = A\ (v, w)

also 0 = (A — A1) (v, w). O

Theorem 23.10 Es sei (V,(.)) ein endlich-dimensionaler unitirer Vektorraum
und F € End(V') normal. Dann besitzt V' eine Orthonormalbasis B = (vy, ..., v,)
aus Figenvektoren von F'. Insbesondere ist F' diagonalisierbar.

Es seien Ay, ..., \; die paarweise verschiedenen Eigenwerte von F' und Eig(F’; \;),
1 =1,...,k die zugehorigen paarweise orthogonalen Eigenrdume. Nach Satz P11
besitzt Eig(F’; \;) eine Orthonormalbasis B; = (v;1, ..., v, ). Nach Satz ist
B' = By U---UDBy ein Orthonormalsystem aus Eigenvektoren von F. Wir zeigen:
B’ ist Orthonormalbasis von V.

Sei W := @F | Eig(F; \;). Nach Satz ET™ist V = W ® W', Angenommen, es
gibe ein 0 # v € W+. Dann gilt fiir beliebiges w € W die Identitit (F(v),w) =
(v, F*(w)) = 0, da F*(W) C W. Somit ist F}Wl € End(W+) und damit nach
Satz [[TH in W+ trigonalisierbar. Insbesondere besitzt F ’W , einen Eigenvektor
(Definition [[93)). Dieser ist aber auch Eigenvektor von F' € End(V') und damit
bereits in W enthalten, Widerspruch. U

Wir konnen nicht erwarten, dafl sich dieses Theorem auf den reellen Fall
iibertrdagt, da Endomorphismen eines reellen Vektorraums nicht triagonalisierbar
sein miissen. Insbesondere lassen sich die Matrizen aus O(2) nicht diagonalisieren.
Es gilt aber:

Satz 23.11 Jeder  selbstadjungierte — Endomorphismus  eines  endlich-
dimensionalen euklidischen Vektorraums V' ist diagonalisierbar.
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Beweis. Wie im vorigen Theorem bis zur Konstruktion von F' € End(W1).
Einziger Unterschied ist, da W+ = V sein kénnte. Offenbar ist F ‘W . auch
auf W+ selbstadjungiert. Das charakteristische Polynom zerfillt zunichst iiber
C in komplexe Linearfaktoren. Nach Satz sind alle Eigenwerte reell, d.h.
das charakteristische Polynom zerfillt sogar in reelle Linearfaktoren. Damit ist
F ‘W . € End(W+) in W+ reell trigonalisierbar, und es gibt einen Eigenvektor.[]

Satz 23.12 Ist A € M(n,K) eine reelle symmetrische bzw. hermitesche Matriz,
dann gibt es eine orthogonale bzw. unitire Matriz T € O(n) bzw. T € U(n) mit

A 0
A=TAT", A= 5
0 An

wobei \; € R die Eigenwerte von A sind.

Beweis. Die Matrix A = At = (a;;), also a;; = @;;, definiert einen selbstadjun-
gierten Endomorphismus F' = F* € End(K") durch F(e;) = Y1, a;e;, wobel
(é1,...,e,) die Standardbasis ist. Sei (vy, ..., v,) eine orthonormale Basis von K"
aus Eigenvektoren von F', d.h. F(v;) = A\jv;. Wir zerlegen v; nach der Standard-
basis: v; = Y ;_; triex. Aus der Orthonormalitét folgt (v;,v;) = > p_, tkitk; = 0ij,
und damit T*T = E,, fiir T = (t;;). Andererseits gilt nach der Parsevalschen
Gleichung

n

Oy = ewreg) = > lewsvi)(vies) = > it
i=1

i=1

also TT* = E,, und damit T € O(n) bzw. T' € U(n). Nun gilt

F(o) = thkF(ej) = Z tikaije; = Agvy, = Z Aktiker -

j=1 ij=1 =1
Da die e; linear unabhéngig sind, folgt 2?21 a;jtir = ti A fir alle k. Wir multi-
plizieren mit ¢;;, und summieren iiber k:

Z aijtjptie = ai = Z tiAetie = (TAT™ ) . D

k,j=1 k=1

Ist (V,(, )) ein euklidischer bzw. unitérer Vektorraum, dann definiert jeder
Endomorphismus F' € End(V') eine Abbildung L : V x V' — K durch L(v,w) :=
(v, F(w)), die linear in der 2. Komponente (Axiom (S1) aus Definition BT
und semilinar in der 1. Komponente ist. Abbildungen L : V x V — K mit
diesen beiden Eigenschaften heiflen Bilinearformen bzw. Sesquilinearformen. Gilt
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zusatzlich (S2) aus Definition B0l so heifit die Bilinearform symmetrisch bzw.
die Sesquilinearform hermitesch. Wegen

(v, F(w)) = (F*(v), w) = (w, F*(v))

(falls F'* existiert) gilt (S2) fiir L(v,w) := (v, F(w)) genau dann, wenn F selbst-
adjungiert ist. SchlieBlich kann man sich fragen, wann (S3) gilt:

Definition 23.13 Sei V' ein Vektorraum iiber K. Eine symmetrische Bilinearform
bzw. hermitesche Sesquilinearform L : V' x V — K heiBt

e positiv semidefinit, wenn L(v,v) > 0 fiir alle v € V,
e nicht ausgeartet, wenn L(v,v) =0 <& v =0,
e positiv definit, wenn L positiv semidefinit und nicht-ausgeartet ist.
Ein Skalarprodukt auf V' ist damit eine positiv definite symmetrische Bilinearform
bzw. positiv definite hermitesche Sesquilinearform.
Wir interessieren uns nun fiir die Frage, wie man entscheiden kann, ob ei-

ne symmetrische Bilinearform positiv definit ist (und somit ein Skalarprodukt
definiert).

Satz 23.14 FEssei (V,(, )) ein euklidischer bzw. unitirer Vektorraum. Die durch
einen selbstadjungierten Endomorphismus F = F* € End(V) dber L(v,w) =
(v, F(w)) definierte Bilinearform bzw. Sesquilinearform L ist genau dann positiv
definit, wenn alle Eigenwerte von F positiv sind.

Beweis. Nach Theorem 2310 bzw. Satz 2311l besitzt V' eine Orthonormalbasis
B = (vi,...,v,) aus Eigenvektoren von F. Es sei F'(v;) = A\ju; mit A\; € R nach
Satz Dann gilt fiir einen beliebigen Vektor v = pyvq + -+ - + ppv, € V

L(o.0) = (o, P) = (D v D P () = D ks (v v)

1,j=1

= )‘1|M1|2 +oeet )‘n|ﬂn|2 .
Daraus folgt die Behauptung. O

Allerdings ist die Bestimmung der Eigenwerte meist nur numerisch moglich.
Ein einfacheres Kriterium im reellen Fall kann wie folgt erhalten werden

Satz 23.15 Sei A € M(n,R) eine symmetrische Matriz und Ay, € M(k,R) die
linke obere Teilmatrix von A aus k Zeilen und Spalten. Dann ist A genau dann
positiv definit, wenn det Ay > 0 fir alle 1 < k <n.
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Beweis. (=) Ist A = A' € M(n,R) positiv definit, dann ist det A = det(TAT") =
det A(detT)? = Ay -+ An > 0. Die Matrix Ay beschreibt die Einschrénkung
der durch A definierten Bilinearform auf den Untervektorraum

Vk::{x:(x17---7xn>€Rn : xk+1:-~-:xn20}.

Ist A positiv definit, dann ist auch (x, Az) > 0 fiir alle 2 € V}, mit « # 0. Folglich
ist det A, > 0.
(<) wird durch Induktion nach n bewiesen. Sei in Blockdarstellung

A:At:(%) € M(n,R) B=B'e€Mn—1R), ccR

b € R*! (Spaltenvektor) .

Nach Induktionsvoraussetzung folgt aus det Ay =det By > 0 fiir 1 <k <n —1,
dafl B positiv definit ist. Damit gilt B = TAT*, wobei T € O(n — 1) und A €
M(n — 1,R) eine Diagonalmatrix mit positiven Eigenwerten Aq,..., A,—1 von B
auf der Diagonale ist. Dann ist

A (L]0 AT\ [/ T]0\

S\ 0]1 VT | ¢ 01

_(T|0\ [ B |0 [A] 0 Eo | AT\ (T |0\
SN0 1) \UTAT 1)\ 0| c—bTAT 0o | 1 01/

Nun ist det A = (det T)*(det A)(c — b'TA~'T') genau dann positiv, wenn ¢ —
BTA™IT' > 0. Andererseits ist 2'Ax > 0 fiir alle z € R™ genau dann, wenn

A | 0
t . n
?/<0‘C_thA_1Ttb)y>0furalleyER. =

E,_1 | AT
0| 1
Matrix fiir b # 0, so daB Ay, ..., Apy1, ¢ — B'TAIT nicht die Eigenwerte von A

sind!

Achtung: In obiger Darstellung fiir A ist ) keine orthogonale
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Teil VII
Vollstandigkeit

24 Topologie metrischer Radume

Es sei erinnert an die Definition POI3] eines metrischen Raums. Uber die Metrik
fithren wir den zentralen Begriff der offenen Teilmengen ein:

Definition 24.1 Es sei (X, d) ein metrischer Raum, a € X und r > 0. Dann heiBt
die Teilmenge
K.(a):={x € X : d(a,z) <r}Cc X

die offene Kugel in (X, d) mit Mittelpunkt a und Radius 7.

Diese Kugeln kénnen je nach Metrik verschiedene Formen haben:

Beispiel 24.2 Betrachtet werde X = R? mit den Metriken d,(z,y) = ||z — yl|,,
die aus den Normen || |[,, 1 < p < oo, aus Beispiel induziert werden. Dann
haben die Einheitskugeln mit » = 1 um a = 0 folgende Gestalt:

—_

Definition 24.3 Es sei (X, d) ein metrischer Raum.

i) Eine Teilmenge U C X heiBt Umgebung eines Punktes a € X, wenn es eine
offene Kugel K .(a) C U gibt. Speziell heiBt K (a) die e-Umgebung von a.

i) Eine Teilmenge U C X heiBt offen, wenn jeder Punkt x € U eine in U
enthaltene e-Umgebung besitzt, d.h. Ve € U 3¢ > 0 : K. (x) C U.
AuBerdem wird die leere Menge @ C X als offen erklart.

iii) Die Gesamtheit aller offenen Teilmengen von (X, d) heiBt die von d erzeugte
Topologie auf X .

iv) Eine Teilmenge A C X heiBt abgeschlossen, wenn X \ A offen ist.
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v) Sei Y C X eine Teilmenge. Ein Punkt y € X heit Randpunkt von Y, wenn
es in jeder Umgebung von y sowohl Punkte aus Y als auch aus X \ Y gibt.
Die Menge aller Randpunkte von Y heiBt der Rand von Y und wird mit 9Y
bezeichnet.

Damit sind X und @ sowohl offen als auch abgeschlossen in X.

Satz 24.4 In einem metrischen Raum (X, d) gilt:
i) Der Durchschnitt endlich vieler offener Mengen ist offen.
i) Die Vereinigung beliebig vieler offener Mengen ist offen.

iii) Der Durchschnitt beliebig vieler abgeschlossener Mengen ist abgeschlos-
sen.

iv) Die Vereinigung endlich vieler abgeschlossener Mengen ist abgeschlossen.
Auferdem gilt (Hausdorffsches Trennungsaziom):

v) Zu je zwei Punkten x,y € X mit x # y gibt es disjunkte offene Umge-
bungen U von x und V von vy, d.h. UNV = &.

Satz 24.5 Sei (X,d) ein metrischer Raum und Y C X. Dann gilt:
i) Y\ 9Y ist offen in X.
ii) YUY ist abgeschlossen in X.
iii) QY ist abgeschlossen in X.

Definition 24.6 Fiir eine Teilmenge Y C X eines metrischen Raumes (X, d) wird
der Durchmesser definiert als diam(Y') := sup, ,¢y d(z,y). Eine Teilmenge Y C X
heiBt beschrankt, wenn diam(Y") < oo.

Beispiel 24.7 Die n-dimensionale Einheitsvollkugel B" := {z € R" : [z <
1} ist abgeschlossen im R". Thr Rand ist die Einheitssphire S"~! := 9B" =
{r € R" : |z|l2 = 1}, sie ist ebenfalls abgeschlossen im R". Es ist dann
sinnvoll, offene Teilmengen von S™~! zu betrachten. Jeder Durchschnitt der S™~!
mit einer offenen Teilmenge des R™ definiert eine offene Teilmenge von S™~!. Im
Sinne dieser Teilmengen ist S™ ! dann offen und abgeschlossen zugleich. Es gilt
diam(B") = 2. q

Verschiedene Metriken (und Normen) konnten verschiedene Topologien er-
zeugen. In unendlich-dimensionalen Vektorrdumen ist das in der Tat der Fall, im
endlich-dimensionalen Fall aber nicht. Wir betrachten hier nur Topologien, die
von einer Norm erzeugt werden:

Definition 24.8 Zwei Normen || ||, und || ||, auf einem Vektorraum V heiBen
dquivalent, wenn es positive Zahlen ¢,C' > 0 gibt, so daB fiir beliebige z € V
gilt cllz]la < [lzfls < Cl]la.

103

Preliminary version — 14. Juli 2008



Im Aquivalenzfall enthilt jede offene Kugel beziiglich || ||, eine offene Kugel
beziiglich || ||, und umgekehrt.

Satz 24.9 Je zwei Normen auf einem n-dimensionalen Vektorraum V diber K
sind dquivalent.

Beweis. Zunéchst zeigen wir fiir V' = R", daf} eine beliebige Norm || || dquivalent
ist zur Standardnorm || || = \/(, ). Es sei (ey,...,e,) die Standardbasis. Dann
gilt fir x = Y"1 | x;e; nach Dreiecksungleichung und Cauchy-Schwarz

n n n
lzll < > lzallleall < 4| D il (| D lleall? = Cll]ls -
i=1 1 i=1

i=
N————
c

Zur Umkehrung betrachten wir die Einheitssphére S"! := {x € R" : |jz| =

1} € R™ Sei ¢ := inf egn-1 ||z]|. Wir zeigen: ¢ > 0, dann ist = my e st

fiir beliebige y # 0, und damit ¢ < ||z|| = % (Fiir y = 0 ist die Aquivalenz
klar.) Angenommen, es wire ¢ = 0. Dann gibt es eine Folge (zy)ren von Punk-
ten zp; € S™1 so daf die Folge (||zx||)ren reeller Zahlen gegen 0 konver-
giert. Wir betrachten die Komponenten xzy; von zp = (zg1,...,Zk,). Die Fol-
ge (zx1)ken ist beschrankt und enthélt nach dem Satz von Bolzano-Weierstrafl
eine gegen a; konvergente Teilfolge (xg, 1)men. Analog konstruiert man eine ge-
gen ay konvergente Teilfolge von (xy, 2)men, usw., bis schliefilich eine Teilfol-
ge von (zy) erhalten ist, die komponentenweise gegen a = (aq,...,a,) konver-
giert. Diese konvergente Teilfolge sei wieder mit (xy)gen bezeichnet. Dann gilt
a?+--+a2 =limg_o(z3, +--+27,) =1, dh. a € S, Andererseits gilt nach
Dreiecksungleichung

lall < fla = k]l + lzell < Clla = zxlls + [lzxl] - fir alle & € N

Nun ist limg . [|la — x|l = limg_ \/|a1 — x|+ .. Jan — Tka|? = 0 und
limy_o ||zx]] = 0, also ||la|| = 0 und damit a = 0, im Widerspruch zu a € S"!.
Sei nun V' ein beliebiger n-dimensionaler Vektorraum. Dann gibt es eine Basis
B = (vi,...,v,) von V. Es sei &5 : R" — V der kanonische Isomorphismus.
Damit induzieren die Normen || ||4, || ||» auf V' entsprechende Normen auf R™
durch ||z|los = ||®5(2)|lo und |z|js5 = ||®s(2)|s. Die Aquivalenz zwischen
| |lap und || ||» tibertragt sich damit auf || |4, || |[o- O

25 Konvergenz in metrischen Ridumen. Banach-Riume

Definition 25.1 Sei (X, d) ein metrischer Raum und (1 )ren eine Folge von Punk-
ten aus X. Die Folge (z1) heiBt konvergent, wenn es ein a € X gibt mit folgenden
aquivalenten Eigenschaften:
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i) Zu jedem € > 0 gibt es ein n € N mit d(a, x)) < € fiir alle & > n.
ii) Zu jeder Umgebung U von a gibt es ein n € N mit x € U fiir alle k > n.
i) Es gilt limy_ d(xg,a) = 0.

Im Konvergenzfall heiBt a € X der Grenzwert der Folge (zx)ren, und man schreibt
limy, .o T = a.

Existiert der Grenzwert, dann ist er nach Dreiecksungleichung eindeutig be-
stimmt: Wéren d(zg,a1) < € und d(xg,az) < € fiir alle & > n, so ist auch
d(ay,as) < d(ay, xy) + d(zk, az) < 2¢ fur beliebige € > 0, und damit d(a;,as) =0
und a; = as.

Die Definition {iibertragt sich auf Konvergenz und Grenzwert von Folgen
in normierten Vektorrdumen (V|| ||) mit der durch die Norm induzierten Me-
trik. Nach Satz ist im endlich-dimensionalen Fall der Konvergenzbegriff un-
abhéngig von der Wahl der Norm. Insbesondere konvergiert im R™ eine Punktfolge
(Tg)reny Mit xx = (Tg1, ..., Tey) genau dann gegen a = (ay,...,a,) € R", wenn
fiir jede Koordinate 1 <14 < n die Folge xy; gegen a; konvergiert.

Satz 25.2 Sei (X,d) ein metrischer Raum. Eine Teilmenge Y C X ist genau
dann abgeschlossen in X, wenn fir jede in X konvergente Folge (yx)ren mil
yr €Y qilt limg .y =x €Y.

Beweis. (=) Sei Y C X abgeschlossen und x = limy_ .o yx mit yx € Y. Ange-
nommen, = ¢ Y, also z € X \ Y. Da X \ Y offen ist, gibt es in X \ YV eine
e-Umgebung U, um z. Da = der Grenzwert der Folge (yy) ist, gibt es ein n € N,
sodafl yr € U. C X \ Y fiir alle £ > n, Widerspruch.

(<) Die Grenzwerte aller konvergenten Folgen von Punkten aus Y liegen in
Y. Wir zeigen: X \ 'Y ist offen. Angenommen, es gibt einen Punkt £ € X'\ 'Y, der
keine e-Umgebung in X \ Y besitzt. Dann gibt es zu jedem k € N ein y;, € Y mit
d(Z,yx) < € := k%l Auf diese Weise wird eine Folge (yx)ren von Punkten aus Y
konstruiert, die gegen = konvergiert. Nach Voraussetzung ist £ € Y, Widerspruch.

O

Definition 25.3 Sei (X, d) ein metrischer Raum. Eine Folge (zy)ren von Punk-
ten aus X heiBt Cauchy-Folge, wenn zu jedem ¢ > 0 ein k € N existiert, so daB
d(xp, xm) < € fir alle m,n > k.

Die Definition iibertrigt sich auf Cauchy-Folgen in normierten Vektorrdumen
(V]| |I) mit der durch die Norm induzierten Metrik.

Satz 25.4 Jede konvergente Folge in einem metrischen Raum ist eine Cauchy-
Folge.
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Beweis. Sei (xp)reny konvergent in (X, d) mit limy .,z = x. Dann gibt es zu
jedem € > 0 ein k € N, so da8 d(z,,,r) < § und d(zy,, z) < § fiir alle m,n > k.
Dann folgt aus der Dreiecksungleichung d(x,,, x,,) < d(z,,z) + d(z,z,,) <e. O

Wie in der eindimensionalen Analysis besteht der Sinn der Cauchy-Folge ist,
da man den Grenzwert nicht kennen muf. Das wirft die Frage auf, wann eine
Cauchy-Folge auch konvergent ist.

Definition 25.5 Ein metrischer Raum (X, d) heiBt vollstindig, wenn jede Cauchy-
Folge in ihm konvergiert.

Ein vollstandiger normierter Vektorraum (V|| ||) heiBt Banach-Raum.

Ein euklidischer oder unitéarer Vektorraum (V, ( , ), der beziiglich |[v|| = /(v, v)
vollstandig ist, heiBt Hilbert-Raum.

Satz 25.6 Jeder endlich-dimensionale normierte Vektorraum ist vollstindig.

Beweis. Nach Satz geniigt es in endlich-dimensionalen Vektorrdumen, die
Vollsténdigkeit beziiglich einer Norm nachzuweisen. Uber den kanonischen Iso-
morphismus zu einer Basis konnen wir uns dann auf K" beschrinken. Sei al-
so (zx)ren eine Cauchy-Folge beziiglich der || ||;-Norm von Punkten z, =
(g1, -, Tkn) € K™ Dann gibt es zu jedem € > 0 ein N € N, so daf fiir alle
k.l > N gilt

||:L‘k —l‘lHl = |l‘k1 —l‘l1| + -4 |l‘]m —l‘ln| < €.

Also ist (xg;)ken eine Cauchy-Folge in K fiir jedes ¢ = 1,...,n. Wegen der
Vollstandigkeit von K konvergiert (xj;)ren gegen ein a; € K. Damit konvergiert
(zr) gegen a = (ay, ..., ay). O

Satz 25.7 Der normierte Vektorraum (C([a, b)), || ||) der stetigen komplexwer-
tigen Funktionen dber dem Intervall [a,b] C R zusammen mit der Supremums-
Norm || f[leo := sUD,efay I|f(@)]| st ein Banach-Raum.

Beweis. Sei (fi)ren eine Cauchy-Folge stetiger Funktionen f € C([a,b]). Dann
gibt es zu jedem € > 0 ein N € N, so daB fiir alle k, 1 > N gilt || fx — filloo < €
Insbesondere ist | fy(z) — fi(z)| < € fir alle z € [a, b]. Damit ist die Folge komple-
xer Zahlen (fy(x))ren eine Cauchy-Folge, die gegen ein f(x) = limg_.o fx(z) € C
konvergiert. Dadurch wird punktweise eine Grenzfunktion f : [a, b] — C erhalten.
Damit gilt ||fx — flleo < € fur alle &k > N, d.h. (fx)ren konvergiert gleichméBig
gegen die Grenzfunktion. Nach Satz 12.12 aus dem letzten Semester ist f stetig.
O]

Dagegen ist (C([a,b]), || ||,) fiir 1 < p < oo kein Banachraum. Ahnlich wie
bei der Vervollstindigung von Q zu R lassen sich nicht vollstindige normier-
te Vektorrdume vervollstandigen. Die Vervollstiandigung von (C([a,b]), || ||,) ist
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der Vektorraum LP([a, b]) der iiber [a,b] in p-ter Potenz Lebesgue-integrierbaren
Funktionen, die wir im néchsten Semester einfiithren werden.

Definition 25.8 Es sei (V|| ||) ein normierter Vektorraum iiber K. Eine lineare
Abbildung f : V' — K heiBt beschrinkt, wenn es ein 0 < C' < oo gibt, so daB fiir
alle v € V gilt |f(v)| < C|v].

Satz 25.9 FEs sei (V|| ||) ein normierter Vektorraum iber K. Die Menge
V' =B(V,K):={f:V =K : f linear und beschrinkt }

aller linearen beschrinkten Abbildungen von V' nach K ist ein Banach-Raum
beziiglich der Operator-Norm

[fllop =" sup  [f(v)].

veV , |v|I<1

Dieser Banach-Raum V' heifit der Dualraum von V.

Beweis. Betrachtet man nur die Linearitét, dann ist V' = Hom(V,K) als Ho-
momorphismus von Vektorrdumen selbst wieder ein Vektorraum. Zu zeigen ist
jedoch, dafl aus f,g € V' auch f + g € V' folgt. Das ergibt sich jedoch aus dem
Beweis, dafl || ||, eine Norm ist. [|Af]|,p = |Alll f]lop ist klar. Die Dreiecksunglei-
chung folgt aus

If+9llop="sup [f(v) +g(v)[ < sup  ([f(v)]+]|g(v)])
veV, ful<1 veV, fof<1

< sup [f()[+  sup g(0)] = [[fllop + llgllop -
veV , |lufI<1 weV , Jlw[|<1

SchlieBlich bedeutet ||f|lo, = 0, daB f(v) = 0 fiir alle v € V, also ist f die
Nullabbildung.

Verbleibt der Beweis der Vollsténdigkeit. Es sei (f,,)nen eine Cauchy-Folge in
V’. Dann folgt fiir alle v € V' \ {0} (fiir v = 0 ist nichts zu zeigen)

10) = )] =1 = F) ] = 104 = £2)(70)
= ol = o) ()| W = Sl ™ 0.

Also ist auch (f,(v))nen eine Cauchy-Folge in K, die wegen der Vollstédndigkeit
konvergiert gegen ein f(v) := lim,, o, fn(v) € K. Weiter gilt wegen der Linearitét
der f,

FOw ) = Tim (o puw) = A im £ () + el fu(w) = Af(0) 4+ pf (w)
d.h. f ist linear.

107

Preliminary version — 14. Juli 2008



Zu jedem € > 0 existiert ein N € N, so daB || f,, — fin||op < € fiir alle m,n > N.
Dann ist fiir alle v € V mit [[v|| < 1lund n > N

[f(v) = fuv)l = Tim | frn(v) = fa(v)] < Vsu||p”<1{|fm(v)_fn(v)| s m= N} <e.
veV , ||v||<

Das ergibt [[f = fullop := subuey, o<1 [/(v) = fu(v)] <€, dh. f, konvergiert in

der Operatornorm gegen f. Insbesondere ist f — f,, beschrankt und somit auch

Satz 25.10 Sei (H,( , )) ein Hilbert-Raum und U C H ein abgeschlossener
Untervektorraum. Dann gilt:

i) Zu jedem v € H ezistiert genau ein w € U mit ||[v — w|| = min,ep ||v —
ul| =:d(v,U).

ii) Es gilt v—w € UL, so daf Py(v) := w die orthogonale Projektion von v
auf U definiert.

i) H=U® U+,

Beweis. 1) Sei 7 := inf ey ||v — u||. Dann gibt es eine Folge (uy,)nen von Vektoren

u, € U, so daBl die Folge (Vy)neny mit v, := ||[v — u,| gegen ~ konvergiert.

Wir zeigen mit der Parallelogrammgleichung, dafl (u,,)nen eine Cauchy-Folge ist.

Wegen der Vollstindigkeit konvergiert diese gegen ein w € H, und wegen der

Abgeschlossenheit von U gilt sogar w € U.
[t — wnl* = [[(v = ) = (v = wp) ||

= 2/[v — un® + 2lJv — wml* — 4flv = 5 (un +um)|* -

Wegen 3 (u, + tm) € U ist v < [l — 5 (un + wm)|| < 3(JJv = wn|| + ||v — un]]). Da
v — || und ||v — uyy, || gegen v konvergieren, konvergiert auch [[v — & (uy, + up,)||?
gegen v und ||u,, — u,||* gegen 0 fiir m,n — oo.

Wir zeigen anschlieBend v — w € U+, dann folgt die Eindeutigkeit von w wie

in Satz 2T4
ii) Sei also 0 # u € U beliebig und A := =% ¢ K. Dann bedeutet die

fl]l?

Minimalitét ||v — w]|? < [[v — w — Aul|?. Andererseits ist

lv = w = Xull* = {Jv = wl* + AP[[ul]® = Mo = w, u) = Mu, v — w)

= [lv —wl® = AP lul*

also A = 0 und damit v —w € U+,
iii) Somit ist v = (v — Py(v)) + Py(v) € Ut + U, also H = U + Ut und
UNUL ={0} nach Satz ETA O

Satz 25.11 (Riesz) Sei H ein Hilbert-Raum, (H',|| ||op) sein Dualraum und
j: H — H' definiert durch j(v)(w) := (v,w). Dann gilt:
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i) j ist antilinear, d.h. j(Av + pw) = Xj(v) + mj(w).
ii) j ist isometrisch, also injektiv.

iii) j ist surjektiv, also ein Anti-Isomorphismus. (gilt nicht fiir Prd-Hilbert-
Rdume!)

Beweis. 1) folgt aus der Definition.

ii) Zu zeigen ist ||j(v)|l,p = ||v] fiir alle v € H. Das ist klar fiir v = 0.
Ansonsten (v # 0) betrachten wir
l7()lop = sup — [j(w)(w)| = sup (v, w)| < o],
wel, [u]<1 well, Ju]|<1

v

also ||7(v)]lop < ||v||. Andererseits ist fiir die spezielle Wahl j(@)(w) = ||v|| und
damit |7 (v)[lop = [[]|-

iii) Sei 0 # f € H' und sei U := ker f C H. Wir zeigen, daf} der Unter-
vektorraum U C H abgeschlossen beziiglich der durch || || induzierten Topo-
logie ist. Sei (v,)nen eine in H konvergente Folge von Vektoren v, € U mit
v = lim, v, € H, dann ist f(v,) = 0 fiir alle n € N. Da f beschrinkt ist,
folgt mit

[f )] < [f () = f(on)| + [f(wa)]l = |f (v = vn)| < | fllopllv = vnl] = 0 fiir n — oo

daB f(v) = 0 gilt. Damit ist v € ker f, und U ist abgeschlossen.

Da f # 0, gibt es Vektoren 0 # v € H mit f(v) # 0, insbesondere ist U # H.
Wegen H = U @ Ut gibt es 0 # v € UL mit |jv|| = 1. Sei A := f(v). Dann gilt
fiir alle w € H

F(fwp = f(o)w) = f(w)f(v) = f(v)f(w) =0,

also f(w)v — f(v)w € U und weiter

0=(_ f(w)v— fw)w) = fw)|v]|* = f(v){v,w),

< g
S €U
also f(w) = Mv,w) = (w,w) und damit f = j(\v). O

Insbesondere gilt in H' die Parallelogrammgleichung, so dafl H' mit dem Ska-
larprodukt aus der Polarisationsformel selbst ein Hilbert-Raum ist.

Wir nutzen den Rieszschen Darstellungssatz, um die Existenz des adjungierten
Operators zu beweisen.

Definition 25.12 Es sei H ein Hilbert-Raum. Ein linearer beschrankter Operator A
auf H ist eine lineare Abbildung A : H — H mit || All,p = Sup,cpr | o<1 1AV < 00
Mit B(H ) wird die Menge aller linearen beschrankten Operatoren auf H bezeichnet.
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Analog zu Satz beweist man, dafl B(H) ein Banach-Raum ist.

Satz 25.13 FEs sei H ein Hilbert-Raum und A € B(H) ein linearer beschrdnkter
Operator. Dann existiert genau ein linearer beschrinkter Operator A* € B(H),
der zu A adjungierte Operator, mit (A*v, w) = (v, Aw) fir alle v,w € H. Es gilt
1A [op = 1| Allop-

Beweis. Fiir jedes v € H ist das lineare Funktional f, : H — K mit f,(w) :=
(v, Aw) beschrénkt wegen

[fo(w)] = [{v, Aw)| < Jv[[[[Aw]] < [|Aflopl[0][lw]]

Nach dem Rieszschen Darstellungssatz existiert genau ein Vektor A*v € H mit
fo = j(A*v), d.h. f,(w) = (v, Aw) = (A*v,w). Die so konstruierte Abbildung
A* : H — H ist linear:
<A*<)\1’U1 + )\21)2), U}> = <()\1’Ul + )\21)2), AU}> = )\_1<’Ul, A’lU) + )\_2<’UQ, Aw)

= M (A" (v1), w) + A (A" (v2), w) = (A A*(vy) + Ao A (v2), W),
also (A*(Ajv1 + Agvg) — (A A*(v1) + A A*(v2)), w) = 0 fiir alle w € H, und daraus

A*(Av1 + Agug) = A\ A*(v1) + Ay A*(vy). Fiir die Operatornormen sei v € H mit
|v]] <1 gegeben, dann gilt mit Cauchy-Schwarz

[A™0]|* = (A%, A™) = (v, AA™) < [[o]||AA™]| < [|A]lopl| A0l

also ||A*||op < ||Allop. Durch analoge Abschitzung von ||Aw|| beweist man die
Umkehrung [|A*||op < ||Allop- Daraus folgt A* € B(H). O

Somit lassen sich in Hilbert-Rdumen selbstadjungierte, unitédre und normale
Operatoren definieren und untersuchen. Insbesondere gibt es Analogien zu den
Eigenwertproblemen im endlich-dimensionalen Fall.
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