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Teil VI
Integralrechnung

Es gibt verschiedene Integralbegriffe, die sich unterscheiden hinsichtlich der Men-
ge der integrierbaren Funktionen. Wir behandeln hier das Riemann-Integral.

34 Das Riemannsche Integral

Definition 34.1 Eine Funktion ¢ : [a,b] — C heiBt Treppenfunktion, wenn es

eine Unterteilung a = 29 < 1 < --- < x, = b von [a,b] derart gibt, daB ¢ auf
jedem offenen Teilintervall |z, x5 1| konstant ist. Die Werte von ¢ an den Punkten
xg, ..., T, dirfen dabei beliebig (aber beschrankt) sein.

Die Menge aller Treppenfunktionen auf [a, b] werde mit 7 [a, b] bezeichnet.

Satz 34.2 Ta,b] ist ein (unendlich-dimensionaler) Vektorraum diber C.

Beweis. Zu zeigen ist:
i) Die Nullfunktion ¢(x) = 0 liegt in 7 [a, b].
ii) Aus ¢,v € Tla,b] folgt ¢ + ¢ € T|a,b].
iii) Aus ¢ € Tla,b] und A € C folgt \p € T[a,b].
i) und iii) sind klar. Zu ii) betrachte man die Unterteilung {zo,...,z,} zu ¢
und {xg,...,2,,} zu ¢ und bilde die Unterteilung {to,...,t} = {xo,..., 2} U

{zg, ...,z } mit k <m+n—1und t; <t;41. Dann sind ¢, ¢ und damit ¢ + ¢
Treppenfunktionen beziiglich der gemeinsamen Unterteilung {tg,. .., }. O

Definition 34.3 (Integral fiir Treppenfunktionen) Sei ¢ € Ta,b] definiert
beziiglich der Unterteilung a = 2o < 1 < --- < x,, = b, und auf den Teilintervallen
|1, xx[ habe ¢ den Wert ¢;. Dann setzt man

/ab dz ¢(z) = Zi:ck(xk — Tp_1) -

b
Fiir reellwertige positive Treppenfunktionen ist das Integral dx ¢(x) gleich

dem Inhalt der Fliche, die vom Graphen von ¢ und den Geraden z = a, xr =20
und y = 0 begrenzt wird. Streng genommen mufl noch gezeigt werden, dafl das so
definierte Intgral unabhdingig von der gewdhlen Unterteilung der Treppenfunktion
ist. Das geschieht durch Zuriickfiithren zweier Unterteilungen auf eine gemeinsame
noch feinere Unterteilung und Beriicksichtigung der Tatsache, dafl die endlich
vielen Randpunkte der Teilintervalle zum Integral nicht beitragen. (Fiir positive
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Funktionen haben die Kanten {x} x [0, ¢(xy)] die Flache 0, was sich dann auf
allgemeine Funktionen iibertrigt.)

Fiir reellwertige Funktionen f, ¢ : [a,0] — Rerklarenwir f <g <  f(z) <
g(x) fur alle = € [a, b].

Satz 34.4 Fir Treppenfunktionen ¢, € T[a,b] und Zahlen o, 3 € C gilt:

i) / bda: (g + BY)(z) = a / bdx o(z) + / ’ dx () (Linearitit)

ii) ‘ /ab dx gzﬁ(x)‘ <(b—a)- sup |p(x)| (Beschranktheit)

z€[a,b]
iii) Sind ¢,V reellwertig mit ¢ < 1, so gilt

/ e é(x) < / e () (Monotonie)

a a

(Man sagt: Das Integral ist ein lineares, beschrénktes und monotones Funktional
auf 7 [a, b].)

Beweis. Nach Wahl gemeinsamer Unterteilungen sind das die iiblichen Eigen-
schaften endlicher Summen. O

Definition 34.5 (Ober- und Unterintegral) Sei f : [a,b] — R eine be-
schrankte reellwertige Funktion. Dann heiBt

b

/:dxf(m) ::mf{/bdxwx) e Tla,b], ¢Zf}

a

das Oberintegral von f und

b b
[ o f@i=suw{ [ dzota) : o€ Tt o< 1)
das Unterintegral von f. (Dabei sind die Treppenfunktionen ¢ € 7 [a, b] reellwertig.)

Es gilt stets / *bdx flx) > / *bdx f(x) wegen der Monotonie des Integrals nach
Satz BAALiii). ’

Fiir reellwertige Treppenfunktionen ¢ € 7 a, b gilt / ’ dx P(z) = / *b dx Y(x),
denn die Treppenfunktion selbst realisiert das Infimum und Supremurlrll.

Definition 34.6 Eine beschrankte reellwertige Funktion f : [a,b] — R heiBt
Riemann-integrierbar, wenn ihre Ober- und Unterintegrale libereinstimmen; in die-

sem Fall setzt man
b b b
/ dz f(z) = /* dx f(z) = /* dx f(z) .

2
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Eine beschrankte komplexwertige Funktion f : [a, b] — C heiBt Riemann-integrierbar,
wenn Re f und Im f Riemann-integrierbar sind; in diesem Fall setzt man

/abdx f(x) = /abda: (Re f)(z) +i/bdx (Im f)(z) .

a

Damit ist jede Treppenfunktion auch Riemann-integrierbar, und ihr Riemann-
Integral stimmt mit dem Integral nach Definition iiberein. Im folgenden
meinen wir mit ‘integrierbar’ stets ‘Riemann-integrierbar’. Der folgende Satz ist
unser wichtigstes Werkzeug fiir das Riemann-Integral.

Satz 34.7 Eine Funktion f : [a,b] — R ist genau dann integrierbar, wenn zu
jedem € > 0 reellwertige Treppenfunktionen ¢, € T |a,b] existieren mit ¢ < f <

U und
b b
[ o vta) - [anow <

Beweis. (=) Nach Definition von inf und sup gibt es eine Treppenfunktionen

b b
W > f mit / dx () — fkda: flz) < g und eine Treppenfunktion ¢ < f mit

forso” [ oo

b b
(<) Nach Definition ist />k dz f(z) — /* dzx f(z) < e fur jedes € > 0, also
stimmen Ober- und Unterinte%ral iiberein. 0

| A

€
2

Satz 34.8 Jede stetige Funktion f : [a,b] — R ist integierbar.

Beweis. Nach Satz PAT4 sind stetige Funktionen auf kompakten Intervallen auch
gleichmiBig stetig. Also gibt es zu € > 0 ein § > 0 mit |f(z) — f(y)| < = fiir alle
z,y € [a,b] mit |z—y| < §. Wihle n € Nmit =% < § und die Untertellungsstellen
zp = a+ k=% mit 0 < k < n. Fir 1 <k < nsetze ¢ := SUDyelryyae] f (T)
und ¢, := inficp, |0 f(2). Konstruiere die Treppenfunktionen ¢, mit der
Unterteilung {xg, ..., 2z} derart, da ¢ auf [z;_1, 2] den Wert ¢, hat und ¢
auf [zx_1, zx] den Wert ¢).. Nach Konstruktion gilt ¢ < f < 4.

Nach dem Satz vom Minimum/Maximum wird das Supremum und Infimum
angenommen, d.h. es gibt £k,§,’f [mk 1,xk] mit ¢, = f(&) und ¢, = f(&).
Wegen [& — &,| < 6 ist |cx — (r) — d(x) < 35
fiir alle z € [a,b]. Dann gilt nach Satz B2

/dw /dw /dasw 8)(2) < (b—a) sup [$(z) — B(x)] <.

z€[a,b]

Nach Satz BT ist f integrierbar. d

3
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Satz 34.9 Jede monotone beschrinkte Funktion f : [a,b] — R ist integrierbar.

Beweis. (fiir f monoton wachsend) Wir wéhlen eine dquidistante Unterteilung
Tr=a+ kb_Ta und die Treppenfunktionen

o(z) = f(zr_1) fir o, <z < a2,
W(x) = f(xy) fir o, < x < 23

und ¢(b) = (b) = f(b). Dann gilt ¢ < f < und

[ i@ = [ do o) = 37 (@r) ~ Sl o~ o)

ST (Flw) — flap) =

k=1

Wiihle n > (b —a)(f(b) — f(a)), dann ist f integrierbar nach Satz BZ O

b—a
n

_b—a

(f(b) = f(a)) -

n

Beispiel 34.10 Wir betrachten die monotone Funktion f : [0,b] — R mit f(x) =
22. Dann ist mit den Bezeichnungen im vorigen Beweis

n

[ 5 (2 Btz

n3 n3 6
k=1

3
50+ 5).

/Obdx d(z) = %2": <(k‘;1)b>2 ) %Skz B Z_z(n— 1)n6(zn_ 3

Damit gilt

s 1 1 b s 1 1
S0-2)(-3) S/0 drt < (143) (1457

b3

3

Wir werden nun grundlegende Eigenschaften des Riemann-Integrals zeigen.

Diese Beweise beruhen auf der Einschachtelung integrierbarer Funktionen durch
Treppenfunktionen und sind leider etwas miihsam.

b
fiir alle n € N*, also / dr 2* =
0

Satz 34.11 Seien f,g : [a,b] — C integrierbare Funktionen und o, 3 € C. Dann
ist auch die Funktion of + Bg integrierbar, und es gilt

/abdx (af + Bg)(x) Za/abdx f($)+ﬁ/abdxg(x),

4
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Somit bildet die Menge der tber [a,b] Riemann-integrierbaren Funktionen einen
unendlich-dimensionalen Vektorraum.

Beweis. Es geniigt, den Satz fiir reellwertige f,¢g und «,3 € R zu beweisen.
Der allgemeine Fall 148t sich dann mit Definition BZ.0 darauf zuriickfithren. Wir
betrachten zunéchst o, 5 € RY. Nach Voraussetzung gibt es zu € > 0 Treppen-
funktionen ¢, @2, 1,12 mit ¢ < f < 9Py und ¢y < g < 1Py sowie

[wow- [wowsss  [aww- [ oy

a

Dann ist a¢y + Boe < af + Bg < arpy + 51y, und nach Satz BZZ gilt

/ di (upy + Bin) () — / d (s + Bis) () < €

b
Damit ist af + (B¢ integrierbar. Sowohl [; = / dx (af + Bg)(x) als auch

b b b
I, =a | dv f(zx)+ 5 | dx g(x) liegen zwischen [ dx (a¢; + Bos)(x) und
wafarroesf z
dx (chy + Bihg) (), also gilt I} = Io.

“ Mit f ist auch —f integrierbar durch Wahl der Treppenfunktionen —; <
—f < —¢1, so daB die Aussage auch fiir & < 0 und/oder 8 < 0 gilt. O

Satz 34.12 Seien f,g : [a,b] — R integrierbare Funktionen. Dann gilt:

i) Ist f < g, so folgt /bdx flz) < /bdx g(x).
ii) Die Funktionen f, := max(f,0) und f- := max(—f,0) sowie |f| =
fv + f- sind integrierbar, und es gilt ‘/b dx f(a:)‘ < /b dz | f(x)].
iii) Fir jedes p € [1,00] ist die Funktion |f|P integrierbar.
iv) Die Funktion fg ist integrierbar.
Beweis. i) Es ist ¢ — f > 0 eine integrierbare Funktion, deren (Unter)integral >
dem Integral der Treppenfunktion 0 ist. Also ist / b dx (g — f)(x) > 0.

i) Aus v > f > ¢ folgt vy > fi > ¢y und ¢_ > f_ > ¢_. Dann gilt
¢;¢ = (¢+—¢—)_(§i+—¢—) =Y — oy + (- —¥-) > ¥y — &y, also

/ dx (Vy — ¢y)(z) < / dx (¢ — ¢)(x) < e. Damit ist f, integrierbar, analog

a

auch f = (—f); und damit |f| = fi + f-. Wegen f < |f| und —f < |f]

>
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sclten /bdx @) < /bdx f(2)] und —/bdx @) < /bdx \f(2)], folglich

| [ )] < [ @i

iii) Die Funktion f ist beschrénkt, |f| < M. Wegen der Linearitit geniigt es,
0 < f <1 zu betrachten. Nach Voraussetzung gibt es Treppenfunktionen ¢, @) mit
b

b
0<op<f<y<l1 und/ dx w(x)—/ dx ¢(z) < 2% Die Funktionen ¢? und )?

sind wieder Treppenfunktfonen mit ¢? Sa |f|P < ¢P. Nach dem Schrankensatz
fiir die Funktion A : ¢ +— ¢ mit 0 < A’ < p auf [0, 1] gilt w;:ip < p und damit

/abdﬂf (" — ¢¥)(x) Sp/abdﬂf (¥ —¢)(x) <e

Damit ist |f|P integrierbar.
iv) Verwende fg = 1((f +9)* — (f — 9)*)- O

Insbesondere sind auch max(f, g) = %(f+g+ |f —g]) und min(f, g) = %(f—i—g _
|f — g|) integrierbar.

Satz 34.13 Sei a < b < c¢. FEine Funktion f : la,c] — C ist genau dann
integrierbar, wenn f dber |a,b] und tber [b,c] integrierbar ist, und dann gilt

/:dx fla) = /abdx f(a) +/bcdx f(a).

Beweis. Folgt durch Unterteilung der approximierenden Treppenfunktionen in b.
O

Man setzt /adx f(z ):Ound/ dr f(x) = /bdx f(z )fﬁrb>a falls f

tiber [a, b] integrierbar ist. Die Zusammensetzungsformel aus Satz ] gilt dann
fiir beliebige a, b, ¢, wenn f iiber [min(a, b, ¢), max(a, b, ¢)] mtegrlerbar ist. Daraus
erhalten wir im Beispiel BATO

b 0 b b a 1
/dajx2:/da:x2+/dxx2:/dxx2—/da:x2:—(b3—a3).
a a 0 0 0 3

Satz 34.14 (Mittelwertsatz der Integralrechnung) FEs sei f : [a,b] — R
eine stetige Funktion und g : [a,b] — R eine integrierbare Funktion mit g > 0.

b b
Dann gibt es ein & € |a, b mit/ dz (fg)(z) = f(g)/ dx g(z). Fir g =1 gilt

a

speziell /b dx f(z) = (a —b)f(&) fir ein £ € [a,b)].

6
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Beweis. Setze M := sup,¢(, ) f(7) und m 1= inf,cjop f(z), dann gilt mg < fg <
M g und folglich

w [t g < [Car @ < [ gt

b b
Somit gibt es ein A € [m, M| mit / dr (fg)(x) = )\/ dx g(x). Die stetige

Funktion f : [a,b] — R nimmt ihr Su%)remum M und Inﬁ?num m an. Nach dem
Zwischenwertsatz gibt es dann ein € € [a, b] mit f(£) = . O

b
dx f(x) den Mittelwert der stetigen Funktion f :

[ & o

/abdx g9(x)

Man nennt M(f) := T
—a

la,b] — R. Allgemeiner heifit M,(f) := der beziiglich g gewichtete

Mittelwert von f.

35 Riemannsche Summen

Wir zeigen nun, daf§ eine approximierende Treppenfunktion weitgehend beliebig
ist, solange die Unterteilung geniigend fein wird.

Satz 35.1 (Riemannsche Summen) Sei f : [a,b] — R eine integrierbare
Funktion. Dann ¢ibt es zu jedem ¢ > 0 ein & > 0, so daf fir eine beliebige
Unterteilung a = xo < o1 -+ < x, = b von |a,b] mit |rg11 — x| < 0 und beliebige
Wahl von Stiitzstellen & € [vg, Tr41] gilt

)/dxf

Beweis. 1) Sei zunéchst f eine Treppenfunktion, die beziiglich einer Unterteilung
a=ty <ty <+ <ty =>definiert ist, und M := sup ¢, |f(2)[. Sei a =z <
xy < --- < x, = b eine Unterteilung von [a,b] mit |zx+; — x| < J. Fiir beliebige
Wahl von Stiitzstellen &, € [xy, 2x41] definieren wir eine Treppenfunktion ¢ €
Tla,b] durch ®(x) = f(&) fir zx < v < x4 und P(a) = f(&). Dann gilt

n—1

Zf(&c)(xkﬂ — ) = / dx ®(x) und

n—

1
F&k)(xpyr — )| < €.
k=0

)/ dr f(x ng_ffgk xk+1—xk>)s/abdxwx)—cb(x)\.

7
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Die Funktionen f und ® stimmen auf jedem offenen Intervall |z, xx1[ iiberein,
fir das [zk, Tx41] keinen Punkt ¢; enthélt. Damit ist f — & # 0 hochstens auf 2m
Teilintervallen. Deren Gesamtliange ist < 2md. Wegen |f(x) — ®(z)| < 2M fiir
alle x € [a, b] folgt

/ do | f(x) — ®(x)| < 4Mms .

ii) Sei nun f wieder eine beliebige integrierbare Funktion. Wihle § <

€

8Mm
€

b
fiir die beiden Treppenfunktion ¢, mit ¢ < f < 1 und / dx (Y — ¢)(z) <

Dann ist auch

3
—
3
|
—_
3
|
—

O(&r) (Trgr — k) < ¥ f&k) (Thr — ) < > V(&) (Than — 1)

0 0

e
Il

0

e
Il
e
Il

d.h. nach i) gilt

:Zéffk $k+1—$k)€] —§+/abdx¢(x),§+/abdx¢(x)[

a a a

b b b b
Aus / dx (x) < %+/ dz f(x) und / dx ¢(x) > —% —i—/ dz f(x) folgt die
U

Behauii)tung.

Ist f : [a,b] — R integrierbar, so gilt folglich

—1
/ o £(0) = i 3 J(60) (anes — 1)
k:

falls {zy} eine von n abhéngige Unterteilung von [a, b] ist mit max (|1 —zx|) —
0 fiir n — oo und &, € [T, Tpy1]-

Beispiel 35.2 / dr cosx =sina .
0

Beweis. Wihle (n + 1) Stiitzstellen z), = %, 0 < k <n. Dann ist

a1l —ér 1 —ele
:hm—< —+ )
n—o 2N\l —en  1—en

: a : a
Sin 5 i Sin 5
— Lm i(e';u S +e—%<1—%>_2)
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a a a \ sin 2
oG- 1))
nl—{gan o8 2 2n sm%

a : a a : a : : a
~ lim <QCos§sm§cos% N a 2s1n§sm§sm%>
- sin 2 ca
n—oo 2n 2n SN —
_a_ 2n
2n
=sina
unter Verwendung von lim, .o *>* = 1 und lim,_gcosx = 1. [

Im Prinzip 148t sich auf dhnliche Weise die Berechnung des Riemann-Integrals
auf die Berechnung von Reihen zuriickfiithren. Tatséchlich sind Integrale {iber den
spiter einzufithrenden Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung meist
einfacher zu berechnen als Reihen, und so kénnen manche Reihen iiber den ‘Um-
weg’ der Integrale berechnet werden. Riemannsche Summen sind aber ein wich-
tiges Hilfmittel in Beweisen:

Satz 35.3 Fir komplezwertige integrierbare Funktionen f : [a,b] — C gilt

)/abdx f(a:)) g/abdx\f(x)\ < (b—a) sup |f(z)|.

z€[a,b]

b b
Beweis. Wir nehmen das Gegenteil an, ’ / dx f(x)’ —/ dz |f(x)] =€ > 0. Wir
wéhlen Riemannsche Summen fiir Re f, Im f und | f| mit

n—1

| / dx (Re f)(x ;mef)(sk)(m—xk) <%,
) /ab dzx (Im f)(x) — :;:)(Im D) (@ — 1) < i 7
\/abdw\f@)\ —§\f<5k>|<xk+l—xk> <<

Die ersten beiden Ungleichungen ergeben

/dxf

Daraus folgt nach Dreiecksungleichung

n—

DO

J (&) (Tp1 — xk)‘ <
0

k=

[y

n—

)/abdx f(x)) = ‘(/ dz f(x nzjf (&) (Tpg1 — a:k)> +)  F(&) (hyr — k)

0

b
Il

-1 b
€ e
5 kz_: (g1 — xp) < 1 +/ dr | f(z)]

a

9
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b
Widerspruch. Die Ungleichung / de|f(z)] < (b — a) sup |f(z)| folgt aus

z€[a,b]

| (@)] < sup,epe |f(2)]- .

Fiir eine integrierbare Funktion f : [a,b] — C und p > 1 setzen wir

£y = ([ e 15r)’

An dieser Stelle wird ein Schwachpunkt der Menge der Riemann-integrierbaren
Funktionen sichtbar. Entgegen der Erwartung ist f +— || f||, keine Norm! Zwar
gelten Skalierung (N2) und Dreiecksungleichung (N3), aber aus || f]|, = 0 folgt
nicht f = 0. Sei z.B.

_J 0 firo £ 4 [0 fiir|a:—“T+b|>nL+1
f(x)_{l fiir x = &b > onl(x) = 1 fﬁr|x—“7%|§n%rl

2
n—+1

b
Dann ist ¢,, Treppenfunktion mit 0 < |f|? < ¢, und wegen / dz ¢(x) <

b
ist f integrierbar mit / dx |f(z)|P =0, aber f # 0. Dieser Schwachpunkt wird

spater im Lebesgue—Inteagral behoben. Zumindest fiir stetige Funktionen tritt das
Problem nicht auf: Sei |f(y)| = M > 0 fiir ein y € [a, b], dann gibt es wegen der
Stetigkeit von |f| ein € > 0 mit |f(z)| > & fiir alle z € [a,b] mit |z — y| < e

Dann ist
M

¢(x):{g fglr\x—y|<e

fir |z —y| > €

M

b
Treppenfunktion mit ¢ < |f|? und / dr ¢(x) > 5 m in(e,b —a) > 0, also auch

a

b
/ dz [f(@)] > 0.

Satz 35.4 (Holdersche Ungleichung fiir Integrale) Es seien f,qg : [a,b] —
C integrierbare Funktionen und p,q > 1 mit % + % = 1. Dann gilt

)/abdl‘ (fg)(x)‘ <11fllo llgl, -

Beweis. Nach Satz BAT2iii) existieren || f||,, ||¢]l;- Wir wihlen eine dquidistante
Unterteilung T = a+ E(b— a) und beliebige Stiitzstellen &, € [z, ka] Dann ist

nach Satz 289 (Holdersche Ungleichung fiir Summen) sowie (b—“) (=) 7= ba

o(@)| < (=

3
._.
-

Z}f&c ) .<bna }g(fk)wq‘

0

b
Il

10
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b
Die drei Summen sind fiir n — oo Riemannsche Summen zu ‘ / dz (fg)(z)

Y

Hf”p bzw. Hqu- O

Satz 35.5 (Minkowskische Ungleichung fiir Integrale) Es seien f,g
la,b] — C integrierbare Funktionen und p > 1. Dann gilt

1+ glle < 11fllp+llgllp -

Beweis. Analog zu Satz B4l mit der Minkowskischen Ungleichung fiir Summen
aus Satz ERT0 O

Folglich ist (C ([a,0]), || Hp) ein normierter Vektorraum, wobei C([a, b]) den Vek-

torraum der stetigen Funktionen iiber [a, b] bezeichnet. Insbesondere wird durch

() = / e @) g(z) . fog€Clla,b])

ein Skalarprodukt auf C([a, b]) definiert. Es zeigt sich jedoch, da8 (C ([a, 0]), || ||p>

nicht vollsténdig (d.h. kein Banach-Raum) ist. Auch dieser Schwachpunkt wird
durch das Lebesgue-Integral repariert.

36 Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Definition 36.1 Eine Funktion f : [a,b] — C heiBt Regelfunktion, wenn es zu
jedem ¢ > 0 eine Treppenfunktion ¢ € Ta,b] gibt mit |f(z) — ¢(z)| < € fiir alle
x € [a,bl.

b b
Wegen Re p—e < Re f < Re ¢+¢ sowie/ dx (Re (b—i—e)(x)—/ dr (Rep—e)(x) =
2¢(b—a) und analog fiir die Imaginéirteilg ist jede Regelfunktiaon integrierbar. Die

Konstruktionen in den Beweisen zu Satz und Satz BZLY zeigen, daf jede
stetige Funktion und jede monotone Funktion eine Regelfunktion ist.

Satz 36.2 Es sei f : [a,b] — C eine Regelfunktion. Dann ezistieren in jedem
Punkt xy € [a,b] die rechtsseitigen Grenzwerte limy~ ., f(x), und in jedem Punkt
xo € |a,b] existieren die linksseitigen Grenzwerte lim, 5, f(x).

Beweis. (fiir rechsseitige Grenzwerte) Sei ¢ die Treppenfunktion mit |f(z) —
¢(x)| < § fiir alle x € [a,b] und ]zo, 3] das Intervall, auf dem ¢ konstant ist.
Dann gilt fiir alle z, 2" € ]zg, 8] die Abschitzung |f(x) — f(2')] < |f(z) — é(2)| +
|p(2") — f(2')] < e. Nach dem Cauchyschen Konvergenzkriterium existiert der
Limes lim,~ ,, f(x). O

Wir betrachten nun die Abhéngigkeit des Integrals von einer der Integrations-
grenzen als neue Funktion, die man auch unbestimmtes Integral nennt.

11
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Satz 36.3 Sei F': [ — C eine Regelfunktion und a € I. Fir x € I werde durch
F(x) = / dt f(t) eine Funktion F : I — C definiert. Dann gilt: Die Funktion

F: 1 =C ist stetig und in jedem Punkt xo € I sowohl linksseitig als auch
rechtsseitig differenzierbar mit
1

lin - (Fla+h)—F(s0)) = lim f(). }L%%(F(xom)—ﬂxo)) ~ lim /(o).

Insbesondere ist F' differenzierbar in jedem Punkt x € I, in dem f stetig ist, mit
Fi(z) = f(x).

Beweis. Wegen |F(z1) — F(za)| < |71 — 22| Sup ey, 4 |f(2)] ist F auf jedem
abgeschlossenen Intervall Lipschitz-stetig und damit stetig.

Sei A := lim,~ 4, f(x). Zu € > 0 wéhle § > 0, so daB |f(z) — A| < e fiir alle
x € |zo, o + d]. Dann gilt fiir einen solchen Punkt x

M_A‘:) ! /wdx(f(x)—A))< ! /zdx|f(x)—A\§e.

xr — Xg T—Xo T x—xg

o o

Damit existiert der rechtsseitige Grenzwert limg\ 4, %50(%) und ist gleich A.

Analog fiir den linksseitigen Grenzwert. U

Definition 36.4 Eine stetige Funktion F' : I — C, fiir die eine Regelfunktion
f I — C existiert mit

lin % (F(ooth)=F(ao)) = lim f(@),  lim % (F(aoth)=F(a0)) = lim f(x).

heiBt Stammfunktion zu f.
Die Menge aller Stammfunktionen zu einer Regelfunktion f : I — C heiBt das

unbestimmte Integral zu f, geschrieben [ dzx f(z).

Nicht jede differenzierbare Funktion ist eine Stammfunktion. Es 148t sich zeigen
(Konigsberger, Analysis 1), dafl Funktionen, die mit Ausnahme abzéhlbar vieler
Punkte stetig differenzierbar sind, Stammfunktion sind.

Satz 36.5 Es sei F': I — C Stammfunktion zu einer Regelfunktion f : I — C.
Eine weitere Funktion G : I — R st genau dann Stammfunktion zu f, wenn
F — G konstant ist.

Beweis. (=) Nach dem Identitéatssatz fiir stetige und differenzierbare Funk-
tionen ist F' — G konstant in jedem offenen Intervall, in dem f stetig ist. Wegen
der Stetigkeit von F, G ist F' — G dann auf ganz [ konstant.

(<) ist klar. O

12
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Satz 36.6 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung) Es  sei
G : I — C eine beliebige Stammfunktion zu einer Regelfunktion f : I — C. Dann
gilt fiir beliebige a,b € 1

(/dxﬂ@:%X@—Gmy

Beweis. Das ist klar fiir die Stammfunktion F'(z) = / dz f(z). Fir jede weitere
Stammfunktion G gilt G(z) = F(z) + ¢ fiir ein ¢ € C, und in der Differenz
G(b) — G(a) = F(b) — F(a) hebt sich die Konstante weg. O

Jede Ableitungsformel der Differentialrechnung liefert damit ein unbestimm-
tes Integral. Die Grundintegrale sind

s+1
/alxxs:le 1+c, reRfirseN, zeR*firseZ, s< -2,
S v € RY fiir s € C\ {~1}
1
/dm—:lnm—i-c, z#0
x

1
/dxe‘”:—e‘””jtc, aeC
a
/dx sinz = —cosx + ¢,
/dm cosx =sinx + ¢,

1
/dxizarcsinx—i-c, lz] <1
1 — 22

1
dr —— = arctanzx + ¢,
1+ 22

1
/dxcos2x:tanx+c, x¢g+7rZ

1
/dx =—cotx +c, x &l

sinz
Uber den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung liefern diese unbe-

stimmten Integrale ein Riemannsches Integral, falls das Intervall [a, b] im Defini-
tionsbereich der Stammfunktion liegt. So erhalten wir z.B.

b bn+l n+1
—a
/dxm"zi neN,
a

/ dr cosz = sin(3) —sin(0) = 1,
0

/dajew:e“—l.
0

13
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Ist F' die Stammfunktion zu f, dann ist fiir das Riemannsche Integral die folgende
Schreibweise iiblich:

b
a

[ ot = F@)| = o) - Fl@.

1

1 1 T
also z.B. dx = arctanx’ = —.
0 1+ 22 o 4

37 Integrationsmethoden
37.1 Partielle Integration

Aus der Produktregel fiir das Differential gewinnt man die folgende Rechenregel:

Satz 37.1 (partielle Integration) . Es seien u,v : I — C Stammfunktionen
zu Regelfunktionen f = v : I — C und g = ' : I — C (die Ableitung ist im
Sinne von Definition [36. zu verstehen). Dann ist auch uv eine Stammfunktion,
und es gilt

[z @) = (@) ~ [ do @o)a),
/a "t () () = | — / ' d (o) (x)

a

Beweis. Folgt (mit einseitigen Grenzwerten) aus der Rechnung zur Produktregel
in Satz 4

Beispiel 37.2 [,(x) := /da: sin" x fiir n € N, n > 2. Wir setzen u = sin" 'z,

v = — cos x, dann folgt mit partieller Integration (die Konstante c ist weggelassen)
/dx sin” 2 = —sin” ' xcosx + /dm ((n—1)coszsin™ %) cosx
= —sin" tzcosz + (n—1) /dx sin" 2 z(1 —sin’z) .

Daraus ergibt sich die Rekursionsformel

1 n—1
I.(z) = ——sin" ' zcosaw + ——1I, 5,
n n
aus der mit [y = x und [} = — cos x die unbestimmten Integrale berechnet werden

. 1 . . o
kénnen, z.B. / dx sin?x = 5(33 —sin x cos z). Interessant sind die Riemannschen

14
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Integrale (k € N*)

7 RE=DRE-=3)---1 7
Agk.—/o dr sin“"x = W2k —2) -2 5
2k(2k —2)---2

k+1)(2k—1)---3"

jus

2
Agpyq = / dr sin? Ty =
0

Wegen 0 < sin®?*™ 2 < sin? ™'z < sin®* 2 < 1 fiir 2 € [0, 7] gilt 0 < Agppp <

. . . A .
Aoy < Age < 5. Andererseits ist limg_.o j’;f = limy_ o % = 1, also auch
. A
limy, o % = 1 und daraus

. (2k)2(2k — 2)2 - - 22
_k1—>oo(2k:+1)(2k:— )(Qk 2+1)(2k—2—1)---(2+1)(2—1)

- kh—{EO 4n2 —1 1;[

Diese Formel heif3t Wallissches Produkt.

ol

Beispiel 37.3 / dx arcsinx. Wir setzen u = arcsinx, v = x, dann folgt mit

partieller Integration und /1 — 72 = — =2

V1—z2
/dm arcsinx = xrarcsinx — [ dx \/ﬁ = garcsinx + V1 — 22 .
—z

.. 1
Ahnlich zeigt man / dx arctanz = zarctanx — 5 In(1 + 2?).

Beispiel 37.4 /dm V1 —22. Wir setzen v = z, u = v/1 — 22, dann folgt

1—x -1
de V1—a2=a2vV1—22— [ dez- 7—x\/1—x2 /dx—
/ V1 V1—22

:x\/l—xQ—/dxvl—x2+arcsinx

1 1
also / r V1—22 = —x\/l — 22 + —arcsinx. Der Graph (z,v1—x?) fiir

x € [0,1] beschreibt einen Vlertelkrelsbogen mit Radius 1. Dementsprechend
1

ist / dr V1 — 2?2 = < V1 — x2 + — arcsm x)) = Z die Fliache der Viertel-
0
kreisscheibe, d.h. die Kreisscheibe vom Radlus 1 hat die Flache .

15
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Satz 37.5 (Trapezregel) FEs sei f: I — R eine zweimal stetig differenzierbare
Funktion und a,b € I. Dann ist

[ o s =252 + (@) - B,

R= %/a dr (x —a)(b—x)f"(x) = (b I2a> (&) fiir ein £ € [a,b] .

Beweis. Setze g = (93 —a)(b— ) mit ¢'(z) = %(b+ a—2z) und ¢"(z) = —1.
Zweimalige partlelle Integration liefert

R= /adx(gf”) ()] —/dx (g'f)(x)

SCaLC }+/dx (1)) = 2300 + f(@) - [ do f

Nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung ist

5 | e @) @) = 57 [ dr - @)
=@ (St n 2 )| = L ey

O

Approximiert man eine viermal stetig differenzierbare Funktion f durch eine Pa-
rabel mit gleichen Funktionswerten in a, b, “T*b, so entsteht die Keplersche FajfSre-
gel

[ar 0 ="5t00 + s@ ey -k, r=C 8 g

fiir ein £ € [a, b]. Sie liefert fiir Graphen kubischer Polynome eine exakte Formel
(d.h. R =0) zur Fldchenberechnung.

Uber die partielle Integration gewinnen wir eine Formel fiir das Restglied der
Taylorschen Formel.

Satz 37.6 Essei f: I — C eine (n+1)-mal stetig differenzierbare Funktion und
a € I. Dann gilt fir alle x €

" ™) (g
1) = fla) + 2D (o >+f2<,><x—a>2+-~-+fnf><x—a>"+RnH<x>.
Russ(o) = o [t (o =07 7000)
16
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Beweis. Durch Induktion nach n € N. Die Formel gilt fir n = 0 auf Grund
des Hauptsatzes des Differential- und Integralrechnung. Angenommen sie gilt bis
einschlieflich n — 1 > 0, dann ergibt partielle Integration des Restgliedes

R,(z) = n—l /dt — )" () = %/:dt <%(as—t)”)f(”)(t)
(z — )" f) (1) +i/wdt (z — )" D (1)

a !

= (x —a)"+ Ry () . O

Die bisherige Form des Restgliedes ergibt sich nun aus dem Mittelwertsatz: Es
gibt ein & € Ja, x| bzw. £ € |z, a[ mit

(x —a)"™!

Russ(o) = (€ [ ano—or = oS

37.2 Substitutionsregel

Aus der Kettenregel fiir die Ableitung einer zusammengesetzten Funktion gewin-
nen wir die sehr wichtige Substitutionsregel:

Satz 37.7 Es sei f: I — C eine Regelfunktion, F : I — C eine Stammfunktion
zu f undt:[a,b] — I eine stetig differenzierbare und streng monotone Funktion.
Dann ist F ot : [a,b] — C eine Stammfunktion zu (f ot)-t': [a,b] — C, und es

qilt . o
[ o st v = [ at s,

(a)
Beweis. Wir wiederholen den Beweis der Kettenregel in Satz fiir rechtsseitige
Grenzwerte und ¢ streng monoton wachsend. Fir xy € [a,b] sei yo := t(xg) € [

Fy)—Fyo) g
und A = limy\, f(y). Setze ¢(y) := { y;i/O Ei ?y/ i ??jo Nach Vorausset-
= Yo

zung gilt lim ,, &(y) = ¢(vo) = A und F(y) — F(yo) = (y — yo)@(y) fiir alle
y € I mit y > yo. Dann erhalten wir

() = Fao) _ . o) - (1) — Hzv)

lim
AN T — T EANE) T — X
. t(x) — t(xo)
= lim clim ———
LA ¢( ( )) N\zo T — X

= ¢(t(xg)) - t'(wg) = A-t'(xg) = zli\I?O f(t(z)) - t'(z) .

Analog fiir linksseitige Grenzwerte und/oder ¢ streng monoton fallend. Also ist
(Fot)(x) Stammfunktion zu ((fot)-t')(x). Nach dem Hauptsatz der Differential-

17
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und Integralrechnung gilt

[t ste@) @ = (F o)

~—

a

b t(b)
= F(t(b)) — F(t(a)) :/t at f(t). 0O

b
Beispiel 37.8 / dz f(ax+ ) mit a # 0. Setze t(z) = ax + [, t'(x) = a, dann

" /abdxfozx+ﬁ /f é/{::ﬁdtf(t).

'(z)

t
Beispiel 37.9 Oft gelingt es, Integrale in der Form / dx )
x

fir eine stetig differenzierbare Funktion ¢ : [a,b] — R mit t(xz) # 0 fiir alle
z € [a,b]. Setzt man f(t) = 1, so ist

[t fowama- ool il
[

Z.B. erhalten wir fiir [a,b] C | — 7,
b b ’
/ do tan s — _/ g 8 (x) _ —ln)COSb) '
a a CoS T cos a

zu identifizieren

VB

Das entsprechende unbestimmte Integral ist / dzx tanxz = — In | cos z|+c. Analog

ist /dx cotz = In|sinz| + c.

b
1
Beispiel 37.10 dx . Setze x = sinht, also t(z) = arsinhxz =
P / V1+ a2 (@)
In(x + va2 + 1). (Siehe den letzten Teil von Z33) Fiir die Ableitung der Um-
kehrfunktion gilt

1 1 1
sinh’(¢(z))  cosht(z \/1 + sinh? ¢( T Vit

Also ist f(t) =1 und

/bdx 1 /arsinh(b) . . b+\/b2—

= dt 1 = arsinh(b) — arsinh(a In
V14 x? rsinh(a) ( ) ( ) a—+ v CLQ

arsinh’(z) =

Das entsprechende unbestimmte Integral ist / dz = arsinhx = In(z 4+

1
V1422
=arcoshx =In(x + V22 —1)+¢

V1+ 22) + c. Analog zeigt man /dx

fiir |z| > 1.

1
Vi? -1
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37.3 Partialbruchzerlegung

Durch Partialbruchzerlegung (Satz [[3.7) lassen sich rationale Funktionen dar-
stellen als Summe von Polynomen und Funktionen der Form ﬁ mit a,b € C
und k£ € N*. Handelt es sich um eine reelle rationale Funktion, so treten die
zueinander komplex-konjugierten Funktionen x_ba 7 und x_ba - in der Summe ge-
meinsam auf. Fiir £ > 2 wird fiir reelle und komplexe Nullstellen gleichermaflen

b b
/dx ( IE = (1= k) = + ¢ erhalten. Fiir kK = 1 und eine reelle Null-
r—a —k)(x—a

stelle @ € R hat man / dx

=bln|z —al+c Ist k =1 und a ¢ R,
(r —a)
so mufl man, wenn man komplexe Logarithmen vermeiden méchte, die beiden

komplex-konjugierten Funktionen wieder zusammenfassen zu

b b 2zRe(b) — 2Re(ba)  Br+C

+ = = :
G-0 @0 @-Rel@P+(m@)?  (@tp?+e

mit B, C,p,q € R und ¢ > 0. Man schreibt Bz + C = §(2x+2p) + (C' — Bp), so

daB ein Term 2L mit f(z) = (x + p)? + ¢* entsteht, der die Stammfunktion

2 fz)
S n|f(x)| hat. Der verbleibende Teil wird nach Substitution ¢ = xTer zum arctan:

Bx +C B 5 o C—=Dp T+p
/dl’ m = §ln((x+p) +q )+ p arctan P .

In vielen anderen Féllen gibt es Substitutionen ¢(z), die auf rationale Funk-
tionen in ¢ fiihren:

Beispiel 37.11 Es sei / dx R(cosz,sinz) fir eine rationale Funktion R von
sinz und cos z. Setzt man
T 11—t 2t ) 1 )
t:tan§ = COSJ}:W,SIHJ}:W,t(x):§(1+t),

so entsteht

b tan 3
2
L 142 2t \_2
/ dx R(cosz,sinx) —/t dtR(HtQ, 1+t2)1+t2-
a

a
an2

Eine solche rationale Funktion kann dann mittels Partialbruchzerlegung integriert
werden.

Beispiel 37.12 [ dz R(e) fiir p € R* und eine rationale Funktion R. Die

Transformation ¢ = eP* fithrt auf

b 1 ePb 1
/dx R(em):—/ it R(t);

P Jepa
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Insbesondere lassen sich auf diese Weise rationale Funktionen von sinh z und
cosh x integrieren.

Beispiel 37.13 /da: R(z, {/px + q) fiir n € N* und p € R*, ¢ € R. Die Trans-
formation t = {/px + ¢ fiithrt auf eine rationale Funktion:

b n [ Vpbta N
/ dx R(x, {/pr+q) = —/ dt R(tT_q,t)t”_l .
a P Jy ‘pa+q
Beispiel 37.14 /dm R(x,\/px® + qx +r) fiir p € R* und ¢,r € R mit r # Z—i
Durch quadratische Ergiinzung px? + qv +r = p(x + %)2 +r— % und linearer
Substitution t = /|2 A ‘(93+ )? entsteht je nach Vorzeichen von p und 4pr —¢?

4pr—q?
eines der Integrale

/dt R(t, V2 +1), /dt R(t, V2 —1), /dt R(t,V1—12),

welches durch ¢ = sinh y, t = cosy bzw. t = siny auf eine rationale Funktion von
e®¥ bzw. sin y und cosy zuriickgefiithrt wird.

38 Uneigentliche Integrale

Wir haben bisher nur Funktionen {iber kompakten (beschréinkt und abgeschlos-
sen) Intervallen intgriert. Wiinschenswert wére aber auch die Integration iiber
offene Intervalle sowie iiber unbeschréankte Intervalle. Solche “uneigentlichen In-
tegrale” konnen iiber einen Grenzprozefl Riemannscher Integrale erhalten werden.

Definition 38.1 Eine Funktion f : [a,00[ — C sei iiber jedes kompakte Intervall

la, R] mit R > a integrierbar. Existiert der Limes hm / dx f(x), dann heiBt das

Integral / dx f(x) konvergent, und man setzt/ dz f(x hm / dx f(z
Analog wird fir f : ] —o00,b] — C im Fall der Konvergenz das Integral
b
/ dx f(z) definiert.
.. > 1 . ; :
Beispiel 38.2 Das Integral / dx — konvergiert fiir s > 1. Es gilt
1 x
R 1-s_ y
1 R 1
/dx—: — f.L'll"S#l
1 xs InR firs=1
20
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[e.e]
Der Grenzwert fiir R — oo existiert genau fiir s > 1, und es gilt / dr — =
1 x

1
fiir alle s > 1.
s—1

Definition 38.3 Es sei f : [a,b] — C eine Funktion, die iiber jedes Teilinter-
vall [a,b — €] mit 0 < € < b — a integrierbar ist. Existiert der einseitige Grenz-

b—e b
wert li{%/ dx f(z), so heiBt das Integral / dx f(x) konvergent, und man setzt

b b—e
/a dx f(z) = ll\n(l)/a dx f(x).
b
Analog wird fiir f : ]a,b] — C im Fall der Konvergenz das Integral / dx f(x)

a

definiert.
! 1
Beispiel 38.4 / dx T Die Funktion f(z) = ﬁ ist auf [0, 1[ definiert,

0
und auf dem kompakten Teilintervall [0, 1 — €] gilt

1—e
1 1—e
dr —— = arcsinx = arcsin(l —€) .
i T3 . (1—¢)
Der arcsin ist stetig auf [—1,1], so da gilt lime g arcsin(l —€) = arcsinl = 7
1
1 T
und damit dr —— = —.
0 AV 1— a2 2

Definition 38.5 Es sei f : ]Ja,b] — C eine Funktion mit —co < a < b < o0,
die liber jedes kompakte Teilintervall [, 5] C ]a,b[ integrierbar ist, und ¢ € |a,b].
Existieren die uneigentlichen Integrale

B c c
/bdx f(x) :%i%/ dr f(x) und / dzx f(x) = l{ﬂ/ dz f(x),
b

b
so heiBt das Integral / dx f(x) konvergent, und man setzt / dr f(x) =

a

c b
/ dx f(x)+/ dx f(x). (Die Definition ist unabhangig von der Wahl von ¢ € ]a, b].)

a c

[e.e]

Beispiel 38.6/ dx

—0

0

1

arctan(R) und / dx 1o = —arctan(—R’) = arctan R'. Der Grenzwert
—_R! T

o 1

limp_. arctan(R) = § existiert, somit gilt /_ N dx 22

R
1
Za betrachten sind die Integrale / dr —— =
0 1 + .T2

1422

= T.
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Satz 38.7 (Majorantenkriterium) Es seien f : [a,b] — C und g : [a,b] = R
b
Regelfunktionen mit |f| < g. Ezistiert das Integral / dx g(x), dann ezistiert
b
auch/ dx f(z).

Beweis. Seien F, G die Stammfunktionen zu f, g fiir kompakte Teilintervalle in
la, b], d.h.

a

/ dz f(z) = F(u) — F(a), / dz g(z) = G(u) — Gla), a<u<b.
b

Aus der Existenz von / dx g(x) folgt, daf es zu jedem € > 0 ein 5 € |a, b| gibt,

so daf fiir alle u,v € ]ﬁ,ab[ gilt |G(u) — G(v)| < e. Fiir diese u > v gilt dann

F() - Pl =| [ do 1) < [ dlf@) < [ do o) = Gl - 60) <.

(G ist monoton wachsend wegen g > 0). Nach dem Cauchyschen Konvergenz-
b

kriterium existiert der Limes lim, ~ F(u) und damit das Integral / dx f(x).

D a

sin x

Beispiel 38.8 Das [ntegml/ dx st konvergent.

0

Sigm fir x # 0

1 firx=1
iiber jedes kompakte Teilinvervall von R integrierbar. Damit ist nur die obere
Integrationsgrenze kritisch, und es geniigt, das Integral {iber [1, co[ zu betrachten.
Partielle Integration liefert

R sinx coszx R R COsS & cos R R COST
dx = — — dx =cosl — - dx .
1 1 R 1

x xz I 2 2

Beweis. Die Funktion f(z) = ist stetig auf R und damit

COS T

R
1 1
Es gilt < & fiir alle € [1,00[ und / dr— =1- iR Damit ist das
Lz

2
< sinx N . . .
Integral dx konvergent. Der Grenzwert kann spéter mit Fourier-Reihen
0 x
° sinx 7w
berechnet werden; es gilt dx =3
x

0
Das Integral ist aber nicht absolut konvergent. Zerlegung in Intervalle der
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Léange 7 ergibt

. n .
nr sin x e sin x
dx = E dx
0 x — J(k—1 T

k=1

~ 1 [ ~ 17 2y~ 1
> ZE (k_l)ﬂdx |sinz| = ZE i dr sinx = —2%

k=1 k=1 k=1

Die harmonischen Reihe divergiert, d.h. der Limes n — oo existiert nicht.

Satz 38.9 (Integralvergleichskriterium fiir Reihen) Es sei f : [1,00[ —
R, eine monoton fallende Funktion. Dann konvergiert die Folge der Differen-

=Zf<k>—/1” de f(z).,

und fir ihren Grenzwert gilt 0 < lim a,, < f(1). Insbesondere konvergiert die

Reihe Zf genau dann, wenn das ]ntegml/ dx f(x) konvergiert, und in
1

dzesem Fall qilt

1

k1
Beweis. Es gilt f(k) > / dzx f(x) > f(k+1), da f monoton fallend. Damit
k

wéchst (a,)n>1 monoton, andererseits gilt

n + n

=Y 0= [ da fo <Zf Flk+1) = (1) = f(n+1) < £(1).
k=1 -1

Somit ist (a,),>1 konvergent mit Grenzwert zwischen 0 und f(1). O

Beispiel 38.10 Es existiert der Grenzwert v := lim,, (ZZ:1 %—ln n) mit 0 <

v < 1. Zum Beweis verwende man den Satz B fiir f(z) = 1 und lim,_.(In(n+
1) —In(n)) = 0. Der Grenzwert heifit Fulersche Konstante oder auch Euler-
Mascheroni-Konstante. Mit Methoden analog zur Trapezregel kann man v =
0.5772 ... berechnen.

39 Gleichmiflig konvergente Funktionsfolgen

Wenn die bisher vorgestellten Integrationsmethoden nicht zum Ziel fiithren, so
kann man versuchen, die zu integrierende Funktion zu approximieren durch Funk-
tionen, deren Integral bekannt ist. Das kann z.B. eine Taylorreihe sein. Es stellt
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sich dann die Frage, ob Approximation und Integral kommutieren. Die zentrale
Aussage ist, dal Grenzwert und Integration fiir gleichmdf$ig konvergente Funk-
tionsfolgen vertauschen. Punktweise Konvergenz geniigt nicht. Wir formulieren
gleichméfige Konvergenz zunéchst fiir allgemeine Definitionsbereiche D C X ei-
nes metrischen Raumes X.

Definition 39.1 Eine Folge (f,)nen von Funktionen f,, : D — C heiBt gleichmaBig
konvergent gegen die Grenzfunktion f: D — C, wenn es zu jedem ¢ > 0 ein N € N
gibt, so daB |f,(z) — f(x)| < e fir alle x € D und alle n > N.

Eine Reihe >/~ fi von Funktionen fj, : D — C heiBt gleichmaBig konvergent
auf D, wenn die Folge der Partialsummen F,, :=>"7_, fi gleichmaBig konvergiert.

Gleichméafige Konvergenz kann mit dem Cauchy-Kriterium iiberpriift werden:

Satz 39.2 (Cauchy-Kriterium) Eine Folge (f,)nen von Funktionen f, : D —
C st genau dann gleichmdflig konvergent auf D, wenn es zu jedem € > 0 ein

N €N gibt, so daf$ | fn(x) — fin(2)| < € fiir alle m,n > N und alle x € D.

Beweis. (=) durch Dreiecksungleichung fir f, — fo, = (fu — f) + (f — fim), wenn
f die Grenzfunktion ist.

(<) Grenzfunktion f existiert punktweise nach Cauchy-Kriterium: Da C
vollstandig ist, folgt aus |f,(z) — fi(z)| < €, daB (f.(z))nen ecinen Grenzwert
in C hat, den wir f(z) nennen. Fiir m — oo ergibt sich |f,(z) — f(z)| < € fir
alle n > N und alle xz € D. O

Entsprechend gilt fiir Reihen, da ) ;- fi genau dann gleichméfig konvergent
ist, wenn es zu jedem € > 0 ein N € N gibt, so dafl ‘ ka ‘ < e fiir alle m,n >

N und alle z € D. Insbesondere ist jede Potenzrelhe glelchmaﬁlg konvergent im
Inneren ihres Konvergenzkreises.

Satz 39.3 FEine Folge (f,)nen stetiger Funktionen konvergiere gleichmdfig gegen
die Grenzfunktion f: D — C. Dann ist f stetig.

Beweis. Wir zeigen, daf f in jedem Punkt & € D stetig ist. Zu € > 0 gibt es wegen
der gleichméfigen Konvergenz ein N € N, so dafl | f,, () —f(x)| < § fiirallen > N
und alle € D. Da f, in & stetig ist, gibt es ein § > 0 mit |f,(z) — fu(?)| < §
fiir alle x € D mit |z — Z| < 0. Dann folgt aus der Dreiecksungleichung

[f (@) = f@)] < [f(2) = fal0)[ 4+ [fulz) = ful@)| + [ fol@) = f(D)] <€

fiir alle x € D mit |z — Z| < 0. O
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Satz 39.4 Es sei X ein metrischer Raum und

C(X) i={f : X = Cstetig ,||f]|:= sup | (x)] < o}

der Vektorraum der stetigen und beschrinkten komplexwertigen Funktionen
auf X. Dann ist (Co(X),|| ||) wollstindig (d.h. Banach-Raum) beziglich der
Supremums-Norm || ||. Insbesondere ist (C(X), || ||) Banach-Raum, falls X kom-
pakt ist.

Beweis. 1) Zunéchst ist zu tiberpriifen, daf || || eine Norm ist. Die Skalierung (N2)
ist klar, die Dreiecksungleichung (N3) folgt aus

1+ gll = sup | f(x) + g(x)] < sup(|f(x)] + |g(x)]) < sup |f(x)] +sup|g(y)]
zeX zeX zeX yeX

= [l71 +1lgll -

Ist || f|l = 0, so folgt f(z) =0 in jedem Punkt z € X, also (N3).

ii) Zu zeigen ist, dafl jede Cauchy-Folge (f,)nen aus Cy(X) konvergent ist
gegen eine Grenzfunktion aus Cp(X). Sei || fr, — fin|| < € fir alle m,n > N. Dann
ist |fn(z) — fi(z)| < € fur alle z € X, d.h. (f,)nen ist gleichméBig konvergent
gegen eine Grenzfunktion f : X — C nach Satz Nach Satz ist f stetig,
wegen || fI| < ||f — full + 11 full < e+l fall ist f beschrénkt. Ist X kompakt, so ist
jede stetige Funktion beschrankt nach dem Satz vom Maximum. U

Der Beweis von Satz zeigt, daBl wir den Bildraum durch einen beliebigen
Banach-Raum ersetzen diirfen:

Satz 39.5 Es sei X ein metrischer Raum, (Y, || ||ly) ein Banach-Raum und

GX,Y) = {f - X = ¥ stetig, |[f]]:= sup [ f(z)]ly < oo}

der Vektorraum der stetigen und beschrdnkten Abbildungen von X nachY . Dann
ist (Co(X,Y), || ||) vollstindig (d.h. Banach-Raum) beziglich der Supremums-
Norm || ||. Insbesondere ist (C(X,Y), || ||) Banach-Raum, falls X kompakt ist.

Beweis. Die Vollstandigkeit von Y garantiert die Rekonstruktion der Grenzfunk-
tion f(z) =lim, o fu(z) € Y in jedem Punkt x € X. Ansonsten wie fiir Y = C.
O

Wir geben nun ein weiteres niitzliches Kriterium fiir gleichméfige Konvergenz
von Funktionsreihen.

Satz 39.6 (Dirichlet-Kriterium) Es seien f, : D — R und a, : D — C
Funktionen, fir die gilt

i) Fir jedes x € D ist (f,(z))nen monoton fallend.
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1) (fn)nen konvergiert gleichmdafig auf D gegen 0.
iii) Fs gibt eine Schranke M € R, so daf } Yo ak(a:)‘ < M fiir allen € N,

Dann konvergiert die Rethe Zanfn gleichmdfig auf D. Insbesondere ist unter

n=0
oo

den Voraussetzungen i) und ii) die alternierende Reihe Z(—l)"fn gleichmdfig
n=0
konvergent auf D.

Beweis. Man benutzt den Trick der Abelschen Summation. Mit A, := Z?:o a,
gilt

n

Zakfk = Aofo+ (A1 —Ag)fi 4+ (An — Au1) [

k=0
=Ao(fo—f1) +A(fi = fo) + -+ Aui(fuor — fr) + Anfu

Damit gilt
m m n m—1
Z ar fr = Zakfk - Zakfk = Z Ar(fie = fror1) + Amfm — Anfu -
k=n+1 k=0 k=0 k=n

Die Voraussetzungen liefern |Ag(z)| < M fiir alle z € D und alle k € N, auBerdem
fr — feer = 0 und fi, > 0 auf D. Damit gilt

m

Y (@) < Z fi = ) @) + Mfo(@) + Mfo(2) = 2M fo(x)

k=n-+1

Da (fn)nen gleichméBig gegen 0 konvergiert, gibt es zu € > 0 ein N € N, so
daB 0 < fu(z) < 557 fiir alle z € D. Aus dem Cauchy-Kriterium folgt die
Behauptung. 0

X ikx
Beispiel 39.7 Die Reihe Z ‘

k=1
[0,2m — d] mit 0 < 0 < .

Beweis. Setze aj, = e, fi, == %, dann ist das Dirichlet-Kriterium erfiillt wegen

n
) E :eikx _
k=1

konvergiert gleichmdflig auf jedem Intervall

1 1
r—— < .5 "
S 5 s 5

1 — 6inm
1—e

2

=T i
ez —e 2

k: - k
Insbesondere sind Z sin(kz) und Z %kx) gleichméfBig konvergent auf jedem

kompakten Telhnterall von ]0 27]. B O
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Fiir spatere Zwecke berechnen wir konkret:

o . k o
Beispiel 39.8 Fs gilt Z smg{: ?) _T 5 T fir alle x € [6,2mr— 48] mit 0 < 0 < 7.
k=1
Beweis. Es gilt
- ikt il — et el - ¢'z
T e
1—et 2isin 5
k=1
<sin (2";1)t 1) N ,(1 . t  cos (2”;1”)
- = —cot = — ———=—
2sin £ 2) TN\ 2sing /'’
n . (2n+1)t n t (2n+41)t
sin ~—— 1 COS 5 — COS ~—5——
also Zcos(/m) = 2517n23 ~3 und Zsin(kx) = . Tam 2 Wegen
k=1 2 k=1 2
sin(kx) ’ L e : . .
= dt cos(kt) gilt fiir endliche Summen nach partieller Integration
n . x n x . (2n+1)t
sin(kx) sin 1
= [ at k)= | dt <72 _ _)
k / Z cos(kt) / 2sin & 2
k=1 4 k=1 ™ 2
r-z 1 coswer/xdtcosw.(—cos%)
2 2n+1  sing = J; 2n+1  2sin®%

Punktweise fiir festes x € ]0, 27| erhalten wir im Limes n — oo die behauptete
Grenzfunktion. O

Fiir z = 0 und o = 27 ist offenbar Z w = 0. Somit gilt unter Beachtung

k=1
der Periodizitat des Sinus

i sin(kz) 0 fir x € 277
—~ k B % fir € [2mn, 27(n + 1)]

d.h. die Grenzfunktion ist nicht stetig.

40 Vertauschungssitze

Satz 40.1 Es sei (fn)nen eine Folge integrierbarer Funktionen f, : [a,b] — C,
die gleichmdafSig gegen eine Grenzfunktion f : [a,b] — C konvergiert. Dann ist
auch f integrierbar, und es gilt

n—oo
a

b b
/ dr f(z) = lim [ dz f,(z).
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Beweis. Es geniigt, reellwertige Funktionen zu betrachten. Nach Definition der
gleichméBigen Konvergenz gibt es zu € > 0 ein N € N, so daB |f(z) — fu(2)] <

?;(b—e—a) fiir alle n > N und alle « € [a, b]. Aus der Integrierbarkeit von f,, folgt, dafl

b
es Treppenfunktionen ¢, € 7|a, b] gibt mit ¢ < f,, <1 und / dz (Y —¢)(z) <

§ Dann gilt auch ¢ — < J<v+3 30-a) sowie

/adx (¢+3(T6_a))(a:)—/a dz (¢—ﬁ>(m)§§+%/ﬂ drl=c.

Somit ist f integrierbar. Damit gilt

[0~ [ so)] < [ @i - ne) <5,

d.h. Grenzwert und Integration vertauschen. 0
Auf gleichméflige Konvergenz der Funktionsfolge kann nicht verzichtet werden.

Beispiel 40.2 Fiir n > 2 sei f, : [0,1] — R definiert durch f, := max(n —
n*lz—+|,0). Die punktweise gebildete Grenzfunktion ist lim, . fo(2) = 0. Denn
f(0) = 0 fiir alle n > 2, und fiir jedes zq € [0, 1] gilt fiir N > l mit N € N, da8
fn(xo) = 0 fiir alle n > N. Allerdings ist (f,)n>2 nicht glelchmaﬁlg konvergent
gegen 0, da es fiir e = 1 und fiir jedes N > 2 ein € [0, 1] und ein n > N gibt,
z.B. x = -, mit |f,(x) — 0| > 1. Fiir die Integrale haben wir

0 0

/ldxfn(x)Z/%dx (n+n2(x—%))+/:da: (n—n?(z— 1))

= (n5)|

+(2nx—n2x2—2)‘ =1,

3= 3w

aber fir die Grenzfunktion / dx 0 =0.

Entsprechend Satz B0 gilt:

Satz 40.3 Es sei Y., fn eine Reihe integrierbarer Funktionen f, : [a,b] — C,
die gleichmifsig gegen f : [a,b] — C konvergiert. Dann ist auch f integrierbar,

und es gilt
b o0 00 b
[ Y@= [ )
a n=0 n=0“9%

Beweis. Man wende Satz HOT] auf die Folge der Partialsummen Fj = Zﬁ:o fons
welche wieder integrierbare Funktionen sind, an.
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Beispiel 40 4 (Wahrscheinlichkeitsintegral) Die Funktion W(z) :=
/ dt e 2 heifit Gaufisches Wahrscheinlichkeitsintegral. Die Exponentialfunk-

0
tion ist gleichméBig konvergent in jedem kompakten Intervall [0, z] C R,, so dafl
Integration und Summe vertauschen:

_ * = (_1)kt2k _ - (_1)k /m 2% __ = (_1)kx2k+1
W(x)_/ dtz k! _; 2Kkl J, dtt _;216(21«“)1{;!‘

0 k=0

Beispiel 40.5 (Elliptisches Integral) Die Berechnung der Schwingungsdau-
er T' des mathematischen Pendels als Losung der Differentialgleichung f”(x) +

2

T
w?sin(f(x)) = 0 fiihrt auf das elliptische Integral e

4 1 — k2?sin®x
mit Anfangsauslenkung k& = sin 2. Unter Verwendung der Blnomlalrelhen aus
Beispiel [T.0 erhalten wir

/ dx\/m / ( %)(—lﬁsm%)“:2(-1)’1(;%)1«2%%

jus

2
mit den Integralen A,, = / dx sin®" x aus Beispiel BT Damit gilt
0

Tw 2 1 n—l)
4 0 ! 1 — k2sin’z 2( +Z< -(2n) ) )

Wir nutzen nun den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung, um eine
zu Satz ahnliche Aussage iiber die Differenzierbarkeit von Funktionsreihen
zu erhalten:

Satz 40.6 Es seien f,, : [ — C mit I C R stetig differenzierbare Funktionen, fiir
die gilt:

i) Die Folge (fyn)nen konvergiert punktweise auf I.

ii) Die Folge (f!)nen konvergiert gleichmdfig auf I.
Dann ist die Grenzfunktion f = lim,_ f,. stetig differenzierbar, und es gilt
Fa) = lim f,(a)
Beweis. Die Grenzfunktion der Ableitungen f* := lim, . f, ist nach Satz
stetig auf I. Fiir festes a € I gilt f,(z) = fu(a) + /w dt fl(t) fir alle z € I.

a

Nach Satz BTl wird im Limes n — oo daraus f(x) = f(a) +/ dt f*(t). Nach

dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung ist f differenzierbar mit
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"= f*, also sogar stetig differenzierbar. 0

Auf gleichméflige Konvergenz der Folge der Ableitungen kann nicht verzichtet
werden. Z.B. konvergiert die Folge der Funktionen f, = ﬁsin((n + 1)z)
gleichméBig gegen 0, aber die Folge der Ableitungen f, = cos((n + 1)z) hat

iiberhaupt keine Grenzfunktion.

oo n

Beispiel 40.7 Wir berechnen erneut f(x) = Z T i |z| < 1. Inerhalb des
n

n=1
Konvergenzradius R = 1 konvergiert f absolut, insbesondere auch punktweise.
o0

Die Reihe der Ableitungen Zx"‘l ist fiir |x| < 1 absolut, damit gleichméBig,
n=1

konvergent gegen . Nach Satz HIA gilt f'(z) = £, also f(z) = —In|l—z|+c

fiir ein ¢ € R. Die Integrationskonstante ergibt sich fiir z = 0 zu ¢ = 0, d.h. es

gilt E i —1In(1 —2) fir alle x € | — 1, 1].
n
n=1

(e}

k —x\2 2
Beispiel 40.8 Fir alle x € [0, 27| gilt Z COS]; z) = (W 9 x) - 71T—2; insbeson-
k=1

7T2

— 1
dere ((2) = Z— - —.
—~ k6

[e.e]

k
Beweis. Die Reihe f(z) = Z COSI{(;Q z) ist absolut konvergent auf R, damit auch
k=1
o0 . k
gleichméfBig konvergent. Die Reihe der Ableitungen f'(z) = —Z smg{: ?) ist

k=1
nach Beispiel gleichméBig konvergent auf [4, 2 — 0] gegen die Grenzfunktion

257, Somit gilt fiir alle € ]0, 27| nach Satz die Beziehung f(z) = (IT)Q +c

fiir ein ¢ € R. Da f als gleichméBig konvergente Reihe stetig ist, gilt diese Bezie-
hung sogar fiir x € [0, 27|. Integration liefert

2 7T3

7 (z—m)* P
g |

dz f(x) = < 15 +cx)

0 0

Andererseits gilt nach Satz ELT

2 0 1 2 0 1 '
/0 dz f(z) = kz:; ﬁ/o dx cos(kx) = Z 5] sin(kx)

k=1

2
=0.
0

Somit gilt ¢ = —T. O
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41 Die I'-Funktion

Satz 41.1 Das uneigentliche Integral T'(x) = /OO dt t* "t et ist konvergent fiir
alle x € RY.. Es gilt ’

i) [(z+1) = 2l'(2) fir alle x € R%

i) (1) =1 = T(n)=(n—1)! firalen e N\ {0}
Beweis. Kritisch sind beide Integrationsgrenzen. Wegen lim;_, . t*"te™! = 0 gibt

es fiir jedes x € RY ein ¢y € R%, so daBf t*~le™ < t% fiir alle t > ty. Zerschneiden
des Integrals bei tg liefert fiir 0 < € < tg

to to 1 ® 1=
og/ dttx_le_tg/ bt =20 <0
to

0
x T
d.h. li{% dt t"7! et existiert fiir alle z € R Fiir tp < R < oo gilt
R R
1 1|k 1
og/ dttx_le_tg/ dt — =—=| <—.
t to t t to to

0

Somit ist I'(x) konvergent.
i) partielle Integration liefert fiir z > 0

R R R4 R
/ dtt"e " = —t"e! +/ dt E(ﬂ) el = —RYe fye” 6_6+x/ dtt* e,

Die Behauptung folgt aus lim. o €e* = 0 fiir z > 0.

ii) Es gilt
1 R 1 R
[(1)=lim [ dte '+ lim dte™' = —lime™"| — lim e'| =lime “=1.
e\,0 e R—oo Jq e\.0 € R—oo 1 e\,0
O

Die Funktion I' : R, — R interpoliert damit die Fakultédt. Eine andere Interpo-
lation wird wie folgt erhalten: Fiir € N* und beliebige n € N* gilt

(x— 1)l = (x+n)! _ n!n® .<n—|—1”.n+x>'

z(z+1)---(x+n) z@+1)---(xr+n) n n

Das bleibt auch im Limes n — oo richtig. Im Limes werden die Briiche 22

zu 1. LaBt man sie weg, dann kann man die so entstehende rechte Seite sogar
fiir komplexe Zahlen z € C definieren (mit n® = "), ZweckméiBigerweise
betrachtet man das Inverse:

2(z4+ 1) (2 +n)
nln? '

Gn(z) =
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Satz 41.2 Die Folge (G,)n>1 konvergiert an jeder Stelle z € C. Ihre Grenzfunk-
tion G : C — C mit G(z) = lim, oo Gi(2) ist stetig und hat Nullstellen genau
in den Punkten 0,—1,—2,.... Es gilt

i) G(z+1) =1G(z) fir alle = € C*

i) G(1)=1 = G(n) = 1, fiir alle n € N*

(=11
Beweis. Fir z € {0,—1,-2,...} konvergiert (G,) gegen 0. Sei also z € C\
{0,—1,...,} fest. Wihle R, N € N mit N > 2R > 2|z|. Dann ist G,(z) # 0 fur
T G2
Gn1(2)

alle 2R < n < N, und es gilt Gn(2) = Gag_1(2) -
n=2R

= <1+§> e*"0-3) Nach Satz P32 gilt (1+2) =

Die Quotienten

Gu(2) _ztn (n—1>z
Gn_l(Z) N n n
L(3) fiir |z] < n und damit

Gn(2) = Gar-1(2) ~exp< Z <§: k = & Zg%)) .

n=2R k=1

sind

Die Summanden mit £ = 1 heben sich gegeneinander auf, und wir erhalten fiir
n > 2R > 2|z| die Abschétzung

k =1 =, RF =1 R?2 Ryw=1 4R?
D e g S R < (m ) D s e

Mg

fe=2 =2 fe=2 fe=2 k=0
Gn(2) o
Somit ist die Reihe Z In B gleichméBig konvergent auf Kg(0) = {z €
r Gnale

|z| < R}, so da die Grenzfunktion limy_., Gy(2) existiert und stetig in
jedem Punkt z € C ist.
i) folgt aus G, (z + 1) = #=25G,,(2) und Grenzwertbildung.
ii) folgt aus G, (1) = % und Grenzwertbildung. O

Man definiert die Gamma-Funktion I': C\ {0,—1,-2,...} — C als I'(z) :=
%. Nach Satz ist I" stetig und nullstellenfrei auf dem Definitionsbereich, es
gilt I'(z + 1) = 2I'(2) sowie ['(n) = (n — 1)! fiir n € N*. Zu zeigen ist allerdings,
daBl auf R* die Integraldefinition aus Satz ELTl mit (z iibereinstimmt. Dazu
benétigt man:

Satz 41.3 (Bohr-Mollerup) FEine Funktion F : R, — R, stimmt mit der
Einschankung der I'-Funktion auf R dberein, falls gilt

i) F(1)=1
i) Flr+1) =aF(z)
i) FOz+(1-N)y) < (F(2)MF(y)) fiir allex,y € Ry und alle \ €0, 1[.
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Beweis. Wegen der Rekursionsformel ii) geniigt der Beweis fiir 0 < z < 1. Nach
iii) gilt fiir n € N*
Fin+x)=F(x(n+1)+ (1 —2)n) < (F(n+1))*(F(n))*™*
=) ((n - YY" =nln* 1.
Andererseits ist
n! = F(n+1) = F(z(n+x) + (1 — 2)(n+z+1)) < (F(n+2))*(F(nta+1))"
= (n+z) " F(n+x) ,

somit n!(n+x)*~! < F(z +n) < nlz"!. Division durch z(z +1) - (z 4+ n) und
Multiplikation mit (z + n) liefert

nln® <n+x)f < F(n+ x)
zz+1)---(x+n)\ n “x(z+1)---(x+n—1)
< nln® n+x
“az(x+1l)---(x+n) n
Fiir n — oo entsteht I'(z) < F(x) < T'(z). O

Wir iiberpriifen iii) fir die Integraldarstellung F(z) = [~ dt t*~*e™". Nach der

Hélderschen Ungleichung mit p = + und ¢ = sowie f(t) = +*5 "5 und

‘ )
y— t
g(t)y=1t « e a gilt

f A+ (1-N)y—1 _—t R =l y-1 _t_ ¢t
/dtt“(_)y_e_:/ dtt s 77 e p a

R 1 R 1
< </ dt tm_le_t)p</ dt ty_le_t)q )

Im Limes € — 0 und R — oo folgt die Behauptung.

L
1-X

Satz 41.4 Es gilt T'(3) = /7 sowie/ dop e = Yo und/ dz e = /7.
0 _

oo

Beweis. Fiir x € R\ N gilt

[(z)[(1 —x) = (—2)(2)(~z) = (~z) ( Jim Gnl(x)) (JLHQO Gn(l—x))

. 1
= (=2) I G )

— (~a) lim (n)”
B [ s s W POy o gy
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Mit dem Wallisschen Produkt [[}_, 7= = T aus Beispiel BZ2 gilt fiir = 1 die
Gleichung T'(5)? = 7, also I'(3) = /7.

Nach Substitution #(x) = 2 mit # = 2z = 2/t erhilt man

R 2 R ( ) 1 ]_ R2 1
dr e ™ = dr e 'O (p)— = —/ dt t2=te .
/e /e ( )2\/¥ 2 €2

Fiir e \, 0 und R — oo folgt die Behauptung. O

Es 1a8t sich zeigen, dafl ], % = 2 fiir ¢ Z*. Somit gilt allgemein
C(x)'(1—2z) = == fir z ¢ Z.

sinTx

Satz 41.5 (Stirlingsche Formel) Fir n € N* gilt n! = 27m<ﬂ) e mit
e
0 < p(n) < 5. (Wir zeigen nur 0 < pu(n) < g-.)

Beweis. Nach Trapezregel (Satz BZ3) fiir f(z) =Inz und (Inz)” = —=% gilt

k1 k1 _ B
/ dx lnx:%(lnk+ln(k+1))+l/ dr (x—k)(k+1—2)
k k

2 2

fiir £ > 0. Summieren iiber k von 1 bis n — 1 ergibt

/ldx lnx:;lnk—§lnn+/l dx?

mit ¢ : R, — R, gegeben durch ¢(z) := (z — [z])(1 + [x] — ), wobei [z] € N

der ganze Teil von x € R, ist. Wegen

1
2

/ dx 1nx~1lenx‘?—/ da:lznlnn—n—i-l:l—l—ln(ﬁ)
1 1 €

sowie Y ,_ Ink =1In(n!) gilt In(n!) = In <<ﬁ>n\/ﬁ : cn> mit
e

Cp = €Xp (1 — /Indx Qi?) .

Da 0 < ¢ < % eine beschrinkte Funktion ist und das Integral / dx x~2 kon-
1

n—00 2 n—0o0 Cop,

e’} 2
vergent ist, existiert der Limes ¢ := lim ¢, = exp <1 — / dx @> = lim C—".
1
Fiir den letzten Bruch ergibt sich
2 (nh)*(2n/e)™V2n  [2(nl)24" \/5 2-4---(2n)

e (2n)!(n/e)?n n (2n)  Vnl-3---(2n—1)

_[2(2n+1) 2-2-4-4---(2n)-(2n)
B n 2-1D)2+D-A-1)@d+1---2n-12n+1)"
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Im Limes n — oo entsteht unter der le2tzten Wurzel das Wallissche Produkt
(Beispiel BZ2) fiir 5, d.h. es gilt lim v — \/27. Somit ist die Behauptung

wu(n) = /noodx@.

bewiesen mit

T

Wegen 0 < ¢ < £ gilt 0 < p(n) < &=, was sich unter Verwendung der Konvexitét

8n’
noch etwas verbessern 1af3t. O

Bemerkung: Man kann zeigen, dafl die Stirlingsche Formel auch richtig bleibt

fiir die T-Funktion, d.h. firr z > 0 gilt D(z+1) = \/27rx<§> () mit 0 < p(x) <

1
12z
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Teil VII
Lineare Abbildungen

42 Definition und Beispiele

Definition 42.1 Seien V, W Vektorraume iiber K. Eine Abbildung F' : V. — W
heiBt /inear (genauer: K-linear) oder Homomorphismus von Vektorraumen (liber K),

wenn

(L)

F(A1-v1+A2-v9) = A= F(v1)+ Xy F(vo) fiir alle vy, v € V und Ay, Ay € K.

Eine lineare Abbildung F': V' — W heiBt

e [somorphismus, wenn F bijektiv ist,

e Endomorphismus, wenn W =V ist,

e Automorphismus, wenn F' bijektiv und W =V ist.

Beispiel 42.2

i)

ii)

iii)

Skalentransformationen (Dilatationen). Sei V ein reeller Vektorraum und
¢ > 0, dann definiert F, : v — ¢ - v einen Automorphismus von V' (eine
lineare Abbildung F, : V' — V, die bijektiv ist mit F,! = F1 : v %v)

Drehungen in der Ebene. Sei V = R? und F,, die Drehung um den Null-
punkt mit dem Winkel «,

Fa:<x)'_)Fa(x)::<xc'osoz—ysmoz) .
Y Y Trsino + Y cos o

F ist ebenfalls ein Automorphismus mit F;* = F_,,.

Matrizen. Sei V=W = R? und

x 1171 + 12T
F, : — )
( Y ) ( (2171 + A22%2 )
Dann ist F, : R?> — R? eine lineare Abbildung, welche durch die Ma-

trix a = ( ZH 312 ) € M(2 x 2,R) parametrisiert wird. Die beiden
21 22

c 0

Beispiele [i)] und [i)] sind Spezialfille mit a = ( 0 o ) (fir V = R?)

cosa —sina . . . . .
und a = . . Fiir allgemeines a ist F' ein Endomorphis-
sina cosa
mus. Es wird wichtig sein zu untersuchen, wann F' bijektiv ist, also ein

Automorphismus ist.
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iv) Projektionen der Ebene auf eine Gerade durch den Nullpunkt. Sei V = R?
und (vq, v9) eine Basis, z.B. v; = ( (1) ) und vy = < (1) ) Dann definiert

die eindeutige Zerlegung von v nach der Basis v = A; - v1 + Ay - v9 zwel
Projektionen

F12>\1'U1+)\2"U2'—>)\1"U1,
FQI)\l'U1+)\2'U2l—>)\2'U2.

Diese Projektionen F, F5 sind lineare Abbildungen.
v) In Analogie zu Beispiel definieren wir F, : R?> — R! durch F, :
( ?j — a11T1 + a1222. Dann ist F, eine lineare Abbildung, die durch

die Matrix a = ( aip 19 ) € M(1 x 2,R) parametrisiert wird. Beispiel

fi'u" v = ( (1) ) und ve = ( (1) ) ist ein Spezialfall mit F} < a = (10)
und F < a=(01).

vi) Projektionen auf einen Untervektorraum. In Verallgemeinerung von Bei-
spiel sei V' ein n-dimensionaler Vektorraum, W C V ein Untervek-
torraum und V = W @ W'. Dann ist die Projektion Fy : V. — W eine
lineare Abbildung, die wie folgt erhalten wird. Man nehme eine Basis
(wi,...,w,) von W und eine Basis (w),,...,w,) von W’ (also n —r
Vektoren von V', so dal (wq, ..., w,, w) ,...,w,) eine Basis von V ist)
und zerlege v € V' nach dieser Basis, v = 37/ \i - v + 37 1y - wj
Dann ist Fyy : v — Y. _; A;-v;. Diese Abbildung Fyy ist unabhéngig vom
direkten Summanden W’ (welcher nicht eindeutig war) und unabhéngig
von der Basis von W.

vil) Differentiation. Fiir ein offenes Intervall I = |a,b[ C R seien V = C'(I)
und W = C(I) die (unendlich-dimensionalen) Vektorrdume der einmal
stetig differenzierbaren bzw. der stetigen reellwertigen Funktionen auf I,
mit (A - f1 + Ao+ fo)(z) := Ay - fi(z) + Ao - fo(x) fiir x € ]a, b[. Dann ist
das Differential D : V — W mit D : f — f’ eine lineare Abbildung. Ist
V' = C*(I) der Vektorraum der beliebig oft differenzierbaren Funktionen
iiber I, dann ist das Differential D : V' — V ein Endomorphismus.

viil) Integration. Fiir ein abgeschlossenes Intervall I = [a,b] C R definiert das
Integral [ : f f;f(x) dz eine lineare Abbildung [ : C(I) — R.

Diese sehr unterschiedlichen Beispiele zeigen, dafl lineare Abbildungen haufig auf-
treten. Kenntnisse der allgemeinen Eigenschaften von linearen Abbildungen und
von Methoden zu ihrer Untersuchung sind deshalb sehr wichtig.
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43 Bild und Kern einer linearen Abbildung

Satz 43.1 Sei F': V. — W eine lineare Abbildung. Dann gilt

i) F(0) =0, Flv—w) = F(v) — F(w), F(A\ -v1+ -+ XAy - vs) = Ar -
F(v)) 44+ Ay - Fvy).

ii) Ist die Familie (v;);er linear abhingig in V', so ist die Familie (F(v;))ier
linear abhdngig in W.

iii) Sind V' C V und W' C W Untervektorraume, so ist das Bild F(V') C W
Untervektorraum von W und das Urbild F~*(W') C V' Untervektorraum
von V.

iv) dim(F(V)) < dim(V).

v) Ist F ein Isomorphismus, so ist auch das Urbild F~* : W — V eine
lineare Abbildung (und damit ein Isomorphismus).

Beweis. 1) ist klar.

ii) Sei 0 = > ,.; Ai - v;, wobei mindestens einer und insgesamt endlich viele
Skalare \; ungleich 0 sind. Dann ist auch 0 = F(0) = Y., Ai - F/(vy).

iii) 0 € V' und 0 = F(0) € F(V'), also F(V') # @. Sind wy,ws € F(V'),
dann gibt es vy, v mit wy; = F(vy) und we = F(vy). Also A; - wy + Ay - wy =
A-F(v1)+ A F(v2) = F(A1-v1+A2-v2) € F(V'), und F (V') ist Untervektorraum.

Sind vy,vy € F~YW'), so ist F(v1), F(vg) € W’ und auch A\ - F(vy) +
Ay - F(vg) € W', da W' Untervektorraum. Also ist F(A; - v; + Ay - v9) =
AL F(v1) + Ay - F(vp) € W und damit Ay - vy + Ao - vy € F7HW’), und F~1(W’)
ist Untervektorraum.

iv) Sind F(v1),..., F(v,) linear unabhéngig, so sind auch vy,...,v, linear
unabhingig, denn das Gegenteil fithrt wegen ii) zu einem Widerspruch.

v) Seien wy,wy € W und wvy,v9 € V mit F(v;) = wy; und F(vg) = ws.
Dann ist F(A; - vy + Ao - v3) = A - w1 + Ag - wy. Anwenden von F~! liefert
F‘l()\l-w1+)\2-w2) :)\1'F_1(?,U1)+)\2'F_1(’LU2). ]

Seien V, W Vektorrdume iiber K, dann bezeichnen wir mit
Homg(V,W):={F:V — W : F ist K-linear}

die Menge aller K-linearen Abbildungen (aller Homomorphismen) von V' nach
W. Die Menge Hom g (V, W) ist ein Vektorraum mit Verkniipfungen

()\1 . F1 + )\2 : Fg)(v) = )\1 . Fl(U) + >\2 : FQ(U) .

Insbesondere ist der Nullvektor die lineare Abbildung 0 : v +— 0 fiir alle v € V,
und die negative Abbildung ist —F : v — —F(v). Ist der Korper klar, dann
schreiben wir Hom(V, W) statt Hom g (V, W).
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Ist V=W, so schreiben wir End(V) := Hom(V, V'), und End(V) ist wieder
ein Vektorraum. Entsprechend bezeichnet

Autg (V) :={F:V —V : F ist K-linear und bijektiv}

die Menge der bijektiven linearen Abbildungen von V nach V. Jedoch ist Aut(V)
kein Vektorraum, denn fir F' € Aut(V) ist 0- F' =0 ¢ Aut(V).

Lineare Abbildungen lassen sich ganz analog wie allgemeine Abbildungen hin-
tereinander ausfiihren.

Satz 43.2 Sind U,V,W Vektorraume und G : U — V sowie F' : V — W lineare
Abbildung, dann ist auch die Komposition FoG : U — W eine lineare Abbildung.

Bewezs.

(F e} G)()\l Ul + )\2 UQ) ( ()\1 U1 + )\2 . Ug))

FAr-Gun) + Ay - Gluz))
= A - F(G(ur)) + Az - F(G(ug))
= )\1 ( G)(Ul) + )\2 . (F o G)(UQ) . ]

Ohne Beweis erwahnen wir:

Satz 43.3 Ist V ein Vektorraum, so ist Aut(V') eine Gruppe mit der Komposi-
tion als Verkniipfung.
Definition 43.4 Ist F': V — W eine lineare Abbildung, so heiBt

e im(F):= F(V) C W das Bild von F,

e ker(F) := F~1(0) C V der Kern von F.

Satz 43.5 Sei F : V. — W linear. Dann gilt:
i) im(F) C W und ker(F) C V sind Untervektorriume.
) F surjektiv < im(F) =W
iii) F injektiv < ker(F) = {0}
iv) Ist F injektiv und sind vy,...,v, linear unabhdngig, so sind auch
F(v1),...,F(v,) linear unabhdngig.

Beweis. 1) ist in Satz E31iii) bewiesen und ii) ist die Definition der Surjektivitét.
iii) 0 € ker(F). Ist F injektiv, so folgt aus F(v) = 0 = F(0), daBl v = 0.
Gibt es umgekehrt vy # vy € V mit F(vy) = F(vq), so wére F(v; — vy) = 0, also
0 # vy — vy € ker(F'). Widerspruch
iv) Sei Ay - Fl(v1)+---+ A\, - F(v,) =0, dann gilt 0 = F(A-v1+ -+ Ay - vy)
nach Linearitdt und A; - vy + -+ + A, - v, = 0 nach iii). Also ist \; = 0. O
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Definition 43.6 Ist F': V' — W linear, so heiBt die Zahl rang(F') := dim(im(F"))
der Rang der Abbildung F.

Der Rang ist eine wichtige Charakterisierung einer linearen Abbildung.

Satz 43.7 Ist V ein endlich-dimensionaler Vektorraum und F 'V — W eine
lineare Abbildung, so gilt

dim(V) = dim(im(F")) + dim(ker(F)) .

Beweis. Wir wissen dim(im(F')) < dim(V') nach Satz E3dliv) und dim(ker(F')) <
dim(V) nach Satz BE3ZHi). Seien also (vy,...,v;) eine Basis von ker(F) und
(wy, ..., w,) eine Basis von im(F"). Wir wéhlen uy, ..., u, € V mit F(u;) = w; fur
alle 1 <i <r.Fiirv € V gibt es eine eindeutige Darstellung F'(v) = Ay wy+-- -+
A, - w,. Flir die so bestimmten \; konstruieren wir v’ := Ay -u; +- - -+ A, -u,. Dann
gilt F(v—2") =0, also v — v’ € ker(F). Es existieren also eindeutig bestimmte
M1,y g Mit 0 — 0 = g - 01 + -+ - 4 g - vg. Also gilt

V=AU AN U v g Vg

Damit ist V' durch die Familie B = (uy, ..., u,, vy, ..., v, ) erzeugt. Zum Beweis
der linearen Unabhéangigkeit sei Ay -uy + -+ A\ - up + pg -v1 + -+ -+ g - v = 0.
Anwenden von F ergibt Fi(A;-ug+-+-+ A\o-up) = Ay -wy 4+ -+ A - w, = 0, und
damit \; = 0. Das liefert p; - v1 + -+ 4+ pg - v, = 0 und damit p; = 0. Damit ist
B eine Basis von V' aus dim(im(F')) + dim(ker(F’)) Vektoren. O

Satz 43.8 Zwischen endlich-dimensionalen Vektorraumen V,W gqibt es genau
dann einen Isomorphismus, wenn dim(V') = dim(W).

Beweis. F ist Isomorphismus, wenn linear, injektiv und surjektiv. F' injektiv heif3t
dim(ker(F)) = 0 und F surjektiv heit im(F") = W. Aus dem vorigen Satz folgt
dann die Behauptung. U

Satz 43.9 Ist dim(V) = dim(W) < oo und ist F' linear, dann sind fir F Injek-
tivitat, Surjektivitat und Bijektivitat dquivalent.

Beweis. injektiv=- surjektiv: F' injektiv, dann ker(F) = {0} und dim(V) =

dim(im(F)). Also dim(im(F")) = dim(WW) und dann im(F) = W.
surjektiv=-injektiv: F' surjektiv, dann dim(im(F")) = dim(W) = dim(V). Also

dim(ker(F")) = 0 und ker(F") = {0}, somit F' injektiv. O

Satz 43.10 (Faktorisierungssatz) Sei F' : V. — W linear und B =
(Ui, ..., Up, V1, ..., ) eine Basis von V. mit ker(F) = span(vq,...,vg). Mit
U :=span(uy,...,u,) gilt:

i) V =U @ ker(F)
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ii) Die Einschrinkung F‘U : U — im(F) ist ein Isomorphismus.

iii) Sei Py : V = Ue@ker(F) — U die Projektion auf den ersten Summanden,
definiert firv =u+v € V mitu € U undv' € ker(F') durch Py(v) := u,
so qilt F = F‘U o Py.

Beweis. 1) ist klar, denn U und ker(F') sind linear unabhéngig.

i) ker(F|,) = ker(F)NU = {0}, also ist |, : U — im(F) injektiv, auBerdem
surjektiv und damit bijektiv.

iii) Fir v = w4+ ¢ mit w € U und v' € ker F ist F(v) = F(u) + F(v') =
F(u) = F|, (u) = F|,(P(v)). O

Zu beachten ist, daf U in der direkten Summe V' = U @ker(F) nicht eindeutig
definiert ist. Die F’ p sind also, je nach Wahl von U, verschiedene Isomorphismen.

44 Lineare Abbildungen und Matrizen

Ist A € M(m x n,K), so wird durch Fa(z) := A -z fir x € K™ eine lineare
Abbildung Fj : K™ — K™ definiert. Dazu gibt es folgende Umkehrung:

Satz 44.1 Sei F : K™ — K™ eine lineare Abbildung. Dann existiert genau eine
Matriz Ap € M(m x n, K) mit F(x) = A -x fir alle x € K™. Fir diese Matriz
Ap gilt Ap = (F(e1),...,F(e,)), d.h. die j-te Spalte von Ap ist der Vektor
F(e;) € K™, wobei e; € K™ der j-te Standardbasisvektor ist.

Damit definiert die Zuordnung F +— Ap eine bijektive Abbildung M) :
Hom (K™, K™) — M(m x n, K).

ay;
Beweis. Sei A = (a;;) € M(m x n, K) und a; := : € K™ die j-te Spalte
mj
L1
von A. Dann gilt fiir alle x = : e K"
T

Tr1a11 + ToQig + -+ -+ XTpa1y

n
A-x= : :5 xja; .
=1

T1Gm1 + ToGm2 + -+ TnGmn

Sei nun F': K" — K™ linear und Ap := (F(ey),..., F(e,)), dann gilt Ap -z =

2 wiF(ej) = F G wje;) = F(x).
Sei A = (d,...,a)) € M(m x n,K) mit A" # A. Dann gibt es ein r €

{1,...,n}, so dafB fir die r-te Spalte gilt a/. # a,. Fir 2 = e, gilt dann A" -z =
al. # a, = F(x). Damit ist Ap durch F' eindeutig bestimmt. O
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Die wichtigen Begriffe von Bild, Kern und Rang einer linearen Abbildung
iibertragen sich somit auf Matrizen.

Definition 44.2 Fir A € M(m x n, K) heiBt
i) ker(A) ={z e K" : A-x2=0¢€ K™} C K™ der Kern von A,
i) im(A) = {b € K™ : esgibteinz € K" mit A-x = b} C K™ das Bild
von A,

i) rang(A) = dim(im(A)) der Rang von A.

Wir zeigen spéter, dafl die hier gegebene Definition des Rangs einer Matrix mit
Definition [[3TT iibereinstimmt. Nach i) ist ker(A) die Losungsmenge des homo-
genen LGS A -z = 0. Der Faktorisierungssatz liefert dann eine Methode zur
Bestimmung von im(A): Ist (vy,...,v,—,) eine Basis von ker A C K™, so ergénze
man sie zu einer Basis (vq, ..., Uy, U1, ..., u,) von K™ Dannist (A-uq, ..., A-u,)
eine Basis von im(A).

Beispiel 44.3 Durch F((w,z,y,2)) = (w+ 2z —y,x +y — z,w + 2z — z) fiir
w,x,y, 2 € R werde eine lineare Abbildung F : R* — R3 definiert. Daraus lesen
wir ab:

1 1 -1 0
Fle)=( 0], Flea)=| 1|, Fles)= L], Flea)=| -1
1 2 0 —1
1 1 -1 0
Folglich wird F' durch die Matrix Ar = 01 1 -1 € M3 x 4,R)
1 2 0 -1

dargestellt. Zur Berechnung des Kerns als Losung von A -z = 0 fiithren wir
folgende elementare Zeilenumformungen durch:

msenvast-y | -1 T 0N iy (29 2
Ap MEELEREU g ) MEY g 1 1
00 0 0 00 0 O
T 2 —1
Daraus lesen wir als Losung 2| = -1 Ll ( 3 ) ab mit x3, 4 € R
3 1 0 T4
Ty 0 1
beliebig. Folglich ist dim(ker A) = 2, und eine Basis von ker A ist (v, v9) mit
2 —1
| -1 _ 1
U1 = 1 ) Vg = 0
0 1

Wir koénnen sie z.B. zur Basis (vi,vs,e1,e2) von R*? ergénzen. Somit ist
(F(e1), F(e2) eine Basis von im(A).
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45 Die darstellende Matrix einer linearen Abbildung

Im folgenden geht es darum, die Aquivalenz zwischen Matrizen und linearen
Abbildungen auf beliebige endlich-dimensionale Vektorraume zu verallgemeinern.
Der erste Schritt ist

Satz 45.1 Gegeben seien endlich-dimensionale Vektorraume V und W und Vek-
toren vy,...,v, € V und wy,...,w. € W. Dann gilt:

i) Sind die vy, ..., v, linear unabhingig, so gibt es mindestens eine lineare
Abbildung F -V — W mit F(v;) = w; fir alle 1 <i <.

ii) Ist (vy,...,v,) eine Basis, so gibl es genau eine lineare Abbildung F :
V — W mit F(v;) = w; fir alle 1 <i <r. Fir diese Abbildung F gilt

e im(F) = span(wy,...,w,)

o Finjektiv < (wy,...,w,) ist linear unabhingig.
Beweis. ii) Ist v = A\j-v1+- - -+ A0, € V', so definieren wir F'(v) := Aj-wy+- - -+
A - w,. Da die \; eindeutig bestimmt sind, ist auch F(v) eindeutig. Zu zeigen ist

aber, dafl F’ wirklich linear ist. Sei v/ = p1 - v1 4+ - - - + p, - v, ein weiterer Vektor.
Dann gilt

T

)\-v—i—,u-v’:Z()\)\i—i—,uui)wi und

i=1
FAv+p-0v)= i()x)\i—i—,u,ui) Cw; = A(i&"%‘) +M<zr:,uzi'U)i>
i=1 i=1 i=1

=A-Fw)+u-F).

Klar ist, dal im(F") C span(wy, . .., w,). Andererseits ist w = Aj-wi+- - -+ \w, =
F(A-vi+ -+ A - v.) und damit span(wy, ..., w,) C im(F).

Sei (wy, ..., w,) linear abhingig, so gibt es mindestens ein \; # 0, so daf
0=XMNw +...Nw, = F(A-v1+ -+ A\ - v.). Da (vy,...,v,) eine Basis ist,
ist Ay cvg + -+ A\ - v, # 0, und damit ist F' nicht injektiv. Das bedeutet F
injektiv. = (wy,...,w,) linear unabhéngig. Ist umgekehrt (wy,...,w,) linear
unabhingig, dann betrachten wir F(v) = 0 mit v = Ay - v1 + -+ + A, - v, also
FA\ v+ -+ A -v)=X A w +- -+ N\ w,, was zu \; = 0 und damit v =0
fithrt. Also ist ker(F') = {0} und F ist injektiv.

i) Ist (v1,...,v,) linear unabhéngig, aber keine Basis, dann konnen wir eine
Basis (v1, ..., 00, Upi1, ..., 0,) von V finden. Fiir diese geben wir beliebige Vekto-
ren wyiq,...,w, € W vor und finden fiir jede Wahl von w, .1, ..., w, eine lineare
Abbildung F' mit F(v;) = w;. O

Satz 45.2 Sei B = (wy,...,w,) Basis eines Vektorraums W.
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i) Es gibt genau einen Isomorphismus ®p : K™ — W mit ®g(e;) = w; fir
alle 1 < i < n, wobei (€;)i=1...n die Standardbasis ist.

i) Ist W = K" und B = (wy,...,w,) eine Basis von W, dann gilt Pp(x) =
Ag -z mit Ag = (wy,...,w,) € M(n x n,K), fir alle x € K". (Die
Spalten von Ap sind also die nebeneinandergeschriebenen Basisvektoren

Beweis. 1) folgt aus Satz Bodlund ii) ist Satz B4l O
Wir kénnen nun die Verallgemeinerung von Satz B2l angeben:

Satz 45.3 Gegeben seien K-Vektorrdume V mit Basis A = (vy,...,v,) und W
mit Basis B = (wy, ..., wpy).

i) Dann gibt es zu jeder linearen Abbildung F :V — W genau eine Matrix
A= (a;;) € M(m xn,K), sodafs F(v;) =3 1", a;j - w;.

i) Die so erhaltene Abbildung
Mg - Hom(V,W) — M(m x n,K) , Mg . F— A= Mg(F)
st ein Isomorphismus von Vektorrdumen diber K, und insbesondere gilt
MEN-F4p-G) =X\ ME(F) + - MZ(G) .

Ist V = K" und W = K™ und sind A und B die Standardbasen, dann ist
Mg = M" : Hom(K", K™) — M(m x n, K) die Konstruktion aus Satz B2l

Definition 45.4 Mit den Bezeichnungen aus Satz heiBt A = Myz\(F) die
darstellende Matrix von F :V — W beziiglich der Basen A von V' und B von V.

Beweis von Satz[f5.3 i) Durch Komposition von F' mit den Isomorphismen
® 4 und ®g aus Satz

A= (Pg) 'oFody: K" — K™, Az = (Pg) H(F(Pa(z))) .
Umgekehrt ergibt sich F aus A durch F = ®go Ao (Py)™! : V — W mit
Aox:= Az Zunichst ist (P4)*(v;) = e; € K. Matrixmultiplikation liefert

(57 m
A- ((‘I)A)_l(vj)) = : = Zaz’j e, € K™
a i=1
mj
Anwenden von ®p liefert ®p(A - ((Pa) " H(v;))) =D, aij - w; € W.
ii) Als Komposition linearer Abbildungen ist Mg : Hom(V, W) — M (m x
n, K) mit
A=ME(F)=(®g) ' oFody: K" — K™.
linear. Da A eine Basis ist, gibt es nach SatzlhJlii) genau eine lineare Abbildung
F mit F(v;) = w;:= > i~ a;; - w;. Also ist Mg bijektiv. O
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Beispiel 45.5 Wir betrachten die durch F((x,y,2)) = (v — y,2z + y — z) defi-
nierte lineare Abbildung F' : R? — R? beziiglich der Basen (vy, v, v3) von R? und
(w1, wy) von R? mit

0 1 1
vn=11 , =10 ,vg=1 1 ,w1:(1>,w2:<_§).
1 1 0

Damit gilt

F(uy) = F((0,1,1)) = < _(1)) F(vs) = (}) , F(vg):<g) .

Diese Vektoren sind nun beziiglich der Basis (wy, wo) darzustellen, wya;j+wqaq; =
F(v;). Es handelt sich also um drei lineare Gleichungssysteme aus 2 Gleichungen
mit 2 Unbekannten:

(v m)=() = ()= ()
() Ce)=() = (em)=(
(b)) (m)=(5) = (m)=(3)

_1
Die darstellende Matrix ist folglich A = ( i (1) _? )
3

O =

Sind also die Basen der Vektorrdume V' und W festgelegt, dann kann man die
Vektorrdaume mit den Standardraumen K", K™ der Koordinaten identifizieren
und lineare Abbildungen F' : V. — W mit Matizen A € M(m X n, K). Eine
oftmals sinnvolle Wahl besteht aus Basen, in denen fiir die Koordinatenmatrix
die Einheitsmatrix entsteht:

Definition 45.6 Die Matrix

10 ... 0
01 ... 0

Er: . . i . EM(TXT,K),
00 ... 1

in der samtliche Eintrage auf der Diagonalen gleich 1 und alle anderen Eintrage gleich
0 sind, heiBt (r x r)-Einheitsmatrix. Ihre Komponenten sind also E, = (J;;), wobei

s o1 firi=j
BT 0 fiird #

das Kronecker-Symbol ist.
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Satz 45.7 Sei ' : V — W linear und dim(V') = n, dim(W) = m, dim(im(F)) =
rang(F) = r. Dann gibt es Basen A von V und B von W mit

MZ;(F) _ Er Orx(n—r) '
O(m—r)xr O(m—r)x(n—r)

Dabei ist 0,5, € M(p x q, K) die Matriz, in der simtliche Eintrige gleich 0 sind.

Beweis. Wir wihlen eine Basis (wy,...,w,) von im(F') und ergédnzen sie zu ei-
ner Basis B = (wy, ..., Wy, Wri1,...,Wwy,) von W. Dann wihlen wir wie im Be-
weis von Satz B37 Vektoren uq,...u, € V mit F(u;) = w; fir alle 1 < i <r
und erginzen sie mit einer Basis (vy,...,v;) von ker(F') zu einer Basis A =
(U1, ..., U, 01,...,v;) von V. Dann hat Mg'(F) die angegebene Form. O

Seien G : K" — K" und F : K" — K™ lineare Abbildungen, dargestellt
(beziiglich der Standardbasen) nach Satz BEZ1] durch Matrizen B = M (G) €
M(nxr,K)und A= M}(F) € M(m xn, K).

Nach Satz ist die Komposition F o G : K" — K™ wieder eine lineare
Abbildung, welche durch eine Matrix C' = M (F o G) € M(m x r, K) dargestellt
wird. Das bedeutet C'= M, (M)~ (A) o (M)~} (B)), und auf diese Weise wird
ein Produkt

i Mmxn,K)x M(nxr, K)— MmxrK),
A+ B = My (M) (A) o (My)"1(B))

von Matrizen passender Grioffe definiert. Im Produkt mufl die Zahl der Spalten
der linken Matrix gleich der Zahl der Zeilen der rechten Matrix sein.

Satz 45.8 Ist A= (a;;) € M(mxn,K), B=(Bj;) € M(nxr,K) und A-B =

C = (cix) € M(r x s,K), so gilt c;x = Zaijbjk.

j=1
Beweis. Sei F = (M™)"'(A): K™ — K™ und G = (M")"%(B) : K" — K" sowie
FoG = (M""YC): K" — K™ Seien (£1,...,&,) die Standardbasis im K",
(€1,...,€,) die Standardbasis im K™ und (e, ..., e,) die Standardbasis im K™.
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Dann gilt

(FoG)(&) =) ci-e (Satz fir FoG)

=1

= F(G(&)) (Definition von F o G)

= F( Z bjk . Ej) (Satz ﬁil" G)

j=1

= Z bi - F(€;) (Linearitét von F)
j=1

:Zb]k (ZCL@”QZ) (S&thﬁI‘ F)
j=1 i=1

= Z <Z al-jbjk> - e (Umordnen der Summen)
=1 j=1

Die Behauptung folgt nun aus der Eindeutigkeit der Koeffizienten zur Basis
(€i)iz1,..m von K™. -

Ein Spezialfall dieser Rechenregel ist das schon zuvor erkldrte Matrixprodukt
A-v e K™ einer Matrix A € M(m x n, K) mit einem Spaltenvektor v € K. Mit
den Bezeichnungen aus Satz gilt: Die i-te Zeile von A ist (a; a2 ... ain),
by,

und die j-te Spalte von B ist : . Damit folgt: Das Matrixelement c¢;; von
b,

C = A- B ist das “Produkt” der i-ten Zeile von A mit der j-ten Spalte von B.

L2 123
Beispiel 45.9 Sei A=| 0 1 | und B = , dann gilt
5 9 1 01

und B~A:(7 10).

3 2
A-B=|10
44 3 4

oo = Ot

Daraus ist ersichtlich, daf} selbst wenn sowohl A - B als auch B - A erklért sind,
im allgemeinen A - B # B - A gilt.

Beispiel 45.10 Eine Drehung in der Ebene um den Ursprung mit Winkel o

wird durch die Matrix A = ( cosa —smna ) beschrieben. Entsprechend be-
sina cosa
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schreibt B = cpsﬂ —sinf§ eine Drehung mit Winkel 3. Die Hintereinan-
sinf3  cospf

derausfithrung beider Drehungen ist durch das Matrixprodukt gegeben:

A.p— [ cosa - sin « cos —sinf\ [ ci1 ci2
~ \ sina  cosa sinf3 cosf3 ~\ 9y oo
B ( cosacos 3 —sinasin 3 —sinacos 3 — cos asin 3 )

sinacos B+ cosasinfl  cosacos 3 — sinasin 3

Andererseits ist die Hintereinanderausfithrung beider Drehungen wieder eine Dre-
hung mit Gesamtwinkel o 4+ (3. Daraus folgen die Additionstheoreme fiir Sinus
und Cosinus,

sin(a + 3) = sinacos  + cosasin 3 cos(a + () = cosavcos f — sin asin 3
Satz 45.11 Sind Matrizen A, A" € M(m x n,K), B,B" € M(n x s,K) und
C € M(r x s,K) gegeben sowie A\ € K, so gilt:

i)A-(B+B)=A-B+A-B und (A+A)-B=A-B+A-B
(Distributivgesetze)

i) A-(A\-B)=(\-A)-B=X-(A-B)
iii) (A-B)-C=A-(B-C) (Assoziativgesetz)
iv) E,-A=A-E,=A (Neutralitit der Einheitsmatriz)

Beweis. i) und ii) folgen aus der Summendarstellung des Matrixprodukts, iv) ist
leicht nachzurechnen.

iii) Die Komposition beliebiger Abbildungen ist assoziativ. Die Isomorphismen
M iibertragen die Assoziativitdt auf das Matrixprodukt. O

Im weiteren schreiben wir oft AB statt A - B fiir das Produkt der Matrizen.

Definition 45.12 Die Abbildung t : M (m xn, K) — M (nxm, K) definiert durch
t: A= (a;) — A" := (aj;) heiBt Transposition von Matrizen.

Satz 45.13 Wenn das Matrizprodukt AB erklirt ist, dann gilt (A- B)" = B*- A"

Beweis. Sei A = (a;;) € M(m xn,K), B=(bjz) € M(n xr,K) und C = AB =
(cik) € M(m x r, K). Dann ist ci, = Y7 ai;bjy und C* = (c};) mit ¢j; = ci.

Weiter ist B = (b;) mit by; = bj, und A" = (a};) mit a); = a;. Dann ist
B'A" = D = (dp;) mit di; = 37, bjyal = D20 biwai; = 327 aibje = i = ¢
und somit D = C*. O

Wir bezeichnen mit M(n, K) := M(n x n, K) die Menge der quadratischen
Matrizen. Das Matrixprodukt ist dann eine Verkniipfung in M (n, K), die kompa-
tiblel mit Addition und Multiplikation mit Skalaren ist. Dadurch wird M (n, K)
zu einer sogenannten Algebra. Ein weiteres wichtiges Beispiel einer Algebra ist
die Menge der stetigen Funktionen auf einem metrischen Raum.
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Definition 45.14 Eine quadratische Matrix A € M (n, K') heiBt invertierbar, wenn
esein A7t e M(n,K) gibtmit A-A"'=A"1. A=E,.

Satz 45.15 Die Menge
GL(n,K)={Ae€ M(n,K) : A ist invertierbar}

der invertierbaren Matrizen ist eine Gruppe mit der Matrizmultiplikation als Ver-
kniipfung und der Einheitsmatriz E, als neutralem Element.

Diese Gruppe GL(n, K) heifit die allgemeine lineare Gruppe.

Beweis. Da F, ein neutrales Element ist, ist nur zu zeigen, dafl aus A, B €
GL(n, K) auch AB € GL(n, K) folgt. Die Matrix B~'A~! erfiillt (B~'A~1)AB =
E,, unter Verwendung des Assoziativgesetzes. Aus den allgemeinen Gruppeneigen-
schaften folgt, dal das neutrale Element und das zu A inverse Element eindeutig
sind. U

Satz 45.16
i) A€ M(n, K) ist genau dann invertierbar, wenn rang(A) = n.
ii) Fir A€ GL(n,K) gilt (AH)™! = (A7)

Beweis. 1) Ist rang(A) = rang(F) = n, dann ist F' surjektiv nach Satz E30lii)
und dann bijektiv nach Satz B39

ii) Wir haben (A™1)'A' = (AA™Y)! = E! = E,, so da} (A~!)" das Inverse zu
Al ist. O

46 Zur Theorie linearer Gleichungssysteme

Definition 46.1 Eine Teilmenge X C V eines K-Vektorraums V' heiBt affiner Un-
terraum, falls es ein v € V' und einen Untervektorraum W C V gibt, so daB3

X=v4+W:={zeV : esgibteinweW mitz=v+w}.

Beispiel 46.2 Ist V = R? die reelle Zahlenebene, dann sind die eindimensiona-
len Untervektorraume W C V die Geraden durch den Nullpunkt. Ein aus der
Geraden W durch 0 hervorgehender affiner Unterraum X = v + W ist dann die
Parallele zu W durch v.
Satz 46.3 Ist X = v+ W ein affiner Unterraum von V', dann gilt

i) Fir beliebiges v' € X ist X =o' + W.

i) Istv' € V und W C V ein Untervektorraum mit o' + W' = v + W, so
folgt W =W"undv' —v e W.
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Beweis. 1) Wegen v' € X gibt esein w’ € W mit v =v+w'. Seix =v+w e X
ein beliebiges Element, so schreibt sich x = v/ +w — w’. Also ist X C v/ + W.
Durch Vertauschen von v, v’ folgt v + W = X.

ii) Seien z,2' € X = v+ W, dann ist x — 2/ € W. Gébe es eine zweite
Darstellung X =o'+ W’ dann ist x — 2’ € W' fiir alle z, 2/, also W = W’. Dann
folgt v' —v e W. O

Da also in einem affinen Unterraum X = v+W der Untervektorraum eindeutig
ist, definieren wir die Dimension dim(X) := dim(W) wenn X = v + W.
Wir untersuchen den Lésungsraum

Los(A,b) :={zr e K" : Az =1b}

eines linearen Gleichungssystems Az = b zu gegebener Matrix A € M(m x n, K)
und gegebenem Vektor b € K™. Ist F' : K" — K™ die durch A € M(m x n, K)
definierte lineare Abbildung, F(x) = A -z, so ist Los(A,b) = F~1(b) und insbe-
sondere Lis(A,0) = F~1(0) = ker(F). Damit gilt stets 0 € Los(4,0), und diese
Losung heifit die triviale Lésung des homogenen Systems. Geht die erweiterte
Koeffizientenmatrix (A|b) durch elementare Zeilenumformungen in eine erwei-
terte Koeffizientenmatrix (A[b) iiber, dann gilt Los(A, b) = Lis(A,b) nach Satz
1KIS

Satz 46.4 Gegeben sei das lineare Gleichungssystem Ax = b aus m Gleichungen
mit n. Unbekannten. Ist rang(A) = r, dann gilt fir die Losungsrdume:

i) Los(A,0) € K™ ist ein Untervektorraum der Dimension n — 1.

ii) Los(A,b) C K™ ist entweder leer oder ein affiner Raum der Dimension
n —r. Ist v € Los(A,b) eine beliebige Lisung, dann gilt Los(A,b) =
v+ Los(A,0).

Beweis. 1) Sei F': K" — K™ die durch F(xz) = A-z definierte lineare Abbildung.
Nach Satz ist Los(A, 0) = ker(F') ein Untervektorraum. Nach Satz B3 ist
seine Dimension dim(ker(F')) = dim(K")—dim(im(F')) = n—r wegen rang(A) :=
dim(im(F)).

ii) Seien v, v’ € Los(A,b) zwei Losungen des linearen Gleichungssystems, also
Av =bund Av' = b. Dann ist A(v —v") =0, also v — v’ € Los(A4,0). O

Der Satz besagt, dal man eine allgemeine Losung des inhomogenen linearen
Gleichungssystems erhélt, indem man zu einer speziellen Lésung des inhomo-
gonen Systems die allgemeine Losung des homogenen Systems addiert. Sei also
(Wpi1, ..., wy,) eine Basis von Los(A,0) (wenn r < n) und v € Los(A,b) eine
beliebige spezielle Losung des inhomogenen Systems, so ist

Los(A,b) = v+ Kw,q1 + -+ - + Kw, mit Kw := spang(w) .
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Satz 46.5 Der Lisungsraum eines linearen Gleichungssystems Ax = b ist genau
dann nicht leer, wenn rang(A,b) = rang(A).

Beweis. Die Matrizen A € M(m x n,K) und (A,b) € M(m x (n + 1), K)
beschreiben lineare Abbildungen A : K® — K™ bzw. A’ : K"t' — K™
mit Ae;) = Al'(e;) = Yo aije; fir 1 < j < n und A'(e,q1) = b. Da-
mit ist im(A) C im(A’), also rang(A) < rang(A’), sowie b € im(A’). Ist nun
rang(A) = rang(A’), dann ist im(A) = im(A’) und damit b € im(A), das Glei-
chungssystem ist also 1osbar.

Ist rang(A) < rang(A’), dann mufl es Vektoren v € im(A’) geben, die nicht
in im(A) liegen. Da span(A’(e;));=1,..» C im(A), bleiben nur die b enthaltenden
Linearkombinationen, welche nicht in im(A) liegen. Das bedeutet b ¢ im(A). O

Insbesondere ist der Losungsraum Los(A,b) fiir A € M(m X n, K) nichtleer,
wenn rang(A) = m, da dann die durch A beschriebene lineare Abbildung surjektiv
ist. Das bedeutet, dal Az = b fiir jedes b € K™ losbar ist. In diesem Fall heif}t
das lineare Gleichungssystem universell losbar. Ist rang(A) < m, so gibt es nicht
fiir alle b € K™ eine Losung. Es ist nur fiir jene b € K™ losbar, fiir die die
rang(A) = rang(A4,b) gilt.

Wir sagen, das lineare Gleichungssystem Ax = b ist eindeutig ldsbar, wenn
Los(A, b) nur aus einem Element besteht.

Satz 46.6 Das lineare Gleichungssystem Ax = b fir A € M(m x n, K) und
b e K™ ist genau dann eindeutig losbar, wenn rang(A) = rang(A,b) = n.

Beweis. Nach SatzHBG.H gibt es eine Losung, und nach SatzHAG. Al ist diese eindeutig.
O

Satz 46.7 Die Definitionen [{4.3 und [LZ11 fiir den Rang einer Matriv A €
M(m x n, K) stimmen tberein.

Beweis. Es sei A € M(m x n, K) eine aus A durch elementare Zeilenumformun-
gen hervorgehende Matrix. Der Losungsraum eines LGS bleibt unverdndert bei
elementaren Zeilenumformungen, d.h. es gilt Los(A,0) = Los(A,0) und damit
r := dim(im(A4)) = dim(im(A)) nach der Dimensionsformel aus Satz B3 Sei
7 die Anzahl der Nicht-Null-Zeilen von A und V; = span(ey,...,e;) C K™ der
durch die ersten 7 Basisvektoren ey, ..., e; € K™ aufgespannte Untervektorraum.
Dann gilt A - z € V; fiir beliebige x € K™. Andererseits ist nach dem GauBschen
Eliminationsverfahren die Gleichung A - z = b fiir beliebige b € V; 1dsbar, d.h.

im(A) = Vz und somit 7 = r. 0

Ist A € M(n, K) invertierbar, dann ist das lineare Gleichungssystem Ax = b
wegen rang(A) = n eindeutig 16sbar mit Losung x = A~!b fiir beliebiges b € K™.
Im n#chsten Abschnitt werden wir eine Methode zur Bestimmung der inversen
Matrix gewinnen.
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47 Elementarmatrizen

Die elementaren Zeilenumformungen, die eine Matrix B € M(m x n, K) (z.B. die
erweiterte Koeffizientenmatrix (A, b), welche ein ein lineares Gleichungssystem
beschreibt) in Zeilenstufenform bringen, lassen sich durch Linksmultiplikation von
B mit geeigneten (m x m)-Matrizen beschreiben. Diese Elementarmatrizen sind,
ausgedriickt durch Einheitsmatrix und Standardmatrixbasis nach Beispiel [2.2

Typ I: B Ik, B st Matrixmultiplikation B = Py, - B mit

1 | |

|

|

|
_O_

|

|

|
e

|

|

|

|

|

|
e

|

|

|
_O_

|

|

|

= En — By — By + Eip + By

(Angedeutet sind die i-te und k-te Zeile und Spalte. Alle nicht bezeich-
neten Eintréage sind 0.)

Typ II: ist Spezialfall A = 1 von Typ IV

Typ II: B 2% B ist Matrixmultiplikation B = Si(A\) - B mit

|
SN=| - = =X = — — | =E.,+ (- 1E;
|
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Typ IV: B Vi) B gt Matrixmultiplikation B = Q;,()\) - B mit

1 | |

Qir(N) = =FE, +\E

| | 1
(Angedeutet sind die i-te und k-te Zeile und Spalte.)
Analog sind elementare Spaltenumformungen einer Matrix A € M (m x n, K)
gegeben durch die entsprechenden Rechtsmultiplikationen von A mit Elementar-
matrizen P,Q,S € M(n x n, K).
Tatsdchlich gentigen die Matrizen {S;(A)} und {Qix(1)} fiir Typ II und III,

denn Typ I eine Kombination aus mehreren Umformungen vom Typ II und III
(ersteres als Spezialfall von IV):

Py = Qir(1) Sk(—1)Quri(—1)S:;(=1)Qir(1)S;(—1) ,
denn

(2 ]{3) IIL, ( )(_Z.7 k’) sz ( Z L— )IIL (2,]{?—) sz (k’ L )

IIIk( 1)

(kyimk) M (k)

Fiir Typ IV gilt
Qi;(N) = Si(3)Qu(1)S:(A) |

denn

() i oy o IL(3)

(i, k) — (Ni, k) =25 (N, k4 M) =37 (i, k + M)
Die Elementarmatrizen sind invertierbar mit
Pt =Py, (Qie(N) ™" = Que(=A) (Si(N) ' = Si(5) -
Eine wichtige Anwendung der Elementarmatrizen ist der folgende Satz:

Satz 47.1 Jede invertierbare Matrix A € GL(n,K) ist ein endliches Produkt
von Elementarmatrizen.
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Beweis. Da rang(A) = n, filhren elementare Zeilenumformungen mit Typ I und
IV erst zu einer Dreiecksmatrix mit Diagonalelementen d;; # 0 fiir alle 1 <17 < n,
nach weiterer Umformung mit Typ IV dann zu einer Diagonalmatrix mit gleichen
Diagonalelementen d;; # 0, und schliefilich mit Typ III zur Einheitsmatrix. Damit
gilt B, -+ By-B1-A = E,,, wobei jedes By eine Elementarmatrix Q;(\) oder S;(\)
ist. Folglich gilt A= B;'-By'---B-'und A" = B,---B,- By. O

Eine niitzliche Anwendung dieses Beweises besteht in einer effizienten Berech-
nungsmethode fiir die inverse Matriz. Durch Vergleich von B, ---By-B1- A= E,
mit A~ = B, --- By - By - E,, lesen wir ab:

Satz 47.2 Dieselben Zeilenumformungen, welche eine invertierbare Matriz A €
GL(n, K) in E, tberfihren, iberfihren E, in A~ O

Beispiel 47.3

9 4|1 0@k (9 4
11 5|0 1 0 3

s (1 0] 5 —4
0 1)-11 9

9 4\ 5 -4
Folglich ist ( ) = ( ), was durch Ausmultiplizieren leicht zu

1 0 QQL—?G) 9 0
-4 0 3

11 5 —11 9
iiberpriifen ist.

Ein anderer Weg, diese Rechnung zu verstehen, interpretiert A - A~! = E,
als n lineare Gleichungssysteme A - ) = b®) . Dabei sind die z® bzw. b® mit
1 < p < n gerade die n Spalten von A~! bzw. E,. Anstatt nun die Berechnung
von z® durch Zeilenumformung jeder dieser erweiterten Koeffizientenmatrizen
(A, b)) separat durchzufiihren, schreiben wir alle Spalten b®) nebeneinander und
formen die entstehende Matrix (A, E,) gleichzeitig um. (Es ist stets dieselbe
Rechnung, die A in E,, iiberfithrt, unabhéngig von b).

Man muf} zunéchst nicht wissen, ob A invertierbar ist, um dieses Verfahren
durchzuftihren. Wir kénnen sogar nichtquadratische Matrizen A € M(m x n, K)
zulassen. Sei also rang(A) = r, dann fiithren die Zeilenumformungen zu (m — r)
Zeilen, in denen séimtliche Eintriage gleich 0 sind. Wir erreichen dann bestenfalls
die Blockdarstellung

Dr><n

(m—r)xn

Lr><m
M(m—r)xm ’
wobei die Grofle der Matrizen entsprechend Dy, € M(r x n,K) usw. ge-
kennszeichnet ist. Nach Konstruktion als Matrix in spezieller Zeilenstufenform

sind r der n > r Spalten von D,, die paarweise verschiedenen Standardbasis-
vektoren eq,...,e,. € K".

g (g
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Es gibt also Elementarmatrizen By, ..., B, € GL(m,K) mit B,---B; - A =

Drxn und B, ---B;- E,, = Lxm =: L. Durch Transposition
O(m—r)xn M(m—r)xm

entsteht die Matrix ( Drscn ) ( Dl Ouxgmer) ) € M(nxm,K), wobei

O(m r)xn

nun r der n > r Zeilen von D! =: an die transponierten Standardbasisvekto-

TXn
renel, ... el € K" sind. Elementare Zeilenumformungen iiberfithren diese Matrix
in ( E Orxon—1) ) € M(n x m, K). Es gibt also Elementarmatrizen
O(n—r)xr 0(n—r)><(m—r)

Ci,....Cy € GL(n, K) mit

D \' [ E. 0
e (27, -(% 1)

und somit nach Riicktransposition

Drxn t __ Er O
(.1 ) eesar=(5)

Das Produkt dieser Elementarmatrizen R = Cs---Cy - Cy erhalten wir wieder
durch die korrespondierende Zeilenumformung der Einheitsmatrix:

E. 0| =
En)|—><0 0 R).

Damit haben wir folgenden Satz bewiesen:

Satz 47.4 Zu jeder Matriz A € M(m x n, K) mit rang(A) = r gibt es invertier-
bare Matrizen L € GL(m, K) und R € GL(n, K), so daff A = L- ( EOT 8 ) -R7L.
(Dabei ist R = R'.)

( anr Onx(m—r)

Beispiel 47.5

1 2 3 Qi}
45601
2
3
1

Q21_(%>) 1 0 -1 %
0 -3 -6 —4

1

0 -3 —6H )

52—% -1 - %
)Gy el )

). Die iibliche Rechnung fiir das Inverse liefert

0ot

Damit ist L™! =

L:(jlg)

Wk lot
WI—wWIN
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Nach Transposition berechnen wir

1 01 0 O 1 01 0 0
0100 1 0 |9e= g 100 10,
-1 210 0 1 0 0|1 -2 1
10 1
also RE=R=| 0 1 —2 |. Diese Matrix ist nun leicht zu invertieren: R~! =
00 1
1 0 —1
0 1 2
0 0 1

Folglich gilt

(1 2 3)_(1 2)(1 0 0) (1) (1) _é
4 5 6 4 5 010 00 1

Man kann Satz B4 auch abstrakt verstehen: Die Matrix A = (a;;) € M (m X
n, K) entspricht einer linearen Abbildung F': K™ — K™ mit F'(e;) = Y ;" | aij-e;.

Ist rang(F') = rang(A) = r, dann existieren nach SatzEoBasen A = (vy,...,v,)

von K" und B = (wy, . .., wy,) von K™, so dal Mg'(F) = ( EOT 8 ) = A= (ay).

Die mit L und R bewirkte Umrechnung von A in A ist ein Beispiel fiir eine
Koordinatentransformation.

Satz 47.6 Fir A€ M(m x n, K) ist rang(A) = rang(A").

Beweis. Sei rang(A) = r. Nach Satz BR gibt es angepafite Basen A in K™
und B in K™, sodal A= L - ( Er Orc(n—r) ) - R~ fiir invertierbare

O(m—r)xr O(m—r)x(n—r)
Matrizen L € GL(m, K) und R € GL(n, K). Dann ist A' = (R™!)" - B, - L' mit
B, = ( Er Orc(m—r) . Mit R ist auch R! invertierbar, also ist (R™1)" :

O(n—r)xr O(n—r)x(m—r)

K™ — K™ ein Isomorphismus. Somit gilt dim(im(A")) = dim(im(B, - L) < r.
Durch Umkehrung von A — A' (oder Verwendung der Surjektivitéit von L) folgt
die Behauptung. 0

48 Kommutative Diagramme und Basiswechsel

Koordinatentransformationen werden hervorgerufen durch einen Basiswechsel in
einem Vektorraum. Sind in einem Vektorraum V' zwei Basen A = (vy, ..., v,) und
A= (01,...,7,) gegeben, so existieren nach Satz Isomorphismen ® 4 : K™ —
Vund @ 7 : K™ — V mit ® 4(e;) = v; und P 4(e;) = v;. Die identitische Abbildung
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auf V' induziert dann einen Isomorphismus T](i = (ID;il ody : K" — K™, den man
am besten als kommutatives Diagramm schreibt:

K"
K2y Y
A_gp—1 ; A_p—1
TA_(I)A O(I)Al/ lzdv bzw. TA_(PA od 4 V
K'——=V /
@ @
K"

Dabei bedeutet Kommutativitdt, dafl die Komposition der Abbildungen un-
abhéngig vom Weg ist.

Die darstellende Matrix der identischen Abbildung ist somit T;lfl = (T};) =
Mﬁ(ldv) mit idv(Uj) =V = Z?:l T‘z]{)z Sel v = Z?:l €Tv; = Z?:l yz{)z & V,
dann gilt

n n n
~ ~ A
v:E Tjv; = E Tijxjvizg YiU; = y=T7 z.
j=1 i=1

ij=1

Kennt man also die Transformationsmatriz T4, so kann man die neuen Ko-

ordinaten y von v € V beziiglich der Basis A aus den alten Koordinaten
beziiglich der Basis A berechnen. Besonders wichtig ist der Fall V' = K”. Dann
sind @4 =: A € M(n xn,K) und ®; = A € M(n x n, K) selbst Matrizen,
gegeben durch die jeweiligen Basisvektoren als Spalten. In diesem Fall ist nach
Definition des Matrixprodukts Tf = A7'. A. An Stelle der Losung eines linea-
ren Gleichungssystems tritt nun die einfachere Aufgabe der Berechnung einer
inversen Matrix.

Allgemein 1&8t sich die darstellende Matrix einer linearen Abbildung F': V —
W beziiglich Basen A von V und B von W als kommutatives Diagramm auffassen:

P
Kn A 1%
M?(F):@BloFoéAl l/F
K™ on w
Durch Kombination mit dem Basiswechsel erhalten wir:

Satz 48.1 (Transformationsformel) Es sei F': V. — W eine lineare Abbil-
dung sowie A, A Basen von V und B,B Basen von W, mit dim(V) = n und
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dim(W) = m. Dann ist folgendes Diagramm kommutativ:

\F/
/_\

Insbesondere gilt MZ(F) = Tg - Mg(F) - (T4)™"

Beweis. Alle Dreiecke und Teilvierecke sind kommuativ, also auch das gesamte
Diagramm. 0

Insbesondere 1&8t sich die darstellende Matrix einer linearen Abbildung F' :
K™ — K™ beziiglich anderer als der Standardbasen sehr leicht berechnen. Wir
betrachten erneut Beispiel

Beispiel 48.2 Wir betrachten die durch F'((z,y,2)) = (v — y,2z +y — 2) defi-
nierte lineare Abbildung F' : R® — R? beziiglich der Basen A = (vy,va,v3) von
R? und B = (wy, wy) von R? mit

0 1 1 1 9
vp= |1 ,ve=1 0 ,uv3=1 1 s wr =y s w2 =y .
1 1 0

1 -1 0 . .
5 1 _1 ) (Bilder der Basisvek-

toren als Spalten). Die Transformationsmatrizen sind nach Satz und wegen
® 4 = id und P = id gegeben als

Beziiglich der Standardbasen ist M) (F') = (

01 1
Tf‘zqﬁl: 101
110

A
und )
- 102
went-(1 ) - (1)
3 73
Somit gilt
011
~ 102 1 -1 0 )
Mg‘(F):(g_g)-(2 Lo ) fror =01, 1)
3 73 11 0 3

in Ubereinstimmung mit der ersten Rechnung.
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SchlieBlich konnen wir den Zusammenhang zwischen Matrixprodukt und
Komposition linearer Abbildungen fiir beliebige endlich-dimensionale Vek-
torrdume formulieren:

Satz 48.3 Gegeben seien Vektorrdaume U, V, W mit Basen A, B,C sowie lineare
Abbildungen G : U — V und F : V. — W. Dann gilt MF o G) = M#(F) -
ME(G).

Beweis. Wir betrachten das folgende Diagramm:

D4

\q)/
/\

oc

mit A= M#(F) =, o Fodg: K" — K™ und B= ME(G) = ®3'cGo®, :
K" — K™ Alle Telldlagramme sind kommutativ, damit auch das &uflere Viereck.
O

49 Determinanten

Bei der Determinante hantelt es sich um eine wichtige Charakterisierung qua-
dratischer Matrizen. Die Determinante ist ein Kriterium fiir die Invertierbarkeit
einer Matrix. Sie tritt aulerdem auf beim Eigenwertproblem fiir Matrizen.

Definition 49.1 Eine Abbildung
det : M(n,K) — K , det : A det A

heiBt Determinante, wenn folgendes gilt:
(D1) det ist linear in jeder Zeile, d.h. ist die i-te Zeile a; = Na, + \'a] € K™, so
gilt

det | a; | =XNdet| a | +N'det | af

(Die mit : symbolisierten Zeilen ay,...,a;_1,a;t1,-..,a, sind in jeder der
drei Matrizen identisch.)

Insbesondere gilt: Entsteht B aus A durch Multiplikation der i-ten Zeile mit
A # 0, ist also eine Zeilenumformung vom Typ Il mit B = S;(\) - A, so ist
det B = \-det A.
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(D2) det ist alternierend, d.h. hat A zwei gleiche Zeilen, so gilt det A = 0.
(D3) det ist normiert auf det E,, = 1.

Wir zeigen spéater, dafl solche Determinanten existieren. An dieser Stelle be-
schrianken wir uns auf den Beweis der Eindeutigkeit der Determinante. Dazu
leiten wir aus der Definition weitere Eigenschaften her, die insbesondere eine
Berechnungsmethode beinhalten:

Satz 49.2 Die Determinante hat folgende weitere Eigenschaften:
(D4) det(A-A)=X"det A VAeK.
(D5) Ist eine Zeile von A identisch Null, so folgt det A = 0.

(D6) Die Determinante dndert das Vorzeichen bei Zeilenumformungen von
Typ I:. Entsteht B aus A durch Zeilenvertauschung, also B = Py, - A,
so gilt det B = —det A.

(D7) Zeilenumformungen von Typ IV lassen die Determinante unverdndert:
Entsteht B aus A durch Addition der \-fachen i-ten Zeile zur k-ten Zeile,
also B = Qik(N\) - A, so gilt det B = det A.

ai

as ... .
(D8) Ist A = , '22 ' , eine obere Dreiecksmatriz, so gilt

0 ... 0 apy
det A = a11a99 * * * App, -

(D9) Sein >2, und A € M(n,K) habe die folgende Blockdarstellung:

A:(%I j), AlEM(an);A2€M(n2,K)7n1—|—n2:n'
2

Dann gilt det A = det Ay - det As.
(D10) det A=0 < rang(A) < n.

(D11) Es gilt der Determinantenmultiplikationssatz det(A-B) = det A-det B fiir
alle A, B € M(n, K). Insbesondere ist det A~* = —— fir A € GL(n, K).
Anders formuliert: det : GL(n, K) — K* ist ein Gruppenhomomorphis-
mus.

Beweis. D4) Nach (D1) gilt

ay

)\CLl a " ay
Aa Aa 2 a
det : | = Adet ) 2l = A%det | Aas | = = A" det .2
Aay, Aay, A a,
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D5) folgt aus (D1) mit A =0
D6) Ist B = Py, A, so berechnen wir

det A + det B = det : + det
Qe a;
ai ai ak ak
D et | 0 [ +det | o [ +det| ;| +det
Qy Q; Q; Qy;
a; ag a; + ag
D get : + det : 2 et : 22
a; + ag a; + ag a; + ag

(D7) Ist B = Qix(M\)A, so gilt

Q; Q; Q;
det B = det : 2 det : + Adet : (2 det A

ap + Aa; ay, a;

(D8) Fiir Diagonalmatrizen folgt durch wiederholte Anwendung von (D1)

ai; 0 ... 0 1 0 ... 0
qet| 0o @ g | o e
6 0. a;m 0 0' aq;n
e (11092 - * * Ay det B, (23 110922 * * * App

Sind fiir eine allgemeine obere Dreiecksmatrix alle a; # 0, so bringen wir sie
durch Zeilenumformung vom Typ IV in Diagonalform mit den gleichen Diago-
nalelementen. Ist a; = 0 und ag, # 0 fiir alle &k > 4, so fiihrt Zeilenumformung

vom Typ IV auf die Zeile a; = 0.
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(D9) Wir kénnen Zeilenumformungen verwenden, die die beiden Blécke nicht
mischen. Durch Umformungen nur der ersten n; Zeilen und dann nur der letzten
ny Zeilen erreicht man

D, C
__ (__1)\S1t+s2 1
det A = (—1) det ( 0 D, ) ,

wobei Dy, Dy obere Dreiecksmatrizen sind und s, ss die Anzahl der Zeilenum-
formungen vom Typ I im oberen bzw unteren Block sind. Die Behauptung folgt
nun aus (D8).

(D10) Durch elementare Zeilenumformung iiberfithren wir A in eine obe-
re Dreiecksmatrix mit Diagonalelementen ajq,...,a,,. Dann ist detA =
+air - app. Aus det A = 0 und der Zeilenstufenform folgt a,, = 0 and da-
mit det A = 0 nach (D5), also rang(A) < n. Ist umgekehrt rang(A) < n, so fiihrt
elementare Zeilenumformung auf eine obere Dreiecksmatrix mit a,, = 0, so dafl
det A = 0.

(D11) Ist rang(A) < n, so ist auch rang(AB) < n als Dimension des Bildes der
Hintereinanderausfithrung linearer Abbildungen. Dann ist det(A) = det(AB) =
0. Ist rang(A) = n, so ist A invertierbar und nach Satz 71l ein endliches Produkt
von Elementarmatrizen. Also ist det(AB) = det(C - - - C,- B), wobei C), = Qi ()
oder C, = S;(\) fur 1 < p < r. Es gilt det(Q(A\)B) = det B nach (D7) und
det(S;(A\)B) = Adet B nach (D1). Also ist det(AB) = A; - - - A\; det B, wobei A, die
Koeffizienten in den Umformungen vom Typ III sind. Andererseits ist det(A) =
det(AE,) = A\ - -+ \s, was die Behauptung liefert. O

Zusammengefafit haben wir damit aus den Axiomen ein Berechnungsverfahren
fiir die Determinante einer Matrix abgeleitet: Wir iiberfithren mit elementaren
Zeilenumformungen vom Typ I und IV die Matrix A € M(n, K) in Zeilenstu-
fenform A = (a;;): Sind dabei s Vertauschungen von Zeilen (Typ I) notwendig,
dann ist det A = (—1)%ay; - - - apy,. Das Verfahren beweist die Findeutigkeit der
Determinante: Gébe es zwei Abbildungen det und det, die (D1), (D2) und (D3)
erfiillen, so folgt aus beiden die Berechnungsvorschrift fiir die durch Zeilenumfor-
mung erhaltene Dreiecksmatrix A = (a;j) mit det A = detA = (—1)%a11 - - - Q.

Beispiel 49.3

01 2 345\ 3 4 5
det [ 3 4 5 | 2—qet{ 01 2 |™ML? _qet|l 0 1 2
6 7 9 6 7 9 0 -1 —1
345
VM _qet [ 01 2 | = =3
00 1

Satz 49.4 Es gilt det(A") = det(A) fiir alle A € M(n, K).
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Beweis. Ist det A = 0, so ist rang(A") = rang(A) < n und damit det(A") = 0.
Ist det A # 0, so ist A invertierbar und damit darstellbar als endliches Produkt
von Elementarmatrizen A = C ---C, mit C, = Q;(A\) oder C, = S;(\). Nach
dem Determinatenmultiplikationssatz ist det A = det C} - - - det C, und det A* =
det CF - - - det CL. Es gilt (Qir(A\))" = Qri(N) und (S;(A))* = S;(A). Die Behauptung
folgt nun aus det(Qx(A)) = 1 fiir alle i, k, A und det(S;(\)) = . O

Daraus ergeben sich mehrere Folgerungen:

Satz 49.5 (D2’) Die Determinate ist linear in jeder Spalte.
(D3’) besitzt A € M(n, K) zwei gleiche Spalten, so gilt det A = 0. O
Satz 49.6 Fir A € M(n, K) sind dquivalent:
i) det A #0
rang(A) =n
iv) Die Zeilen von A sind linear unabhdngig.

ii)
111) A ist invertierbar
)
V)

Die Spalten von A sind linear unabhdingig. O
Satz 49.7 Die Gruppe
SLn,K):={Ae€GL(n,K) : det A=1}

ist eine Untergruppe von GL(n, K). Sie heifit die die spezielle lineare Gruppe.

Beweis. Fiir A,B € SL(n, K) folgt aus den Eigenschaften der Determinante
det(AB) =1 und det A~ = 1. O

Die Determinantenbildung fiir Matrizen 148t sich sofort auf die Determinate
fiir Endomorphismen endlich-dimensionaler Vektorrdume verallgemeinern. Sei V'
ein n-dimensionaler Vektorraum iiber K und F' : V' — V eine lineare Abbildung
(ein Endomorphismus). Wir wéhlen eine beliebige Basis B = (vy,...,v,) von V
und stellen F' in dieser Basis dar:

n
’U]):E Qg5 = Uy aijEK.

Dannist A = (a;;) = ME(F) die darstellende Matrix von F beziiglich der Basis B.

Wir definieren det F' := det(M§E(F)). Diese Definition ist sinnvoll, denn sie hingt

nicht von der Wahl der Basis ab: Sei A eine andere Basis von V', dann gilt nach

SatzBRIME(F) = Tg'- M4 (F)-(T') ™! und deshalb det(ME (F)) = det(M4(F)).
In direkter Verallgemeinerung der Determinanteneigenschaften gilt:
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Satz 49.8 Sind F,G € End(V), so gilt
i)det F#£0 <« FeAut(V)
i) FeAuw(V) = detF'=_1+
iii) det(FoG)=det F-detG

Eine weitere niitzliche Anwendung ist die Definition der Orientierung von
Automorphismen und von Basen.

Definition 49.9 Sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum iliber K. Ein Auto-
morphismus F' € Aut(V') heiBt orientierungstreu, falls det F* > 0, ansonsten orien-
tierngsuntreu.

Zwei Basen A und B von V heiBen gleich orientiert, wenn fiir die darstellende
Matrix der Identitit gilt det(M3' (idy)) > 0, ansonsten ungleich orientiert.

Offenbar gilt:
Satz 49.10 Die Menge
Autt (V) :={F € Aut(V) : det F >0}

der orientierungstreuen Automorphismen wvon V' ist eine Untergruppe wvon
Aut(V). Insbesondere ist

GL"(m,K):={A€GL(n,K) : detA >0}
eine Untergruppe von GL(n, K).

50 Laplacescher Entwicklungssatz und komplementéire
Matrix

In Beweisen und fiir speziell gewahlte Matrizen sind auch rekursive und abstrakte
Berechnungsformeln niitzlich:

Satz 50.1 (Entwicklungssatz von Laplace) Ist A = (a;;) € M(n,K) und
seien die Matrizen A;; € M(n —1, K) aus A durch Streichen der i-ten Zeile und
der j-ten Spalte erhalten. Dann gilt fir beliebiges 1 < i <n

det A = Z(—l)”jaij det A;; Entwicklung nach der i-ten Zeile
j=1
und fiir beliebiges 1 < j <n

det A = Z(—l)”jaij det A;; Entwicklung nach der j-ten Spalte.
i=1
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Beweis. (fir die Zeilenentwicklung). Wir schreiben die i-te Zeile aq;
., @) von A = (a;;) als Linearkombination der kanonischen Basen

(aﬂ, Aig, . .

ai:ail(l,0,0,...,O)—i—aig(O,l,O,...,O)+---—|—am(0,0,...,0,1)

Anwenden von (D1) ergibt

n

det A

J=1

ij

a1

ai—1,1

0

Ai4+1,1

an1

Z Qg5 det A;] s

arj-1 Q15 Q1541 a1n
@i—15-1 Ai—-1,5 QAi—1454+1 --- Qi—1n
0 1 0 - 0
Ait1,j-1 Qit1j  Git1541 Ait1n
a'n,j—l a'nj an,j-‘,—l Apn

In jeder der Matrizen Aj; bringen wir mit Zeilenumformungen vom Typ IV (wel-
che die Determinante nicht dndern) alle anderen Eintrége der j-ten Spalte auf

0:

det Aj; = det A, Aj; =

11 ay,5—-1
ai—-11 Qi—1,5-1
0 o 0
Ai41,1 @iy1,5—1
Gn1 Qp j—1

0 a1 a1p
0 @i—1,j+1 i—1n
1 0 o 0
0 aip1j11 Ait1m
0 an,j-‘,—l Apn

Durch Vertauschen mit jeweils benachbarten Zeilen bringen wir die i-te Zeile
von A} an die j-te Stelle, wobei sich die Reihenfolge aller anderen Zeilen
dndert. Dazu sind |i — j| Zeilenvertauschungen erforderlich. Die 1 steht nun auf
der Diagonale: Fiir 7 < j erhalten wir:

det A%, = (=1)"ldet A7, A =

a1

ai—11
Qi1

aj,1
0

aj+1,1

anl
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Ai—1,5-1 0 A5—1,541
ir1j-1 0 @ip15+1
ajj-1 0 a1
0 1 0
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Durch elementare Zeilenumformung vom Typ I und IV iiberfithren wir A7 in eine
obere Dreiecksmatrix und lesen die Determinante ab. Bei diesen Umformungen
wird an der j-ten Zeile und Spalte von A} nichts geéndert. Deshalb stimmt
det A7} mit der Determinante jener Matrix A;; € M(n — 1, K) iiberein, die aus
A7 durch Weglassen des Kreuzes aus j-ter Zeile und j-ter Spalte erhalten wird.
Dieselbe Matrix A;; entsteht aber auch aus Aj; und damit auch aus A selbst
durch Weglassen der i-ten Zeile und der j-ten Spalte. Unter Verwendung von

(1)l = (=1)"*7 folgt die Behauptung. Analog fiir die Spaltenentwicklung. [

Wir kénnen nun iiber den Laplaceschen Entwicklungssatz die Existenz der
Determinante beweisen:

Satz 50.2 Fir alle n € N* gibt es eine Abbildung det : M(n, K) — K mit den
FEigenschaften (D1), (D2) und (D3) aus Definition [J9_1.

Beweis. Durch Induktion nach n. Fiir n = 1 setzen wir det(a) := a. Dann ist (D2)
eine leere Aussage, (D1) und (D3) sind klar. Sei die Existenz bis M(n — 1, K)
bewiesen. Wir definieren det : M(n, K) — K tber den Laplaceschen Entwick-
lungssatz und Entwicklung nach der j-ten Spalte. Zu zeigen sind (D1) — (D3).

(D1) Betrachtet werde die k-te Zeile von A € M(n,K). Es gilt det A =
Yoy (1) ag;det Ay = (1) ay; A+, 4, (—1)ay; det Ay, Im ersten Term
ist A; unabhéngig von der k-ten Zeile, und ay; ist linear. In jedem anderen Term
it # k ist det A;; linear in der k-ten Zeile nach Induktionsvoraussetzung, und a;;
ist unabhéngig von der k-ten Zeile.

(D2) Seien die k-te und I-te Zeile von A € M(n, K) gleich, und k < [. Ist i # k
und ¢ # [, so sind die entsprechenden Zeilen auch in A;; € M(n — 1, K) gleich,
damit det A;; = 0. Im Entwicklungssatz verbleibt det A = (—1)qay,; det Ay; +
(—1)"*Ja,; det Aj;. Die Annahme (Gleichheit det k-ten und I-ten Zeile von A)
ergibt zunéchst ag; = aj;. Ist n = 2, s0 ist k = 1 und [ = 2, damit (1) =
—(—1)"7 und det A;; = det Ay; wegen Gleichheit beider Zeilen von A € M(n, K).
Sei also n > 3 und a; € K" die i-te Zeile von A mit a,, = a; =: b € K".
Seien @, € K"~ die aus a;, b durch Weglassen des j-ten Eintrags entstehenden
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Zeilenvektoren. Dann ist

aq ! !
ay ay
ag—1 / /
b g1 g1
a) v
k+1
Q41 '+ /
A _ . A N A _ ak+1
— 9 k’] - / ) l] - N
a;_4 :
aj—1 % al
b -1
a a
I+1 1
ar+1 + N
/ /
a Q,
an n n

Durch [—1—Fk Vertauschungen benachbarter Zeilen bringen wir die (I—1)-te Zeile
b’ von Ay; in die k-te Zeile, alle Zeilen aj,, ..., a1/ verschieben sich um eine
Zeile nach unten. Das Ergebnis dieser [ — 1 — k Zeilenvertauschungen ist A;;, d.h.
es gilt det Ay; = (—1)""1"*det A;; und damit (—1)*" det Ax; — (—1)"* det Ay;.
Das liefert (D2).

(D3) Es gilt detE, = >0 (=1)M¢;det(E,);; = (—1)¥det(E,);; =
det(En_l) =1. O

Die Berechnung der Determinante von A € M (n, K) wird durch Satz auf
die Berechnung der Determinanten kleinerer Matrizen zuriickgefiihrt. Als Beispiel
berechnen wir

a a
det ( a;i a;z ) = (—1)1+1a11 det(agg) -+ (—1)1+2a12 det(agl) = A11Q92 — A1204927 .

Einfache Rechenregel: Fiir 2 x 2-Matrizen ist die Determinante gleich dem Pro-
dukt der Hauptdiagonalelemente minus dem Produkt der Nebendiagonalelemen-
te. Eine dhnliche graphische Rechenregel gibt es auch fiir 3 x 3-Matrizen (Regel
von Sarrus). Ein Analogon fiir M (n, K') mit n > 4 wére falsch!

Beispiel 50.3 Wir berechnen erneut Beispiel durch Entwicklung nach der

1. Zeile:
4 5 3 5 3 4
—O~det(7 9)+(—1)-det<6 9)+2~det(6 7)

1-6:-54+2-3-7-2-6-4=-27T+30+42—-48= -3,

0
det | 3
6

+©O‘ll\3

1
4
7
=-1-3-9

in Ubereinstimmung mit der ersten Rechnung.
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Allgemein wird durch den Entwicklungssatz die Determinante von A = (a;;)
rekursiv durch Summen und Differenzen von Produkten a;,j, ---a;,;, der Ein-
trége a;; berechnet. Durch Entwicklung nach der jeweils obersten Zeile sieht man,
dafl in jedem dieser Produkte jeder Zeilenindex genau einmal vorkommt. Ande-
rerseits kommt auch jeder Spaltenindex genau einmal vor: Damit a;; in einem
Produkt vorkommen kann, darf zuvor kein a;; aufgetreten sein, da sonst die j-te
Spalte gestrichen wére. Nach dem Auftreten von a,;; wird die j-te Spalte weg-
gelassen und weitere ay; kénnen im Produkt nicht vorkommen. Eine solche in-
jektive/surjektive/bijektive Zuordnung eines Spaltenindex j = o(i) € {1,...,n}
zu jedem Zeilenindex ¢ € {1,...,n} heifit Permutation. Ein Beispiel ist durch
i |1 2345
()|]2 531 4

Sei S,, die Menge (und Gruppe) aller Permutationen der Menge {1,2,...,n},
dann gilt

folgende Tabelle gegeben: e

det A = Z AM0) A15(1)20(2) * * * Ano(n) -

Dabei ist A(0) € +£1, denn jede Permutation kommt vor und zwar mit Vor-
faktor +1 oder —1 entsprechend dem Entwicklungssatz. Man kann zeigen, dafl
Ao) = sign(o) das Vorzeichen der Permutation ist, das wie folgt berechnet wer-
den kann: Eine Permutation 7 heifit Transposition, wenn sie zwei Elemente aus
{1,...,n} austauscht und alle anderen an ihrer Stelle beldfit. Jede Permutation
kann als (nicht eindeutige) Hintereinanderausfithrung von Transpositionen erhal-
ten werden. Dann ist

Sign(a) — (_1>Zah1 der Transpositionen in o )

Das Vorzeichen ist eindeutig, auch wenn die Zahl der Transpositionen selbst nicht
eindeutig ist.

Alternativ kann man das Vorzeichen aus der Zahl der Fehlstellen der Permu-
tation ablesen. Eine Fehlstelle ist ein Paar (4, j) mit ¢ < j und o(¢) > o(j). Dann
ist

Sign(a) — (_1>Zah1 der Fehlstellen in o )

Damit gilt (insgesamt hier ohne Beweis)
Satz 50.4 (Formel von Leibniz)

det A = Z sign(U) 15(1)A20(2) * * * Cno(n) -
oESn

Es gibt n! Permutationen o € S, so daf} die Zahl der Produkte in der For-
mel von Leibniz mit wachsendem n sehr grofl wird. Deshalb ist die Formel von
Leibniz vor allem aus theoretischer Sicht bedeutsam. Sind z.B. die Eintrage der
Matrix stetige/differenzierbare Funktionen, so ist auch die Determinante eine
stetige/differenzierbare Funktion. Fiir praktische Berechnungen sind Zeilenum-
formungen geeigneter.
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Definition 50.5 Sei A = (a;;) € M(n, K). Dann heiBt die Matrix
— (M P i+j
A = (aj;) € M(n,K) , ag; = (—1)""7 det Aj; .

die zu A komplementare Matrix, wobei A;; € M(n—1, K) durch Streichen der j-ten
Zeile und der i-ten Spalte entsteht.

Man beachte die Vertauschung der Reihenfolge von ¢, j: Im Matrixelement a

)
steht Ajz’, nicht Azg'

Satz 50.6 Ist A € M(n, K) und sei A* die zu A komplementire Matriz, dann
gilt A- A" = A*- A = (det A)E,. Insbesondere gilt A~* = —A* fiir invertierbare
Matrizen A € GL(n, K).

Beweis. Wir berechnen die Komponenten von A? - A:
(14Tj . A)k] = Za,ﬁgiaij = Z(—l)i+kai]’ det Azk .
i=1 i=1

Ist 7 = k beliebig, so entsteht gerade der Spaltenentwicklungssatz von Laplace:
det A=3"" (—=1)"a;; det Aj;. Fiir j # k betrachten wir die Matrix B = (by) €
M (n, K), die aus A entsteht, wenn man die k-te Spalte von A durch die j-te Spalte
von A ersetzt. Es ist also b; = a; fiir [ # k und b, = a;;. Da B zwei gleiche
Spalten besitzt, ist det B = 0. Wir entwickeln det B nach der k-ten Spalte:
0=det B=> (—1)"bydet By = (—1)"a,; det Ay
i=1

i=1
wegen A;; = By, Folglich ist (A% - A)y; = (det A)dy;. O

Mit A™' = == A% fir A € GL(n, K) haben wir eine weitere Methode zur
Berechnung der inversen Matrix kennengelernt. Fiir n > 3 ist diese Methode
jedoch sehr aufwendig. Allerdings ist diese abstrakte Darstellung in der Analysis
sehr niitzlich, denn die Determinantenbildung hingt als Produkt der a;; stetig
und sogar differenzierbar von den Eintrdgen a;; ab. Daraus folgt, daf§ fiir A €

GL(n, K) die Abbildung A — A~ differenzierbar ist.

Eine weitere Anwendung der Determinanten besteht in einem
Losungsverfahren fiir lineare Gleichungssysteme mit invertierbaren Matri-
zen:

Satz 50.7 (Cramersche Regel) Seien A = (a;;) € GL(n,K) und b € K"

gegeben und sei x = (xy,...,x,)" € K" die eindeutig bestimmte Lisung des
linearen Gleichungssystems A - x = b. Bezeichnen wir mit ay,...,a, die Spalten
von A, also aj = (ayj, ..., an;)", dann gilt
= det(al, ceey i1, bj, (07 P an)
I det A
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Beweis. Die endeutig bestimmte Losung des linearen Gleichungssystems ist durch
x = A1 b gegeben. In Komponenten gilt damit

_ 1NN i+
7= 2T = G (et ).
i=1

i=1

Nach dem Spaltenentwicklungssatz von Laplace ist ", (—1)"*/b;(det A;;) gerade
die Determinante einer Matrix B = (b;), deren Eintrige auf der j-ten Spalte
durch b;; = b; gegeben sind und deren andere Spalten identisch sind mit den
Spalten von A. ]

Wieder liegt die Bedeutung der Cramerschen Regel in theoretischen Betrach-
tungen wie der Schluflfolgerung, dal die Losung des linearen Gleichungssystems
Az = b fir A € GL(n, K) differenzierbar von der rechten Seite b € K™ sowie den
Eintragen der Matrix A € GL(n, K) abhingt.

Zum Abschlufl geben wir ohne Beweis noch die Verallgemeinerung von det (A -
B) = det A - det B, hier mit A, B € M(n, K), auf Produkte nichtquadratischer

Matrizen an:

Satz 50.8 (Binet-Cauchy) FEs seien A = (a1,...,a,4%) € M(n x (n+ k), K)
und B = (by,...,bpyr) € M(n x (n+ k), K) zwei rechteckige Matrizen, gebildet
aus den Spaltenvektoren a;,b; € K™, und k € N. Fiir1 <mj; <mo < ---<m, <
n + k seien quadratische Matrizen A™™2"n = (@, Gpmyy -y G, ) € M(n, K)
und B™™2 = (b Oy - oy b, ) € M(ny K) definiert. Dann gilt

det(A . Bt) = Z (det Amlmz---mn)(det Bmlmz-..mn) )

1<mi<mo<-<mp<n+k

Die Summe lauft iber die ("Zk) = (T{Iz)! verschiedenen Mdglichkeiten, n der n+k

Spalten der Matrizen auszuwdhlen.

Ein Beweis findet sich z.B. in G. Fischer: Lineare Algebra, Kapitel 3.3. Man kann
sich auf Matrizen A, B € M(n x [, K) mit [ > n beschrénken, da sich zeigen 1483t,
dafB fiir A,B € M(n x [, K) mit | < n stets det(A - B*) = 0 gilt. Aus Satz

folgt insbesondere det(A - A?) = Z (det A™™2--mn)2 (Gramsche
1<mi<mo<---<mn<n+k
Determinante), d.h. fiir reellwertige Matrizen ist det(A - A*) > 0.

51 Eigenwerte und Diagonalisierbarkeit

Wir hatten im Abschnitt iiber Matrizen (SatzB5.7) gesehen, dafl zu jeder linearen
Abbildung F' : V — W angepafite Basen A von V und B von W existieren, so dafl

die darstellende Matrix die Form Mg\(F) = ( EOT 8 ) hat. Natiirlich kénnen
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wir W =V wihlen und dann entsprechende Basen A, B von V finden. Die Frage
ist: Gibt es zu einem Endomorphismus F' : V — V auch eine Basis B von V,

so daB fiir die darstellende Matrix gilt: ME(F) = ( EOT 8 )? Die Antwort ist:
Nein!

Es geht nun darum, zu gegebenem Endomorphismus die Basis so sinnvoll wie
moglich zu wahlen.

Definition 51.1 Sei F' : V' — V Endomorphismus eines Vektorraums V iiber K.
Ein Skalar A € K heiBt Eigenwert von F', wenn es einen Vektor v % 0 von V gibt,
so daB F'(v) = A -v. Jeder Vektor v # 0 von V mit F(v) = X - v heiBt Eigenvektor
von F' zum Eigenwert \.

Zu beachten ist, daf§ es zu einem Eigenwert A mehrere Eigenvektoren geben kann.

Definition 51.2 Ein Endomorphismus F' € End(V) heiBt diagonalisierbar, wenn es
eine Basis von V' aus Eigenvektoren von F’ gibt.

In diesem Fall gilt:

Satz 51.3 Ist dim(V) = n, so ist F € End(V) genau dann diagonalisier-
bar, wenn es eine Basis B = (vi,...,v,) von V gibt, so daff ME(F) =
A1 0
0 An
Beweis. Fiir die darstellende Matrix ME(F) = (a;;) gilt F(v;) = Y1, aij - vi.
Damit sind die v; die Eigenvektoren zu den Eigenwerten \;. 0

Das ist die optimalste Situation fiir eine Basis zu gegebenem Endomorphis-
mus. Jedoch ist nicht klar, dafl jeder Endomorphismus auch diagonalisierbar ist.
Zunéchst untersuchen wir, ob die Eigenvektoren linear unabhéngig sind:

Satz 51.4 Sei F' € End(V) ein Endomorphismus und seien vy, . .., v, Eigenvek-
toren zu paarweise verschiedenen Eigenwerten Ay, ..., A\, von V. Dann sind die
(v1,...,0m) linear unabhdingig.

Beweis. Wir beweisen den Satz durch Induktion nach der Anzahl m linear
unabhéngiger Eigenvektoren. Fiir m = 1 ist nichts zu zeigen. Angenommen,
Vg, ..., Uy seien linear unabhéngig. Wir betrachten

H1V1 F T U =0
Anwenden von F einerseits und Subtraktion des A\;-fachen dieser Gleichung ergibt
0= ,ul()\l — )\1)1}1 + M2(>\2 — >\1)U2 + -+ ,um()\m — >\1)U2 .
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Da A\ # \; fiir 2 <4 < m und (vs,...,v,) linear unabhéngig, folgt p; = 0 fiir
alle 1 < 7 < m. Damit ist (vq,...,v,,) linear unabhéngig. O

Als direkte Konsequenz ergibt sich:

Satz 51.5 Seien \q, ..., N\, paarweise verschiedene Eigenwerte eines Endomor-
phismus F' € End(V') und sei dim(V') = n. Dann gilt:
i) m<n

ii) Ist m =n, dann ist F' diagonalisierbar.

Beweis. i) Fiir m > n wiren nach dem vorigen Satz mehr als n Vektoren aus
V', ndmlich Eigenvektoren zu i, ..., \,,, linear unabhéngig. Das ist durch die
Dimension ausgeschlossen.

ii) Ist dim(V') = n, dann bilden n linear unabhéngige Vektoren eine Basis.
Damit ist (vy,...,v,) eine Basis aus Eigenvektoren, und F' ist diagonalisierbar.
O

Es gibt natiirlich Endomorphismen mit weniger als dim (V) paarweise ver-
schiedenen Eigenwerten, die trotzdem diagonalisierbar sind. Ein Beispiel ist
idy € End(V). Es gibt nur einen Eigenwert A = 1, aber jede Basis von V diago-
nalisiert idy . Die Untersuchung der Eigenrdume zu gegebenem Eigenwert ist also
entscheidend:

Definition 51.6 Ist F' € End(V) und ist A € K Eigenwert von F, dann heiBt
Eig(F;\) :={veV : F(v)=X v}
der Eigenraum von F' zum Eigenwert .

Zu beachten ist, dafi der Nullvektor im Eigenraum liegt, 0 € Eig(F; A), obwohl
er kein Eigenvektor ist. Der Grund ist i) im folgenden Satz:

Satz 51.7 Sei Eig(F;\) der Eigenraum von F € End(V) zum FEigenwert .
Dann gilt:

i) Eig(F;\) C V st Untervektorraum
ii) A ist Eigenwert von F < Eig(F; ) # {0} < dim(Eig(F;\)) >0
ii) Eig(F; )\ {0} ist die Menge der Eigenvektoren von F zum Eigenwert \
iv) Eig(F;\) =ker(F — X -idy)
v) Ist Ay # Ag, so folgt Eig(F; A1) N Eig(F; A\y) = {0}

111
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Beweis. 1) Sind vy, vo € Eig(F; \) und pq, e € K, so folgt
F(pvy + pove) = pn F(v1) + ppF(v2) = pa(Avr) + pa(Avz) = AM(pvr + pavs)

und damit pqv; + pove € Eig(F; \).
ii) Es gibt ein v # 0 mit F(v) = Av. Dann ist v € Eig(F; \) # {0}.
iii) ist klar
iv) Sei v € Eig(F'; \). Dann gilt:
(F=Xidy)(v) == v =0,

also v € ker(F' — X -idy ). Ebenso folgt die Umkehrung.
v) Ist Ay # Ay und v € Eig(F; \1), so ist

(F — )\2 . ldv)(’U) = ()\1 — )\2)’(] .

Damit ist v € ker(F' — Ag - idy ) genau dann, wenn v = 0. O

52 Das charakteristische Polynom

Es geht nun um ein Verfahren zur Bestimmung der Eigenwerte und Eigenvektoren
eines Endomorphismus, wobei die Determinante eine entscheidende Rolle spielt.

Satz 52.1 Sei F' € End(F) Endomorphismus eines endlich-dimensionalen Vek-
torraums V. Fin Skalar A € K ist genau dann Figenwert von F', wenn

det(F — A -idy) = 0.

Beweis. Nach Satz BITii) und Satz BIiv) ist A genau dann Eigenwert von F,
wenn dim(ker(F — A -idy)) > 0. Das ist gleichbedeutend mit

dim(im(F — A -idy)) = rang(F — X -idy) < dim(V) .

Nach der Determinanteneigenschaft (D10) ist diese Eigenschaft &quivalent zu
det(F — X -idy) = 0. O

Die Determinante eines Endomorphismus F' € End(V') berechnet sich als die
Determinante der darstellenden Matrix M4(F) = A = (a;;) € M(n, K) beziiglich
einer beliebigen Basis A = (wy,...,w,) von V. Es gilt

MHF —t-idy)=A—t-E,,

denn M+ ist eine lineare Abbildung (Satz B5d) und M4 (idy) = E, unabhiingig
von der Wahl der Basis. Damit ist die Suche nach Eigenwerten von F' € End(V)
zuriickgefiihrt auf die Bestimmung der Nullstellen der Abbildung

P,: K - K : Py:t—det(A—t-FE,).

73

Preliminary version — 16. Juli 2010



Nach der Formel von Leibniz gilt
det(A—t-E,) = (a1 —t)(aga —t) - (apn — 1) + Q ,

wobei in ) aus Summen und Differenzen von Produkten der Matrixelemente
besteht, in denen mindestens zwei Nichtdiagonalelemente a;; mit ¢ # j auftreten
(welche kein ¢ beinhalten): Wenn in einem solchen Produkt a;; auftritt, dann
berechnen sich nach dem Entwicklungssatz von Laplace die weiteren Faktoren zu
(—1)" det A;;, aber A;; enthilt nicht die Diagonalelemente a; — ¢t und a;; — t.
Ausmultiplikation der Produkte und Ordnen nach Potenzen von ¢ ergibt:

det(A—t-E,) =) ayt*
k=0
oy, = (-1)” , Q1 = (_1)n—1(a11 —+ e+ ann) , ey, O = det A .

Dabei heiit im zweithochsten Term tr(A) := a1 + -+ - + ay, die Spur der Ma-
trix A € M(n, K). Der niedrigste Term ist unabhéngig von ¢ und stimmt damit
mit der Rechnung fiir ¢ = 0 {iberein, was gerade die Determinante von A er-
gibt. Die anderen Koeffizienten oy, ..., a,_s sind schwieriger zu charakterisieren.
Insgesamt entsteht mit

n
Zaktk , ap € K
k=0

ein Polynom in t mit Koeffizienten im Korper K vom Grad n. In Verallgemei-
nerung von Abschnitt 10 aus dem letzten Semester bezeichnen wir mit K[t] den
Vektorraum der Polynome in ¢ mit Koeffizienten aus K.

Definition 52.2 Das spezielle Polynom P4(t) = det(A — ¢ - E,,) € K][t] heiBt das
charakteristische Polynom der Matrix A € M (n, K).

Sinnvollerweise heiit ein A € K Nullstelle eines Polynoms f € K[t], wenn f(\) =
0. In Verbindung mit Satz EZT] gilt:

Satz 52.3 Sei F' € End(V') Endomorphismus eines endlich-dimensionalen Vek-
torraums. Dann sind die Nullstellen des charakteristischen Polynoms det(F —t -
idy) € K|[t] die Figenwerte von F. O

Wir erinnern an einige Eigenschaften, die wir fiir K = C im letzten Semester
bewiesen haben, deren Beweis sich aber auf beliebige Korper iibertragt. Aus der
Eindeutigkeit der Division mit Rest ergab sich:

Satz 52.4 Ist A € K eine Nullstelle von f € K]Jt|, so gibt es ein eindeutig
bestimmtes Polynom g € K|[t| mit

) f=0=X2-9g
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ii) deg(g) =deg(f)—1

Der Grad deg eines Polynoms f = Y7 ja;t" € K[t] war der héchste Exponent
deg(f) = max(i : a; #0), mit deg(f) = —oo fiir f = 0. Ist A € K Nullstelle von
f € KJ[t] und sei g € K[t] durch f = (t — \) - g definiert, dann kann das gleiche
A auch Nullstelle von ¢ sein. Wir sagen, daf3 A eine vielfache Nullstelle ist:

Definition 52.5 Ist f € K|[t] verschieden vom Nullpolynom und A € K, so heiBt
p(fiA) =max{re N : f=(t—-N\"-gfirge K[t]}
die Vielfachkeit der Nullstelle \.

Ist f=(t—A)"-gundr = u(f;A),soist g(A) # 0. Durch wiederholtes Abdivi-
dieren der Nullstellen 148t sich jedes Polynom f € K|t| darstellen als

f=0=M)"(t=X)? - (t—=X) ™ q, deg(g) = deg(f)—ri—ro—-+-—rp >0,

wobei ¢ ein Polynom ohne Nullstellen ist. Insbesondere besitzt jedes Polynom
n-ten Grades hochstens n mit Vielfachheit gezéhlte Nullstellen (damit auch
hochstens n paarweise verschiedene Nullstellen). Ist deg(g) = 0, dann sagen wir,
da} f in Linearfaktoren zerfdllt. Von grofiter Bedeutung ist

Theorem 52.6 (Fundamentalsatz der Algebra) Jedes Polynom [ € C[t]
zerfallt in Linearfaktoren, d.h. es gibt a € C und (nicht notwendig verschiede-
ne) A, ..., A\ € C mit n = deg(f), so dafs

fA)=alt—XA)---(t—N\,) .

Wir hatten einen Beweis in Satz gegeben.

Im reellen Fall K = R zerfillt ein Polynom im allgemeinen nicht in Linear-
faktoren. Das einfachste Beispiel ist f(t) = ¢* + 1, welches keine reelle Nullstelle
besitzt. Man kann aber R C C ausnutzen und somit fiir jedes reelle Polynom
f € R[t] mit deg(f) = n genau n kompleze Nullstellen Ay, ..., N, € C (gezihlt
mit Vielfachheit) finden. Es gibt zwei Moglichkeiten: Ist A\; € R C C, dann ist
\; auch eine Nullstelle von f € R[t]. Ist \; ¢ R, dann ist auch \; eine komplexe
Nullstelle, was durch komplexe Konjugation folgt:

f(t) = Zaiti mit a; € Rund f(A\) =0 fir A ¢ R
i=0
= f(t)= Z ait' = f(t) hat Nullstelle = A, also ¢t = A Nullstelle von f .
i=0

AuBerdem ist die Vielfachheit der komplexen Nullstellen A, A gleich, d.h.
p(f;N) =p(f,A) ¥ feER[.
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Angenommen, wir hétten f(t) = (t — \)"(t — N g(t) mit r # 7' und X, X sind
keine Nullstellen von g € CJt]. Dann sind A, A auch keine Nullstellen von g € CJ[t],
und es gilt

F(6) = f(H) = (=N (E=N"g() .
Durch Austausch der formalen Variable ¢ — # folgt, daB nun u(f;\) = r und
w(f; ) =r', alsor =r'". Aus

(t =N (t =) =t* = 2Re(A)t + |A]* € R[t]
folgt nun, daB fiir jedes reelle Polynom f € R[t] gilt:

f:a(t_Aﬁ"'(t_)‘n—%)'gl"'gr7 gj:(t_aj)2+6]2>0,
a,\i,o 5,3, € R, B; #0, r,n—2r>0.

Die analytische Berechnung (zunéchst komplexer Nullstellen) ist im allgemei-
nen nur fiir Polynome vom Grad < 4 moglich. Fiir Polynome mit héherem Grad
ist man auf numerische Néherungsverfahren angewiesen. Der Fundamentalsatz
der Algebra und fiir reelle Polynome zusétzlich die Gleichheit der Vielfachheit
komplexer Nullstellen ist dann eine wichtige Kontrolle, ob man wirklich alle Null-
stellen numerisch gefunden hat!

53 Diagonalisierung

Wir kommen nun zuriick auf Eigenwerte und Diagonalisierbarkeit.

Satz 53.1 Sei F' € End(V) und A = M4(F) die darstellende Matriz beziiglich
einer beliebigen Basis A = (wy,...,wy,) von V. Dann gilt

Eig(F; \) = ®4(Los(A — A - E,,0)) .

Dabei ist
Sy K" >V, D 4(e;) = w; ,

der Isomorphismus, der die Standardbasis des K™ in die Basis A tberfihrt, und
Los(A—= M- E,,0)={x e K" : (A=X-E,)z=0}.
Beweis. Sei v € Eig(F'; \), dann ist
Fo)=M & & oFodyo0d (v)=A0'(v).
Wir setzen z = &' (v) € K™. Mit A = M4 (F) := ®,' o Fo®,4 € M(n, K) folgt
veEig(F;\) & Azxz=\z & (A-X-E,)x=0 O

Damit haben wir ein Verfahren zur Bestimmung von Eigenwerten und zu-
gehorigen Eigenrdumen von F' € End(V') gefunden:
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1. Wihle eine beliebige Basis A = (wy, ..., w,) von V. Bestimme die dar-
stellende Matrix A = (a;;) durch Zerlegen der n Vektoren F'(w;) nach
der Basis A,

F(w]) = Zaij W .
=1

2. Berechne das charakteristische Polynom P4(t) = det(A —t- E,) € K]t]
und bestimme seine Nullstellen Aq,..., \,, € K (paarweise verschieden)
und ihre Vielfachheit r; := pu(Pa; A;) aus der Darstellung

Pa(t) = (£ = A)" (£ = M) - (1)

wobei g € K|[t] keine Nullstelle in K besitzt. Die Ay, ..., A, sind dann
genau die Eigenwerte von F. Fir K =Cgilt n=r;+---+1rp,,.

3. Lose zu jeder Nullstelle \; des charakteristischen Polynoms das linea-

re Gleichungssystem (A — \; - E,)z® = 0. Der Losungsraum ist ein
si-dimensionaler Untervektorraum von K™. Ist () = 7% xg»z)ej €

Los(A — \; - E,,,0), dann ist v = & 4(z®) = Z?zlxy)wj € Eig(F; \)
mit dim(Eig(F; \;)) = s;.

Beispiel 53.2 Es sei F': R® — R? in der Standardbasis gegeben durch F(z) =

2 23
A-zmit A= 1 2 1 |.Schritt 1 entfallt.
2 =21
Schritt 2. Es gilt
2—1 2
det(A —tE,) = det 12—t 1
2 -2 1-t

2—t 1 11 12—t
—(2—t)-det< i 1_t)—2-det(2 1_t)+3-det(2 9 )
=(2—t)- (2 =3t +4)+2(t+1)+3(2t—6) = —t> + 52— 2t -8

=—(t+ 1) —6t+8)=—(t+ 1)t —4)(t—2).

Damit hat F' die Eigenwerte A\ = —1, Ay = 2, A3 = 4. Insbesondere ist F' diago-
nalisierbar.

Schritt 3. Die Eigenrdume bestimmen sich (dank der Standardbasis) zu
Eig(F; \;) = ker(A — \; - E3), sie werden also als Losung eines homogenen LGS
erhalten. Wir bestimmen Eig(F; —1) = {v; € R® : (A — (=1)F3)v; = 0} durch
Zeilenumformungen zu

3 2 3 1 3 23 /323

R T B IR UEAC L ;0 e Al B

2 -2 2 0 —% 0 000
7
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o
—
—_

IV (—2), ITI(3)

— 1 0 = v = 0 |t, t eR.
0 0 -1
2 8
Analog findet man vy = 3 | taund v3 = | 5 | t3. Sdmtliche Eigenrdume
-2 2

sind eindimensional.

Fiir t; # 0 bildet B = (v, v, v3) eine Basis von R3. Aufgefait als Matrix
vermittelt S = (vy,v9,v3) € GL(3,R) die Transformation von der Standardbasis
A = £ in die Eigenbasis B von F', d.h. es gilt ®5(z) = Sz in den Bezeichnungen
von Satz B0 2 Nach Satz BRIl (bzw. dem kommuativen Diagramm davor) gilt
ME(F)=®z' o Fodg=5"1-A-S Fiirt; =ty =t3=1ist

1 28 . 16 —20 —14
S = 0 35 = Stl=—| -5 10 -5
1 -2 2 30\ 3 o 3
und
-1 0 0
S A.S = 020
00 4

Sei F' € End(V) mit dim(V) = nund A = M4(F) € M(n, K) die darstellende
Matrix beziiglich einer beliebigen Basis A von V. Wir wissen:

i) Ist F' diagonalisierbar, dann ist Ps(t) = (—=1)"(t — A)™ -+ - (t — A\p)™™,
d.h. das charakteristische Polynom zerfillt in Linearfaktoren (wihle eine
Basis aus Eigenvektoren).

i) Ist Pa(t) = (—=1)"(t—X\1)---(t—An) und alle \; sind paarweise verschie-
den, dann ist F' diagonalisierbar.

Es verbleibt also zu untersuchen, wann F' diagonalisierbar ist im Falle von Viel-
fachheiten der Eigenwerte.

Satz 53.3 Sei ' € End(V) und A seine darstellende Matriz beziglich einer
beliebigen Basis von V. Ist A ein Eigenwert von F, dann gilt

1 < dim(Eig(F;\)) < u(Pa; A) .

Beweis. Sei (vy, . .., vs) eine Basis von Eig(F; A). Dann ist s > 1, da A Eigenwert.
Wir ergénzen (vy,...,v,) zu einer Basis A = (vy,..., 05, Vs11,...,0,) von V. Fiir
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die darstellende Matrix A = M4(F) = (ay;) gilt

0 C

wobei oben links der Block AE steht. Dann gilt fiir das charakteristische Polynom
Pu(t) :=det(A —tE,) = (—=1)°(t — N\)*det(C — tE, ) .

Folglich ist s < pu(Pa; A). O
Der Fall dim(Eig(F; X)) = u(P4; A) ist von besonderem Interesse:

Satz 53.4 Sei V' ein n-dimensionaler Vektorraum, F € End(V) und A =
MA(F) € M(n,K) die darstellende Matriz beziiglich einer beliebigen Basis A
von V. Dann sind die folgenden Figenschaften dquivalent:

i) F ist diagonalisierbar.

i) Das charakteristische Polynom zerfdllt in Linearfaktoren und es gilt
dim(Eig(F; X)) = u(Pa; A) fir jeden Eigenwert A von F.
iii) Sind A1, ..., \x die paarweise verschiedenen Eigenwerte von F', dann gilt

V =Eig(F;\) @ --- @ Eig(F; A\p).

Bemerkung: ii) liefert damit das entscheidende Kriterium fiir Diagonalisierbar-
keit: Das charakteristische Polynom muf} in Linearfaktoren zerfallen und die Di-
mensionen der Eigenrdume miissen gleich den Vielfachheiten der Nullstellen sein.

Beweis. 1)=i) Ist F' diagonalisierbar, so ordnen wir die zugehorige Basis aus
Eigenvektoren wie folgt:

B=(", .o o® @ W )

(i)) _

i =

Dabei ist (vy), . ,vg?) eine Basis von Eig(F'; \;), und insbesondere gilt F'(v
)\iv](-i) fir 1 < j <'s;. In dieser Basis gilt fiir das charakteristische Polynom

Pp(t) = (M =1 (Ae = )% -+ (A =)™,
welches somit die Eigenschaften ii) besitzt.

ii)=-iii) Durch W = Eig(F;\;) + --- + Eig(F; \x) werde ein Untervektor-
raum von V definiert. Da Figenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten linear
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unabhéngig sind, gilt W = Eig(F; A1) @ - - - @ Eig(F; A). Dann folgt dim(W) =
s+ -+ 8 = nund somit W =V.
iii)=-1) Sei B; = (vy), . ,vé?) eine Basis von Eig(F'; \;). Dann ist

B= O, oM @ @ B )

Ul yoe oy Ugy s sy Vg e s Ysy

eine Basis von V. Wegen F(vj(i)) = )\iv](-i) fir 1 < j < s; ist B eine Basis aus
Eigenvektoren von F'; d.h. F'ist diagonalisierbar. 0

Wir sehen uns ein Beispiel zur Diagonalisierung an:
Beispiel 53.5 Es sei F' € End(R3) gegeben durch
F(z,y,2):=(y— 2z, 3x+2y — 3z, 2+ 2y — 3z).

1. Schritt: Bestimmung der darstellenden Matrixz beziiglich einer Basis. Die Vek-
toren v = (z,y,2) und w = (y — 2z, 3x + 2y — 3z, 2x + 2y — 3z) sind bereits in
der Standardbasis A = (ey, eq, €3) des R? dargestellt. Daraus lesen wir

F(ey) = 3eq + 2e3 F(ea) = e1 + 2e9 + 2e3 F(e3) = —e; — 3es — 3es

ab. Dann ist die darstellende Matrix beziiglich der Standardbasis A = (a;;) =
M4(F) gegeben durch F(e;) = Zf’zl a;j - e;. Wir lesen ab:

01 -1
A=13 2 -3
2 2 =3

(Die Bilder der Basisvektoren ergeben die Spalten von A.)

2. Schritt: Berechnung des charakteristischen Polynoms. Zu berechnen ist det(A—
t - E3), z.B. durch elementare Zeilenumformungen in eine obere Dreiecksmatrix:

—t 1 ~1 2 2 —3—t
det(A—t-Ey)=det [ 3 2—t -3 |2 _det| 3 2-t -3
2 2 -3-t -t 1 -1
, 2 2 —3—1¢
_ 3. t
Q12( Q;Qm(g) — det 0 —1—1 %+ %t
0 1+t —1-—3t—1s
» 2 2 —3—t
20 _get [ 0 —1—-t 243t | =—20-1-pl-12)=(1+101-1)

0o 0 -3t
= —(t—1)(t— (1))

Damit zerféllt das charakteristische Polynom in Linearfaktoren. Seine Nullstel-
len sind A; = 1 mit Vielfachheit p(Ps,1) = 1 und Ay = —1 mit Vielfachheit
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:U/(PAv _1) =2.
3. Schritt: Bestimmen der Eigenrdume. Zum Eigenwert \; = 1 16sen wir das li-
neare Gleichungssystem (A — A - E3)x = 0 durch elementare Zeilenumformungen:

-1 1 -1 5 ) -1 1 -1 . -1 1 -1
3 1 -3 Q12(£)13() 0 4 —6 Q%_(—)) 0 4 —6
2 2 —4 0 4 -6 0 0 0
1
o(—1 2 L(—1) Sa(L
R R I i IR
0 0 O

Damit gilt dim(Eig(F;1)) = 1, genauer

1
Eig(F;1) =Rol” | oM = 3
2
Zur Bestimmung des Eigenraums Eig(F; —1) ist das LGS (A4 E3)z = 0 zu 16sen:
11 -1 5 ) 111 -1
3 3 _3 Q12(—£)13(— ) 010 0
2 2 =2 00 O

Damit gilt dim(Eig(F;1)) = 2, und die Losungsvektoren sind

T -1 1 w —wy + Wo
To = 1 0 |- ( wl ) = w1
T3 0 1 2 Wa

Damit finden wir die beiden Basisvektoren

—1 1
v§2) = 1 , véz) =10
0 1

Also sind die Dimensionen der Eigenrdume gleich der Vielfachheit der Nullstellen,
und F' ist diagonalisierbar. Eine Basis von V', welche F' diagonalisiert, ist also

1 _ 1 -1 1
B:<3 , 1|, 0),:>S:3 10
2 0 1 2 0 1

In dieser Basis gilt also

1 0 0
N=MEF)=S"1-A-S=|0 -1 0
0 0 -1
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Uber die Diagonalisierung lassen sich Polynome und sogar geeignete Potenz-
reihen von Matrizen bequem ausrechnen. Es sei A = S-A- St € M(n, K)
diagonalisierbar, wobei A = (\;;) mit \;; = d;;A; € M(n,K) die aus den Ei-
genwerten gebildete Diagonalmatrix ist und S € GL(n, K) die Transformation
in die Eigenbasis vermittelt, d.h. die i-te Spalte von S ist Eigenvektor zu ;.
Dann gilt A¥ = S - A¥. S71 mit A¥ = (X};) und \;jv = A[d;;. Insbesondere ist
AY = E, zu setzen. In der Losungstheorie fiir Differentialgleichungen besonders
wichtig ist exp(A) := Y 2, 4 A*. Diese Matrix-Exponentialreihe konvergiert fiir
beliebige A € M(n, K). Fiir diagonalisierbare Matrizen l&8t sie sich ausrechnen
zu exp(A) = S - exp(A) - S~

2 2 3
Beispiel 53.6 Essei A= | 1 2 1 | aus Beispiel Dann ist
2 2 1

1 2 8 e 0 0 1 16 —20 -—-14
exp(A) = 0 35 0 e 0 30 -5 10 =5
-1 =2 2 0 0 ¢ 3 0 3
1 16671 — 10e? + 24e*  —20e7 ! +20e? —14e~ ! — 10e? + 24¢*
=30 —15¢% + 15¢* 30e? —15e? + 15¢e*

—16e7! +10e? + 6e*  20e™! — 20e? 14e7! 4+ 10e? + 6e
In Beispiel E3H ist A*> = E3 und damit auch A? = (SAS™') - (SAS™!) = F3 oder
(A — M\ E3)(A—X\FE3)=0.

Ganz allgemein gilt, wenn man im charakteristischen Polynom P,(t) die for-
male Variable t durch A ersetzt, der

Satz 53.7 (Cayley-Hamilton) Es sei ' € End(V) Endomorphismus eines
endlich-dimensionalen Vektorraums und Pr € K|t| das charakteristische Poly-
nom. Dann gilt Pr(F) =0 € End(V'). Ausgedriickt durch Matrizen: Fiir beliebige
A € M(n, K) mit charakteristischem Polynom Py € K|t] gilt Pa(A) = 0.

Der Beweis findet sich z.B. in G. Fischer, Lineare Algebra, §4.5. U

In Beispiel B3A hatten wir Py (t) = (¢t — 1)(¢t + 1)? und damit (A — E3)(A +
F3)? = 0. Tatséchlich gilt bereits (A — E3)(A+ E3) = 0 fiir ein Polynom kleineren
Grades. Allgemein 148t sich zu F' € End(V) ein eindeutiges Minimalpolynom
Mp[t] finden mit Mp(F) = 0 bzw. M4(A) = 0. Das Minimalpolynom ist stets
Teiler des charakteristischen Polynoms und ein wichtiges Hilfsmittel in Beweisen.

Zum Abschlufl der Betrachtungen zur Diagonalisierbarkeit untersuchen wir
folgendes Problem: Gegeben seien zwei diagonalisierbare Endomorphismen
F,G € End(V). Unter welchen Bedingungen sind F,G simultan diagonalisier-
bar, d.h. es gibt eine Basis von V' aus Eigenvektoren von F' und G gleichzeitig?
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Satz 53.8 Zwei diagonalisierbare Endomorphismen F,G € End(V') sind genau
dann simultan diagonalisierbar, wenn sie miteinander kommutieren, d.h. wenn

FoG=GoF.

Beweis. (=) Sind F,G simultan diagonalisierbar, dann existiert eine Basis
B = (vi,...,v,) von V mit F(v;) = \v; und G(v;) = p;v;. Dann gilt fiir einen
beliebigen Vektor v =>"" | kjv; € V

(Fo@)(v) = F(G(Z ki) = Z Nikiiiv; = (G o F)(v) .

(<) 1) Wir zerlegen den Vektorraum V' in die Eigenrdume:

V =Eig(F;\) @ --- @ Eig(F; \p)
= Eig(G; 1) @ - - @ Big(G; ) -

Kommutieren F' und G, dann gilt F(Eig(G; u;)) C Eig(G; py) fir alle 1 < j <1,
denn fiir w; € Eig(G; p ) folgt

G(F(w;)) = F(G(w;)) = F(pjw;) = piF(w;) .

2) Sei nun W;; = Eig(F'; \;) NEig(G; p;). Dann ist W;; C V ein Untervektor-
raum, und es gilt Eig(F; ;) = Wi @ --- @ W;;. Denn sei v; € Eig(F; \;), dann
gibt es wy € Eig(G;py), ..., w; € Eig(G; ) mit v; = wy + -+ + w; (verwende
Basis von V' aus Eigenvektoren von GG). Anwenden von F' liefert

F(v;) = F(w1) + -+ F(w) = Aoy = Nwy + -+ + Ay

Nun ist F(w;) C Eig(G; p1;), und da Vektoren wj, w} linear unabhéngig sind fiir
Jj # j, folgt F(w;) = Nw; fir alle 1 < j < [. Damit ist w; C Eig(F;\),
also Eig(F; \;) = Wy + - - - + Wy, und aus der linearen Unabhéngigkeit folgt die
Behauptung. - -
3) Sei Bi; = (117 .0l cine Basis von Wj;, dann ist
(8117---aBIlaBQla"'78217---a8k17---a8kl)

eine Basis von V, in der F und G simultan diagonalisierbar sind, mit F' (v,(«ij )) =
Avt? und mit G\ = ol O

Simultane Diagonalisierbarkeit (in verallgemeinerter Form) ist wichtig in
der Quantenmechanik, wo man in einem System zwei physikalische Grofien
nur dann gleichzeitig messen kann, wenn die entsprechenden Endomorphis-
men (des Hilbert-Raums) miteinander kommutieren. Im Wasserstoffatom sind
das die Energie, der Gesamtdrehimpuls, eine Komponente des Drehimpulses
(iiblicherweise die z-Komponente) und der Spin. Entsprechend schreibt sich der
Hilbert-Raum als direkte Summe von Eigenunterrdumen der linearen Abbildun-
gen, welche diesen physikalischen Grofien entsprechen.

83

Preliminary version — 16. Juli 2010



54 Orthonormalsysteme

Es sei K = R oder K = C und V ein euklidischer bzw. unitdrer Vektorraum
(Definition [[61]),d.h. ein reeller bzw. komplexer Vektorraum mit Skalarprodukt
(,):VxV —=K. Durch ||v|| = /(v,v) wurde eine Norm auf V' erklart, durch
d(v,w) = |lv — w|| = /(v — w,v — w) ein Abstand zwischen Vektoren v,w € V.
AufBlerdem 148t sich in euklidischen Vektorrdumen der Winkel zwischen Vektoren
erklédren als

(v, w)

O L) =

Wegen Cauchy-Schwarz ist die rechte Seite eine reelle Zahl aus [—1,1]. Im
R"™ mit dem Standardskalarprodukt ist das die geometrische Winkelformel. Sie
iibertriagt sich auf allgemeine euklidischen Vektorrdume, ist aber nicht sinnvoll
in unitdren Vektorrdumen. Jedoch iibertégt sich der Begriff “senkrecht” auch auf
den unitiren Fall:

Definition 54.1 Sei V ein euklidischer bzw. unitarer Vektorraum.

i) Zwei Vektoren v,w € V heiBen orthogonal (beziiglich des Skalarprodukts),
geschrieben v L w, wenn (v, w) = 0.

i) Zwei Untervektorraume U, W C V heiBen orthogonal, geschrieben U L W,
wenn u L w firallew € U und w € W.

i) Ist U C V ein Untervektorraum, dann heiBt
Ut ={veV :vluVuecU}

das orthogonale Komplement von U in V.

iv) Eine Familie (vq,...,v,) von Vektoren v; € V heiBt orthogonal oder Or-
thogonalsystem, wenn v; L v; fiir alle ¢ # j. Die Familie heiBt orthonormal
oder Orthonormalsystem (ONS), falls (v;,v;) = d;; gilt, und Orthonormal-
basis (ONB), falls (v1, ..., v,) auBerdem eine Basis von V ist.

Bemerkung: Orthonormalbasen gibt es auch in unendlich-dimensionalen euklidi-
schen/unitiaren Vektorrdumen. Die allgemeine Definition erfordert weitere Hilfs-
mittel aus der Analysis.

Ist in einer orthogonalen Familie (v1,...,v,) der Nullvektor nicht enthalten,
v; # 0, so gilt:

i) (mvl, e ”v—lnnvn) eine orthonormale Familie.

ii) (v1,...,v,) linear unabhingig: Sei 0 = \jvy + - - -+ A\, v, dann ergibt das
Skalarprodukt mit sich selbst

0= [MPlol* + - Aallleall® = M= =X =0.
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Einige wichtige Eigenschaften der Orthogonalitit:

Satz 54.2 (Pythagoras) Ist (vi,...,v,) ein Orthogonalsystem, so gilt

n 2 n
[ > =2t
i=1 i=1
n
Beuweis. H Zvi
i=1

Satz 54.3 Es sei (V,(, ) euklidischer oder unitirer Vektorraum, U Untervek-
torraum von V und U+ das orthogonale Komplement. Dann ist U+ ebenfalls
Untervektorraum von V, und es gilt U NU+ = {0}.

3
3

n n

= (X Xn) = S =Y -

i=1  j=1 i,j=1 i=1

Beweis. Seien wi,ws € U und Aj, A € K, so gilt fiir beliebiges u € U
(u, )\111]1 + )\211]2) = )\1 <u, )\1) + )\2 <U, )\2) =0 3
also \jwy + Xowy € UL, Ist u € UN U™, so0 ist 0 = (u, u), also u = 0. O

Satz 54.4 Es sei (V,( , ) euklidischer oder unitirer Vektorraum, U C V ein
Untervektorraum und v € V. Dann gibt es hdchstens einen Vektor Py(v) € U
mit v — Py(v) € Ut. Falls existent, so heifit Py(v) die orthogonale Projektion
von v auf U.

Beweis. Seien uy,uy € U mit v — uy € U+ und v — uy € U+. Dann ist

U — g = (V—ug) —(v—u) EUNUT = u—uy=0.
——

~~
eU cUL

O

Satz 54.5 Essei (V,(, )) euklidischer oder unitirer Vektorraum und (vq, ..., vy)
ein Orthonormalsystem. Sei U := span(vy, ..., v,) C V. Dann gilt:

n

i) Py(v) = Z(vi,v)vi fir allev e V.

i=1

i) | P (v)[1* = 220 [{vi, o) < [[ol® fiir alle v € V
(Besselsche Ungleichung)

iii) Istv eV, so gilt ||v— Py(v)|| < |[v—ul fir allew € U mit u # Py(v).
iv) 0 < flv—=Py)|* = [lv]]* = [[Pr(w) I < [Jv]]*.
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Beweis. i) Wir zeigen: v — Pyy(v) € U+. Nach Satz BZA ist Py(v) dann eindeutig.
Auf Grund der Linearitdt geniigt es zu zeigen: (v — Py (v),v;) = 0 fiir alle j =
...,

n

(vj,v—Py(v)) = <vj,v—z<vi,v>v> (vj,v Z v;, U) (v}, ;)
i=1

i=1

= <U37 > <U]7U>
ii) und iv) Es gilt v — Py(v) L Py(v) und damit nach Pythagoras
Wl* = ll(v = Pu(v)) + Pu@)|I* = llv = Pu()|* + [ Pu@)[I* > | Py (v)]* -

Andererseits folgt ||v — Py (v)||2 = ||v]|? — || Pr(v)||* < [Jv]|*.
iii) Wegen u # Py (v) ist ||Py(v) — ul|*> > 0 und deshalb nach Pythagoras

o —ull® = | v = Po() + By(v) = u|]? = [lo — Po(v)|* + | Po(v) - ul]

€Ut €U > v = Py(v)|?. O

Eigenschaft iii) aus Satz hat folgende interessante Folgerung: Es sei & #

W C V eine Teilmenge. Definieren wir durch d(v, W) := inf,ew ||[v — w|| den
Abstand von v zu W, so gilt mit obigen Bezeichnungen d(v,U) = ||[v — Py(v)]|.
Ist (vq,...,v,) ein Orthonormalsystem und U = span(vy, ..., v,), so folgt

d(v,U) = Hv - Xn:@u@w

i=1

n
= | ol = > v, 0) 2
i=1

Der folgende Satz hebt die Bedeutung der Orthonormalbasen hervor:

Satz 54.6 (Fourier-Entwicklung) Sei (V,( , )) euklidischer oder unitirer

Vektorraum und (vi,...,v,) ein Orthonormalsystem wvon V. Dann sind
dquivalent:
i) (vi,...,v,) ist Orthonormalbasis.

ii) FiralleveV gilt v="> . (v,v)v; (Fourier-Entwicklung)
iii) Fir alle v,w €V gilt (v, w) = Z(v, v;) (vi, W)
(Parsevalsche Gleichung) =1

iv) Fir allev eV gilt [Jv||*> = >0 (v, 0)?
v) Istv eV mit (v;,v) =0 fir allei=1,...,n, so gilt v=0.
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Beweis. 1)=ii) Insbesondere ist (vq,...,v,) Basis, also gilt v = > | \v; mit
eindeutig bestimmten \; € K. Dann ist (v, v) = > " Ai(vj, v;) = A
i) =)

3

n

(v, w) = <Z v, V)V, Y (v, w Z> = Z m@i,w)(vi,vj} = i(v,vi><vi,w>.

=1 j=1 i,j=1 i=1
iii)=-iv) Setze w = v.

iv)=v) Sei (v;,v) =0 fiir alle i = 1,...,n, so folgt |[v]|* =D 1, [(vi,v)| =0,
also v = 0.

v)=1) Sei U := span(vy, ..., v,). Zu zeigen ist V = U. Angenommen, es gébe
ein w € V mit w ¢ U. Also ist w — Py(w) # 0. Wegen w — Py(w) € Ut gilt
(w— Py(w),v;) = 0 fir alle 7 = 1,...,n und somit w — P,(w) = 0 nach v),
Widerspruch. O

Satz 54.7 (Orthonormalisierungssatz) Sei V' ein endlich-dimensionaler eu-
klidischer oder unitirer Vektorraum und sei W C V' ein Untervektorraum mit
Orthonormalbasis (w1, . .., wy,). Dann gibt es eine Erginzung zu einer Orthonor-
malbasis (W1, ..., Wy, W1,y .-, W) von V.

Insbesondere besitzt jeder endlich-dimensionale euklidische oder unitdire Vek-
torraum eine Orthonormalbasis.

Beweis ([Gram-]Schmidtsches Orthonormalisierungsverfahren). Fir W =V ist
alles klar. Andernfalls gibt es einen Vektor v € V mit v ¢ W. Seine Projektion
auf W ist
Py (v) = (w1, v)wy + -« -+ + (W, V)W, .

Damit ist v— Py (v) € W+ und v— Py (v) # 0 (sonst wire v € W). Setze wy, 41 =
m( — Pw(v)), dann ist die Familie (wy, ..., Wy, Wy41) orthonormal, und
W' = span(wy, . .., Wy, Wpy1) ist (m+1)-dimensionaler Untervektorraum von V'
mit Orthonormalbasis (wy, . .., Wy41). Durch Wiederholung des Verfahrens erhélt
man eine Orthonormalbasis von V. 0

Beispiel 54.8 Sei V = R? und U C V die von den Vektoren u; = (2,1,2)
und us = (1,2,7) aufgespannte Ebene. Gesucht ist die Projektion des Vektors
v =(1,4,9) auf U und der Abstand von v zu U.

Zunéchst wird durch das Schmidtsche Orthonormalisierungsverfahren das

System (u,us) in ein Orthonormalsystem tiberfithrt. Dazu ist w; = ”Z—i” =

5(2,1,2) und dann Pry, (u2) = (w1, ug)wy = §(24+2+414)-(2,1,2) = (4,2,4). Es

folgt us — Pryy (u2) = (—3,0,3) und damit wy = %(—1, 0,1). Somit gilt

Py(v) = (w1, v)wy + (wa, v)ws
:%(2+4+18) (2,1,2) + 2(=1+0+9)-(—1,0,1)

= (55 5)+ (4049 =(5%)
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Schlieflich ist
v=Py(v)=(1,4,9 - (3.5.%) = (-
und damit d(v, U) = ||[v — Py(v)|| = V2.

Wl
[SUIIS
W
~—

Schliefilich konnen wir fiir endlich-dimensionale Untervektorrdume das ortho-
gonale Komplement genauer charakterisieren.

Satz 54.9 Essei (V,(, )) ein euklidischer oder unitirer Vektorraum und U C V
ein endlich-dimensionaler Untervektorraum. Dann gilt:

i) V=UaUL. In diesem Fall heifft UdU*L die orthogonale direkte Summe.
ii) Ist Py :V — U die orthogonale Projetion auf U, so ist Py =idy — Py :
V — U™ die orthogonale Projetion auf U™*.

Beweis. 1) Nach Satz B4 besitzt U eine Orthonormalbasis (wy, ..., w,). Nach

Satz ist dann die orthogonale Projektion eines beliebigen Vektors v € V

auf U gegeben durch Py(v) = > (w;, v)w;. Damit ist v = v — Py(v) + P,(v) €
—_——  ——

evt 2
Ut +U,alsoV=U+U* und UNU* = {0} nach Satz BZ3.
ii) folgt aus (idy — Py)(v) = v — Py(v) und i). O

55 Selbstadjungierte und unitire Endomorphismen. I

Definition 55.1 Sei V ein euklidischer bzw. unitarer Vektorraum und ' € End(V).
Ein Endomorphismus F* € End(V') heiBt zu F' adjungiert, wenn

(v, F(w)) = (F*(v),w) Yo,weV .

Satz 55.2 Sei V' ein euklidischer bzw. unitdrer Vektorraum. Falls der zu F ad-
gungierte Endomorphismus F* € End(V') ezistiert, so gilt:

i) F* ist eindeutig.

ii) ker(F*) = (im(F))*

i) im(F*) = (ker(F))*
Beweis. 1) Gébe es zwei Losungen F* und Fy mit (v, F(w)) = (Fy(v),w) =
(Fy(v),w) fir alle v,w € V, so folgt

0= (Fi(v),w) = (F5(v), w) = (F]'(v) = F5 (v), w)

fiir alle v, w, insbesondere fiir w = F}(v) — F5(v). Damit ist F} = F.
i) Sei v € (i (F))l, so ist 0 = (v, F(w)) = (F*(v),w) fiir alle w € V, und
damit ker(F*) = (im(F))".
iii) Sei w € ker(F'), dann ist 0 = (v, F(w)) = (F*(v),w) fiir alle v € V. Das
bedeutet im(F*) = (ker(F))*. O
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Satz 55.3 Sei V ein endlich-dimensionaler euklidischen bzw. unitdren Vektor-
raums Dann gibt es zu jedem F € End(V) den adjungierten Endomorphismus
F*, und beziiglich einer Orthonormalbasis B von V. gilt Mg (F*) = (Mg(F))* =
(ME(EF))"

Beweis. Nach Satz BZ besitzt V' eine Orthonormalbasis B = (vy,...,v,). In
dieser Basis sei F(v;) = >, a;jv;, d.h. ME(F) = (a;;). Dann gilt

n n

(0k, F(0)) = > aij(vn, vi) = agj = > _(@rivi, vj) -
i=1 i=1
Damit hat F*(vy) := > | bipv; mit by, = ay; die Eigenschaft eines adjungierten
Endomorphismus, und Mg§(F*) = (b;;) = (a;;)*. O

Definition 55.4 Essei (V, (, )) ein endlich-dimensionaler euklidischer oder unitarer
Vektorraum. Ein Endomorphismus F' € End (V') heiBt

i) selbstadjungiert (fir K = R auch symmetrisch), wenn F' = F* gilt, d.h.

(v, F(w)) = (F(v),w) fiir alle v,w € V,
ii) orthogonal bzw. unitir, wenn F o F* = F* o F = idy gilt, d.h.

(F(v), F(w)) = (v, w) fiir alle v,w € V,

i) normal, falls F o F* = F* o F gilt.

Orthogonale, unitéire und selbstadjungierte Endomorphismen sind folglich auch
normal. Die Definition iibertréagt sich wegen Satz auf Matrizen: Eine Matrix
A € M(n, K) heifit selbstadjungiert oder hermitesch, wenn A = A* = At gilt, und
orthogonal bzw. unitir, wenn A* = A~! ist. Es folgt | det A| = 1 fiir orthogonale
bzw. unitire Matrizen. Die Bedingungen A'- A = E,, bzw. A*- A = E,, bedeuten,
daB die Spalten von A eine Orthonormalbasis von K" bilden. Analog bedeutet

A-At=FE, bzw. A- A* = E,,, daf} die Zeilen von A eine Orthonormalbasis von
K™ bilden.

Satz 55.5 e O(n) :={A € GL(n;R) : A~' = A'} ist Untergruppe der
GL(n;R) (orthogonale Gruppe).

e SO(n) == {A € O(n) : detA = 1} ist Untergruppe der GL(n;R)
(spezielle orthogonale Gruppe).

e Un) :={A € GL(n;C) : A™' = A*} ist Untergruppe der GL(n;C)
(unitire Gruppe).

e SU(n) .= {A € U(n) : detA = 1} ist Untergruppe der GL(n;C)
(spezielle unitire Gruppe).
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Beweis. Fir A;B € O(n) ist (AB)™! = B7'A™! = B'A" = (AB)' sowie
(A7)t = A = (A1), damit ist O(n) Untergruppe. Fiir A, B € SO(n) ist
det(AB) = (det A)(det B) = 1, damit ist SO(n) Untergruppe. Analog fiir U(n)
und SU(n). O

Beispiel 55.6 Im R? mit dem kanonischen Skalarprodukt ist die Standardbasis
eine Orthonormalbasis. Die Bedingung fiir orthogonale Matrizen lautet

0(2)::{A:<Z ;) . abecdeR, Al A= E,
= a2+b2:cz+d2:1undac+bd:0}.

Setzen wir a = cos ¢, b = sin¢, ¢ = sinf, d = cosf, so verbleibt sin(¢ + 0) = 0
mit den beiden verschiedenen Losungen ¢ = —0 und ¢ = 7 — 6. Somit gilt:

0 —sind ‘
0(2) = {( Zi);e Czlsne ) 0 ¢ [0,27r[}u{< zi?z: —Slcr(l)qu) SNORS [0,%[}.

Die erste Menge beschreibt Drehungen im R? und die zweite eine Kombination
aus Drehungen und einer Spiegelung. Das sind gerade die Transformationen im
R? welche Winkel und Abstéinde erhalten. Die Gruppe SO(2) besteht nur aus
der ersten durch 6 parametrisierten Menge.

Satz 55.7 Ist F' € End(V') orthogonal bzw. unitir, so gilt
D AIFE@I =l YoeV.

ii) Ist umgekehrt || F(v)|| = ||v|| fir alle v € V, so ist F' orthogonal bzw.
unitar.

i) v Lw = F(v) L F(w).
iv) F ist Isomorphismus und F~1 ist ebenfalls orthogonal bzw. unitdr.

v) Ist A € K Eigenwert von F, so ist |\| = 1.

Beweis. i) und iii) sind klar.

ii) Nach den Polarisationsformeln aus Satz [GEI0 folgt aus ii) auch
(F(v), F(w)) = (v, w) fir alle v,w € V.

iv) Aus i) folgt, daBl F' injektiv ist: Wire F(v) = F(w), so ist 0 = ||F(v —
w)|| = ||[v—wl||. Wegen F(F*(v)) = v ist I surjektiv, also bijektiv. Die Ersetzung
v +— F~1(v) liefert Orthogonalitéit/Unitaritéit von F 1.

v) Ist v Eigenvektor von F' zum Eigenwert A, so ist

[oll = 1F@)I = [[Avll = Al = [A[ =1 wegen v # 0. O

Damit erhalten orthogonale/unitire Endomorphismen die Normen, Absténde
und Winkel und haben somit eine wichtige geometrische Interpretation als Iso-
metrien.
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Satz 55.8 Ist F' € End(V) selbstadjungiert, dann sind alle Eigenwerte von F
reell. Insbesondere hat eine hermitesche Matrix nur reelle Eigenwerte.

Beweis. Ist F'(v) = Av mit v # 0, so gilt
Mo, v) = (v, F(v)) = (F(v),v) = \v,v)
und damit A = \. U

56 Trigonalisierung

Diagonalisierbarkeit eines Endomorphismus erfordert zwei Bedingungen:

(1) Das charakteristische Polynom zerféllt in Linearfaktoren.

(2) Die Vielfachheit der Nullstellen ist gleich der Dimension der Eigenrédume.
Wir werden nun sehen, dafl fiir Endomorphismen, die nur (1) erfiillen, eine Basis
existiert, so daf} die darstellende Matrix eine obere Dreiecksmatrix ist. Das geniigt
zur Losung von Gleichungssystemen.

Definition 56.1 Sei F' € End(V). Ein Untervektorraum W C V' heiBt F-invariant,
wenn F(W) C W.

Offenbar sind die Eigenrdume Eig(F'; \) automatisch F-invariant. Fiir die Tria-
gonalisierung sind invariante Unterrdume interessant, die keine Eigenrdume sind.

Satz 56.2 Sei W C V ein F-invarianter Unterraum und Fly : W — W die
Einschrinkung von F auf W. Dann ist das charakteristische Polynom Ppy,, (t)
ein Teiler von Pp(t).

Beweis. Sei dim(V') = n und dim(W') = r < n. Wir ergénzen eine Basis Bl von
W zu einer Basis B = (B|w, B') von V. Sei A|w = Mg‘VVVV(FW), dann gilt

A *
a—agr = (A 4
Damit ist P4(t) = det(A —t- E,) = Py, (t) - det(A' —t- E,_,). O

Sei F' € End(K™) in der Standardbasis durch eine obere Dreiecksmatrix A €
M(n, K),d.h. a;; = 0 fiir i > j, dargestellt. Definieren wir W; := span(e, ..., e,),
dann gilt F(W,) C W,., d.h. alle W, mit 1 <r < n sind F-invariant. Abstrakter
formuliert:

Definition 56.3 Eine Fahne (V,) in einem n-dimensionalen Vektorraum V' ist eine
Kette
{0}=VocViCcVy---CV,, =V

von Untervektorraumen mit dim(V;) = r. Ist F' € End(V'), dann heiBt die Fahne
F-invariant, wenn F'(V,) C V, fiir alle 0 < r < n.
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Jede Basis von V' definiert eine Fahne. Entscheidend ist, daf§ in einer F-
invarianten Fahne gilt F(V}) C V4 mit dim(V}) = 1, so daf es einen Eigenvektor
von F' geben mufl. Aus der Definition folgt direkt:

Satz 56.4 Fir F € End(V) sind folgende Bedingungen dquivalent:

i) Es gibt eine F-invariante Fahne von V.

ii) Es gibt eine Basis B von V, so dafi ME(F) eine obere Dreiecksmatriz
18t.

Ist das der Fuall, dann heifst F' trigonalisierbar.

Nun der entscheidende Satz:
Satz 56.5 Fir ' € End(V) mit dim(V) = n sind folgende Bedingungen
dquivalent:
i) F ist trigonalisierbar.

ii) Das charakteristische Polynom von F zerfillt in Linearfaktoren, d.h.

Pr(t) = (=1t = A)(E—Xa) - (E—A) s Ao €K

Insbesondere gilt: Jeder Endomorphismus eines endlich-dimensionalen komplexen
Vektorraums ist trigonalisierbar.

Beweis. 1)=>ii) ist klar, denn ist die darstellende Matrix A von F' beziiglich der
Basis B aus Satz eine obere Dreiecksmatrix, so gilt Tr(t) = Pa(t) = det(A —
t- En) = (CLH — t) ce (am — t), d.h. >\z = Qy;-

ii)=-1) durch Induktion nach n = dim(V’). Der Fall n = 1 ist klar. Sei also
n > 2, dann wéhlen wir einen Eigenvektor v; zum Eigenwert (Nullstelle) A\; und
erginzen v; zu einer Basis B = (vy, w1, ..., w,_1) von V. Dann ist

V=VieWw mit  V; :=span(vy) , W = span(wy, ..., w,_1) .
Nun ist Vj ein F-invarianter Untervektorraum, W im allgemeinen aber nicht:

)\1‘@1 ¢ o |

0

A=MEm=| L
0

Diese Darstellung definiert zwei lineare Abbildungen

n—1
G:W—-W, G(wj)ZZBz’j'wz‘,
i—1
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H:W -V, H(w;) =a; - v .

Nun gilt fiir das charakteristische Polynom P4 (t) = —(t—\;)Pp(t). Da P4(t) nach
Voraussetzung in Linearfaktoren zerfillt, zerféllt auch Pg(t) in Linearfaktoren.
Nach Induktionsvoraussetzung ist die durch B definierte lineare Abbildung G €
End (W) trigonalisierbar. Es gibt also eine G-invariante Fahne {0} = Wy C W, C
e CWog =W. Wirsetzen V, :=Vi+W,_ fiirl <r <n.Istv=pv+w eV,
also w € W,._q, dann gilt

F(v) = pF(v) + F(w) = pMv, + G(w) + H(w) € Vi + W,

wegen H(w) € V) und G(w) € W,_;. Somit ist {0} =V Cc Vi C---CV, =V
eine F-invariante Fahne, und F' ist trigonalisierbar. 0

Beispiel 56.6 Eine gedampfte Schwingung wird durch die Differentialgleichung
T (t) + 2ui(t) + wiax(t) =0, z(0) = zo, ©(0) = vy

beschrieben. Wir setzen y;(t) = x(t), y2(t) = ©(t), dann ergibt sich ein System
von zwei gekoppelten linearen Differentialgleichungen erster Ordnung

0 1 x
y y  omit y <y2) (_wg —QM) y(0) (UO

Da A unabhingig von t ist, ist die formale (und korrekte) Losung gegeben durch

o0 tn
y(t) = exp(At) - y(0) mit exp(At) = Fy + Z g A A,
n=1 "

n

jedoch lassen sich diese Produkte so nicht leicht berechnen. Der Ausweg besteht
in der Trigonalisierung von A.
Zunichst hat P4(t) = t* + 2ut + w? die komplexen Nullstellen A\;, = —p =+

/(2 — w?. Fiir 4 = w hat die Nullstelle A = —u die Vielfachheit 2, die uns niher

interessieren wird. Fiir ;1 = w bestimmen wir den Eigenraum zu A = —w:

(A+w-E2)-v=(_OL2 _1w)(2):(8)
:><_<:2 —101)[‘/1—2(0;)(%} (1)) :H):(_lw)‘t.

Damit ist dim(Eig(A; —w)) = 1, aber die Nullstelle hat Vielfachheit 2. Folglich
ist A nicht diagonalisierbar.
Zur Trigonalisierung wéhlen wir die Basis B = (v, e3), dann ist

1 0 —w 1 1 0
A_<—w 1)(0 —w)(wl)'
T —_——
g—1
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Somit gilt

Unter Verwendung von S~y = ( ) erhalten wir fiir die 2. Komponente

wT + T

wr + 1 = e “"(wrg + vy)

d
= e_“ta(e“’tx) = e “wxo + Vo)
= (e“'x) = const + t(wwo +1vy), t=0 = const=mg
= z(t) = e (zo + twxg + tvp) .

Die Losung beschreibt die Auslenkung z(t) im aperiodischen Grenzfall.

57 Selbstadjungierte und unitire Endomorphismen. 11

Satz 57.1 Es sei (V,( . )) ein endlich-dimensionaler euklidischer oder unitdirer
Vektorraum und F' € End(V') normal. Dann gilt:

i) ker F' = ker F*

ii) Ist A Eigenwert von F', dann st M\ FEigenwert von F*, und es gilt
Eig(F; \) = Eig(F*; \).

iii) Sind A, Ay FEigenwerte von F mit \y # Xo, so gilt Eig(F; ;) L
Big(F; \o).

Beweis. 1) Sei v € ker F, so folgt
0= (F(v), F(v)) = (F" 0 F(v),v) = (F o F"(v),v) = (F"(v), F"(v)) ,

also auch v € ker F*. Ebenso ker F* C ker [,
ii) Es gilt (F — Mdy)* = F* — Aidy. Mit F ist auch F' — Aidy normal. Dann
folgt aus 1)

Eig(F; \) = ker(F — \idy) = ker(F — Xidy)* = ker(F* — Xidy) = Eig(F*; \) .
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Sei v € Eig(F; A1), w € Eig(F'; \y), so folgt
Ao (v, w) = (v, gw) = (v, F(w)) = (F*(v), w) = (M, w) = M (v, w)
also 0 = (A2 — Ap) (v, w). O
Trigonalisierung ist entscheidend fiir:

Theorem 57.2 Es sei (V,( . )) ein endlich-dimensionaler unitirer Vektorraum
und F' € End(V) normal. Dann besitzt V' eine Orthonormalbasis B = (vq, ..., vy)
aus Figenvektoren von F'. Insbesondere ist F' diagonalisierbar.

Es seien Ay, ..., Ay die paarweise verschiedenen Eigenwerte von F' und Eig(F’; \;),
1=1,...,k die zugehorigen paarweise orthogonalen Eigenrdume. Nach Satz B4
besitzt Eig(F'; \;) eine Orthonormalbasis B; = (v;1, . .., Ui, ). Nach Satz BZ1] ist
B'= By U---UDB ein Orthonormalsystem aus Eigenvektoren von F'. Wir zeigen:
B’ ist Orthonormalbasis von V.

Sei W := @} | Eig(F; \;). Nach Satz BZdist V = W @& WL, Angenommen, es
gibe ein 0 # v € W=, Dann gilt fiir beliebiges w € W die Identitiit (F(v),w) =
(v, F*(w)) = 0, da F*(W) C W. Somit ist F}Wl € End(W+) und damit nach
Satz in W+ trigonalisierbar. Insbesondere besitzt F ‘W , einen Eigenvektor
(Definition BE3)). Dieser ist aber auch Eigenvektor von F' € End(V) und damit
bereits in W enthalten, Widerspruch. O

Wir konnen nicht erwarten, dafl sich dieses Theorem auf den reellen Fall
iibertrdgt, da Endomorphismen eines reellen Vektorraums nicht triagonalisierbar
sein miissen. Insbesondere lassen sich die Matrizen aus SO(2) nicht diagonalisie-
ren. Es gilt aber:

Satz 57.3 Jeder selbstadjungierte Endomorphismus eines endlich-dimensionalen
euklidischen Vektorraums V ist diagonalisierbar.

Beweis. Wie im vorigen Theorem bis zur Konstruktion von F € End(W1).
Einziger Unterschied ist, da W+ = V sein kénnte. Offenbar ist F' ‘W . auch
auf W+ selbstadjungiert. Das charakteristische Polynom zerfillt zunichst iiber
C in komplexe Linearfaktoren. Nach Satz sind alle Eigenwerte reell, d.h.
das charakteristische Polynom zerfillt sogar in reelle Linearfaktoren. Damit ist
F|,. € End(W+) in W+ reell trigonalisierbar, und es gibt einen Eigenvektor.]

Satz 57.4 Ist A € M(n,K) eine reelle symmetrische bzw. hermitesche Matriz,
dann gibt es eine orthogonale bzw. unitire Matriz T € O(n) bzw. T € U(n) mit

A1 0
A=TANT", A= 5
0 An

wobei \; € R die Eigenwerte von A sind.
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Beweis. Die Matrix A = A! = (a;;), also a;; = @;, definiert einen selbstadjun-
gierten Endomorphismus F' = F* € End(K") durch F(e;) = > 7" | a;je;, wobei
(e1,...,e,) die Standardbasis ist. Sei (vy, ..., v,) eine orthonormale Basis von K"
aus Eigenvektoren von F', d.h. F(v;) = A\jv;. Wir zerlegen v; nach der Standard-
basis: v; = Y ;_; triex. Aus der Orthonormalitét folgt (v;, v;) = > 1_, tkitk; = 0ij,
und damit 7*7" = E, fur T" = (¢;;). Andererseits gilt nach der Parsevalschen
Gleichung

n

Okj = (ex, €;) = Z(ek,vl Ui, €5) Zt’“ Jio

=1

also TT* = E,, und damit 7' € O(n) bzw. T € U(n). Nun gilt

k) = thkF(ej) = Z tjkaijei = )\kvk = Z )\ktlkel .
j=1

ij=1 =1
Da die ¢; lineg unabhéngig sind, folgt Z?:l a;jtir = ta Ay fiir alle k. Wir multi-
plizieren mit #;; und summieren iiber k:

Z aijtjrty, = aig = Z it = (TAT™ )i . O
k,j=1 k=1
Wir wissen, daf§ die Spalten (vy,...,v,) von T eine Orthonormalbasis bilden,

mit Av; = \v;. Die Matrix T' dreht also die Standardorthonormalbasis (e;) in
die Eigenbasis (vq,...,v,), in der A diagonal ist. Diese Drehung heifit Hauptach-
sentransformation. Sie ist z.B. wichtig bei der Rotation asymmetrischer Korper.
Solchen Korpern 148t sich ein Triagheitstensor zuornden, was im wesentlichen einer
symmetrischen Matrix [ = (I;) entspricht. Dann 148t sich das Trégheitsmoment
des Korpers beziiglich Rotation um eine durch den Schwerpunkt gehende Achse
w = (w1, wsq,ws3) berechnen zu

1
Jy = (w, [w) Z Tawrw

Jlw? el 2|| Pt

Wir wissen, daf8 I als symmetrische Matrix diagonalisierbar ist und der R® eine
Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von [ besitzt. Diese Basisvektoren heiflen
die Haupttrdigheitsachsen des Korpers. Es zeigt sich, dafl im allgemeinen nur die
Rotation um zwei orthogonale Achsen stabil ist, ndmlich um die Eigenvektoren
von I zum grofiten und kleinsten Eigenwert. (Aus physikalischen Griinden sind
samtliche Eigenwerte von I positiv.)

Die Drehung der Standardbasis in die Basis der Haupttréigheitsachsen vermit-

telt duch ein T' € SO(3) parametrisiert man zweckméfigwerweise durch Eulersche
Winkel:

cosy —siny 0 1 0 0 cosae —sina 0
T = |siny cosy 0 0 cosf —sing sina cosa 0
0 0 1 0 sinf cosf 0 0 1
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Zuerst wird die ONB (ey, 3, €3) um einen Winkel o um ez gedreht. Es entsteht
die ONB (e}, €}, e3). Es folgt eine Rotation um den Winkel 5 um ¢} zur ONB
(€], ey, €4). SchlieBlich dreht man um den Winkel v um €j.

Ist (V,(, )) ein euklidischer bzw. unitdrer Vektorraum, dann definiert jeder
Endomorphismus F' € End(V) eine Abbildung L : V' x V — K durch L(v, w) :=
(v, F(w)), die linear in der 2. Komponente (Axiom (S1) aus Definition [I61])
und semilinar in der 1. Komponente ist. Abbildungen L : V x V — K mit
diesen beiden Eigenschaften heiflen Bilinearformen bzw. Sesquilinearformen. Gilt
zusitzlich (S2) aus Definition [ET] so heiBt die Bilinearform symmetrisch bzw.
die Sesquilinearform hermitesch. Wegen

(v, F(w)) = (F*(v), w) = (w, F*(v))
(falls F* existiert) gilt (S2) fir L(v,w) := (v, F(w)) genau dann, wenn F selbst-

adjungiert ist. Schlieflich kann man sich fragen, wann (S3) gilt:

Definition 57.5 Sei V' ein Vektorraum iiber K. Eine symmetrische Bilinearform
bzw. hermitesche Sesquilinearform L : V x V' — K heiBt

e positiv semidefinit, wenn L(v,v) > 0 fir alle v € V,
e nicht ausgeartet, wenn L(v,v) =0 <& v =0,
e positiv definit, wenn L positiv semidefinit und nicht-ausgeartet ist.
Ein Skalarprodukt auf V' ist damit eine positiv definite symmetrische Bilinearform
bzw. positiv definite hermitesche Sesquilinearform.
Wir interessieren uns nun fiir die Frage, wie man entscheiden kann, ob ei-

ne symmetrische Bilinearform positiv definit ist (und somit ein Skalarprodukt
definiert).

Satz 57.6 Es sei (V,(, ) ein euklidischer bzw. unitdrer Vektorraum. Die durch
einen selbstadjungierten Endomorphismus F = F* € End(V) dber L(v,w) =
(v, F(w)) definierte Bilinearform bzw. Sesquilinearform L ist genau dann positiv
definit, wenn alle Eigenwerte von F positiv sind.

Beweis. Nach Theorem bzw. Satz besitzt V' eine Orthonormalbasis
B = (v1,...,v,) aus Eigenvektoren von F. Es sei F(v;) = \ju; mit A; € R nach
Satz Dann gilt fiir einen beliebigen Vektor v = pyvy + -+ - + ppv, € V

L(v.v) = (o, F) = (D v D P () = D ks v, )

ij=1
= )‘1‘#1‘2 +oot )‘n‘lun|2 .
Daraus folgt die Behauptung. O

Allerdings ist die Bestimmung der Eigenwerte meist nur numerisch moglich.
Ein einfacheres Kriterium im reellen Fall kann wie folgt erhalten werden
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Satz 57.7 Sei A € M(n,R) eine symmetrische Matriz und A, € M(k,R) die
linke obere Teilmatrix von A aus k Zeilen und Spalten. Dann ist A genau dann
positiv definit, wenn det Ay > 0 fir alle 1 < k <n.

Beweis. (=) Ist A = A' € M(n,R) positiv definit, dann ist det A = det(TAT") =
det A(det T)? = Ay ---- - A, > 0. Die Matrix A, beschreibt die Einschrinkung
der durch A definierten Bilinearform auf den Untervektorraum

Vi={r=(21,...,2,) eR" : w1 =---=2,=0}.

Ist A positiv definit, dann ist auch (x, Az) > 0 fiir alle z € V}, mit x # 0. Folglich
ist det A, > 0.
(<) wird durch Induktion nach n bewiesen. Sei in Blockdarstellung

A:At:<%’%) € M(n,R) B=B'cMn—1R), ccR

b € R*! (Spaltenvektor) .

Nach Induktionsvoraussetzung folgt aus det Ay =det By > 0 fiir 1 <k <n —1,
daBl B positiv definit ist. Damit gilt B = TAT*, wobei T € O(n — 1) und A €
M(n — 1,R) eine Diagonalmatrix mit positiven Figenwerten Ay, ..., A,—1 von B
auf der Diagonale ist. Dann ist

A_(T]o AT (T]0\

S\ 0]1 VT | ¢ 01

(T|0\ [ Eu.a |0 [A] 0 Booo | AT\ (T |0\
C\O0 1) \WTA 1)\ 0 |c—bTAT 0 | 1 0[1)"

Nun ist det A = (det T)?(det A)(c — b'TA~'T'h) genau dann positiv, wenn ¢ —
BTATYT! > 0. Andererseits ist 2! Az > 0 fiir alle z € R" genau dann, wenn

A | 0
t . n
?J(0‘C_thA_thb)y>0furalley€R. ]

B,y | AT
0 | 1
Matrix fiir b # 0, so dal A\, ..., As1, ¢ — B'TATYT nicht die Eigenwerte von A

sind!

Achtung: In obiger Darstellung fiir A ist ) keine orthogonale

58 Der Rieszsche Darstellungssatz

Definition 58.1 Es sei (V|| ||) ein normierter Vektorraum iiber K. Eine lineare
Abbildung f : V' — K heit beschrinkt, wenn es ein 0 < C' < oo gibt, so daB fiir
alle v € V gilt |f(v)] < Clv].
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Satz 58.2 Es sei (V,|| ||) ein normierter Vektorraum iber K. Die Menge
V' =B(V,K):={f:V =K : f linear und beschrinkt }

aller linearen beschrdankten Abbildungen von V' nach K ist ein Banach-Raum
beziiglich der Operator-Norm

[fllop := sup | f(v)].

veV, [lvf<1
Dieser Banach-Raum V' heifit der Dualraum von V.

Beweis. Betrachtet man nur die Linearitét, dann ist V' = Hom(V,K) als Ho-
momorphismus von Vektorrdumen selbst wieder ein Vektorraum. Zu zeigen ist
jedoch, dafl aus f,g € V' auch f + g € V' folgt. Das ergibt sich jedoch aus dem
Beweis, dafl || ||, eine Norm ist. || Af]|,p = |Al]l f]lop ist klar. Die Dreiecksunglei-
chung folgt aus

[f+gllp=sup [flv)+g@) < sup ([f(v)]+]|g(v)])
vV, Jull<1 veV , Joll<1
< sup  [f()|+  sup  |g()] = [[fllop + g llop -
vV, Joll<1 weV, fwl<1

Schlieflich bedeutet ||f|l,, = 0, dafl f(v) = 0 fiir alle v € V, also ist f die
Nullabbildung.

Wegen |f(v) — f(w)| = [|fllopllv — w]|| ist f Lipschitz-stetig mit Lipschitz-
Konstante | f||,p, insbesondere stetig. Sei X = {v € V' : |jv|| = 1} die Ein-
heitssphére in V', dann ist die Einschrinkung f|y : X — K ebenfalls stetig. In
Satz hatten wir bewiesen, daf fiir einen metrischen Raum X der Vektorraum
Co(X) = {f : X — Kstetig : || f] := supgex |f(x)| < oo} vollsténdig ist. Hier
ist L/l = [fllop m

In Hilbert-Réumen (vollsténdigen unitéren/euklidischen Verktorrdumen) ent-
steht der Dualraum durch eine besondere Konstruktion. Ein Untervektorraum U
eines Hilbert-Raums heifit abgeschlossen, wenn U C H als Teilmenge metrischer
R&ume abgeschlossen ist, d.h. wenn der Grenzwert jeder in H konvergenten Folge
von Punkten aus U bereits in U enthalten ist.

Satz 58.3 Sei (H,( , )) ein Hilbert-Raum und U C H ein abgeschlossener Un-
tervektorraum. Dann gilt:

i) Zu jedem v € H existiert genau ein w € U mit ||[v — w| = min,ey ||v —
ul| =:d(v,U).

ii) Es gilt v—w € UL, so dap Py(v) :== w die orthogonale Projektion von v
auf U definiert.

i) H=Ua®UL
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Beweis. 1) Sei 7 := inf ¢y ||v — u||. Dann gibt es eine Folge (uy,)nen von Vektoren

u, € U, so dal die Folge (V,)nen mit v, = [[v — u,|| gegen ~ konvergiert.

Wir zeigen mit der Parallelogrammgleichung, dafl (u,,),en eine Cauchy-Folge ist.

Wegen der Vollstandigkeit konvergiert diese gegen ein w € H, und wegen der

Abgeschlossenheit von U gilt sogar w € U.
[t = tn? = (v = ) = (0 = um) |

= 2[lv = un |1 + 2[lv — wpnl* = 4o — 3 (un +un)|1* -

Wegen 3 (un, + tm) € Uist v < [l — 5 (un + wm)|| < 3(JJv — un|| + ||v — up]]). Da
v — || und || — uyy, || gegen  konvergieren, konvergiert auch [[v — £ (u, + up,)||?
gegen v und ||u,, — u,||? gegen O fiir m,n — oo.

Wir zeigen anschlieBend v — w € U+, dann folgt die Eindeutigkeit von w wie

in Satz BZA
ii) Sei also 0 # u € U beliebig und A := =% ¢ K. Dann bedeutet die

[l

Minimalitit |Jv — w||? < ||[v — w — Aul|?. Andererseits ist

o —w = Mul® = [l —w|* + APl = Ao — w,u) = Mu,v — w)
= flo—w|* = IAP|lul?
also A = 0 und damit v — w € U-+.

iii) Somit ist v = (v — Py(v)) + Py(v) € U+ + U, also H = U + U+ und
UNU* = {0} nach Satz BZA O

Satz 58.4 (Riesz) Sei H ein Hilbert-Raum, (H',|| ||,p) sein Dualraum und j :
H — H' definiert durch j(v)(w) := (v,w). Dann gilt:

i) j ist antilinear, d.h. j(Av + pw) = Xj(v) + 1j(w).

ii) j ist isometrisch, also injektiv.

iii) j ist surjektiv, also ein Anti-Isomorphismus. (gilt nicht fir Prd-Hilbert-
Réume!)

Beweis. 1) folgt aus der Definition.

ii) Zu zeigen ist ||j(v)|,p = |lv|| fur alle v € H. Das ist klar fiir v = 0.
Ansonsten (v # 0) betrachten wir
l7()llop = sup  [j(v)(w)| = sup  [{v,w)| <[],
weH , Jw|<1 weH , || <1

v

also ||7(v)]lop < ||v||. Andererseits ist fiir die spezielle Wahl ](U)(W) = ||v|| und
damit [|j(v)][ep = [[v]]-

iii) Sei 0 # f € H' und sei U := ker f C H. Wir zeigen, dafl der Unter-
vektorraum U C H abgeschlossen beziiglich der durch || || induzierten Topo-
logie ist. Sei (v,)nen eine in H konvergente Folge von Vektoren v, € U mit
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v := lim, v, € H, dann ist f(v,) = 0 fiir alle n € N. Da f beschrinkt ist,
folgt mit

[f @) < 1f(0) = Flon)l + [ (0n)| = [0 = va)| < [ fllopllv = vnll = 0 fiir n — o0

daB f(v) = 0 gilt. Damit ist v € ker f, und U ist abgeschlossen.

Da f # 0, gibt es Vektoren 0 # v € H mit f(v) # 0, insbesondere ist U # H.
Wegen H = U @ U+ gibt es 0 # v € UL mit ||v]| = 1. Sei A := f(v). Dann gilt
fiir alle w € H

F(fwp = fw)w) = f(w)f(v) = f(v)f(w) =0,

also f(w)v — f(v)w € U und weiter

0={u_.f(wh = fuw) = fw)vl* - f(v){v,w),

-~

eU+ cU

also f(w) = Mo, w) = (w,w) und damit f = j(\v). O

Insbesondere gilt in H' die Parallelogrammgleichung, so dafl H’ mit dem Ska-
larprodukt aus der Polarisationsformel selbst ein Hilbert-Raum ist.

Wir nutzen den Rieszschen Darstellungssatz, um die Existenz des adjungierten
Operators zu beweisen.

Definition 58.5 Es sei H ein Hilbert-Raum. Ein linearer beschrankter Operator A
auf H ist eine lineare Abbildung A : H — H mit [[A|lop 1= sup,ep . o<1 AV < o0,
Mit B(H) wird die Menge aller linearen beschrankten Operatoren auf H bezeichnet.

Analog zu Satz beweist man, da8 B(H) ein Banach-Raum ist.

Satz 58.6 Es sei H ein Hilbert-Raum und A € B(H) ein linearer beschrinkter
Operator. Dann existiert genau ein linearer beschrinkter Operator A* € B(H),
der zu A adjungierte Operator, mit (A*v, w) = (v, Aw) fir alle v,w € H. Es gilt
[A*]lop = 1 Allop-

Beweis. Fiir jedes v € H ist das lineare Funktional f, : H — K mit f,(w) =
(v, Aw) beschrénkt wegen

| fo(w)] = (v, Aw)| < [[vll[|Aw] < [[Allopl[o]l[[w] -

Nach dem Rieszschen Darstellungssatz existiert genau ein Vektor A*v € H mit
fo = j(A*v), d.h. f,(w) = (v, Aw) = (A*v,w). Die so konstruierte Abbildung
A*: H — H ist linear:

(A* (A v1 + Aavo), w) = (A1 + Aavy), Aw) = A {v1, Aw) + Ao {vg, Aw)
A (A (1), w) + A (A (v2), w) = (M A*(v1) + X A* (v2), w),
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also (A*(A\jv1 + Agva) — (AL A*(v1) + A2 A*(v2)), w) = 0 fur alle w € H, und daraus
A*(Aug + Agug) = M A*(v1) + A2 A*(vy). Fiir die Operatornormen sei v € H mit
|v]] <1 gegeben, dann gilt mit Cauchy-Schwarz

[A™0|* = (A", Av) = (v, AA"v) < [|v]|[[AA™|] < [|Alopll A",

also ||A*||op < ||Allop. Durch analoge Abschitzung von ||Aw|| beweist man die
Umkehrung [|A*||op < ||Allop- Daraus folgt A* € B(H). O

Somit lassen sich in Hilbert-Rédumen selbstadjungierte, unitdre und normale
Operatoren definieren und untersuchen. Insbesondere gibt es Analogien zu den
Eigenwertproblemen im endlich-dimensionalen Fall.
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