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Aufgabe 1. Sei n eine natürliche Zahl, A eine reelle n × n-Matrix und f : R
n → R

gegeben durch

f(x) = 〈x, Ax〉 =
∑

i,j

xiaijxj für alle x ∈ R
n.

Zeige: (grad f)(x) = Ax+AT x für alle x ∈ R
n, wobei AT die zu A transponierte Matrix

bezeichnet, gegeben durch AT = (bij)i,j mit bij = aji für alle i, j.

Aufgabe 2. Die Funktionen f, g : R
2 → R seien gegeben durch

f(x, y) =
2xy

x2 + y2
und g(x, y) = xy

x2 − y2

x2 + y2
für alle (x, y) 6= (0, 0)

sowie f(0, 0) = g(0, 0) = 0. Zeige:

(a) Die Funktion f ist überall partiell differenzierbar, aber in (0, 0) nicht stetig.

(b) Die Funktion g ist überall stetig und zweimal partiell differenzierbar, aber (∂x∂yg)(0, 0) 6=
(∂y∂xg)(0, 0).

Wie sind diese Beispiele mit dem Satz von Schwarz vereinbar?

Aufgabe 3. Bestimme für die folgenden Funktionen f, g : R
2 → R alle Punkte, in de-

nen der Gradient verschwindet, die Hesse-Matrix in diesen Punkten, und prüfe, ob die
Funktion an diesen Punkten ein lokales Extremum annimmt:

f(x, y) = x2 − y2 + xy − 7, g(x, y) = 2x2 − 2xy + y2 − 2x + 1.

Aufgabe 4. Seien β ∈ N
n ein Multi-Index, n, d ∈ N und f, g : R

n → R gegeben durch

f(x1, . . . , xn) = (x1 + · · ·+ xn)d, g(x1, . . . , xn) = xβ

für alle x ∈ R
n. Ferner sei für jeden Multi-Index α ∈ N

n

β − α := (β1 − α1, . . . , βn − αn), α ≤ β :⇔ α1 ≤ β1, . . . , αn ≤ βn.

(a) Berechne für jeden Multi-Index α ∈ N
n die partiellen Ableitungen ( ∂

∂x
)αf und

( ∂
∂x

)αg. Unterscheide dabei die Fälle |α| ≤ d und |α| > d sowie α ≤ β und α > β.

(b) Beweise durch Entwicklung von f und g in Taylorreihen die Gleichungen (y ∈ R
n)

(x1 + · · ·+ xn)d =
∑

α∈Nn, |α|=d

|α|!

α!
xα, (x + y)β =

∑

α∈Nn, α≤β

β!

α!(β − α)!
xαyβ−α.
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