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Aufgabe 1. Sei X ein topologischer Vektorraum und f: X — C linear. Zeige:
(a) Wenn f nicht stetig ist, so existiert fiir jedes A > 0 und jede Umgebung U
von 0 € X ein z € U mit f(z) = .
(b) Wenn f nicht stetig ist, dann ist ker f C X dicht.
(c) f ist stetig genau dann, wenn ker f C X abgeschlossen ist.

Aufgabe 2. Sein > 1 und A = (a;j);; € M,(C). Bestimme obere Schranken*
fiir die Operatornorm der Abbildung (C", || - ||s) — (C™, || - ||+), © — Az, fiir

(a) s=t=1, (b) s=o00,t=1, (¢) s=1,t=00, (d) s=t=2,

wobei |lz|l, = (O r_, |2, [P) fiir p € (1,00) und ||z]|se = max{|zy], ..., |z.|}.

Aufgabe 3. Sei k > 0, a < b und C*([a,b]) der Vektorraum aller auf [a,b]
stetigen und auf (a,b) k-mal stetig differenzierbaren Funktionen, versehen mit
der Norm

k

1= (0 —a) sup [fO2)].

=0 te(a,b)

(a) Zeige, dass C*([a, b]) beziiglich dieser Norm vollstindig ist.
(b) Priife, fiir welche Zahlen m > 0 die Abbildungen D, I: C*([a, b]) — C™(|a, b)),

(D) = [(8). 1)t = / f(t)dt,

wohldefiniert und stetig sind, und bestimme gegebenenfalls obere Schranken*
fiir die Operatornormen || D|| und ||/]|.

Aufgabe 4. Sei X ein normierter Raum, CF(X) die Menge aller Cauchy-Folgen
und [(2,)n] = {(yn)n € CF(X) : lim, ||y, —x,|| = 0} fiir jede Cauchy-Folge (z,)p.
Dann ist X = {[(zn)n] : (xn)n € CF(X)} ein normierter Raum, wobei

M @)l = [(Azn)n]s [(@n)n] + [(Un)a] = (@0 +yn)als  [[[(@)a]]l = Tim [l ][

*geandert



(a) Zeige, dass X vollsténdig ist.

(b) Konstruiere eine Abbildung ty: X — X mit folgender universeller Eigen-
schaft: Zu jedem vollstdndigen normierten Raum Y und jedem 7' € L(X,Y)
gibt es genau ein 7' € L(X,Y) mit T =T o 1.

(¢) Folgerel: Ist Y ein normierter Raum, ¥ analog zu X definiert und 7' €
L(X,Y), so existiert genau ein T € L(X,Y) mit Tovx =1y oT.

"In der letzten Formel wurde ein Fehler korrigiert
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