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Eine stetige lineare Abbildung T zwischen normierten Raumen heifit kontraktiv,
wenn ||7]| < 1.

Aufgabe 1. Sei X ein normierter Raum, M C X ein abgeschlossener Unter-
raum, M+ = {¢ € X' : M C ker¢} und p: X — X/M die Projektion
x+—x+ M. Zeige:

(a) Die Vorschrift (®(¢))(x+M) = ¢(z) definiert eine eine injektive, kontraktive
Abbildung ®: M+ — (X/M)'.

(b) Die Abbildung ® und die Abbildung p*: (X/M)" — M*, ¢ — ¢ o p, sind
zueinander inverse isometrische Isomorphismen.

(c) Die Vorschrift W(¢ + M=*) = ¢| definiert einen isometrischen Isomorphis-
mus ¥: X'/M+ — M’'. (Hinweis: Benutze Hahn-Banach.)

(d) Wenn X reflexiv ist, dann ist auch X /M reflexiv. (Hinweis: Benutze Lemma
4.5 der Vorlesung.)

Aufgabe 2. Sei X ein komplexer Vektorraum.

(a) Sind ¢,1: X — C lineare Abbildungen mit ker ¢ C ker), so gilt ¢ = A\¢
fiir ein A € C.

Seien nun ¢q,...,¢,: X — C lineare Abbildungen und 7 die Initialtopologie
beziiglich ¢4, ..., ¢,, also die grobste Topologie auf X, die ¢4, .. ., ¢, stetig macht.
Ferner sei ¢: X — C eine lineare Abbildung, die beziiglich 7 stetig ist. Zeige:

(b) Es gibt ein C' > 0 mit |¢(z)] < Cmaxi<r<, |¢r(z)| fiir alle z € X.
(Hinweis: Betrachte Mengen der Form U, := (,_, ¢; ' ((—€, €)) mit e> 0.)

(€) Ni_y ker ¢y C kerp.
(d) Ist ¢: X — C™ definiert durch z — (¢1(x), ..., ¢,(x)), so existiert ein lineare

Abbildung f: C" — C mit ¥ = f o ¢. Insbesondere gibt es A\{,..., A, € C
mit ¢ = A1+ -+, 0,. (Hinweis: Betrachte die Abbildung ¢(z) — ¥(x).)

(Bemerkung: Die Folgerung in (d) kénnte man auch aus (a) und einer Abwand-
lung von Aufgabe 1 von Blatt 5 erhalten.)

Aufgabe 3. Sei (z,), eine Folge in einem normierten Raum X, die schwach
gegen ein x € X konvergiert. Zeige:



(a) ||z|| < liminf, ||z,

(b) Es gibt eine Folge von Konvexkombinationen der Folgenglieder, die in Norm
gegen x konvergiert.

(c¢) Gib im speziellen Fall X = ¢? mit 1 < p < oo und z,, = e, fiir alle n € N
sowie © = 0 (vergleiche Beispiel 4.10 der Vorlesung) eine Folge von Kon-
vexkombinationen wie in (b) an.

Aufgabe 4. Sei X ein reeller normierter Raum. Fiir jedes A C X und B C X’
sind

A°:={pe X' :|o(x) <1furallexe A} C X',
‘B:={rxe X :|p(x)] <1lfirallep € B} CX
die jeweilige Polare von A und Prapolare von B. Sei nun A C X nicht leer. Zeige:
(a) A° ist abgeschlossen, konvex und balanciert in dem Sinne, dass —(A°) = A°.
Insbesondere ist 0 € A°.
(b) AC°(A°) und falls A C C C X, so gilt C° C A°.
(c) (°(A°))° = A°. (Hinweis: Verwende ohne separaten Beweis die zu (b)
analoge Aussage fiir Préapolare.)

(d) °(A°) ist die kleinste abgeschlossene konvexe balancierte A enthaltende Teil-
menge von X. (Hinweis: Verwende die zu (a) analoge Aussage fiir Prapolare
sowie Hahn-Banach in der Form von Folgerung 3.19 und zeige mit den dort
verwendeten Bezeichnungen z’/u € A° fiir p = 2/(z) + 9/2.)

(Bemerkung: Aussage (d) ist der Bipolarensatz. Dieser gilt analog fiir komplexe
normierte Réume.)



