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Sei (X,7) ein topologischer Raum. Eine Teilmenge A C X heifit von erster
Kategorie, falls sie eine abzahlbare Vereinigung nirgends dichter Mengen ist, und
andernfalls von zweiter Kategorie.

Aufgabe 1. Seien 1 < p < g < co. Zeige:

(a) Es gilt ¢# C 01
(b) Fiir jedes N € Nist Ay :={z € 7 : ||z|, < N} C {7 abgeschlossen.

(c) Es gibt eine Folge (z®); von Elementen von (¢ mit ||z®|, = 1 fiir alle
k € N und limy, [|[z®]|, = 0.

(d) Der Teilraum ¢P C ¢4 ist von erster Kategorie.

Aufgabe 2. Sei f: R — (0, 00) stetig und lim,, ., f(nt) = 0 fiir alle t € (0, 00).
Zeige:

(a) Fiir jedes € > 0 ist das Innere einer der Mengen (E,, ()nen nicht leer, wobei
E.,:={te€0,00) | Vm >n:|f(mt)] <e}.
(b) Ist (a,b) C (0,00), so gibt es ein N > 0 mit (N,00) C |J,,en(ma, mb).
(c) limy_ f(t) = 0.
Aufgabe 3. Wir betrachten C([0,1]) mit der Supremumsnorm und definieren
An = {f € C([0,1]) | 3 € [0,1]Vs € [0,1] : | f(#) = f(s)] < nft —s|} < C([0,1])
fiir jedes n € N. Zeige:

a) Fir jedes n € N ist A,, abgeschlossen.

(a)

(b) Fiir jedes n € N ist das Innere von A, leer.

(c) Ist f € C([0,1]) in t € [0, 1] differenzierbar, so gibt es ein n € Nmit f € A,,.
)

(d) Die nirgends differenzierbaren Funktionen bilden eine dichte Teilmenge von
C([0,1]), deren Komplement von erster Kategorie ist.

Achtung: Aufgabe 4 befindet sich auf der Riickseite!



Aufgabe 4. (Diese Aufgabe greift Aufgabe 1 von Blatt 2 nochmal auf.)

Sei X die Menge aller Abbildungen f: [0,1) — {0,1}. Eine Teilmenge U C X
heifle offen, falls fiir jedes f € U eine endliche Teilmenge F' C [0, 1) existiert mit
{9 € X :g|r = flr} CU. Die Folge (f,), in X sei definiert durch

2_77,7 on

1, te [ 222 fiirein k € {0,1,...,2"71 — 1}

£ = {0, t e [2 240) fiir ein k € {0,1,...,27 =1},

Sei (fn, )k eine Teilfolge von (f,),. Zeige:
(a) Fiir jedes k € N ist der Abschluss der Menge

A= {L€[0.1) [V >k fu(t) = fu, (0} € [0,1)

nirgends dicht.

(b) Die Menge aller ¢ € [0, 1), fiir welche die Folge ( f,, (t))x irgendwann konstant
wird, ist nirgends dicht.

(c) Die Folge (f,,)r konvergiert nicht und X ist nicht folgenkompakt.



