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1 Der harmonische Oszillator

In Analogie zum klassischen harmonischen Oszillator ist der eindimensionale quan-
tenharmonische Ostzillator durch den Hamilton-Operator
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definiert.
Sei V(x) = mT”ﬂa:Q. Ist A C R kompakt, also abgeschlossen und beschrénkt, so gilt
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Somit gilt V € L2 (R). Da offensichtlich V' > 0 gilt, ist H nach [Str, S.73 Theorem
4.3.4] wesentlich selbstadjungiert auf Ci°(R). Das Spektrum lédsst sich daher mit
Hilbertraumtechniken ermitteln. Wir wollen das Spektrum allerdings mit algebrai-

schen Methoden 16sen.

Um die Rechnungen zu erleichtern, gehen wir von p und ¢ iiber zu
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Aufserdem definieren wir die sogenannten (unbeschrankten) Auf- und Absteigeope-
ratoren
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Des Weiteren sei N := a*a. Dann gilt
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[N,a] = [a*a,a] = a"aa — aa*a = [a*,ala = —[a,a"]a = —a
und
[N,a*] = [a*a,a"] = a*aa” — a*a*a = a*[a,a’] = a™.

Um das Spektrum von H zu bestimmen, geniigt es also, das Spektrum von N zu
untersuchen.

Da N selbstadjungiert ist, konnen wir den unitdren Operator T'(s) := exp(isV) fur
s € R definieren. Sei F'(s) := T'(s)aT(S)* = T(s)aT(—s). Dann gilt

diis) = iNT(s)aT(—s) 4+ T(s)0T(—s) + T(s)a(—iN)T(—s)
= iT(s)NaT(—s) —iT(s)aNT(—s)
= T(s)[N,a]T(—s)
= —iT(S)CLT(—s)
= —iF(s).

Folglich gilt F'(s) = exp(—is)F'(0) und somit
T(s)aT(s)™!' =T(s)aT(—s) = F(s) = exp(—is)F(0) = exp(—is)a. (1)
Damit folgt

T(s)a*T(s)™" = (T(s)aT(s)™")" @ (exp(—is)a)” = exp(is)a*. (2)



Die Gleichungen (1) und (2) implizieren, dass 7'(27) mit @ und ¢* kommutiert. Somit
kommutiert 7'(27) auch mit der Heisenberg-Algebra, die von diesen erzeugt wird.
Auf Grund der Irreduzibilitdt muss 7'(27) ein Vielfaches der Identitét sein. Es gibt
also ein 6 € R mit 7(2m) = exp(if)1. Sei T"(s) := T(s) exp(—22) = exp(is(N — 2)).
Dann gilt

T'(27) = T(27) exp(—if) = exp(if) exp(—i0)1 = 1 = T'(0).
Die spektrale Darstellung

T'(s) = / dE(N) exp(is))

o(N-2%)

von T"(s) liefert, da die E(\) paarweise orthogonal sind,

0= (T'(27) — 1) = / dE(\) (exp(i27)) — 1)2.

Somit gilt suppdFE () C Z; d.h. N — % und somit auch N und H’ haben ein dis-
kretes Spektrum.

Wir wollen nun das Spektrum von N explizit berechnen. Sei 0 < A € ¢(/N) und
¥y der zu A gehorige Eigenvektor. Dann gilt

¥r € D(N) = {¢ € L*(R)|Ny € L*(R)}.
Somit auch ayy € L3(R); d.h. ¢, € D(a). Also ist ayy wohldefiniert. Es gilt

llagn][> = (¥x, Npx) = A[ea]]* > 0
und folglich ay # 0. Wegen

w = iN exp(isN)y) = iexp(isN )Ny = idexp(isN ),
gilt
T(s)y = exp(isN)y = exp(isA) exp(i- 0 - N)by = exp(is\)y. (3)

Dann erhalten wir
T(s)ay L exp(—is)aT(s)y © exp(—is)aexp(isA)y = exp(i(A — 1)s)arhy
und folglich

exp(is(N — (A = 1)))athy = ayy, (4)



Wegen (4) gilt
dexp(is(N — (A —1)))at)y

0 = ds
= (N —=(A—=1))exp(is(N — (S)T— 1)))ayz|,_,
= (N —(A—=1))ap.
Also gilt

Napy = (A — 1)arpy

und somit A — 1 € o(N). Da o(N) positiv (und nicht leer) ist, muss daher schon
o(N) C Nund 0 € o(N) gelten.

Betrachten wir nun analog a*. Sei A € o(N) und v, der zugehérige Eigenvektor.
Dann gilt ¢, € D(a*) und (wegen A > 0)

la*¥al]? = (¥r, aa™hx) = (a, (L+N)a) = (Pr, (1+M)a) = (L+ N[> > 0.
Also ist a*yy # 0. Es gilt

T(s)a* by 2 exp(is)a*T(s)n 2 exp(is(A + 1))a vy
und folglich

exp(is(N — (A + 1)))aty = arhy. (5)
Wegen (5) gilt
dexp(is(N — (A +1)))a"h

0 = ds s=0
= (N —A+1))exp(is(N — (A +1)))a" |,
= (N = (A41))a*y.
Also gilt

Na*, = (/\ + 1)6L*Q/J/\.

Also folgt A+ 1 € o(N) und somit o(N) = N. Damit erhalten wir

U(H):{En::hw(n—l—%) nEN}.

Fiir den Eigenvektor vy zum Eigenwert 0 gilt wegen

llaol|* = (Yo, N4pg) =0




schon
(¢ +ip')bo = V2a)y = 0;

d.h. v erfiillt [Str, S.66 Gleichung (3.4.3)] und ist somit der Fock-Vektor.
Mit 2 = w/m—rzu$ gilt ¢ = 2’ und wegen (jl—gi = /m_};"

iy —i ot hd R d_d
p= \/mp— Vmhwide  Vmwdr  da’
Somit ist 1y Losung der folgenden Differentialgleichung
! d =0 6
Die Gaufsche Wellenfunktion, die wir in [Str, S.65ff] behandelt haben, 16st (6). Wie

oben gesehen, erhalten wir aus ¢y durch n-maliges Anwenden von a* den Eigenvektor
¥, zum Eigenwert n. Genauer gilt

/ 1 *\"1 / ]' (Z,U/)2 /
(e = = (@) = Aenp (1) )

wobei der Vorfaktor \/—177' fiir die Normierung sorgt und H,,(z’) die Hermite-Polynome
vom Grad n und Paritidt (—1)" sind.

Beim klassischen harmonischen Oszillator sind bei gegebener Energie £ nur Kon-
figurationen moglich, fir die V(z) = %21’2 < F gilt. Wie man in Abbildung 1
sieht, kann die Aufenthaltswahrscheinlichkeit fiir den quantenharmonischen Oszil-
lator auch in diesem klassisch verbotenen Bereich positiv sein. Dies steht jedoch
nicht im Widerspruch zur Energieerhaltung, da die Bestimmung des Ortes zu einer

Impulsédnderung und somit zu einer Energiednderung fiihrt.
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Abbildung 1: Die Losungen der Schrédinger-Gleichung.




2 Das Kastenpotential

Wir betrachten nun das Potential

Viz) = Vo, falls |z| > d
0, falls|z| <d

fiir gewisse d, Vy > 0. Dieses Potential erfiillt offensichtlich das Kato-Kriterium. Der
zugehorige Hamilton-Operator lautet dann
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Somit ist die Eigenwertgleichung

d? 2m
(@) = (B - Vo)(e) M
fir |z| > d und
d? 2m
) = T Bu() ©)

fir |z| < d zu lésen.

Da —% ein positiver Operator! ist, gilt H > V(x) > 0. Also kann £ € o(H) nur
gelten, wenn E > 0 ist.

Da das Potential V' gerade ist, sind die Losungen der Schrodinger-Gleichung entwe-
der gerade oder ungerade.

Betrachten wir zunéchst den Fall 0 < E < V. Definiere

2m 2m
p = \/ﬁ(\/o—E) und k= VﬁE'

Die Gleichungen (7) und (8) liefern uns die Losungsansétze
U(x) = Arexp(px) + Az exp(—pz)

fiir z < —d,
Y(z) = By exp(ikz) + By exp(—ikx)

fir |z| < d und

U(x) = Crexp(pz) + Cz exp(—px)

IMit Hilfe partieller Integration zeigt man, dass fiir L2-Funktionen f, g die Gleichung (% 1 g) =
(f, —%g) gilt. Also gilt —% = % (%)* und ist somit positiv.
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fiir z > d. Da 1) eine L?>-Funktion ist, muss 1 im Unendlichen verschwinden. Daher

Ist ¢ gerade, so muss einerseits A; = Cy gelten und andererseits fiir alle |z| < d

0 = 9(@)—¥(-2)
= (Bl — Bz) exp(zk‘:l:) + (BQ — Bl) exp(—zkx)

Da exp(ikz) und exp(—ikx) linear unabhéngig sind, muss also B; = By gelten.
Die Bedingung 1 € D(—%) erfordert, dass sowohl v als auch ¢’ stetig in d sind.
Also folgt

By exp(ikd) + By exp(—ikd) = A exp(—pd)
& 2B cos(kd) = Ay exp(—pd)

Aj exp(—pd)

B, =~ Y\

< 5 2 cos(kd) ®)
und

(B exp(ikz) + By exp(—z’k:x))'|z:d = (A exp(—px))'|z:d
& 2Bi(cos(kx)) |o=a = (Arexp(—pz))'| _
& —2Bjksin(kd) = —Ajpexp(—pd)
9 Ajexp(—pd) , .

_ LAY — A _
o) cos(hd) k sin(kd) 1pexp(—pd)

& ktan(kd) = p.

Im geraden Fall ist die Schrodinger-Gleichung fiir 0 < E < V; also genau dann
l6sbar, wenn E die Gleichung

ktan(kd) = p (10)

erfiillt, und es gilt in diesem Fall

exp(px), falls v < —d
Y(x) = A eié’s((;’;;l) cos(kx), falls |z| <d
exp(—pzx), falls x > d

wobei A; lediglich ein Normierungsfaktor ist.

Im ungeraden Fall erhdlt man analog, dass die Schrodinger-Gleichung fir 0 < £ < Vj
genau dann losbar ist, wenn E die Gleichung

kcot(kd) = —p (11)



Abbildung 2: Die Losungen der Schrédinger-Gleichung.

erfiillt, und in diesem Fall gilt

exp(pz), falls z < —d
Y(z) = A —e:;((zssi) sin(kz), falls |z| <d ,
—exp(—pz), falls x > d

wobei A; ein Normierungsfaktor ist.

Die Gleichungen (10) und (11) lassen sich graphisch 16sen. Dazu setzt man

2m

y:=kd und g¢g:= ﬁ\/od
und formt die Gleichungen (10) und (11) um zu
_ 2 2
) _p_pd_\/ (V% \/ FVod? — B fE
an(y) = 7 = — = =
kooy Y Y

bzw.
k Y
tan(y) = —\— = ——————.
W= =t

Dann zeigt Abbildung 3, dass diese Gleichungen nur diskrete Losungen besitzen.
Somit ist das Spektrum von H im Bereich [0, V;) diskret.
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Abbildung 3: Graphische Losung von (10) und (11).

Betrachten wir nun den Fall £ > V. Man kann zeigen, dass fiir jedes £ > Vj
die Schrodinger-Gleichung eine Losung besitzt. Daher gilt [V, 00) C o(H); d.h. das
Spektrum ist in diesem Bereich kontinuierlich.

Betrachten wir nun den Grenziibergang V[, — oo. Dann gilt p — oco. Fiir die
geraden Eigenfunktionen erhalten wir dann die Bedingung ktan(kd) = oo; d.h.
kd = Z(2n + 1) fiir ein n € N, also

h? 72
Analog erhélt man fiir die ungeraden Eigenfunktionen die Bedingung
h2 2
E = %(27‘-7)2(271)2 fir ein n € N,

Aufterdem gibt es keinen kontinuierlichen Teil des Spektrums mehr. Somit gilt fiir
den unendlichen Potentialtopf
n e N} .
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Das Grenzpotential fiir V; — oo erfiillt offensichltich nicht das Kato-Kriterium. Da-
her definiert H in diesem Fall keinen eindeutigen selbstadjungierten Operator auf

D(%).
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