Das freie skalare Feld

1 Klassische Feldtheorie

Definition 1.1 Sei ¢ = ¢(t,z) € C2(R""!) und ¢ = 0;¢. Eine (geniigend regulire) Abbil-
dung C2(Rb1) x C2(RY™71) 3 (¢, ¢) = L[¢, ¢] — R heiBt Lagrange-Funktion.

Fiir festes ¢t und ¢ ist L[¢, . ] : C*(R"™') — R eine Abbildung zwischen Banach-R#iumen.

Definition 1.2 Seien X,Y Banach-Raume, V' C X offen und x € V. Sei f : X — Y
eine Abbildung. Falls existent, heiBt der lineare stetige Operator (Df), : X — Y mit
limy, o ||_/11||Hf(37 +h) = f(x) = (Df)4(h)| = 0 die Fréchet-Ableitung von f in .

Definition 1.3 Die Fréchet-Ableitung 7 := (DL[¢, . ]); : C'(R""') — R von L[¢, . ] im
Punkt ¢ heiBt kanonisch-konjugierter Impuls zu ¢. Die Legendre-Transformation

Hlp, 7] = sup (w(6) — Llo, 4]
®
der Lagrange-Funktion heiBt Hamilton-Funktion.

Wihlt man speziell ¢ € S (R"1), so ist es iiblich, das lineare stetige Funktional 7 zu
identifizieren mit

") = [ do w(@)la).

Definition 1.4 Wir nennen

Llg,¢] = /R dw £0.8), L6.6)i= 5(8 — (rad o) - m??)

die Lagrange-Funktion des freien skalaren Feldes.

Im unter der Identifizierung m — w entstehenden Ausdruck
[ o (m@i) - 36@) = [ do (5@ = 5rta) = )

wird das Supremum fiir ¢(z) = w(z) angenommen. Es folgt fiir die Hamilton-Funktion
des freien skalaren Feldes:

Hlw, ¢ := / dx %(wQ + (grad ¢)* + m*¢*)
Rn—1

Definition 1.5 Durch

Sl := / dt LIB(t), (1)

to

wird die Wirkung S : C*([to, t1] x R"™1) — R definiert.



Das Hamiltonsche Prinzip besagt, dafl sich die Bewegungsgleichungen als stationéire Punk-
te der Wirkung ergeben, also als jene Konfigutation ¢, fiir die die Gateaux-Ableitung

o1
DS[¢; 4] = lim =(S[¢ + 7¢] — S[¢])
T—=0 T
in eine beliebige Richtung 1 mit festgehaltenen Randwerten verschwindet:
DS[¢;¢] =0 fiir alle ¢ € Ci[to, t1] x R, d.hap(to, ) = ¢(t1,2) = 0.

Fiir das freie skalare Feld findet man nach partieller Integration in ¢ und Verwendung des
Gaufschen Integralsatzes [g, ; dz div(¢) grad ¢) = 0:

t1
DS[é; 0] = / dt / dz (@) (= B20(t, 7) + div grad 6(t, @) — m*o(t, ) )
to Rn—1
und damit die Klein-Gordon-Gleichung
O2p(t,x) = divgrad ¢(t, x) — m?¢(t, ) . (1.1)

Durch Fourier-Transformation

dp -~ .
t,x) = t,p) e 1.2
ota) = [ it (12
entsteht
OF(t,p) +wid(t,p) =0,  w,=+/(p,p) +m? (1.3)
mit Losung
A 1 ) )
o(t,p) = M(a e~ et 4 aT_p e“’ﬂt> ; ayp, aT_p eC. (1.4)
p

Somit gilt

w(t,p) = \/%(—i) (ap e lnt aT_p ei“”t> . (1.5)

Unter Wirkung der Translationsgruppe transformiert sich das skalare Feld gem&fl
ot ) = ot + ag, z; + a;) = ¢(t, ) + agdip(t, x) + >, ;0;0(t, x) + O(a?). Invarianz der
Theorie unter diesen Translationen fithrt nach dem Noether-Theorem auf Erhaltungssétze.
Man zeigt, daf die erhaltenen Ladungen gegeben sind durch Energie H[w, ¢| und Impuls

Pld == [ do w() (erad 0)a)



2 Quantisierung

Die Zeit t wird ab jetzt explizit beriicksichtigt. In Analogie zur Quantenmechanik werden
nun @, I1 als operatorwertige Distributionen auf einem Hilbert-Raum aufgefafit, fiir die
man die folgenden gleichzeitigen Kommutatorrelationen fordert:

(@t x), @, y)] =0,  [HE2), 0t y)] =0,  [®F )1 y)] =16z —y) . (2.1)

Dabei ist der letzte Kommutator zu verstehen in Anwendung auf Testfunktionen f, g €

S(R™1),
(), (g)] = /

Rn—1yxRn—1

dady f(@)g()@(t.0) Nt =1 [ da fa)gla) =ilf.)

Wir verzichten auf das Einsetzen der Testfunktionen und arbeiten mit symbolischen For-
meln fiir die Distributionen.

Die Kommutatorrelationen lassen sich nun in Analogie zur klassischen Losung ([C4))
und ([CH) realisieren durch den Ansatz

dp —i Uth—<p,l‘>) + ag; ei(u)pt—<p,l‘>)) , (22)

bty = [ T (e

(t,2) /R (2m)1\ /2w, \P €
dp w. : :

(¢, 2) — “p ( —iwpt—(pa)) _ ot 1<wptf<p,x>>> 2.3

() /Rn_l Gyt 2 ) e kN - 29)

[apv ap/] =0, [a;r)v a;r;’] =0, [apv p] (271')35(]9 p) (2'4)
Zum Nachweis wird / dp

Rn—1 (27()”71
)" 6(p).
Ein Hilbert-Raum H, auf dem &, II als unbeschrinkte Operatoren wirken, 148t sich
nun ausgehend von einem ausgezeichneten Vakuum-Vektor Q2 € H mit (2, Q) = 1 erkldren
als

mit

eP® = §(x) benstigt. Analog gilt / dr P =
Rn—1

Il
?—[:span{a;l-ua;,NQ : NeN, piER”*} ,

zusammen mit a, = 0 fiir alle p sowie der Konvention af = (a,)* beziiglich des Skalar-
produkts auf H.

Allgemein liefert die Quantisierung der klassischen erhaltenen Ladungen die Genera-
toren der zugehdrigen Symmetriegruppe. Entsprechend betrachten wir die Quantisierung
der Hamilton-Funktion unter Verwendung von (4):

“3/ | Gy
27T n—1 271')"71
v {((_1)2 /“z“q (ap e~ipt=w) _ ot ei(wpt—<p,x>>) <aq e~ient=ae) _ gt ei(wqt_@,@))

\2
+i<pap =) _ pa ot ), gq, o et =(01) _ gqf ilent-laa)

IS (ap et o) | gl cilert = m>>> <aq eieat=(a) | gf flent—(o x>>)} ,



Das Integral von e*P+7"7) iiber z liefert eine §-Distribution, so daf mit w_, = wp folgt:

dp 1 W —2iw 2w
0= [ Gt (™ g v )

1 —2iw iw
- ﬂ( — (D, p)aya—y, e " — (p,p)ayal — (p.p)aja, — (p.p)ata’, € "t)
p
m? 2i t 2
+ S (apa_p e wrt 4 apa; + a;ap + a;a,p e M"t)
p
dp w
= / @y é’(apa;+a;ap) : (2.5)
Im letzten Schritt ist w? = (p,p) + m® benutzt, siehe ([J). Das Ergebnis fiihrt be-
reits auf eine erste Divergenz: Es gilt némlich (ayal + afa,)Q = Q fiir alle p, somit
HQ = [ (273% “2 — 0o. Dabei ist 22 > 0 die Grundzustandsenergie des harmonischen

Oszillators der Frequenz w,, und die gesamte Grundzustandsenergie divergiert. Deshalb
vereinbart man

Definition 2.1 (Normalordnung) Sei P(a,a’) ein Polynom in Erzeugern af und Ver-
nichtern a,. Dann heiBt das Polynom : P(a, aT) :, das durch Permutation aller a;f) nach links
von allen a, ohne Beriicksichtigung der Kommutatorrelation entsteht, die Normal-
ordnung von P(a,al).

Somit definieren wir korrekter:

Definition 2.2 Das normalgeordnete Operatorprodukt

1 dp
H= - dx 5( I+ (grad @)% +m? @7 ) = /Rn_1 ) wpaLap

heiBt Hamilton-Operators des freien Skalarfeldes.

Es folgt mit Hilfe der Kommutatorrelationen (E24)
[H, al] = wpa, H,a,] = —w,ya, , = [H,9]=—i0,®, [HII]=—ioll.

In diesem Sinn ist H der unbeschrinkte Operator, der nach dem Satz von Stone die
Zeittranslation generiert:

Tt x)e T = d(t + 71, 1) ALt 2)e T = T1(t + 7, 2) . (2.6)

Analog definiert man den Impulsoperator als
P, = dv 10,0 : P, = W 2.7
G == - T ;P — 5= - (27‘(‘)"_1 Djayayp . ( . )

Es folgt [P;, ®] = i0;® und [P}, II] = i0;11, somit generiert —P; die raumliche Translation:

e 12 vibid(t, 2)e Ziviti = d(t,x 4 y) | e 2 i BITI(t, x) et 2 i = TI(t, 2 + )
(2.8)



3 Korrelationsfunktionen

Wir betrachten zunéchst den Vakuumerwartungswert des Operatorprodukts ®(s, z)®(t, y)
D1, 5 5,) = (9, B(t, 2)B(5, 1)) (3.1)

Nach dem Wightmanschen Rekonstruktionstheorem (und der Faktorisierung der héheren
Korreleationsfunktionen als Produkte von 2-Punktfunktionen) beschreibt D(t, x; s, y) voll-
stindig die Theorie des freien Feldes. Wegen a,Q = 0 und af = (a,)* folgt

dp / dq 1 o _—
D(t,x;s,y) = Q, a,alQ) e i@rt=pa) o Hilwas—(ay))
(t 23 5,9) /R @ryt ) ot s, 8t apa8)
=(2m)"~1d(p—q)
= / dp Le—i(“’p(t—s)—(loyx—y)) . (32)
Rn—1 (27()”71 2wp
Damit hangt D nur von der Differenz der Argumente ab, und wir kénnen z.B. s = 0 und
y = 0 wihlen. Gegebenenfalls fassen wir die Argumente zu Punkten im Minkowski-Raum
zusammen: py = (E,p), zpy = (¢, x) und (par, xar)p = Et — (p, ).

Lemma 3.1 D(t,x;s,y) ist eine Lorentz-Invariante.

Beweis. Es gilt

1 o o
o= | SWE=a ) = [ (VB (o) - m)e(E)
p 0 —00
unter Verwendung des Transformationssatzes 0(f(z) — f(xo)) = mé (x — xp) und der
Heaviside-Funktion
0(z) = T firz >0,
10 fir z <0.
Damit entsteht das Integral iiber den Vorwiértslichtkegel im Impulsraum
d :
D(wars yar) = 2 / o8 pashag = mtJA(E) e (53
n (27)7
Der Vorwirtslichtkegel bleibt invariant unter Lorentz-Transformationen, die die Zeitori-
entierung erhalten. 0J
Wir diskutieren den Spezialfall s = ¢ der Gleichzeitigkeit in (B2),
dp 1

D(t.r:t — _— lpr—y)
( 73:7 7y) /(27T)n_1 2wp€

In Radialkoordinaten ist (p,z — y) = urcosf mit r* = (z — y,r — y), das Volumenmaf3

dann dp = u"?du sin 0 df Xf;l). Somit gilt
2

1 /°° PR
uu —

2vm)" ("5 Jo 2v/u? + m?
1 1 eiur _ e—iur

= duu™? -
(2y/m)m1T(%5h) /o 2Vu2 +m2  iur

= ! L
_@ﬁW”N%%A e (3.4)

D(t,x;t,y) = / df sin felvreos?
0




Im Fall n = 4 konvergiert das Integral gegen

m
ned = mKl (mr) . (35)
Die Besselfunktion Ki(x) verschwindet exponentiell fiir groBe x, ist aber ungleich Null.

Die Forderung ist deshalb nicht, dal die Korrelation zwischen raumartig getrennten
Punkten verschwindet, sondern, dafl raumartig getrennt lokalisierten Feldoperatoren mit-
einander kommutieren. Somit betrachten wir

D(t,x;t,0)|

Definition 3.2

Az yar) = (2, [P(zar), P(yn) ) = D(xar; yar) — D(Yars 2ar) (3.6)

heiBt Kommutatorfunktion.

Nun gilt
A(ZL‘M; yM) — 27‘(‘/ (Cé];]‘)dn(;«pMapM)M _ m2)6’(E) (6_i<pJV171'AI_yJVI>JVI _ 6+i<pJV171']M_yJVI>JVI)
R?’L
d :
=27 / (22; “)”né«pM,pM)M —m?)(0(E) — 0(—E)) e prrmar—varar
Rn

Dabei ist sign(E) = ((E) —6(—E)) die Vorzeichenfunktion. An gleichen Zeitpunkten ist
der Integrand in A(¢,x;t,y) eine ungerade Funktion, so dafl das Integral verschwindet,

A(t,z;t,y) =0 fiir alle z,y .

Zusammen mit der Lorentz-Invarianz wird so das Kausalitatsaxiom realisiert, A(z; yar) =
0 fiir (xar — yar, T — ynr)mr < 0.
Wegen (0? —div, grad, +m?)®(z) = 0 erfiillt der Kommutator ([B.6) die Klein-Gordon-
Gleichung
(0} — div, grad, +m*)A(t,z;s,y) = 0.

Zusétzlich gilt wegen der Kommutatorrelation (E1I)

O A(t, z;s,y)| = (Q,[IL(t, z), P(t,y)|Q) = —id(z —y) .

s=t

Damit gilt:

Lemma 3.3 A(t,z;s,y) ist die eindeutige Losung der (hyperbolischen) Klein-Gordon-

Gleichung zur Anfangsbedingung A(t,z;t,y) = 0 und O,A(t, x; s,y)’ = —id(x — y).
s=t

0

Wegen A(t, x;t,y) = 0 kann der allgemeine Kommutator zerlegt werden in:
Definition 3.4 In der Zerlegung

A(ta z;s, y) = AR(tv z;s, y) + AA<t7 z;s, y) )
Ag(t,a;s,y) =00t — s)A(t, z58,y) ,  Aalt,x;s,y) = 0(s —t)A(t,z55,9) (3.7

heiBt die Ay die retardierte Greensche Funktion und Ay die avancierte Greensche Funktion.
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Wir betrachten

Ap(t,z;s,y) =27 / & 5 ((par, paryar — m?) (0(E) — 0(—E)) 0(t — s)e 1 (B=o)-a-y)

e (27)
_ / v 1, S)( Si(wplt-9)(pap) _ e—i(—wp(t—s)—mx—y))) .
Rn—1 (27T)n 1 2wp

Diese Formel 148t sich alternativ iiber den Residuensatz realisieren:

Lemma 3.5

/ dE dp e I(E(t s)—(p,z— y) )
re (2m)" B2 — ((p,p) +m?) +ieE

/ dpdy o (Be-)-wa)
g (2m)" E? — ((p,p) + m?) —

Beweis. Ist t > s, dann diirfen wir in (*) das Integral iiber E in der unteren Halbebene

AA(tv €S, y) = ll\r(%(_l)

ieE ™)

schlieflen. Dann liegen die beiden Pole Ey = —% + /w2 —€%/4 im Inneren des Integrati-

onsweges, der in negativem Sinn durchlaufen wird. Nach Residuensatz mit E? — ((p,p) +
m?) —ieE = (E — E,)(E — E_) gilt

dp oi(Br=9)-wa—y) (B -9)-hav)
— (—9 D 1; ( >
()= | e\ T e e T E
_ / dp L(ei(wmsnp,xw) _ ei(wp<ts><p,xy>)> .
]Rn—l (27()”71 2wp

Ist dagegen t < s, so haben wir das F-Integral in der oberen Halbebene zu schlieflen, in
der keine Pole liegen. Damit ist (x) = 0 fiir ¢ < s.

Vollig analog folgt (**), wobei beim Schliefen in der oberen Halbebene der Integrati-
onsweg in positivem Sinn verlduft. 0

Anwenden des Klein-Gordon-Operators kiirzt den Nenner, so daf} folgt
Lemma 3.6

(07 — div, grad, +m*)Agr(t, z;s,y) = —i6x(Tar — yar)
(07 — div, grad, +m*)Aa(t, z;5,y) = o (Tar — yar) -

Damit sind Ag(t,z;s,y) baw. Aa(t,z;s,y) Greensche Funktionen zum Klein-Gordon-
Operator mit Lokalisierung bei ¢t > s bzw. t < s.
Eine weitere Greensche Funktion wird durch das zeitgeordnete Produkt erhalten:

Definition 3.7

Ap(t,x;s,y) = (QTO(t, x)P(s,y)Q) (3.8)
=0(t — 5)(Q, @(t,2)D(s,y)Q2) + 0(s — )(Q, D(s,y)P(t, 2)2)

heiBt kausale Greensche Funktion oder Feynman-Propagator.
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Somit wirken die Felder in der Reihenfolge ihrer Zeit-Argumente auf das Vakuum ().
Einsetzen von (B.2) liefert

dp 1
(2m)"1 2w,

AF(tax; S7y) = /

(9@ _ g)einlt=9—pa—u) | g5 t)eﬂ(wp(tfs)%p,mfy») .
(3.9)
Mit dhnlichen Methoden zeigt man:

Lemma 3.8 FEs gilt

dEdp e i(El=s)~(p2=y))
Arp(t, x; = limi
F( ,l‘,S,y) El\Il%l/Rn (271_)” E2 . ((p’p> +m2) +1€ (T)

(0} — div, grad, + m?)Ap(t,7;8,y) = —i0p (var — yur) - (3.10)
Beweis. Die Pole liegen sind nun bei

1 —2Zarctan &
= 2 2
Ey=(w,+€)ie “p

Fiir t > s konnen wir das E-Integral in der unteren Halbebene schlielen, in der der Pol
E, liegt. Somit folgt (Umlauf in negativem Sinn)

dp e—i(E+(t—S)—(p,x—y))

fiir t > s .
o) 28, Hre

() = (—2ni) lim i /R T

e\0

Fiir t < s schliefen wir das E-Integral in der obere Halbebene, in der der Pol E_ liegt.
Somit folgt (Umlauf in positivem Sinn)

dp e~ i(E—(t—s)—(p,z—y))

firt<s.
2y 2F_ s

(1) = (427i) limi /R N

e\0

Hier ist noch p — —p zu substituieren. Der Limes € N\ 0 liefert (B).
Anwenden des Klein-Gordon-Operators auf (f) kiirzt den Nenner, so daf sich (BI0)
ergibt. O
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