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1 Operatortopologien auf B(H)

Definition 1.1. Die Menge B(H) bezeichnet die Menge aller beschréinkten, li-
nearen Operatoren auf dem Hilbertraum H.

Definition 1.2. Eine *-Unteralgebra U einer x-Algebra A ist eine Unteralgebra
U C A fiir die gilt, Va € U gilt a* € U.

Definition 1.3. 1. Die schwache Operatortopologie (WOT') auf B(H) ist die
lokalkonvexe Topologie, die von dem Halbnormsystem {p, , : x,y € H} mit

Pay (V) = |(Yx,y)| erzeugt wird.

2. Die starke Operatortopologie (SOT') auf B(H) ist die lokalkonvexe Topolo-
gie, die von dem Halbnormsystem {p, : x € H} mit p,(¢) := ||x| erzeugt
wird.

3. Die stark-*-Operatortopologie (S*OT') auf B(H) ist die lokalkonvexe Topo-
logie, die von dem Halbnormsystem {p, : « € H} U{p, : ¢ € H} mit ¢,
wie in der starken Operatortopologie und p’.(¢) := || *x||.

4. Die Normtopologie (NOT') auf B(H ) ist die von dem Halbnormsystem {||-||}
erzeugte Operatortopologie.

Satz 1.4. Bezeichne tx Topologie auf B(H) beziglich des Halbnormensystems
von X. Dann gilt

wor € Tsor € Ts=or € TnoT-

Beweis. twor C Tsor :
Mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung folgt direkt, dass fiir ein beliebiges
Netz (), welches beziiglich der starken Operatortopologie gegen 1) konvergiert
gilt, dass

lim |((x = ¥)zly)| < T || (Px =)zl {ly[] = 0.

Das Netz (1) konvergiert also auch in der schwachen Operatortopologie gegen
1.

Tsor € Ts~or

Folgt direkt aus der Definition der Topologien, da die stark-x-Operatortopologie
von den selben Halbnormen und weiteren gebildet wird, wie die starke Operator-
topologie.

Ts~or € TNOT

Ist klar, da jede Halbnorm stetig betiiglich der Normtopologie ist. O

Definition 1.5. Eine schwach-abgeschlossene *-Unteralgebra mit Eins von B(H)
heift von-Neumann Algebra.

Beispiel 1.6. Da 1 € B(H) und B(H) schwach-abgeschlossen sowie eine -
Unteralgebra von sich selbst ist, ist B(H) eine von-Neumann Algebra.
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2 Projektionen

Definition 2.1. Ein Operator P € B(H) mit P = P* = P? heifit Projektion.
Bemerkung 2.2. Aufgrund von P = P* = P? ist klar, dass P > 0.
Beispiel 2.3. 1. 1p ist eine Projektion.

2. Oy ist eine Projektion.

3. Sei {e,}, eine Orthonormalbasis von H und S C {e,}, eine Teilmenge.
Dann definiert Ps mit Ps(e;) = {e;; falls e; € S; 0 sonst} eine orthogonale
Projektion von S.

Bemerkung 2.4. Sei P € B(H) eine Projektion. Dann ist auch (1 — P) € B(H)
eine Projektion.

Beweis. Es gilt
(1-P)*=1-P"=1-P

und
(1-P)?*=1-2P+P*=1-P.

]

Satz 2.5. Seien P, () Projektionen auf dem Hilbertraum H. Dann sind folgende
Aussagen dquivalent:

1. P<Q,
2. PQ = P,
3. QP =P,

4. P(H) C Q(H),
5. [|P(z)| < Q)| fiir alle x € H,
6. QQ — P ist eine Projektion.
Beweis. 2. & 3.
PQ=P&P=P =(PQ)=Q"P"=QP.

3. & 4.
Ist Klar.
2. = 6.
Es gilt
Q@-P)=Q"-P"=Q-7"P

und
(Q-PYQ-P)=Q*~PQ-QP-P =Q-P-P+P=Q-P.

6. = 1.
() — P ist eine Projektion = Q — P >0 = @ > P.
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1. = 5.

P<Q= Q@I - IP@)I* = (Q - P)w).o) = @~ P >0
5. = 2.

I(P — PQ)(z)|| = |[P1 - Q)(@)| < [[(Q - @*) ()| =0.

3 Kommutanten und Bikommutanten

Definition 3.1. Sei S C B(H) eine Teilmenge. Dann ist der Kommutant von
S (bezeichnet mit S’) die Menge aller beschriankten Operatoren, die mit jedem
Element von S kommutieren, also

S"i={¢ € B(H): ¢¢p = ¢ V¢ € S}.
Die Menge S” := (S’)’ wird als Bikommutant bezeichnet.
Satz 3.2. Sei S C B(H) eine Teilmenge. Dann gilt:
1. §C 9,
2. 8CS=5CS undS" CS",
3.8 =58"und 8" = S",
4. ist S selbstadjungiert, so ist auch S’ selbstadjungiert,

5. S ist eine schwach-abgeschlossene Unteralgebra von B(H) mit 1 € B(H).

Beweis. 1. Sei X € S beliebig. Dann gilt fiir alle y € S’, dass zy = yx. Also
ist x € S”.

2. Seix € S’. Dann gilt xy = yx fiir alle y € S also auch fiir alle y € 5. Also
gilt S C 5. N
Hieraus folgt dann direkt, dass S” C S”.

3. Wir wissen bereits, dass S’ C " und S C S” C §””. Andererseits gilt

xGS"':VyES"giltxy:ny%”VyESgilt ry=yr=uxecs
und
reS" =VyeS” gilt vy = yx =3 Yy € S gilt vy = yr = x € 5.
Demnach gilt S’ = S"” und S” = S".
4. Sei x € §'. Dann gilt fiir alle a € S
ra = (a"x)" = (za*)" = ax™.

Es gilt also z* € S’ und somit S™* C S’. Es ist klar, dass S' = §"™* C S™.
Also folgt S = 5™.
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5. Esist klar, dass 1 € S". Seia € S, x,y € 8" und A € C. Dann ist
a(z+y) =axr + ay = xa + ya = (v +y)a,

a(Ax) = dax = Aza = (Ax)a
und
a(zy) = (ax)y = (za)y = z(ay) = z(ya) = (zy)a.
Also ist S” eine Unteralgebra von B(H).
Sei (x) ein Netz in S’, welches in der schwachen Operatortopologie gegen

x konvergiert und sei a € S beliebig. Dann bleibt zu zeigen, dass xa = ax.
Seien ¢, d € H beliebig, dann gilt

(zagln) = (aglz"n) = lim(arEla™n) = lim{zaEln) = lim(arzg|n) = (axln).

Somit ist S’ schwach abgeschlossen in B(H).
[l

Lemma 3.3. Sei S eine x-Unteralgebra von B(H) mit 1. Dann gilt beziiglich der
starken Operatortopologie, dass S dicht in S” liegt.

Beweis. Auf den Beweis wird hier aus zeitlichen Griinden verzichtet. Er steht
zum Beispiel in [3]. O

Satz 3.4. (Bikommutantentheorem) Sei S C B(H) eine *-Unteralgebra mit 1 €
B(H). Dann sind dquivalent:

1. S=95".
2. S st in der schwachen Operatortopologie abgeschlossen,
3. S ist in der starken Operatortopologie abgeschlossen.

Beweis. 1. = 2.

Es gilt nach 3.2, dass S = S” = (5’)" in der schwachen Operatortopologie abge-
schlossen ist.

2. = 3.

Nach 1.4 ist die schwache Operatortopologie grober als die starke Operatortopo-
logie.

3. = 1.

Wir wissen nach 3.3, dass S C S” dicht liegt, also S = S”. Desweiteren wissen wir
nach 3.2 und 1.4, dass S beziiglich der stark-x-Operatortopologie abgeschlossen
ist. Es gilt also S = S = S". O

Folgerung 3.5. Eine *-Unteralgebra S von B(H) mit 1 ist genau dann eine
von-Neumann Algebra, wenn eine (und somit alle) der folgenden &dquivalenten
Bedingungen erfiillt ist:

. §=5".

2. S ist schwach abgeschlossen.
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3. S ist stark abgeschlossen.
Beweis. Folgt direkt aus der Definition von von-Neumann Algebren und 3.4. [J

Folgerung 3.6. Sei S C B(H) selbstadjungiert. Dann ist S’ eine von-Neumann
Algebra.

Beweis. Nach 3.2 ist S’ selbstadjungiert und es gilt S’ = S”. Desweiteren gilt
offensichtlich, dass 1 € S’. Mit 3.5 folgt dann, dass S’ eine von-Neumann Algebra
ist. O

Folgerung 3.7. Sei S C B(H) eine Teilmenge. Dann ist (S U S*)” eine von-
Neumann Algebra.

Beweis. Dies ist klar, da SUS* und somit (SUS*)’ offensichtlich selbstadjungiert.
Somit ist (S U S*)” nach 3.6 eine von-Neumann Algebra. O

Bemerkung 3.8. Wir nennen (SUS’)” die von S erzeugte von Neumann Algebra.
Ist S eine von Neumann Algebra, so gilt S = (S U S*)”.

4 Faktoren

Definition 4.1. Das Zentrum einer Algebra A ist die Menge
Z(A)={zx e A: zy=yxVye A}
Satz 4.2. Sei U C B(H) eine Unteralgebra. Dann gilt
ZU)=UnU".
Beweis. Die einfache Rechnung
ZU)={zeU:xy=yzVyeU}=UnN{z € BH):zy=yzVye U} =UNU’
zeigt dies. O]
Definition 4.3. Eine von Neumann Algebra S mit
Z(5)=C_C1
heifit Faktor.

Beispiel 4.4. Sei H ein Hilbertraum. Dann ist die von Neumann Algebra B(H)
ein Faktor. B B

Sei 0.B.d.A. H#0 und H#C, sonst ist die Aussage klar.

Wir berechnen das Zentrum der von Neumann Algebra B(H). Sei dazu ¢ € B(H)'
beliebig und seien &;,& € H zwei linear unabhéngige Vektoren. Seien P, P, die
orthogonalen Projektionen auf die eindimensionalen Unterrdume C¢&; bzw. C&,
und sei P die orthogonale Projektion auf den Unterraum C(&; + &;).

Da ¢ € B(H)' mit P, kommutiert gilt

P&y = P&
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Es gilt also ¥&; € C& und somit existiert ein A\ € C mit Y& = A&
Analog folgt die Existenz von Ag, A mit & = A& und ¥(&; + &) = A& + &o).
Aufgrund der Linearitéit von ¢ wissen wir, dass

A1+ A = A&+ &) = (&1 + &) = &+ Y& = A&+ Xaobo.

Aufgrund der linearen Unabhéngigkeit von & und & folgt nun A = A; = Ay. Da
&1 und & beliebige Vektoren aus H waren, folgt schon, dass

PE = AL

fiir alle £ € H. Somit ist ¢ = Aly.
Somit ist Z(B(H)) = Cly und B(H) ein Faktor.

Lemma 4.5. Sei S ein Faktor, A € S, B € S und AB = 0. Dann ist A = 0
oder B = 0.

Beweis. Da S ein Faktor ist, gilt fiir alle B € S/, dass B = A1 fiir ein A € C. Ist
nun AB = 0 und A # 0, so folgt mit dieser Eigenschaft sofort, dass B = 0. Dies
zeigt schon die Aussage. m

Satz 4.6. Sei A C B(H) eine auf den Hilbertraum H wirkende C*-Algebra mit
1y € A. Dann sind dquivalent:

1. A ist ein Faktor.
2. A ist beziiglich der starken Topologie dicht in B(H).

Beweis. 1. = 2.

Ist A ein Faktor, so gilt A’ = Cly und nach 4.4 A” = (Cly) = B(H). Nach 3.3
ist nun A C A” = B(H) dicht beziiglich der starken Topologie.

2. = 1.

Ist A beziiglich der starken Topologie dicht in B(H), so gilt nach 4.4 A’ = B(H)' =
Cly. O

5 Die GNS-Konstruktion

Dieser Teil wird ohne Beweise gefithrt. Das Ziel ist die GNS-Konstruktion zu
wiederholen, diese jedoch nicht zu beweisen. Fiir einen Beweis ist [3] zu empfehlen.

Definition 5.1. Sei A eine C*-Algebra und sei {0} # H ein Hilbertraum. Ein
*-Homomorphismus 7 : A — B(H) heifit *-Darstellung von A auf H. Eine *-
Darstellung 7 : A — L(H) heifit:

1. treu, falls 7 injektiv ist.

2. nichtentartet, falls 7(A)H = H, wobei 7(A)H := LH{rm(a){ : a € A, £ €
H}.

3. zyklisch, falls ein £ € H existiert mit 7(A)¢ dicht in H. £ heifit dann zykli-
scher Vektor in H.
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Bemerkung 5.2. Ist 7 : A — B(H) eine *-Darstellung und ist £ € H, so wird
durch

Ore: A= C, ¢rela) =< m(a), &>

ein positives lineares Funktional auf A definiert mit ||| < €]

Satz 5.3. (GNS-Konstruktion)[Gelfand-Naimark-Segal] Sei A eine C*-Algebra
und sei ¢ ein positives lineares Funktional mit ||¢|| = 1. Dann existiert ein Hil-
bertraum Hy, eine zyklische Darstellung wy : A — B(Hy) und ein &, € Hy mit
l€sll = 1, so dass

1. &y st ein zyklischer Vektor fiir m.

2. Es gilt ¢(a) =< my(a)éy, & > fiir alle a € A (also ¢ = drye, ).

Literatur

[1] R. Haag, Local Quantum Physics, 2. Edition, Springer Verlag, 1991.
2] J. F. R. Jones, Von Neumann Algebras, 2003.

3] G. J. Murphy, C*-Algebras and Operator Theory, Academic Press, 1990.



