1. WIGHTMAN AXIOME

Eine Allgemeine Quantenfeldtheorie (AQFT) in Dimension n besteht aus folgen-
den Daten:
(1) Einen separablen Hilbertraum -
(2) Eine unitidre Darstellung U : B — U(H) der universellen Uberlagerung B
der Poincaregruppe

P=R"x O(l,n—1)

wobei O(1,n — 1) die Lorentzgruppe bezeichnet, d. h. ¢ € O(1,n — 1) C
GL,(R) g. d. w. gT'Ag = A mit A = diag(1,—1,...,—1). Ferner sei
£ = R" x SOT(1,n — 1) C B die Zusammenhangskomponente der 1 in
B, £ die universelle Uberlagerung von £ und  : 9 — P die kanonische
Projektion.

(3) Eine Familie von Feldoperatoren ¢, mit a € I, die einen dichten Untervek-
torraum D C H als gemeinsamen Definitionsbereich haben

Definition 1.1. Es sei
n—1

(ly) = aT Ay = woyo — Z ZiYi
i=1

und 2% = (z|z) fiir x,y € R™. Dann bezeichnen wir
Ci={zeR": m220,x020}

als Vorwdrtslichtkegel.
Zwei Punkte z,y € R heiflen rdumlich getrennt, falls (x — y)? < 0.

Es werden durch

n
(,1) = U(z,1) = HU(a:i, 1) fir alle z = (zg,...,2zp—1) € R”
i=1
n unitéire, paarweise kommutierende Einparametergruppen definiert. Nach dem

Satz von Stone gibt es n selbstadjungierte, paarweise kommutierende Operatoren
P, : Dp, — H mit

Ul(xg, 1) = e'*0f1
Uz, 1) = e"@ifi fijrallei=1,....,n—1.
Py wird als Energieoperator und P;, fiir ¢ = 1,...,n — 1 als Impulsoperatoren

bezeichnet. Die Spektralscharen {E;} arer zu P; kommutieren paarweise, so dass

durch
E,=E) ---E}"  firalle (py,...,pn—1) €R"

-1

eine Spektralschar auf R™ definiert wird, fiir die nach dem Satz von Fubini
U(z,1) = /e“"’”"’> dpg, fir alle x € R"

gilt.

Axiom 1.1. Kovarianz
o Es gibt genau einen Vektor Q, mit U(g)Q = Q  fiir alle g € ‘B, den man
als Vakuumuvektor bezeichnet.
o Der Triger der Spektralschar {Ep}pern ist in Cy enthalten, d. h. E, =0
fir allep e R\ C4.
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Axiom 1.2. Felder Sei f € Z(R™) eine Schwartzfunktion. Dann ist

ba(f) = / ba(z) f(z) dz"
ein Operator auf D C ‘H und das Funktional
[ Elda(f)n)

ist eine temperierte Distribution fir alle £,m € D. ¢, bezeichnet man als operator-
wertige Distribution. Fir den Untervektorraum D soll gelten:

(1) U(a,9)D = D fiir alle (a,g) € B
(2) ¢o(f)DC D firaleacl, fe S (R"™)

Das obige Axiom ist fiir skalare Felder formuliert, d. h. (£|¢.(x)n) entspricht
einer komplexen Zahl. Man will auch Felder zulassen, die mehrere Spinor- oder
Tensorkomponenten haben. Dann muss man fiir jeden Typ ¢ und jede Komponente
X Testfunktionen f** zulassen und das Axiom schreibt sich in Summennotation

(1.1) GEDY / ¢\ (@) f () da”

Axiom 1.3. Adjungierte Felder Fir jedes Feld ¢, ist ¢q(f) selbstadjungiert,
falls f = f € Z(R™). Daraus folgt

¢a(f) = ¢a(f) fiir alle f € S (R").

Axiom 1.4. Transformationen Auf den Feldern ist eine Wirkung von £ definiert.

U(a,9)¢a(/)U *(a,g) = Z MP(g™h) | detr(g) | ¢, ((a,k(g)) " £)

fiir f* € S(R™), b. z. w. in der Schreibweise von Gleichung (1.1):
Ula, 9)¢u U™ (a,9) = My* (g7 ")¢% ,((a, 5(9)) ')
wobei M(g) eine endlichdimensionale Darstellungsmatriz von g € £ sein soll.

Axiom 1.5. Lokalitit Seien f,h € #(R™). Dann gilt
i I (L —
RGN

falls (x —y)? < 0 fiir alle x € supp f und y € supp h, also falls die Triger von f
und h voneinander raumlich getrennt sind.

)

Axiom 1.6. Vollstindigkeit Der Unterrraum

span{da, (f1) .. ba,(fn)Q:neN, q; €I, f; € Z(R")}
ist dicht in H.

2. KORRELATIONSFUNKTIONEN
2.1. Rekonstruktionstheorem. Im Folgenden betrachten wir eine AQFT mit nur
einem skalaren Feld ¢. Dann wird durch
Wy: R x...x S(R") = C
(fro-- o fn) = (Qo(f1) - d(fn) )

nach dem Feld-Axiom eine in den einzelnen Eintrigen stetige N-Linearform auf
Z(R™) definiert. Nach dem Nuklearitétstheorem von Schwartz gibt es eine tem-
perierte Distribution TN € y’(R"N) mit WN(fl; ey fN) = TN(fl R fN)

Definition 2.1. Man bezeichnet Ty als Wightmandistribution, Vakuumerwartungswert
oder Korrelationsfunktion und bezeichnet diese wieder mit Wy .
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Proposition 2.1. Die zu einer AQFT assoziierte Korrelationsfunktion Wy €
L (R™), fir N € N, hat folgende Eigenschaften:

W1 Kowvarianz Wy ist invariant unter der Wirkung von £, d. h.
Wy (2, ... 2N) = Wn((a,g)xt, ..., (a,g)xN) fiir alle (a,9) € £, fi € .Z(R™).
W2 Lokalitdt Fir N e N und 1 <j < N gilt
W (zt, .. a? 29 2Ny = Wt i el 2N,

falls (29 — 27t1)2 < 0.
W3 Spektrum Fir jedes N > 0 ezistiert eine temperierte Distribution My €
S (RPN=V) deren Triger in CY ' enthalten ist, so dass

WN(xl,...,a:N):m(xl—mQ,...,fol—xN),

wobei My die Fouriertransformierte von My bezeichnet. (SeiT € %' (R™),
dann ist T(f) :=T(f) fir alle f € L (R™))
W4 Positiv definit Fiir jede Folge fy € .7 (R™), mit N € N, ist

k
Y. Wan(Fu® fv) 20

M,N=0
Proof. Aus Axiom 1.1 und 1.4 folgt
Wy ((a,9)z',..., (a,g)z™)
— (Q6((a, 9)2")6((a, 9)2) - (4((a, g)a™)9)
= (Q|U(a,9) " ¢(z")U(a, 9)U(a, 9) "' ¢(z*)U(a,g) - U(a, g) " o (z™)U(a, 9)2)
= Wn(zh, ..., 2").

und damit W1. Ebenso sind W2 und W4 direkte Konsequenzen aus Axiom 1.5 und
Axiom 1.3.

Die Korrelationsfunktion Wy (x!,...,2") hingt nur von den Differenzen ¢/ = 27 —
27+l ab, mit j =1,..., N — 1, denn nach Axiom 1.1 und 1.4 gilt
WN<.’171, ce ,Q?N)

= (Qlg(z")p(a?) - - p(2™))
= (QU(', 1) 90 )U(xlv DU, 1)1 ¢(0)U (22, 1) - Uz, 1)1 o(0)U (2, 1)Q)
= (Qp(0)U (2" — 22, 1)p(0)U (2 — 2°,1)--- U« " = 2", 1)9(0)2)
= wN(Elw"agN 1)'
Es ist nun
wn(p',....pN )
1

; Kok
= (271—)71(1V1)/wN(§17"'7§N_1)6_12<p 13 >dfl'-~d§N_1
1

= oD / (QIBO)U(E!, DO)U (1) -+ U(EN ™, 1)g(0)2)e~ 201D dgt .. dgh~!
1

- (27T)n(N—1)/<Q|¢( )€1 =P 6(0) - - ()€

N—lqu—l N—l)

-p

(0)Q) dpg,, - dug,, det - deN-t

— [106(0)8a(g1p1)6(0) - 60)3n 1y 0(0)) dias,, -+ i,
= (QUB(0)Eyr 6(0) -+ H(0) Eypv-16(0)2) =

falls p € R*\ C, fiireini = 0,...,n—1. Setze nun My = wy und die Behauptung
folgt aus =2 = id. O



Eine AQFT liefert also eine Folge von Korrelationsfunktionen Wy, mit den
Eigenschaften W1 bis W4. Das Rekonstruktionstheorem liefert die Umkehrung
dieser Aussagen.

Theorem 2.2. Es sei eine Folge Wy € '(R™), mit N € N, von temperierten
Distributionen vorgegeben, welche den Figenschaften W1 bis W4 geniigt, dann gibt
es eine AQFT, mit den Wy als Korrelationsfunktionen.

2.2. Analytische Fortsetzbarkeit. Sei Wy € .#/(R"V) eine Korrelationsfunk-
tion, wy € .7/ (R*"™~1)) wie im Beweis von Prop. 2.1
Wz, ... 2Ny =wn(eh, ... N7,

mit &¢ = zF — 2F*1 fir k = 1,..., N — 1. Nach W3 aus Prop. 2.1 gibt es eine
temperierte Distribution My € ./ (R*N=1) mit Triiger in C} ', so dass
(2.1)

1

w8 = o

Der Definitionsbereich R™ von wy wird in drei Schritten erweitert.
I Ersetze &% s ¢* = ¢% +in*, dann ist der Integrand von (2.1)

/MN(pl, o 7pN—1)e—iZ<p’°|£’“> dpt - -dpN T,

My (p)e i =@ 1€ Z " ")
Dieser definiert wieder eine Distribution, falls > (p¥|n*) <0 fiir alle p* €
Ci. Dasist fir ¢ = (¢4...,¢N 1) € FN-L = RrV-D x 9NV~ ¢
C*(N=1)dem offenen inversen Lichtzylinder, erfiillt.

IT Sei ¢ € In_1 und g € £, so dass g( € Iny_1. Nach W1 in Proposition
2.1 definiert wy und wy - ¢ eine analytische Fortsetzung von wy |g» auf
In_1Ng 1 Ty_1 (offen und nichtleer). Da diese eindeutig ist, folgt

wy(9¢) = wn(C).
Das lisst sich fiir g in £(C) = {g € GL,(C) : g"Ag = A} verallgemeinern.
Betrachte nun die offene und zusammenhéngende Menge
Tia=J 9Fn-1={9¢: (e Iy} cCVD,
geL(C)
Sei ¢ € Z5%_,. Dann gibt es ein g € £(C) und ein ¢’ € Iy_1 mit ¢ = g¢'.
Setze
wn(¢) = wn({).
Das ist wohldefiniert, denn sei ¢ = h¢”, dann ist ¢’/ = h~'g¢’ und somit
wn(¢") = wn(h™g¢") = wn(¢").
IIT Sei nun
7= U o) conv,
oESN_1

mit (7_,) = {C7 = (Coays- -+ Covon)) © € = (CrveeyCvon) € Ty ).
Ahnlich wie in II kann man unter Verwendung von W2 in Proposition 2.1
eine analytische Fortsetzung von wy auf 73 | definieren.

Theorem 2.3. 70 | enthilt die euklidischen Punkte En_q \ A, mit
E ={(izg,x1,...,2n-1) € C" iz, € R fiir alle k}

und AN = {(€4,...,éN"YY e Ex_1: & =0fiir ein j < N —1}. Damit existiert eine
analytische Fortsetzung, die Schwingerfunktionen, von wy auf En_1\ A

SN = WN \EN,I\A .



3. S-MATRIX UND LSZ-FORMEL

Es sei eine AQFT mit einem skalaren Feld ¢ und Dimension n = 4 vorgegeben.
Wir schreiben (t,z) € R x R3. Wir definieren

1
Hozi/ (0¢(t, x)) +Z 0t ) +mPe(t, x)? do

HI/P

wobei m > 0 und P ein Polynom sei. Hy bezeichnet man als Hamiltonoperator des
freien Feldes, Hy als dessen Storung und H = Hy + Hj als den vollen Hamiltonop-
erator. Sei v € D der Zustand eines Teilchens. Im HeiBenbergbild beschreibt ey
die zeitliche Entwicklung des Teilchens. Demnach wiirde
lim ey lim ey,

t——o0 t——+o0
den Anfangs-, bzw. Endzustand des Teilchens beschreiben. Die Limiten werden
i. A. nicht existieren, weil das Teilchen im Unendlichen verschwindet. Wir setzen
daher
—itHo ,itH ,, —itHo ,itH ,,

liny = lim e lout) = lim e
t——o00 t

—o0
Durch S|in) = |out) wird der sog. Streuungsoperator definiert. Es ist

S — lim efitlHoei(tlfto)HeitlHo
to——o00,t1—00

in der starken Topologie und damit S unitédr. Die Familie der “Matrizenelemente”
(out]Sin) bezeichnet man als Streuungsmatriz.
Bei Streuungsprozessen betrachtet man

lin) = {k eingehende Teilchen mit Impulsen p’, fiiri =1,...,k}
lout) = {I ausgehende Teilchen mit Impulsen ¢/, fiir j =1,...,1},

und (out|Sin) gibt die Ubergangswahrscheinlichkeit an. Sei 7 = d;¢ der sog.
konjungierte Implus. Es gelten die Heisenbergschen Kommutatorrelationen

[p(t,z), 7t y)] = i6(x —y), [B(t 2),¢(t,y)] = [x(t 2),7(t,y)] = 0.
Ferner sei

> 1 1T ~ 1 iz
50.0) = oy [, 000 e, 7O0.0) = s [ R0 0)da

Wir definieren den Vernichtungsoperator

a(p) = wpd(0,p) +i@(0,p) . wy = TR+

2wy,
und den Erzeugungsoperator a*(p), der ein Teilchen mit Impuls p erzeugt. Es ist
dann

lin) = a*(p*)---a*(p")Q, |out) = a*(¢')---a*(¢")Q
und die Ubergangswahrscheinlichkeit berechnet sich zu
(Qla(g")---a(g)Sa* (p") - - a*(p")) .
Sei Wy, fiir N € N, eine Korrelationsfunktion. Wir definieren fiir P? = (wWpis pt), 2t =
(xh,...,28) e R firi=1,...,N,
WE(P',....PN) = / QT (o) - p(a™) Qe == P da - da

mit dem Normalordnungsopemtor T(p(xt) - p(xN)) = @(ait - p(x™V), so dass
xOJ > x *ogilt (ist :c = 330 so ist wegen W2 Prop. 2.1 die Ordnung egal).
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Theorem 3.1. (LSZ-Formel) Es gilt
(Qla(q") - alg")Sa* (p") -+ a* (p")2)

1 k
=" T A [T A" Wik (@ .., QY =P, ..., —PF)
j=1 =1

wobet

A(€) = (QUT (p(z)g(2?))Q)

mit{ =x —x°.



