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Das klassische Heisenberg-Modell fiir die Zuordnung von Spin-Vektoren S, e 82 C
R3 zu jedem Gitterpunkt ¢ € Z” wird beschrieben durch die Hamilton-Funktion

H=-JY §;-S;.
(i.9)

Summmiert wird iiber Paare (i,j) néchster Nachbarn, und S; - 57] meint das

Skalarprodukt in R?. Fiir D = 1 und Ubergang zu Spin-i- Operatoren lautet der

2
Hamilton-Operator (mit oy = 01)

N
H = _JZ(%(U:ULA +0,0,40) Fonon
n=1
Dabei ist [0/, 0] = 2070,,, und [02, 0E] = £0E6,,.

Aufgabe 1. i) Geben Sie eine Darstellung von o7, 0, 07 als 2 x 2-Matrizen

ny ' nirvn
al.

ii) Wir betrachten, fiir jedes n, die kanonische Basis (ej = (é),e; = ((1)))
von C? und dann die Basis (el'...e%); -+ des Hilbert-Raums H = (o

Ceben Sie die Wirkung von o7, 057, 0% auf (¢]' ... X)) an.

iii) Sei S* = 25:1 o’. Zeigen Sie durch Losen des Eigenwertproblems fiir S*:
Es gibt N + 1 verschiedene Eigenrdume V, von 5%, mit » =0,1,..., N, und
dim(V;) = (V).

T

iv) Zeigen Sie: [H,S*] =0 und HV, CV,.

Aufgabe 2. i) Sei Q2 (das Vakuum) der (bis auf Phasenfaktor) eindeutige Ba-
sisvektor von V;. Berechnen Sie H).

ii) Geben Sie Operatoren T; an, so da§ (71£2,...,Tn<2) eine ONB von V] ist.
Geben Sie unter Verwendung dieser T; eine ONB von V5 an.

iii) Zeigen Sie: Eine andere ONB von V; ist gegeben durch (¢, ..., ¥ N_1) mit
1 O i
2mij
= — e N T:Q, k=0,1,...,N—1.
el DL

iv) Zeigen Sie: vy, ist Eigenvektor von H. Bestimmen Sie den Eigenwert.



Aufgabe 3. Die in Aufgabe 2.ii) bestimmte ONB von V; kann als
(Pnyng )1<ny<nps<n aufgefaBt werden. Der Bethe-Ansatz zur Bestimmung eines
Eigenvektors in V5 von H lautet

1/} = Z (Al?ei(KINH—KWLQ) + A21€i(K1m+K2m))¢mn2 )

ni<ng

27k

 wie fiir Vi gesetzt ist).

wobei K; zunéchst beliebig ist (und nicht

i) Zeigen Sie: Fiir ein geeignetes Verhéltnis f‘—;? =: 1912 ist 1) Eigenvektor von
H. Geben Sie ©15 = —09; an.
ii) Nach i) gilt bis auf Normierung
p= Y (Rt S et 2 ) g
n1<ns
Bestimmen Sie den Eigenwert E von H als Funktion von K, Ks.
iii) Zeigen Sie: Translationsinvarianz n; — ny + N und ny +— ns + N fithrt auf
2 l1 + O
N
mit b =0,1,..., N—1und [, =0,1,...,[.

. 2mly + Og

K, N

2

Aufgabe 4. Es sei N ein Vielfaches von 4. Diese Aufgabe untersucht die Be-
stimmungsgleichungen fiir den Eigenwert E aus Aufgabe 3.ii) in Abhéngigkeit
von [y, 1y aus 3.iii).

i) Bestimmen Sie F fiir [; = 0. Wieviele Losungen sind das in Abhéngigkeit
von N7

ii) Seily —1; > 2. Wieviele Losungen sind das in Abhéngigkeit von N7 Zeigen
Sie, dafl in diesem Fall alle Losungen K, K5 reell sind und sich aus

0 =2cot(NEL) — cot K1 4 cot(Thtl) _ K1) (1)
ergeben. In diese Klasse féllt auch die Losung [, = I, = %

iii) Zeigen Sie: (1) hat auch reelle Losungen fiir o =13 +1 > 2, falls [; + 15 €
{3,5,...,L—2}ist oder l; + 1y € {2N — L +2,...,2N — 3}, mit L der zu

\/—WN néchsten ungeraden natiirlichen Zahl.

iv) Weitere Losungen fiir [; = I, > 0 und Iy = [ + 1 sind komplex und ergeben
sich aus dem Ansatz K; = W +iv, Ky = w —iv, der (1) in

Ccos w sinh(Nv) = sinh((N — 1)v) + (=1)" 2 sinh v (2)

iiberfiihrt. Zeigen Sie, dafl diese Gleichung Losungen hat

2



o im Fall [} = Iy falls [y + 1, € {2,4,..., % — 2}
oder l; + 1y € {3 +2,...,2N — 2}
eimFalllb=0h+1>2fallsl+Le{L,L+2,....5 -1}
oder Iy + 1, € {3¥ +3,...,2N — L + 2} und L wie in 4.iii).



