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Aufgabe 1. Die Beta-Funktion B(a, b) ist für alle Zahlen a, b > 0 definiert durch

B(a, b) =
∫

1

0
dx xa−1(1− x)b−1. Zeigen Sie:

(a) Das obige Integral konvergiert auch im Fall 0 < a, b < 1.

(b) B(a, b) =
b− 1

a+ b− 1
B(a, b− 1) im Fall b > 1.

(c) B(a, n) =
1 · 2 · 3 · · · (n− 1)

a(a+ 1) · · · (a + n− 1)
im Fall b = n ∈ N

×.

(d)

∫

1

0

dx xp−1(1− xm)q−1 =
1

m
B
( p

m
, q
)

für alle p, q,m > 0.

Aufgabe 2. Sei b > 0 und sei γ(a) für a > 0 definiert durch

γ(a) =
Γ(a+ b)

Γ(b)
B(a, b).

Zeigen Sie, daß die so definierte Funktion γ die Voraussetzungen des Satzes von Bohr-
Mollerup erfüllt, und schlußfolgern Sie die Formel Γ(a)Γ(b) = Γ(a+ b)B(a, b).
(Hinweis: Benutzen Sie die Hölder-Ungleichung.)

Aufgabe 3. (a) Zeigen Sie: B(a, a) =
1

22a−1
B

(

1

2
, a

)

für a > 0.

(Hinweis: Substitution x = 1

2
(1−

√
z).)

(b) Zeigen Sie mit (a) und Satz 35.4 den Legendreschen Verdoppelungssatz

Γ(a)Γ

(

a +
1

2

)

=

√
π

22a−1
Γ(2a) für alle a ∈ R+.

Aufgabe 4. Zeigen Sie:

(a)

∫

1

0

dx
xp−1

√
1− xn

=

√
πΓ

(

p

n

)

nΓ
(

p

n
+ 1

2

) für alle p, n ∈ N,

(b)

∫ π

2

0

dx (sin x)a−1(cos x)b−1 =
Γ(a

2
)Γ( b

2
)

2Γ(a+b
2
)

für alle a, b > 0.

(Hinweis: Finden Sie durch geeignete Substitution oder Rückwärtsrechnen die versteckte
Beta-Funktion.)
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