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In der Funktionentheorie geht es um die besonderen Eigenschaften von (in Umge-
bungen) komplex-differenzierbaren Funktionen. Die komplexe Differenzierbarkeit
ist eine viel stidrkere Eigenschaft als die reelle Differenzierbarkeit. Sie erlaubt
es, die Funktion aus der Kenntnis von ganz wenigen Daten zu rekonstruieren.
Daraus folgen iiberraschende Zusammenhéange zwischen lokalen und globalen Ei-
genschaften der Funktionen. Funktionentheorie spielt eine wichtige Rolle in vielen
Bereichen der Mathematik, vor allem in Zahlentheorie, Funktionalanalysis und

Topologie.
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0 Einleitung

“Funktionentheorie” ist ein eher ungliicklicher Name fiir “Analysis im Komple-
xen”. Das Gebiet wurde entscheidend durch die Mathematik in Miinster ge-
pragt (Heinrich Behnke, Professor 1927-1967; Karl Stein, apl-Professor 1948-
1955; Reinhold Remmert, Professor 1967-1995; Friedrich Hirzebruch, Habilitati-
on 1954; Hans Grauert, Habilitation 1957; ...).

Historisch traten Wurzeln aus negativen rationalen Zahlen als niitzliches Hilfs-
mittel bei der Losung kubischer Gleichungen auf (ab dem 16. Jahrhundert). Die
noch heute iibliche Bezeichnung i = /—1 stammt von Leonard Euler (1777). Thm
verdanken wir die fundamentale Identitét (1748)

e’ =cosx +isinx,

welche die Geometrie der Ebene mit der Analysis verbindet. Die Kreiszahl 7, de-
finiert als die kleinste positive reelle Losung der Euler-Identitiit ™ + 1 = 0, 148t
sich nur iiber die komplexen Zahlen verstehen. Insbesondere werden samtliche
trigonometrische Beziehungen sowie Schwingungen und Wellen, und allgemein
die Fourier-Transformation, letztlich auf Eigenschaften von Funktionen im Kom-
plexen zuriickgefiihrt.

Im Komplexen zeigt sich ein faszinierendes Zusammenspiel von Algebra und
Analysis. Das wohl wichtigste Beispiel ist der

Theorem 0.1 (Fundamentalsatz der Algebra) Jedes nichtkonstante Poly-
nom mit komplexen Koeffizienten zerfdllt vollstindig in Linearfaktoren.

Alle Beweise benutzen an irgendeiner Stelle Stetigkeitsargumente, und dann Fi-
genschaften stetiger Funktionen wie Zwischenwertsatz oder Extremwertsatz, d.h
Konzepte der Analysis. Umgekehrt ist eines der Ziele der Vorlesung zu sehen,
wie die Losung analytischer Probleme (Berechnung gewisser Integrale) auf die
Losung algebraischer Gleichungen zuriickgefiithrt wird.

Die entscheidenden Schritte, die wir erarbeiten werden, sollen hier kurz skiz-
ziert werden. Es geht um Integrale gutartiger Funktionen f : U — C mit U C C.
Da C nicht angeordnet ist, braucht das Integral weitere Daten, ndmlich eine
(zumindest stetige) Kurve, iiber die die Funktion integriert wird. Wir werden
beweisen, dafl ein solches Kurvenintegral unter gewissen Bedingungen nur von
Anfangs- und Endpunkt der Kurve abhéngt, nicht aber vom genauen Verlauf der
Kurve. Das bleibt im wesentlichen solange richtig, wie die Kurve keine Singula-
ritdten der zu integrierenden Funktion trifft. Das kann man ausnutzen, um dem
Integrationsweg einen Verlauf zu geben, der deutlich einfacher zu behandeln ist.

Nehmen wir f(z) = 1. Wihlen wir als Kurve die reelle Achse, so entsteht
das Integral

['_/ dz _/°° dx
o frl42 ) 12
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Nach Einfithrung endlicher Grenzen handelt es sich um eines der Grundintegrale
mit Stammfunktion [ 11”; 5 = arctanz + C', aus der man sofort ffooo 1122 =T ge-
winnt. Wir gehen jedoch anders vor, um auch wesentlich kompliziertere Integrale
zu losen. Der orientierte Integrationsweg R wird in der komplexen Ebene nach
oben deformiert, so weit wie moglich auflerhalb eines Halbkreises mit Mittelpunkt
0 und Radius R — oo. Das geht nur bedingt, da die Kurve nicht iiber die Sin-
gularitit bei zy = i, also die Losung von z? + 1 = 0 in der oberen Halbebene,

hinwegkommt. Der Weg sieht dann ungefédhr so aus:

-R

Man kann sich iiberlegen:
e Fiir R — oo tragen die beiden grofien Viertelkreise zum Integral nichts
bei.
e Die Kurvenintegrale oberhalb i werden in entgegengesetzter Richtung
durchlaufen, so dafl ihre Beitrége sich gegenseitig wegheben. Vergleiche
f; dz f(z)+ [, dz f(z) = 0.
Somit verbleibt nur das Kurvenintegral iiber den kleinen (etwas deformierten)
Kreis 7,(i) mit Mittelpunkt i und Radius e:

I_/OO dz _/ dz
oo L2 vy L 2
1 1

Nun gilt 5 = -5 - 5. Auf (i) ist 2 ~ i, so daBl wir den ersten Faktor
(néiherungsweise) ersetzen diirfen durch —5

sich vor das Integral zieht:

[_/Oo dv 1 dz
B 1+22 2 ), pz—1

—00 Ye(

)
L — L 3]s0 eine Konstante, die
i+i 217 ?

(Bemerkung: Die Gleichung gilt wirklich exakt!) Im verbleibenden Integral
konnen wir natiirlich nicht z = i setzen. Das Integral 148t sich aber direkt aus-
rechnen durch die Parametrisierung z = i + ee®. Wenn ¢ das Intervall [0, 27]
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durchlauft, diirchlduft z den Kreis 7.(i). Deshalb gilt nach Substitutionsregel

d 27 d it 2
/ Z.:/ (Ei)z/ idt = 2ri .
vei) Z —1 0 ee! 0

Es folgt (das schon bekannte Ergebnis)

*  dx 1
I = = — - 2mi=7.
/_001—1—372 5 m=mx

Wichtig ist aber, daf das Verfahren identisch fiir alle anderen Funktionen f(z) =
— - g(2) funktioniert, fiir die g(z) keine Singularitéiten in der oberen Halbebene
hat. In jedem solchen Fall zieht sich ¢(i) aus dem Intergral heraus. Eine wichtige

Beispielklasse ist g(z) = 'Zl—j:l fiir @ > 0, was auf die sofort 16sbaren Integrale
d iaz ia-i
I :/ =° 27ig(i) = 2mi - ‘e - =qe ¢
r 1+ 22 i41

fithrt. Nach Einschrankung auf den Realteil gewinnen wir ohne zusétzlichen Auf-

wand das Integral
I /°° dx cos(aw) m

W 1422 e
Dieses Ergebnis kann nicht durch partielle Integration oder Substitution erhalten
werden. Hier zeigt sich die Machtigkeit der Lokalisierung komplexer Integrale an

ihren Singularitdten (welche oft algebraisch bestimmbar sind).

Ersetzt man den Punkt i durch eine beliebige komplexe Zahl z (die belanglose
Integrationsvariable heifle nun w) und wiederholt alle Schritte, so wird man auf
die Cauchysche Integralformel gefiihrt:

27ig(z) :/( )M .

w—z

Wieder ist Radius € und sogar die Form der Kurve v.(z) unerheblich, solange kei-
ne Singularitdten von g(w) getroffen werden und die einzige Singularitit w = z
von % einmal umrundet wird. Aus einer solchen Darstellung der (gutartigen!)
Funktion g werden wir unzéhlige Konsequenzen ziehen, von denen sich viele gra-
vierend von vertrauten Eigenschaften reller Funktionen unterscheiden! Gelegent-
lich vererben sich diese Eigenschaften doch ins Reelle und erlauben so ein tieferes
Verstdndnis mancher Merkwiirdigkeiten. Letztlich sind es zwei Fakten, je einer

aus Analysis und Algebra, auf denen alle Besonderheiten beruhen:

e Es handelt sich um hoherdimensionale Analysis, wo Integrale iiber Kur-
ven im R™ erforderlich sind.

e Genau im R? kann man Vektoren (z,y) € R? als Elemente eines Korpers
C auffassen, die eine Division durch Vektoren # 0 erlaubt.

3

Preliminary version — 9. Oktober 2017



Teil 1
Wiederholung: Komplexe Zahlen

1 Komplexe Zahlen als Koérper

Die komplexen Zahlen stellen eine Erweiterung der reellen Zahlen dar, in der die
Gleichung z? + 1 = 0 lsbar ist. Fiir den zu bestimmenden Erweiterungskorper
C der reellen Zahlen fordern wir:

i) 22+ 1 =0 ist 16sbar, und i bezeichne eine Losung dieser Gleichung.
ii) Fir jede reelle Zahl = € R gilt auch = € C.

Dann ist fir z,y € R auch z := x + iy € C. Die Korperaxiome (insbesondere
Kommutativitit und Distributivitit) sowie i = —1 liefern fiir z,y,u,v € R:

(x+iy) + (u+1iv) = (z+u) +i(y +v),
(2 +1iy) - (u+iv) = (vu — yv) +i(zv + yu) . (*)

Damit ist die Menge der Elemente der Form x + iy abgeschlossen unter Addition
und Multiplikation. Aus (z +1iy) = (u+iv) folgt (z —u)? = —(y —v)?, also x = u
und y = v. Die beiden reellen Zahlen z,y in z = x + iy sind durch z eindeutig
definiert.

Satz 1.1 Die mit der Addition und Multiplikation aus (*) versehene Menge C =
{z=x+1iy : z,y € R} bildet einen Korper, den Korper der komplezen Zahlen.
Beweis. Es sind die Korperaxiome zu iiberpriifen, ndmlich:

i) (C,+) ist kommutative Gruppe mit neutralem Element 0 und zu a € C
inversem Element —a.
ii) C* := C\ {0} ist kommutative Gruppe beziiglich der Multiplikation, mit
neutralem Element 1 und zu a € C* inversem Element a~! = i
iii) Es gelten alle Distributivgesetze.
Man findet:
e 0 = 0+ 10 ist das neutrale Element der Addition.

e 1 =1+i0 ist das neutrale Element der Multiplikation.

e —z = —x — iy ist beziiglich der Addition das zu z = z + iy inverse
Element.
e Nicht so offensichtlich ist das zu z = x + iy # 0 beziiglich der Multipli-

. . . . . -1 _ T . y
kation inverse Element: Dieses ist gegeben durch z7" = prexwy R el

Entscheidend dabei ist 2% + y? # 0 fiir alle z = x + iy # 0.
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Durch Nachrechnen zeigt man die Distributivgesetze. O

Allerdings 148t sich in C keine Anordung definieren, also eine ausgezeichnete
Teilmenge C7 positiver Elemente. Folglich sind je zwei komplexe Zahlen nicht
vergleichbar! Gibe es in C eine Relation >, so wiire sowohl 1 = 12 > 0 als auch
—1 =1 > 0, und dann 0 = 1 + (—1) > 0, Widerspruch. Es kann jedoch der
Abstand komplexer Zahlen iiber den Betrag verglichen werden.

Definition 1.2 Fiir z =z + iy € C heiBt
e Re(z) := x € R der Realteil von z

Im(z) := y € R der Imaginarteil von z
e Z :=x — iy die zu z konjugiert komplexe Zahl.

|z| == V2 Z = /2% + y? der Betrag von z.

Die Abbildung 2z — Z heiBt komplexe Konjugation.

Dabei ist mit /22 4+ y? € R, die eindeutig bestimmte nichtnegative Wurzel
gemeint. Damit folgt fiir z # 0 die Identitét 1 = = = ﬁ Weiter gilt

zz

TTw=Z2+w, W=7,
z 4z = 2Re(2) , z —z = 2ilm(z) ,
zZ=1z, zeR & z=2%
Beispiel 1.3 Es sei z = 2211 gesucht sind Re(z), Im(2) und |z|. Dazu schreiben
wir:
3441 (3+4i)(1+2) 1 . .
— g = — ~1—4'2 '2 4'1 :—1 2
121 (1—20)(1+2) 53 ) +i(3-2+4-1)) e
Somit Re(z) = —1, Im(z) = 2 und |z| = V/5. 4

Satz 1.4 Flir beliebige z,w € C gilt
i) 2| >0 < z#0,

i) |z = |z],
i) [Re(z)] < lz[,  [Im(z)] < 2],
iv) |z w| = |z] - wl],
v) |z +w| < |z| + |w] (Dreiecksungleichung).
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Beweis. 1),ii),iii) sind klar. Zu iv) betrachte |zw|* = z2wzw = zzww = |z*|w|*
Bleibt die Dreiecksungleichung:

|z +w]* = (z +w)(z +w) = |2* + 20 + 2w + |w]* = |2]* + 2Re(zw) + |w]|?

i)
< [2* +202@] + Jwl* = |2 + 2|z w] + [w]* = (|2] + [w])* . 0
Es ist nun sehr intuitiv, eine komplexe Zahl z = z + iy als Punkt (x,y)
in einem kartesischen Koordinatensystem in der Ebene (Gauflsche Zahlenebene)

darzustellen. Nach Pythagoras ist dann |z| gerade der Abstand dieses Punktes
vom Ursprung 0 = (0, 0).

A

(z,y)

Y

0 T

Ist z # 0, dann ergeben sich Real- und Imaginérteil in Polarkoordinaten zu
x = |z| cosa und y = |z|sin «, so da} wir folgende Darstellung einer komplexen
Zahl erhalten:

z = |z|(cosa +isina) , 0<a<2rm.

Genau genommen ist diese Darstellung in der falschen Reihenfolge eingefiihrt:
Als erstes wird die komplexe Exponentialfunktion eingefiihrt, dann mufl man die
Méglichkeit einer Umkehrfunktion (des Logarithmus) diskutieren, d.h. eine Dar-
stellung z = et = e . ¢!, Wegen der fehlenden Monotonie ist das aufwendiger
als im Reellen, insbesondere ist der Winkel « nicht eindeutig. Nun definiert man
Sinus und Cosinus iiber die Eulersche Formel und setzt r = e’.

Die Addition (z,y)+(u, v) := (z+u, y+v) entspricht geometrisch der Addition
von Vektoren:

wz

A
Im

w

0 ] Re
Die Dreiecksungleichung |z +w| < |z| 4+ |w| entspricht der Tatsache, daf in einem
Dreieck die Summe zweier Seitenléingen grofler ist als die Léange der verbleibenden
Seite.
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Die Multiplikation schreibt man am besten in Polarkoordinaten: Ist z =
|z|(cosa +isina) und w = |w|(cos f +isin ), dann ergibt sich

2w = |z||w|((cos avcos B — sin asin B) + i(cos asin B + sin a cos B))

= |z||w|(cos(a + f) +isin(a + 6)) ,

wobei im letzten Schritt die Additionstheoreme verwendet wurden. Wieder ist es
eigentlich umgekehrt: Man beweist die Additionstheoreme iiber die Multiplikation
im Komplexen! Damit ergibt sich in Polarkoordinaten das Produkt zw durch
Multiplikation der Radien und Addition der Winkel von z und w. Alternativ
kann man sich iiberlegen, daf§ fiir festes w € C die durch f : z +— zw definierte
Abbildung f : C — C wegen | f(z1— 22)| = |w]| |21 — 22| eine Ahnlichkeitsabbildung
ist: Alle Léangen werden um |w| gestreckt/gestaucht, ansonsten bleiben die Winkel
zwischen Vektoren erhalten. Da der Ursprung erhalten bleibt und 1 in w iiberfiihrt
wird, ist die Abbildung z — wz fiir w = |w|(cos 5 +1isin ) zusammengesetzt aus
einer Drehung von z um den Ursprung mit Drehwinkel S und einer anschlieSenden
Skalierung um den Faktor |w|.

2 Folgen und Reihen in C

Es sei
K(a) ={2€C : |z—a| <€}

die offene Kreisscheibe in C mit Mittelpunkt @ € C und Radius € > 0. Thr
Abschluf}, die abgeschlossene Kreisscheibe mit Mittelpunkt a und Radius e wird
mit K. (a) := {z € C : |z —a|] < €} bezeichnet (eine Bezeichnungskollision mit
der komplexen Konjugation kommt eigentlich nicht vor).

Definition 2.1 i) Eine Teilmenge U C C heiBt Umgebung eines Punktes
a € C, wenn es eine offene Kugel K.(a) C U gibt. Speziell heiBt K.(a) die
e-Umgebung von a.

i) Eine Teilmenge U C C heiBt offen, wenn jeder Punkt x € U eine in U
enthaltene e-Umgebung besitzt, d.h. Vo € U Je > 0 : K. (x) C U.
AuBerdem werden C selbst und die leere Menge @ C C als offen erklart.

iii) Eine Teilmenge A C C heiBt abgeschlossen, wenn das Komplement C \ A
offen ist.

iv) Sei Y C C eine Teilmenge. Ein Punkt 2z € C heiBt Randpunkt von Y, wenn
es in jeder Umgebung von z sowohl Punkte aus Y als auch aus C\ Y gibt.
Die Menge aller Randpunkte von Y heiBt der Rand von Y und wird mit 9Y
bezeichnet.

Wir erinnern (hier ohne Beweis) an folgende Eigenschaften offener und abge-
schlossener Teilmengen komplexer Zahlen:

7
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Satz 2.2 In C gilt:
i) Der Durchschnitt endlich vieler offener Mengen ist offen.
i) Die Vereinigung beliebig vieler offener Mengen ist offen.

iii) Der Durchschnitt beliebig vieler abgeschlossener Mengen ist abgeschlos-
sen.

iv) Die Vereinigung endlich vieler abgeschlossener Mengen ist abgeschlossen.

v) Hausdorffsches Trennungsazxiom: Zu je zwei Punkten w,z € C mit w # z
gibt es disjunkte offene Umgebungen U von w und V von z, d.h. UNV =
.

Definition 2.3 Eine Folge (z)ren komplexer Zahlen heiBt konvergent, wenn es ein
a € C gibt mit folgenden aquivalenten Eigenschaften:

i) Zu jedem € > 0 gibt es ein N € N mit |z, — a| < ¢ fiir alle k£ > N.
ii) Zu jeder Umgebung U von a gibt es ein N € N mit z;, € U fiir alle k > N.
i) Es gilt limy,_ .o |2x — a| = 0.
Im Konvergenzfall heiBt a € C der Grenzwert der Folge (zx)ren, und man schreibt

llmk*)w 2L = a.

In kurzen Beweisen zeigt man: Der Grenzwert einer konvergenten Folge ist eindeu-
tig. Jede konvergente Folge ist beschriankt, d.h. es gibt ein M > 0 mit |zx| < M
fiir alle M.

Definition 2.4 Eine Folge (z)ren komplexer Zahlen heiBt Cauchy-Folge, wenn zu
jedem € > 0 ein N € N existiert, so daB |z, — z,,,| < € fiir alle m,n > N.

Aus der Dreiecksungleichung |z, — z,,| < |z, — a| + |z — al folgt sofort, dafl jede
konvergente Folge eine Cauchy-Folge ist. Es gilt jedoch auch die Umkehrung,
zuriickgefiihrt auf die Vollstandigkeit der reellen Zahlen:

Satz 2.5 In den reellen Zahlen sind dquivalent:
1) Zu jeder Intervallschachtelung {|a, b} ren mit [agi1, bpy1] C [ag, bx] und

|br — ax "2X0 gibt es ein x € R mit x € [a, bi] fir alle k.

ii) Jede beschrinkte Teilmenge der reellen Zahlen besitzt ein Supremum und
ein Infimum in R.

iii) Jede beschrinkte Folge reeller Zahlen besitzt eine in R konvergente Teil-
folge (Bolzano-Weierstraf3).

Jede Cauchy-Folge in R konvergiert.

v) Jede stetige Funktion f : [a,b] — R mit f(a)f(b) < 0 hat in |a,b| eine
Nullstelle (Zwischenwertsatz).

~—

v
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Folgerung 2.6 Die komplexen Zahlen sind vollstindig, d.h. jede Cauchy-Folge
komplexer Zahlen konvergiert.

Beweis. Nach Satz [C4liii) ist die Folge der Realteile eine reelle Cauchy-Folge:
|IRe(z,) — Re(zm)| = [Re(zn — 2m)| < |20 — 2| < e,

d.h. es gibt ein z € R mit limy_,o, Re(zx) = z. Analog konvergiert die Folge der
Imaginarteile, limy_,o, Im(z;) = y. SchlieBlich konvergiert z, gegen x + iy, denn

|2 — (@ +iy)| = |Re(z,) — 2 +1i(Im(z) —y)| < [Re(zr) — 2] + [Im(2) —y| = 0.
U
Satz 2.7 (Bolzano-Weierstraf3) i) Jede beschrinkte Folge komplexer

Zahlen besitzt eine in C konvergente Teilfolge.

i) Es sei A C C. Jede beliebige Folge (zx)reny von Punkten aus A besitzt
genau dann eine konvergente Teilfolge mit Grenzwert in A, wenn A be-
schrdankt und abgeschlossen ist.

Bewmerkungen zum Beweis. 1) zeigt man mittels Zuriickfithrung auf reelle
(Teil-)Folgen. ii) verwendet zusétzlich eine niitzliche Charakterisierung abge-
schlossener Mengen: Eine Teilmenge A C C st genau dann abgeschlossen, wenn
fiir jede in C konvergente Folge von Punkten zy € A gilt, daf$ der Grenzwert in
A liegt. O

Wir erinnern an elementare Rechenregeln fiir konvergente Folgen:

Satz 2.8 Es seien (z,)nen und (wy,)neny Folgen mit lim z, = z und lim w, = w.
n—oo n—oo

Dann gilt:
1) lim, oo |20] = |2| , limpyooZ, = 2, lim, o Re(z,) = Re(z) |
limy, 00 Im(2,) = Im(2)

i) lim(z, +w,) =2+ w
n—oo

iii) T}Lnolo(zn CWyp) = ZW

iv) Ist w # 0, dann gibt es ein N € N mit w, # 0 fir alle n > N, und
. RAntN <
lim =

n—00 Wp 4N w

Fiir Nullfolgen gibt es mehrere Kriterien:

Satz 2.9 i) Fir eine Folge (z,)nen komplexer Zahlen gebe es ein N € N
und ein 0 < q < 1, so daf fir alle n > N gilt z, # 0 und |Z'2ﬁ—:1| <gq.

Dann gilt lim z, = 0. Insbesondere ist lim,,_,, 2™ = 0 fiir alle z € K;(0).
n—oo

k
i) lim n =0 fiir alle z € C mit |z| > 1 und alle k € N.

n—oo zZN

9

Preliminary version — 9. Oktober 2017



Beweis. 1)  klar.

ii) Betrachte n > 2k + 1 und |2| = 1 + = mit « > 0. Dann ergibt die
Binomialentwicklung

o> (0 ) = (3 5

k+1

also ‘Z—:‘ < 2’251;111)! % Wahle N € N mit N > max (% . %, 2k + 1), dann
folgt‘:—:‘<efiirallen2]\7. O

Definition 2.10 Eine Folge (zi)ren definiert eine Folge der Partialsummen
(D k—o #k)nen, Welche man Reihe nennt, mit )" z; bezeichnet und wieder auf
Konvergenz untersuchen kann. Im Konvergenzfall bezeichnet man den Grenzwert mit
demselben Symbol, > 7z = lim,, o0 > ,_, 2. Eine Reihe Y77 2z, heiBt absolut
konvergent, falls Y77 |z;| konvergiert.

Beispiel 2.11 (Geometrische Reihe) Die Folge (2"),en (hier mit Konvention

2% = 1) fiihrt auf die Folge (3")_; 2" )nen = (%)neN der Partialsummen,
welche genau fiir [z| < 1 (absolut) konvergiert mit Grenzwert Y ;7 2% = . «

Die folgenden Konvergenzkriterien sollten bekannt sein:

Satz 2.12 (Konvergenzkriterien) Fine Reihe )}z, komplexer Zahlen kon-
vergiert, falls eines der folgenden Kriterien erfillt ist:

e (Cauchy-K., dquivalent zur Konvergenz) Zu jedem e > 0 gibt es ein
N € N mit Z;n:nzk} < € fiir allem >n> N.

e (Majoranten-K., absolute Konvergenz) FEs gibt eine konvergente Reihe
S oreo @k mit |z| < ay, fir alle k > p. Ferner gilt die Dreiecksungleichung
| 220, o] < 00, Il < 200, .

e (Quotienten-K., absolute Konvergenz) Es gibt ein p € N, so daf fir alle
n>p gilt z, # 0 und [222] < g fiir ein festes 0 < g < 1.

o (Wurzel-K., absolute Konvergenz) Es gibt ein p € N, so daf$ fir alle
n > p gilt Y/ |z, < q fir ein festes 0 < g < 1.

Die fiir uns wichtigste Beispielklasse sind die Potenzreihen:

Definition 2.13 Eine Reihe Y~  a,(z — w)" zu fest gewahlten w,a, € C und
variablem z € C heiBt Potenzreihe.

Zur Konvergenzuntersuchung stehen obige Kriterien zur Verfiigung, wobei die
Konvergenz im allgemeinen von z abhédngen wird, und zwar:
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Satz/Definition 2.14 i) Konvergiert eine Potenzreihe P(z) =
Yo gan(z — w)™ in einem Punkt zy € C, dann konvergiert sie
absolut in jedem Punkt der offenen Kreisscheibe K, (w) mit r = |zy —w|.

i) Die  somit  existierende  Zahl  R(P) = sup{r €
R o Y0 a,r" konvergierty € [0,00] heifst Konvergenzradius von
P(z).

iii) Fir den Konvergenzradius gilt die Formel wvon Cauchy-Hadamard
R(P) =

limsup,,_, ., %/|an|’

Beweis. 1) Die Folge (a,(z0 — w)")nen ist eine Nullfolge und deshalb beschrénkt,
|a, (20 —w)™| < M fiir alle n € N. Dann ist |a,(z —w)"| = ¢"|an(z0 —w)"| < ¢"M

mit ¢ = |ZZ0 | = @ < 1. Damit besitzt ) °  a,(z — w)" die konvergente

Majorante Z ¢"M und konvergiert in jedem z € C mit |z — w| < r absolut.
n=0
iii) Sei r := limsup,,_,, v/|an|. Dach Definition von lim sup gibt es unendlich
viele a, mit {/|a,| > r —e¢, also unendlich viele a,, mit |a,| > (r—¢)™. Wéhlen wir
z—w = —= > R(P), dann kann }_° a,|z —w|" nicht konvergieren. Umgekehrt
gibt es nur endlich viele a,, mit {/|a,| > r + €, also mit a,, > (r + €)". Wéhlen
wir z —w = T%FE, dann konvergiert y >° a,|z — w|" fiir jedes € > 0. O

Beispiel 2.15 Wichtige Potenzreihen sind (a €C,s eR):

e Exponentialreihe exp(z) := >~ 2. mit R(exp) = oo nach Quotientien-
kriterium.

> oo 0( )Z mit R(B,) = 1 nach Quotientien-

e Binomialreihe B, (z) :=
) = w

kriterium. Dabei ist (

e Polylogarithmus-Reihe Li (2) := ZOO 2 mit R(Li,) = 1 nach Wurzel-

n=1
kriterium. <

Ausblick 2.16 Wir werden uns die Exponentialreihe noch genauer ansehen und
einige Identitéten erarbeiten wie exp(Lij(z)) = = fiir z € K;(0); deshalb gilt
Lij(z) = —Log(1 — z), wobei Log der sogenannte Hauptzweig des komplexen
Logarithmus ist. Damit lassen sich echt komplexe Potenzen erklidren iiber z* =
exp(w Log(z)). Es wird sich dann B, (z) = (1 + z)® ergeben. O

Solche Identitidten beruhen oft auf den folgenden beiden Sétzen:
Satz 2.17 (Umordnungssatz) Jede Umordnung Y " Zo(n) einer absolut kon-
vergenten Reihe Z zp konvergiert absolut und hat denselben Grenzwert. (Dabei

n=0
ist 0 : N — N eine Bijektion.)
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Satz 2.18 (Cauchy-Produkt) Konvergieren die Potenzreihen P(z) =
Zan(z —w)" und Q(z) = Z bn(z —w)"™ im Punkt z € C absolut, so gilt
n=0 n=0

P(2)-Q(z) = i (zn: an_kbk> (z — w)" .
n=0 k=0

Fiir die Beweise sei auf Analysis I verwiesen.

Ausblick 2.19 Manchmal fallen (Potenz-)Reihen innerhalb des Konvergenzkrei-
ses mit schon anders bekannten Funktionen zusammen, wie z.B. Y >° (2" = 7.
Die Funktion auf der rechten Seite hat jedoch einen gréferen Definitionsbereich
C\ {1}. Uns wird die Frage beschiftigen, ob es verschiedene Funktionen geben
kann, die eine (z.B. in einer Kreisscheibe) gegebene Funktion fortsetzen, wobei
der Ubergang (geniigend oft) differenzierbar sein mége. Wir werden sehen, daf
es im Reellen selbst bei unendlich oft differenzierbaren Funktionen keinerlei Ein-
deutigkeit geben kann, wihrend im Komplexen zwei nur einmal differenzierbare
Fortsetzungen immer dieselben sind! O
Beispiel 2.20 Die durch die Reihe (aber keine Potenzreihe) ((z) := Y 02 -
definierte Funktion heiffit Riemannsche Zeta-Funktion. Man iiberlegt sich, daf}
die Reihe fiir alle z € C mit Re(z) > 1 konvergiert. Man kann die Zeta-Funktion
jedoch (eindeutig!) fortsetzen zu ¢ : C\ {1} — C, d.h. die harmonische Reihe
ist die einzige dieser Klasse, der man keinen Sinn geben kann. Dagegen findet
man so {iberraschende Werte ¢(0) = —3 und ((—1) = —5 (wo die Reihe sinnlos
ist). An allen negativen geraden ganzen Zahlen verschwindet (. Die beriihmte
Riemannsche Vermutung, deren Beweis mit 10°$ belohnt wird, besagt, daf3 fiir
samtliche anderen Nullstellen z € C\{—2, —4, —6, ... } mit ((z) = 0 gilt Re(z) =
1

5 <

3 Stetigkeit

Sei abkiirzend K = R oder K = C. Eine Abbildung f : D — K, wobei der
Definitionsbereich D eine beliebige Menge ist, heifit Funktion. Uns interessieren
Definitionsbereiche D C K. Diese versehen wir mit der Teilraumtopologie, in
der die offenen Teilmengen von D genau die Schnitte D N U mit offenen Mengen
U C K sind. In diesem Sinn ist D = DNK stets offen, auch wenn es als Teilmenge
von K das nicht sein muf3! Entsprechend sind Umgebungen von Punkten aus D
erklért.

Definition 3.1 Eine Funktion f: D — K mit D C R oder D C C heiBt stetig im
Punkt a € D, falls eine der folgenden dquivalenten Bedingungen erfiillt ist:
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i) Zu jeder Umgebung U C K von f(a) gibt es eine Umgebung V' C D von a
mit f(V) CU.
ii) Zu jedem € > 0 gibt es ein § > 0, so daB fiir alle z € D mit |z —a| < J gilt:
|f(z) = fla)] <&
iii) Fiir jede gegen a konvergente Folge (z,)nen von Punkten z, € D gilt:
(f(zn))nen konvergiert gegen f(a).
Die Funktion f : D — K heiBt stetig auf ganz D, wenn sie in jedem Punkt a € D

stetig ist. Das ist dquivalent zu:

iv) Das Urbild f~'(U) jeder offenen Teilmenge U C K ist offen in D.

v) Das Urbild f~!(A) jeder abgeschlossenen Teilmenge A C K ist abgeschlos-
sen in D.

Die Aquivalenzen sollen hier nur kurz skizziert werden.
i)=-1i) Wéhle U = K.(f(a)); es gibt Ks(a) C V.
ii)=1) Betrachte K.(f(a)) C U und setze V = Kjs(a).

ii)=ii) Zu ¢, damit ¢, und wegen Konvergenz der Folge gibt es ein N € N
mit |z, —a| < 4 fir alle n > N. Dann ist aber |f(z,) — f(a)| < € fur alle n > N.

iii)=-ii) durch Widerspruch zur Unstetigkeit: Es gibt ein € > 0, so daf fiir alle
d > 0 gilt: Aus |z —a| < § folgt |f(2) — f(a)| > e. Damit konstruiert man eine
gegen a konvergente Folge, deren Funktionswerte nicht gegen f(a) konvergieren.

(globale Stetigkeit)=>iv) Im Fall f~!(U) = @ ist alles klar. Ansonsten nehme
a €V := f7YU) beliebig. Da f(a) € U und U offen, insbesondere Umgebung
von f(a) ist, gibt es Ks(a) mit f(Kjs(a)) C U. Dann ist aber Ks(a) C V, und V
offen.

iv)=(globale Stetigkeit) In Umgebung U von f(a) wihle K.(f(a)) € U und
setze V := YK (f(a))). Wegen a € V und V offen ist V Umgebung von a mit
f(V)CuU.

iv)<v) durch Komplementbildung.
Am einfachsten iiber das Folgenkriterium beweist man:

Satz 3.2 i) Summen, Produkte und Kompositionen stetiger Funktionen
sind stetig.

ii) Die Bildung des Inversen C* 3 z — % € C ist stetig.

Beispiel 3.3 Folgende Funktionen sind stetig:
e Komplexe Konjugation ~: C — C
e Betrag sowie Bildung von Real- und Imaginarteil | |, Re,Im : C — R

e Polynome >, _ az*
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e Das Inverse % einer stetigen nullstellenfreien Funktion f: C — C

k=0 agz*

e auflerhalb der Nullstellen des Nennerpo-

e rationale Funktionen
lynoms

Satz 3.4 Jede Potenzreihe P(z) = Zan(z — w)" ist im Inneren ihres Konver-
n=0
genzkreises stetig.

Beweis. Es sei R(P) der Konvergenzradius von P(z) und |z — w| < r < R(P).

Wegen der absoluten Konvergenz der Reihe gibt es zu € > 0 ein N € N mit
N—-1

Z la,|r" < % Da das Polynom Zan(z — w)" stetig ist, gibt es ein & > 0
n=N n=0

N-1 N-1
€
it | anlz = w)" = Y an(zo —w)"| < 5 firalle 2 € C mit |2 — 2| < 4.
mi nzoa(z w) nzoa(zo w) 5 filr alle 2 mit |z — 2|

Gegebenenfalls durch weitere Verkleinerung von ¢ erreichen wir § < r — |zp — w|.
Dann ist |z —w| < |z — 20| + |20 —w| < § + |20 — w| < 7, so daB

N-1

1P() ~ Pla) €| 3 auz = 0) = 3 an(en — )"

=0
+ 3 an(z = w)"[+ Y |an(z0 — w)"| < €. O
n=N n=N

Stetige Funktionen haben folgende wichtige Vererbungseigenschaften:

Satz 3.5 Stetige Funktionen bilden
i) kompakte Mengen in kompakte Mengen ab,
ii) zusammenhingende Mengen in zusammenhingende Mengen ab,

iii) wegzusammenhingende Mengen in wegzusammenhingende Mengen ab.

Wir erinnern an diese topologischen Strukturen:

Satz 3.6 Se: V' ein endlich-dimensionaler reeller oder komplexer normierter
Vektorraum, z.B. V. = R oder V.= C zusammen mit dem Betrag. Dann sind
fiir eine Teilmenge A CV dquivalent:

i) A ist kompakt, d.h. zu jeder Uberdeckung Uic; Ui 2 A durch offene Teil-
mengen U; C'V (mit I einer beliebigen Indexmenge) gibt es endlich viele
Indizes iy, ...,i, € I mit ACU;; U---UU,, .

ii) A ist folgenkompakt, d.h. jede Folge von Punkten aus A besitzt eine in A
konvergente Teilfolge.
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iii) A ist beschrankt und abgeschlossen.

Beweisskizze. 1)=-ii) Géibe es keine Haufungspunkte, so hat jeder Punkt x € A
eine Umgebung U,, die nur endlich viele Punkte der Folge enthélt. Aber A C
U,ea Us 1d8t sich auf A C (J;'_, U,, reduzieren, so daf die Folge nur endlich viele
Punkte enthielte, Widerspruch. Aus den %H—Umgebungen eines somit existieren-
den Haufungspunkts wahlt man die Teilfolge aus.

ii)=-iii) klar.

iii)=-1) Man zeigt zunéichst, dafl abgeschlossene Teilmengen kompakter Men-
gen selbst kompakt sind. Es geniigt dann, die Kompaktheit abgeschlossener
Rechtecke (allgemein: Quader) zu zeigen, was mittels Intervallschachtelungsprin-
zip gelingt. O

Beweis von Satz[3A.i) Sei (U;)ien eine offene Uberdeckung von f(A). Aus der
Stetigkeit von f folgt, daB V; := f~(U;) offen ist. Dann ist A C |J,.; V;, aber
tatsichlich geniigen endlich viele V; zur Uberdeckung: A C V;, U---UVj, , also
F(A) C U, UL, 0

Ausblick 3.7 Hier eine Warnung. Wir sehen, daf fiir stetige Funktionen f :
C — C die Bilder beschrdnkter abgeschlossener Mengen wieder beschrankt und
abgeschlossen sind. Ohne die Beschranktheit wire die Aussage falsch. Die durch
f(2) = —=— definierte Funktion ist stetig auf ganz C und bildet die abgeschlos-

v/ 1+]z]2
sene Menge C auf die offene Kreisscheibe K;(0) ab.

Auch offene Mengen werden unter stetigen Funktionen nicht notwendig auf
offene Mengen abgebildet. Ein Gegenbeispiel ist die konstante Funktion f(z) = 1,
die eine beliebige Menge auf eine abgeschlossene Menge schickt. Wir werden
spater sehen, dafl die konstanten Funktionen im wesentlichen die einzigen Ge-
genbeispiele in der Klasse der gutartigen komplexwertigen Funktionen sind. ¢

Der Begriff ‘zusammenhéngend’ ist nicht sehr anschaulich. ‘Wegzusam-
menhéngend’ ist einfacher zu verstehen (daraus folgt zusammenhéngend). Fiir
offene Mengen ist beides dquivalent. Ebenso fiir Teilmengen von R: hier sind die
(weg)zusamenhédngenden Mengen genau die Intervalle.

Definition 3.8 Eine Teilmenge X eines metrischen Raumes heiBt wegzusam-
menhangend, wenn es zu je zwei Punkten a,b € X eine stetige Kurve ¢ : [0,1] — X
gibt mit ¢(0) = a und ¢(1) = b.

Satz BAiii) ist vollig klar, denn foc: [0,1] — f(X) ist ein stetiger Weg zwischen
f(a) und f(b).

Definition 3.9 Eine Teilmenge X eines metrischen Raumes heit nicht zusam-
menhangend, wenn es offene nichtleere Teilmengen U,V gibt mit U UV = X und
unv =g.
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Beweis von Satz[3.4i) Wére f(X) nicht zusammenhéngend, so gibe es disjunkte
nichtleere offene Mengen U,V mit f(X) = U U V. Wegen der Stetigkeit von f
sind f~H(U) und f~*(V) offen, nichtleer und disjunkt, denn f(z) liegt entweder
in U oder in V. Somit wire X = f~1(U) U f~1(V), Widerspruch. O

Fiir stetige Funktionen f: X — R, wobei X (weg-)zusammenhéngend ist, ergibt
sich als Spezialfall der Zwischenwertsatz: Zu jedem a,b € X und jedem v €

[f(a), f(b)] oder v € [f(b), f(a)] gibt es ein ¢ € X mit f(c) =

4 Die Exponentialfunktion

Satz 4.1 Die fir alle z € C absolut konvergente Exponentialreihe exp(z) :=

[e.9] n

Z Z—' hat folgende FEigenschaften:
n!
n=0
i) exp(w) - exp(z) = exp(w + z) fir alle w,z € C.
Insbesondere existiert (exp(z))™! = exp(—2z) fiir alle z € C.

N
. 2"
ii) ‘exp(z) — E =
n=0

Insbesondere gilt lim,_,q

2‘ |N+1

(N+)

fir alle |z <1+ %

iii) exp(z) = lim (1 + 2)", insbesondere die Eulersche Zahl e = exp(1).
n—oo
Beweis. i) Cauchy-Produkt fiir Potenzreihe in ¢t € C:
- wn—k ’Zk n - 1 - n n—k_k \n
(Sammr - Xl (o))
k=0 n=0 0

(w + z)"t"
n!

exp(wt) - exp(zt) =

e 100

=exp((w + 2)t) .

i
o

i) Fiir |z| < 242 gil

N n
z
() =Y 2] =

n=0 n=N+1 n=N+1
S sy U
(N +1)! N+2 (N+2)(N+3)
|N+1 i( 2 ) EIRASIE N S
+ DI AN +2 (N + 1)t = 2* (N+1)1

Fir N =1 folgt |e)(p(z)%\ < |2] fiir alle 0 < |z| < 2 und damit der Grenzwert.
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iii) Mit exp(z) = (exp(2))" folgt

’exp(z) —(1+ %)n’ = ’(eXp(i))n - (1+2)"

Offenbar gilt 1 + 2 < exp(12]) und deshalb

3
—

(exp(E)* (1 + )™ < n(exp(E)"" < m(exp(£))" = mexp(l2])

B
Il

Nach ii) gilt [exp(Z) — (14 2)| < = 2ﬁ fiir 2] < 2, also n > 2|z| und damit
< &5 -nexp(|z]). Fiir n — oo folgt die Behauptung,.

0

z

! ’
n

insgesamt ’exp z)—(1+

n?

Definition 4.2 Wichtige Linearkombinationen sind:
i) cosh z = 3(exp(2) + exp(—2)) = Soly oy

i) sinh 2 = §(exp(z) — exp(—2)) = oy oy

2n

i) cosz = £(exp(iz) + exp(—iz)) = > oo o(— 1)”(;1)!
L z))

(expliz) — exp(—iz)) = Y52 (1) Gont

Diese sind definiert fiir alle z € C, nicht nur fiir reelle Argumente. Es gelten

iv) sinz =

exp(+iz) = cos(z) £ isin(z) , exp(£z) = cosh(z) £ sinh(z) ,
1 = cos?(z) + sin®(z) = cosh®(z) — sinh?(2) ,
cosh(w + z) = cosh(w) cosh(z) + sinh(w) sinh(z) ,
sinh(w + z) = sinh(w) cosh(z) + cosh(w)
) = cos(w) cos(z) — sin(w) sin(z) ,
) = ) (2)

sin(w + z) = sin(w) cos(z) + cos(w) sin(z) .

sinh(z) ,

(

(
cos(w + z

(

Auflerhalb der Nullstellen der Z&hler, welche wir gleich diskutieren, definiert man

sin z COS 2 sinh 2 cosh z
tanz = , cot z = — , tanh z = , coth z = — .
CoS 2 sin z cosh z sinh 2

Wir konnen nun die Kreiszahl 7 definieren:
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Satz 4.3 Eingeschrinkt auf reelle Zahlen hat der Cosinus im Intervall [0,2] ge-

nav eine Nullstelle, die mit 5 bezeichnet wird. Es gilt cos§ = 0 und sin§ = 1,

3im

i . . B Sim . H
bzw. ez =1 und damit ™ = —1, e2 = —i und *™ = 1.

Beweis. Wir zeigen, dafl cos : [0,2] — [—1,1] streng monoton fallend ist mit
cos0 =1 > 0 und cos2 < 0. Der Zwischenwertsatz liefert dann die Existenz einer
Nullstelle, aus der Monotonie folgt ihre Eindeutigkeit. Insbesondere is 0 < 7 < 4.
Fiir x > 0 sind die Reihen fiir cos(z) und sin(z) alternierend, und fiir z € ]0, 2]
bilden die Betrdge der Summanden a; in der Cosinusreihe bzw. der Sinusreihe
eine streng monoton fallende Nullfolge ab £ = 1 bzw. k£ = 0. Nach der Fehler-
abschéitzung im Leibniz-Kriterium fiir solche Reihen gilt damit fiir = € |0, 2]

x? 2 x3

1—5<Cosx<1—3+ﬂ, x—€<sin:p<x,

insbesondere ist cos2 < —% und sinz > 0 fir x € |0, 2]. Wegen cos(0) = 1 und
Zwischenwertsatz (Potenzreihen sind stetig) hat cos eine Nullstelle in ]0, 2[. Diese
ist eindeutig: Die Additionstheoreme liefern

TH ¥y = 2sin 52 sin ty

cosz — cosy = cos(LEY + ) — cos(HHY — & .

Fiir 0 < y < o < 2 ist die rechte Seite negativ, damit der Cosinus streng monoton
fallend in [0, 2] und kann dort hochstens eine Nullstelle besitzen. O
Aus ¢/(*T2) = iel* folgt nach Zerlegung nach Real- und Imaginérteil

cos(x+ §) = Fsinx, sin(x & §) = cosx
und dann nach wiederholter Anwendung Verschiebungen um beliebige Vielfache

von 7. Es folgt, dal der reelle Cosinus genau die Nullstellen x; = w mit

k € Z hat, und der reelle Sinus genau die Nullstellen x, = k7 mit k € Z. Weiter
gilt cos(z+2km) = cosx und sin(z+2k7m) = sinz fir alle k € Z, und 27 ist die

kleinste Periode beider Funktionen.

Satz 4.4 ¢ =1 & z = 2irk fir k € Z.

Beweis. (<) ist klar. Umgekehrt sei z = z + iy mit z,y € R, dann gilt 1 =

le*| = e¥|e¥| = e, also © = 0 und dann 1 = €Y = cosy + isiny. Folglich ist
cosy = 1 und siny = 0, der Sinus liefert zundchst y = kr mit k£ € 7Z, wegen
cos(0 + ) = —cos(0) = —1 und der 27-Periodizitdt sind aber nur y = 27k
Losungen. U

Folglich besitzt jede komplexe Zahl z # 0 eine Darstellung

z =rexp(ip) = exp(Inr +i¢p)

mit r € R und ¢ € R, wobei ¢ nur bis auf Addition eines Vielfachen von 27
bestimmt ist. Deshalb kann es im Komplexen keine (eindeutige) Umkehrfunktion
der Exponentialfunktion geben. Man kann sich aber konsistent einschréinken:

18

Preliminary version — 9. Oktober 2017



Satz 4.5 Es seien S:={z€C : —r <Im(z) <n} und S:={z€C : —71 <
Im(z) < 7w} Streifen in der komplexen Ebene. Dann sind exp : S — C_ und
exp : S — C* bijektiv, wobei C_ := C\ R_ die geschlitzte Ebene ist (mit R_ :=
{r € R : x < 0}). Die somit ezistierende Umkehrfunktion Log : C_ — C
mit Bild S bzw. Log : C* — C mit Bild S heifit Hauptzweig des komplexen
Logarithmus. Dieser ist stetig auf C_, aber nicht auf C*. Auf C_ gilt Log(z) =
In(|z])+1Arg(z) mit dem Argument Arg(z+iy) := sign(y) arccos —==

und dem
/$2+y2

reellen Logarithmus In : R} — R.

Beweis. Aus exp(z) = exp(w) folgt z — w € 2miZ. Fiir z,w € S oder z,w € S ist
aber Im(w — z) < 27 und dann z = w als einzige Losung von exp(z) = exp(w) in
S oder S. Also ist exp injektiv auf S und S. Surjektivitit folgt aus der zuvor fiir
z # 0 gegebenen Darstellung z = exp(Inr + ifb), wobei Inr +1i¢ fir —m < ¢ <

bzw. —m < ¢ < w bzw. genau die Punkte in S bzw. S parametrisiert.

Die Unstetigkeit von Log auf C* ergibt sich z.B. daraus, dafl das Bild der
zusammenhéngenden Menge K(—2) unter Log nicht zusammenhéngend ist. Fiir
z =x+iy € C_ sind z — In|z| (klar!) sowie Arg stetige Funktionen: Fiir

z=x+iy € C_ gilt f+ = € |-1,1], und arccos : |—1,1] — [0, 7[ ist stetig.
24y

Zwar ist sign unstetig in 0, was aber nur fir x > 0 und y — 0 zum Tragen

kommt. Dann konvergiert aber ——=— gegen +1 und arccos ——— gegen 0, somit
/22442 /22442 ’

) gegen 0. Damit ist Arg und schlieflich Log(z) =

€T
2 +y2

In(|z]) +1Arg(z) stetig auf C_. O

auch sign(y) arccos(

Gegebenenfalls setzen wir Arg auf C* fort durch Arg(—z) := 7 fir —z < 0.
Diese Fortsetzung ist dann aber nicht stetig. Die bekannte Reihendarstellung des
reellen Logarithmus verallgemeinert sich genau auf den Hauptzweig:

e}

Log(l1+2) = Z(—l)"‘l% fir alle z € Cmit |2| < 1.
n=1

Wir holen den Beweis spéater nach, wenn Differenzierbarkeit bereitsteht.

Jeder andere Logarithmus ergibt sich aus dem Hauptzweig durch Verschiebung
log ) (2) := Log(2)+2kmi, k € Z, und fiir alle k gilt exp(log(2)) = 2 (mit z € C*
oder z € C_). Diese Mehrdeutigkeit vererbt sich zur Mehrdeutigkeit komplexer
Potenzen

(2") ) := exp(wlog)(2)) = exp(w Log(2) + 2kmiw) = exp(w Log(z))e?™v
Wieder kann z € C* gew#hlt werden; dann sind die komplexen Potenzen jedoch
nicht stetig auf C*. Schrankt man auf z € C_ ein, so hat man Stetigkeit fiir jedes
k. Bleibt man innerhalb eines Zweiges, so gilt im allgemeinen nicht die Relation
((z1-22)") k) = ((21)") ) ((22)") (k! Die Moglichkeit des Wechsels in andere Zweige
ist zu beriicksichtigen.
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Fﬁrwzge(@ist

{2 . keZ)={es : ke{0,1,...,q—1}}
eine endliche Menge. Es folgt:

Satz 4.6 Sein € N* und z € C. Dann gibt es genau n paarweise verschiedene
iA1rg(z)~b»27'rl»c [
n . Insbe-

mit (1 =1

komplexe Zahlen zg, ..., z,—1 mit z}' = z, namlich z, = /|z|e
05 ) k )
2kmi

sondere gibt es genau n verschiedene n-te Finheitswurzeln ¢, = e
fir alle k € {0,1,...,n—1}.

Die Moglichkeit, 2} = z stets zu losen, erlaubt (zusammen mit der Stetigkeit von
Polynomen) einen ersten Beweis des

Theorem 4.7 (Fundamentalsatz der Algebra) Jedes Polynom vom Grad >
1 mit komplexen Koeffizienten besitzt in C mindestens eine Nullstelle.

Beweis. Es geniigt, das Polynom f(2) = z"+a,_12" "' +...a12+ag zu betrachten.
i) Wir zeigen: |f| nimmt auf C ein Minimum an. Fiir |z] > 1 gilt:

R = hr(), ()=
A
r(z)| < E mit A := |a,_1| + -+ |ag

Wir erreichen |r(z)| < 3 fiir |2| > R := max(1, 2A) und dann |f(z)| > % > A fiir
alle z € C mit |z| > R. Auf der kompakten Kreisscheibe K(R) um 0 mit Radius
R nimmt die stetige Funktion |f(z)| ein Minimum an, wegen |P(0)| = |ag| < A
ist dieses dann das Minimum in ganz C.

ii) Wir zeigen: In jedem Punkt z € Ko(R) mit f(z) # 0 hat |f(2)] kein
Minimum. (Also wird das Minimum in einem Punkt zy € Ky(R) angenommen
mit | f(z0)] = 0.)

Sei also f(z) # 0. Wir betrachten das Polynom g(w) := % in w. Wegen
w(0) =1 gilt g(w) = 1+ byw! + -+ -+ b,w™. Da f und somit g nicht konstant ist,
verschwinden nicht alle b;. Sei 1 < k < n der kleinste Index mit b, # 0. Durch

Skalieren w +— Sw mit einer in C stets existierenden Wurzel = (—i)% erreicht

man g(Bw) = 1 —wF+w*h(w). Das so konstruierte Polynom h(w) ist auf Ko(R)
beschriinkt, |h(w)| < ¢ mit ¢ > 0. Somit gilt |[w* ™ h(w)| < |w|”® fiir alle w € C
mit 0 < |w| < min(1, ¢, R). Wihlt man wy € R mit 0 < wy < min(1, £, R), so
ergibt sich

lg9(Bwo)| <1 —wg + |wg ™ h(wo)| < 1,
also [ f(z + Bwo)| < |f(2)]. O
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Teil 11
Komplexe Differenzierbarkeit und
holomorphe Funktionen

5 Reelle Differenzierbarkeit

Definition 5.1 Sei I C R ein Intervall. Eine Funktion f : I — C heiBt differen-
zierbar im Punkt zq € I, wenn es eine Zahl f'(zq) € C (die Ableitung) gibt mit
folgenden aquivalenten Eigenschaften:

o fl(xg)  firz =
stetig in xp.

i) f(x) = f(zo) + f'(xo) - (x — x0) + r(x) mit lim,_,, ;ﬁ—?o —0.
Die Funktion f heiBt differenzierbar in I, wenn sie in jedem Punkt zy € I differen-
zierbar ist.

Die Aquivalenzen ergeben sich aus der Umstellung ;E”;)O = f(ri::};()ro) — f'(x0).

Insbesondere ist jede in x( differenzierbare Funktion dort auch stetig. In héherer
Dimension (mit Ausnahme von R? = C) kann nicht mehr durch z — z, dividiert
werden, so dafl nur noch die lineare Approximierbarkeit ii) verbleibt:

Definition 5.2 Eine Abbildung f : U — R™ mit U C R"™ offen heiBt (total)
differenzierbar in xy € U, falls es eine R-lineare Abbildung (Df)(zo) : R* — R™
(das Differential von f) gibt mit

f(x) = f(xo) + (Df)(xg) o (x —x9) +r(x) und  lim @) 0.

oo ||z —zof

Daneben gibt es mit den partiellen Ableitungen und den Richtungsableitungen
Versionen, in denen man sich auf Kurven in U einschrankt und dann die eindi-
mensionale Ableitung betrachtet. Fiir f : U — R gelten folgende Implikationen:

stetig partiell differenzierbar

4

differenzierbar = stetig
4

es existieren Richtungsableitungen in jede Richtung
¥

partiell differenzierbar

aber im allgemeinen keine der Umkehrungen.
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Ausblick 5.3 Ableitung f’ bzw. Differential D f bilden selbst wieder auf Teil-
mengen von U definierte Funktionen. Im allgemeinen miissen diese nicht einmal
stetig sein: Die Funktion

fz) = 0 firz <0
~ | #%sini firz >0
ist iiberall differenzierbar mit Ableitung
Iy 0 fir <0
) = { 2zsin + —cos+  fiir £ >0
die in 0 nicht stetig ist. Wir werden sehen, dafl das bei komplexer Differenzier-
barkeit in Umgebungen nicht passieren kann. O

Liegt mehrfache stetige Differenzierbarkeit vor, so vertauschen nach dem Satz
von Schwarz die partiellen Ableitungen: 9,0, f = 0;0; f.

6 Einschub: Lineare Abbildungen
Das Differential war eine lineare Abbildung (D f)(x¢) : R* — R™. Sind allgemein

endlich-dimensionale K-Vektorraume V, W gegeben mit Basen A = (vq,...,v,)
von V und B = (wy,...,w,) von W, dann ordnet man einer linearen Abbildung
F .V — W die darstellende Matriz

B[Fla = (a;;) € M(m x n,K) , F(v) =: Zaijwi

i=1
zu. Die Definition sichert Kompatibilitéit zwischen Komposition linearer Abbil-
dungen und Matrixmultiplikation, ¢[G o F|4 = ¢[G]s - 5[F]a-

Beispiel 6.1 Die darstellende Matrix des Differentials (D f)(x) einer Abbildung
f=f,., fm): U= R™mit U C R" beziiglich der kanonischen Basen in R"™
und R™ ist durch die partiellen Ableitungen gegeben (der Punkt xy werde zur
besseren Ubersicht weggelassen):

ofi Ofi ... Oufi
Oifa Oofs ... Onfo
[(Df)] = (9;fi)ij = : A :
Diese Matrix nennt man auch die Jacobi-Matrix. N

Beispiel 6.2 Wir betrachten C als reellen Vektorraum mit Basis (1,1). Eine R-
lineare Abbildung 7' : C — C hat dann beziiglich dieser Basis eine darstellende
Matrix

[T]:(z Z) T(1)=a+ic, T@Q)=b+id.
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Somit gilt mit z = = + iy

z(a+ic)+z2_iz(b+id):)\z+uz

T(2) = a(a+ic) + y(b+id) = =

mit A = 3(a+d+i(c—0b)) und p = (a —d +i(c+D)).

Ist nun T : C — C sogar eine C-lineare Abblidung, so ist sie erst recht R-linear,
und die darstellende Matrix als R-lineare Abbildung hat eine spezielle Form: Denn
sei T'(1) = a+1ic, dann ist T'(i) bereits vorgegeben durch T'(i) =iT(1) = —c+1a,
also [T] = ( CCL —ac ) In der obigen Darstellung bedeutet das A = a+ic = T'(1)
und ¢ = 0, d.h. T'(z) = Az. Die einzigen C-linearen Abbildungen von C nach C
sind also die Skalierungen z — Az. <

7 Komplexe Differenzierbarkeit

Die komplexe Ableitung einer Funktion f : U — C mit U C C kann, da C ein
Korper ist, identisch wie die reelle Ableitung definiert werden. Fafit man sie als
reelles Differential von f : U — R? mit U C R? auf, dann ist dieses sogar C-linear
und hat deshalb eine sehr spezielle Form. Genauer gilt:

Definition 7.1 Sei U C C = R? offen. Eine Funktion f : U — C = R? heiBt
im Punkt zg € U komplex differenzierbar, wenn eine (und dann jede) der folgenden
aquivalenten Eigenschaften erfiillt ist:

i) Der Grenzwert f'(zy) := lim J&) = [ (=) existiert, d.h. die Funktion
= z — ZO
z#£2Q

ist stetig in zp.

é(z) = %ﬁém) fiir 2 # 2

f(z0)  fiir z = 2

i) f:U — R%istin 29 = (x9,%0) € U reell differenzierbar, und das Differential
(D f)(xg, o) ist C-linear.

i) f:U — R%¥istin 20 = (@0,y0) € U C R? reell differenzierbar, und die
partiell differenzierbaren Funktionen u := Re(f) und v := Im(f) erfiillen die
Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen

Opu = Oyv | Oyu = —0,v .

Beweis der Aquivalenzen. i)=ii) Definiere r : U — C durch

f(2) = f(z0) + f'(20) - (z = 20) +7(2)
und eine R-lineare Abbildung (D f)(zy) durch (Df)(z0) o ¢ := f'(z) - (. Nach

Definition des Grenzwertes ist lim, ., ;EZZ)O = 0, somit auch lim,_,, % Damit

ist f in 2z reell differenzierbar, aber das Differential (D f)(z) ist sogar C-linear.
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ii)=1) Es gilt f(z) = f(20) + Df(20) - (z — 20) + r(2) mit lim,_,, ‘;(ZZ)‘ und
einer sogar C-linearen Abbildung (D f)(2). Dann gilt aber D f(2) o (z — 29) =
(z —20) - Df(z0) o 1. Setzt man f'(zy) := D f(z) o1, so folgt der in i) geforderte
Grenzwert.

ii)<iii) Das Differential (D f)(zp) hat nach Beispiel beziiglich der reellen

Basis (1,1) die Jacobi-Matrix

o,u O,
Df(z) = ( axz azz ) .

Nach Beispiel definiert diese Matrix genau dann eine C-lineare Abbildung,
wenn die Diagonalelemente identisch sind und die Summe der beiden anderen

Matrixelemente identisch Null ist. 0
Beispiel 7.2 i) f(z) = 2" ist in jedem Punkt z; € C komplex differenzier-
bar mit f'(z) = nzy~'. Denn ZZ:;OO = S0 2k 2R o daB im Limes

z — z sich n Summanden 2~ ergeben.

ii) exp ist in jedem Punkt z; € C komplex differenzierbar mit exp’(zp) =
exp(2p). Denn w = exp(zp) 22E=20=1 ynd nach SatzECIii) gilt

z—20
_ exp(z—z0)—1 __ 1

hmzfzoﬂo - 2—20 <

Wie im Reellen beweist man Linearitit, Produkt-, Quotienten- und Ketten-
regel:

Satz 7.3 Die Funktionen f,g: U — C mit U C C offen seien in xog € U komplex
differenzierbar. Dann sind auch f + g, f - g und fir g(zo) # 0 auch % komplex
differenzierbar in zy, und es gilt

(f +9)'(20) = ['(20) + 9'(20)

(f - 9)(20) = f'(20)9(20) + f(20)9 (20) (Produktregel bzw. Leibniz-Regel)
Fy oy — 11(20)9(20) = f(20)9'(20)

(57 ) (oG

(Quotientenregel)

Beispiel 7.4 i) Polynome f(z Z 2" sind komplex differenzierbar in
k=0

jedem Punkt zy € C, und es gilt f'(z) Z kakz

ii) Rationale Funktionen f(z) = % sind komplex differenzierbar

auBerhalb der Nullstellen des Nennerpolynoms, und es gilt f'(zy) =

Zioo Xito(k—Dabizg"
(leo blz(l))

gung entstehenden elementaren Funktionen ¢(z) =

_ -k
(ro—a)F¥1 "

" Insbesondere gilt fiir die in der Partialbruchzerle-

daB ¢'(z) =

(z aka
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iii) cos, sin, cosh und sinh sind als Linearkombinationen von Exponential-
funktionen komplex differenzierbar in jedem Punkt zy € C, und es gilt

cos'(z9) = —sin(z) , sin’(29) = cos(z) ,
cosh’(zy) = sinh(2) , sinh’(zy) = cosh(z) .

iv) tan, cot, tanh, coth sind als Quotienten komplex differenzierbarer Funk-
tionen komplex differenzierbar aulerhalb der Nullstellen der Nenner, und

es gilt
tan'(zo) = sin'(z) cos(z0) —sin(z) cos'(zo) _ 1
cos?(z0) cos?(zg) ’
cot'(zp) = cos'(z0) sin(zo) — cos(zo) sin'(z0) _ 1
sin?(zp) sin®(2o)
tanh’(z9) = sinh’(29) cosh(zy) — sinh(zg) cosh’(zp) _ 1
cos?(2p) coshZ(z0)
coth’(z9) = cosh’(z) sinh(zy) — cosh(z) sinh’(z) 1 )
sinh? () sinh?(zo)

Satz 7.5 (Kettenregel) Die Funktion f : U — V C C sei komplex differen-
zierbar in zg € U, und die Funktion g : V. — C sei komplex differenzierbar in
f(z0) € V.. Dann ist auch die zusammengesetzte Funktion go f : U — C komplex

differenzierbar in zy, und es gilt (go f) (z0) = ¢'(f(20)) - f'(20).

Beispiel 7.6 Wir werden spéter beweisen, dafl der Hauptzweig Log : C_ — S C
C des komplexen Logarithmus komplex differenzierbar in jedem Punkt z5 € C_
ist. Setzt man das voraus, so lafit sich die Ableitung leicht berechnen, indem
man beide Seiten der Identitdt z = exp(Log(z)) differenziert: 1 = exp’(Log(zp)) -
Log'(20) = z0Log'(20). Somit gilt Log'(z0) = 2 und dann auch log(;,(2) = 3 fiir
jeden anderen Zweig. <

Anderen Beispielen sieht man die komplexe Differenzierbarkeit nicht so leicht an.
Hier helfen oft die Cauchy-Riemannsche Differentialgleichungen weiter.

Beispiel 7.7 Sei f(z) = |z|*> = 2z oder u(z,y) = 2% + y* und v(z,y) = 0. Dann
ist f reell differenzierbar mit d,u = 2z und d,u = 2y, aber 0,v = 9,v = 0. Die
Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen gelten genau in x =y = 0, d.h. f

ist nur in 0 differenzierbar mit f’(0) = 0. N
Beispiel 7.8 Sei f(z) = |z| oder u(z,y) = 2?2+ y? und v(z,y) = 0. Sei
zunichst 22 + y? # 0. Wegen d,u = \/ir—y und J,u = \/mgTy?’ aber 0,v =

Oyv = 0 kann f hochstens in z = 0 komplex differenzierbar sein. Dort ist aber

()f() H

gy existiert nicht, was man am einfachsten

= ‘Z‘ . Der Grenzwert lim,_,
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1
n+1
gen verschiedene ¢'¢ konvergiert. Somit ist die auf ganz C stetige Funktion |z|

nirgends komplex differenzierbar! <

durch Wahl der gegen 0 konvergenten Folgen z, = el? sieht, fiir die % ge-

Ist f: U — C = R? nur reell differenzierbar, also mit allgemeiner Jacobi-

Matrix D f(zy) = < gxz gy:j ), so gilt nach Beispiel (E2)
2V Oy

Df(z) 0 (z — z9) = = (0pu + Oyv +1(9pv — Jyu)) (20) - (2 — 20)

+ = (Opu — Oyv + (0,0 + Oyu)) (20) - (2 — 20) -

N o =

Nach Zusammenfassung zu f = u + iv ist gezeigt:

Satz 7.9 i) Das Differential einer reell-differenzierbaren Funktion f : U —
C = R? erfiillt

Df(z0) 0 (2~ 20) = L (z0)- (= — ) + L (z0) - -~ 20

mit den beiden Wirtinger-Ableitungen
af 1

0z 2

. of 1 .
(ﬁxf—layf), £::§(8xf+18yf).
ii) Fine Funktion f : U — C ist genau dann in zy € U komplez differen-
zierbar, wenn sie in zy reell differenzierbar ist und dort die Wirtinger-
Ableitung nach z verschwindet, %(zo) = 0. In diesem Fall gilt f'(z) =

o)
a—ﬁ(zo)-

Beim Rechnen im Wirtinger-Kalkiil betrachtet man z, Z als formal unabhéngige
Variablen. Im Beispiel [ mit f(z) = zZ ergibt sich % = z und damit komplexe
Differenzierbarkeit genau in z = 0.

8 Holomorphe Funktionen

Definition 8.1 Sei U C C offen. Eine Funktion f : U — C heit holomorph im
Punkt zg € U, falls f in einer Umgebung (d.h. in jedem Punkt der Umgebung) von z
komplex differenzierbar ist. Wir nennen f holomorph auf U, wenn f in jedem Punkt
von U komplex differenzierbar (bzw. holomorph) ist.

Ausblick 8.2 Hier wird nicht gefordert, dai die komplexe Ableitung f'(z) ste-
tig ist. Es wird sich ndmlich zeigen, dafl Stetigkeit automatisch ist; mehr noch,
holomorphe Funktionen sind beliebig oft komplex (und reell) differenzierbar. ¢
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Fiir eine auf U holomorphe Funktion gelten die Cauchy-Riemannschen Diffe-
rentialgleichungen in jedem Punkt von U.

Beispiel 8.3 Wir suchen Punkte z € C, in denen f(z2) = |z|* —2|z|* = 2222 — 222
holomorph ist. Die Wirtinger-Ableitung ergibt (formal und tatséchlich) % =
2227 — 22 = 2z(|]z|* — 1). Damit ist f komplex differenzierbar in z = 0 und auf
dem Einheitskreis |z| = 1, aber in keiner Umgebung, deshalb nirgends holomorph.

q

Weiter ergibt sich aus den Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen, dafl
eine holomorphe Funktion, bis auf Addition einer Konstanten, bereits durch ih-
ren Realteil allein charakterisiert ist, oder durch ihren Imaginérteil allein. Man
benétigt dazu folgenden:

Satz 8.4 Se:r U C C offen und zusammenhdngend und f : U — C holomorph
mit f'(z) = 0 fiir alle z € C. Dann ist f konstant.

Der analoge reelle Satz sollte bekannt sein; er ergibt sich aus dem Mittelwertsatz
der Differentialrechnung. Der Satz gilt auch im Komplexen, erfordert zum Beweis
aber Kurvenintegrale, die erst spéter eingefithrt werden. Setzen wir ihn an dieser
Stelle voraus, so ergibt sich sofort:

Satz 8.5 Sei U C C = R? offen und zusammenhingend und u : U — R reell
differenzierbar. Dann gibt es, bis auf Addition einer Konstanten, hochstens eine
reell differenzierbare Funktion v : U — R, so daf$ u+ iv holomorph auf U ist.

Beweis. Angenommen, u + iv; und u + ivy sind holomorph auf U, und damit
auch 041i(vy —vq). Die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen liefern 0 =
0y(v1 —v2) und 0 = 0, (v; — vg) mit einziger Losung vy — vy konstant. O

Beispiel 8.6 Sei u(z,y) = 2? + 2xy — y?, dann folgt
Opu = 2x + 2y = 0yv Oyv =2 —2y = —0,v .

Wir kénnen die erste Gleichung formal nach y integrieren zu v = 2zy + y* + g(x)
fiir eine beliebige Funktion g(z). Analog integriert sich die zweite Gleichung zu
v = 22y — 22 + h(y) fiir eine beliebige Funktion h(y). Beide Gleichungen sind
kompatibel fiir g(x) = —2? + ¢ und h(y) = y* + c fiir eine Konstante c. Es folgt

u+iv =2+ 2zy —y* +i(2ey —2* + v +¢) = (1 —i)(z +iy)* +ic
= (1—-1i)2* +ic. 4

Nicht jede reell-differenzierbare Funktion kann Realteil einer holomorphen Funk-
tion sein. Wichtige Bedingungen (f mufl notwendig harmonisch sein) werden in
den Ubungen diskutiert.

Wir kommen nun zur wichtigsten Quelle fiir holomorphe Funktionen:
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Satz 8.7 Jede Potenzreihe f(z) = > " an(z — w)"™ ist im Inneren ihres Kon-
vergenzkreises holomorph. Fiir die Ableitung gilt f'(z) = > o7 na,(z — w)" !
mit gleichem Konvergenzradius wie f.

)

Beweis. Wegen lim,, o0 \/ﬁ = 1 haben belde Reihen f(z) und f’(z) den Konver-
genzradius R := hmsupn%o Vel = hmsupn%o el Zu |z —w| <r < R und

e > 0gibt esein N € Nmit ) ° \ nfa,|r"~! < §. Dann gilt fiir alle [z —w| <r

Z— 20 —
_ Zan((z_w) —(ZQ—U}) —n(z w)nfl)
zZ— 20
n=1
00 n—1
= Z an( (z —w)*(zg — w)"'7F —n(z — w)"_l)
n=1 k=0
N n—1 00
< Zan< (z —w)k (2 —w)" ' F —n(z — w)”*) + Z |an|2nr" 1
n=1 k=0 n=N+1

Wegen der Differenzierbarkeit des Polynoms ZLO a,(z —w)"™ gibt es ein § > 0,
das wir kleiner r — |z — w| wéhlen konnen, so daf fiir alle |z — 29| < 0 gilt:

| S0 an (et e —w) )| < 5, O

Ausblick 8.8 Wir werden spéter als eine der zentralen Aussagen der Funk-
tionentheorie beweisen, dal auch die Umkehrung des letzten Satzes richtig ist:
Jede in z holomorphe Funktion 148t sich in einer Umgebung von z als Potenzreihe
darstellen. O

Wir kénnen nun den Beweis der Reihendarstellung von Log nachholen.

Satz 8.9 Fiir alle || < 1 gilt Log(1 +z) = 3%, Eon.

n=1 n

Beweis. Sei L(z) die fragliche Reihe. Dann gilt

1
n—1 n_n
—1 = .

Eine weitere auf K;(0) komplex differenzierbare Funktion mit derselben Ablei-
tung ist nach Beispiel [LH der (verschobene) komplexe Logarithmus log, (1 + 2)
(wobei die komplexe Differenzierbarkeit noch zu zeigen ist). Nach Satz
unterscheiden sich log) (1 + 2) und L(z) nur durch eine Konstante; wegen
L(1) =0 € |—m, n[ fithrt diese Konstante genau auf den Hauptzweig. U

e’} _1)
zz%m

n=1
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Satz 8.10 (Binomialreihe) Fiir allea € C und z € C mit |z] < 1 gilt Bo(2) =
>0 o (%)2" = exp(aLog(1 + 2)). Insbesondere gilt Bo(2)Bg(2) = Bays(2).

n

Beweis. Die Ableitung der Binomialreihe ist

B.(2) = i (Z) n =0y (‘; B 1) 21— By 1 (2) .

n=1

Die Binomialkoeffizienten erfiillen

a + o = atl fir alle a € C,n e N .
n n—+1 n—+1

Fiir « € N mit o« > n ist das die definierende Relation des Pascalschen Dreiecks,
die per Induktion gezeigt wird. Andererseits stellt diese Gleichung eine Identitét
zwischen Polynomen (n+1)-ten Grades in € C dar, die an mehr als n + 1
Punkten identisch erfiillt ist. Nach dem Identitétssatz fiir Polynome gilt sie dann
fiir alle a. Es folgt

B =143 (Z:i)zui (O‘;l)zn

n=1 n=1
N fa—1 L o= (a—1
— n— "= (1 B,_
Z;(n—l)z +nZ:0< i )z (14 2)Ba-1(2)
und dann o
Bl (z) = w(2) .
L(2) =~ Ba(2)

Betrachte die Funktion f(z) = B,(z)exp(—aLog(l + 2)). Produkt- und Ket-
tenregel fithren auf f'(z) = 0, also f(z) = f(0) = 1 und somit B,(z) =
exp(a Log(1 + 2)). O

29

Preliminary version — 9. Oktober 2017



Teil I1I
Der Cauchysche Integralsatz

9 Wiederholung: Integration im Reellen

Die Integration im Komplexen wird mittels Kurven auf die bekannte Riemann-
Integration von komplexwertigen Funktionen auf [a, (] zuriickgefiithrt. Wir
konnen uns darauf beschrianken, nur (stiickweise) stetige Funktionen zu integrie-
ren, was die allgemeinen Definitionen und Sétze stark vereinfacht:

Satz/Definition 9.1 Sei f : [, 8] — C stetig. Dann gibt es genau eine kom-
plexze Zahl I(f) mit folgender Eigenschaft: Zu jedem € > 0 gibt es ein § > 0,
so daf fiir eine beliebige Unterteilung o = to < t1--- < t, = [ von |a, B] mit
|tke1 — tr] < & und beliebige Wahl von Stiitzstellen Ty, € [ty, tp11] gilt

—_

’I(f)_ f(Tk)(tk-H_tk)’ <e€.

0

Diese Zahl I(f) heifst das Riemann-Integral von f und wird mit ff dt f(t) :=I(f)
bezeichnet.

3

i

Satz 9.2 Das Riemann-Integral ist
i) linear, d.h. [7dt (c1fi + cafo)(t) = e [P dt fi(t) + ¢o [P dt fo(t),
ii) monoton, d.h. ff dt f(t) < ff dt g(t) falls f(t) < g(t) fiir alle t € [, 5]
iii) wnd erfillt die Dreiecksungleichung }ff dt f(t)} < ff dt | f(t)].

Die Berechnung von Integralen geschieht meist iiber den Hauptsatz der
Differential- und Integralrechnung. Ausgangspunkt ist:

Satz 9.3 Sei J C R ein Intervall, f : J — C stetig und o« € J. Firt € J
werde durch F(t) := foi ds f(s) eine Funktion F : J — C definiert. Dann gilt:
F: J — C ist stetig differenzierbar mit F'(t) = f(t).

Eine Funktion F' mit F'(¢t) = f(t) heit Stammfunktion von f. Die Menge aller
Stammfunktionen zu f : J — C heifit das unbestimmte Integral zu f, geschrieben
[ dt f(s). Zwei Stammfunktionen auf J unterscheiden sich nur um eine Konstan-
te.

Satz 9.4 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung) FEs sei F :
J — C eine beliebige Stammfunktion zu einer stetigen Funktion f : J — C. Dann
gilt fiir beliebige o, B € J

g B
|t 10 = F(9) - Fle) = Pl
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Aus den bekannten Ableitungen elementarer Funktionen ergeben sich Formeln
fiir Standardintegrale. Zwei wichtige Rechenmethoden gewinnt man durch die
Umkehrung der Produkt- und Kettenregeln fiir die Ableitung.

Satz 9.5 (partielle Integration) FEs seien u,v : J — C Stammfunktionen zu
stetigen Funktionen f =v":J — C und g =’ : J — C. Dann ist auch uv eine
Stammfunktion, und es gilt

[t ) ® = @) - [ at .
B B
[t @)®) = (wn)®) - w)(@) - [ at wo)ie)
Satz 9.6 (Substitutionsregel) Sei f : J — C stetig, F': J — C eine Stamm-
funktion zu f und s : [, B] — J eine stetig differenzierbare und streng monotone
Funktion. Dann ist Fos : [, B] — C eine Stammfunktion zu (fos)-s": [a, 5] — C,
und es gilt

8 s(B)
/ dt f(s(t)) - (1) = / ds £(s) .

(a)

10 Komplexe Kurvenintegrale

Definition 10.1 Sei U C C offen. Unter einer (stetigen, differenzierbaren) Kurve in
U versteht man eine (stetige, differenzierbare) Abbildung ~ : [«, 5] — U. Die Menge
sp(y) :={y(t) : t € |a,B]} CU heiBt Spur der Kurve , und T'(y) := {(¢,7(¢t)) €
[, 5] x U : t € [a, B]} heiBt Graph von .

Die Kurve heiBt stiickweise stetig differenzierbar, wenn -y stetig ist und es eine
Unterteilung a =ty < t; < -+ < t,, = B gibt, so daB ~ auf jedem Teilintervall
[t;,t;11] stetig differenzierbar ist.

Fiir eine stiickweise stetig differenzierbare Kurve heiBt ~/(t) € C der Tangential-
vektor von v im Punkt ~(t). Dabei ist die Ableitung innerhalb der Intervalle [t; 1, ;]
bzw. [t;,t;+1] zu bilden, so daB ~/(¢;) verschiedene Werte auf [t;_1,¢;] und [t;, ;1]
annehmen darf.

Beispiel 10.2 i) [0,1] 3¢t — ~(t) = a+t(b — a) € C hat als Spur die
Gerade (Strecke) zwischen a,b € C. Hier ist 7/(t) = b — a.

ii) [0,27] € t = () = a + re'’ hat als Spur die Kreisline mit Mittelpunkt

a € C und Radius r. Hier ist 7/(t) = ire®” = —rsint + ircost. Der

Tangentialvektor zeigt in Richtung der Tangente an den Kreis in positiver

Richtung (entgegen dem Uhrzeigersinn). <
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Definition 10.3 Sei f : U — C stetig und v : [a, 3] — U stiickweise stetig
differenzierbar. Dann ist das Kurvenintegral von f langs ~ erklart als

/ydzf(z)::/jdtf Z/Mdtf )y (t) -

Das folgende Beispiel ist von fundamentaler Bedeutung fiir die gesamte Funk-
tionentheorie:

Beispiel 10.4 Sei f(z) = 1 definiert auf U := C* und v : [0, 27] — U gegeben
durch (t) = re'* fiir ein r = 0. Dann ist 7' (t) = ire' = ivy(t) und folglich

/dz /dzf / dt f(v())Y' (1) :/0% 13((;)) sem.

Alle reellen Integrale konnen als komplexe Kurvenintegrale tiber die Kurve v(t) =
t aufgefafit werden:

Beispiel 10.5 Fiir y(t) =t und f(z) = f(x + iy) stetig fallt das Kurvenintegral
f,y dz f(z) = ff dt f(t) zusammen mit dem reellen Integral. q

Die komplexen Kurvenintegrale sind allein eine Eigenschaft der Spur der Kurve
(sowie ihrer Orientierung) und unabhéngig von der konkreten Parametrisierung:

Satz 10.6 Sei v : [a, 5] — U C C stickweise stetig differenzierbar und ¢ :
lo,7] = |o, 5] ein Diffeomorphismus, d.h. eine stetig differenzierbare Funktion
mit ¢'(s) # 0 fiir alle s € [0, 7]. Dann gilt fir das Kurvenintegral einer beliebigen
stetigen Funktion f iber die Kurve ¥ :=~yo¢: [o,7] = U

A dz f(2) = sign(¢) L d: 1(2) .

Beweis. Mit Kettenregel und Substitutionsregel folgt
[z 561 = [ as ratos)) o))
= [ ds 1606 (@)
5(7)
- /¢ at F(5(0)7 (1)

(9)

Dabei sind die Integrale jeweils in die Teilintervalle mit Grenzen {¢~'(¢;)} auf-
zuspalten. Ist ¢'(s) > 0, d.h. ¢’ streng monoton wachsend, dann ist ¢(0) = «
und ¢(7) = 3, und die Behauptung folgt direkt. Im umgekehrrten Fall ¢'(s) < 0
d.h. ¢’ streng monoton fallend, ist ¢(c) = f und ¢(7) = a. Die dann notwendi-

ge Umkehrung der Integrationsgrenzen von [J" zu ff liefert ein Vorzeichen, das
allgemein durch sign(¢’) erfafit wird. O
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Beispiel 10.7 Ein Spezialfall ist die umgekehrt orientierte Kurve mittels ¢ :
[, 5] = [o, B], ¢(s) = a+ B — s. Fiir den in negative Richtung durchlaufenen
Kreis ist dann [0,27] — 5(t) = ™ mit [, & — _2mi. N

Definition 10.8 Die Bogenlange L(+y) einer stiickweise stetig differenzierbaren Kur-
ve v : [a, 5] = U C C ist gegeben durch

B m—1 a1
)= [Caai=Y [ arol.

Vollig anlog zum vorigen Satz zeigt man, dafl die Bogenldnge invariant unter Re-
parametrisierung und (wegen des Betrags) invariant unter Orientierungsumkehr
ist.

Satz 10.9 (Standardabschitzung) Fs gilt

]Ldzﬂa

Beweis. Folgt direkt aus der Dreiecksungleichung fiir Integrale sowie

O O] < [V (O] supsea, Lf (7)1 .

Wie im Reellen definiert man:

< L(vy) sup [f(2)] = L(v) sup [f(v(1))]-

zesp(y) t€la,f]

Definition 10.10 Sei U C C offen und f : U — C stetig. Eine komplex-
differenzierbare (somit holomorphe) Funktion F' : U — C heiBt Stammfunktion zu
f, falls F'(z) = f(z) fur alle z € U.

Im gravierenden Unterschied zum Reellen hat jedoch nicht jede stetige Funktion
f eine Stammfunktion! Nur falls es eine Stammfunktion gibt, iibertragen sich die
Eigenschaften.

Satz 10.11 Sei U C C offen und v : [, 5] — U eine stickweise stetig differen-
zierbare Kurve. Eine stetige Funktion f : U — C besitze eine Stammfunktion F'.
Dann gilt

/ dz f(z) = F(1(8)) - F(1(a)) .

v

Insgesondere gilt f7 dz f(z) =0 fir jede geschlossene Kurve v mit v(5) = vy(a).
Beweis. Nach Definition der Stammfunktion und Kettenregel gilt

B8 B
/ dz f(z) = / dt F'(5(0)/ (1) = / dt (F o) (t) = (F o4)(8) — (F o7)(a) .

Hier ist F” die komplexe Ableitung und ' sowie (F o)’ die reelle. Der letzte
Schritt ist der reelle Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung. O
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Beispiel 10.12 Betrachte die stetige Funktion f(z) = % auf der offenen Teilmen-
ge U = C*. Nach Beispiel [[L4 verschwindet nicht das Kurvenintegral iiber die
geschlossene Kurve [0, 27| 5 ¢ — re'. Damit kann die stetige (sogar holomorphe)
Funktion % keine Stammfunktion auf C* haben!

Den Grund sieht man wie folgt ein: Ein Kandidat fiir die Stammfunktion wire
der komplexe Logarithmus Log(z) wegen Log'(z) = % Jedoch ist dieser auf der
negativen reellen Achse nicht stetig und dann auch nicht komplex differenzierbar.
Die Kreislinie trifft aber den Punkt —r, so dal die Voraussetzungen von Satz [Tl
nicht erfiillt sind. <

Definition 10.13 Eine offene und zusammenhangende Teilmenge G C C heiBt
Gebiet.

Folgerung 10.14 Sei G C C ein Gebiet.

i) Fine holomorphe Funktion F' : G — C mit F'(z) = 0 fiir alle z € G st
konstant.

ii) Falls existent, unterscheiden sich zwei Stammfunktionen zu einer stetigen
Funktion f : G — C nur um eine Konstante.

Beweis. 1) Je zwei Punkte in G kénnen durch eine Kurve v verbunden werden,
ldngs der das Integral fﬂ/ dz F'(z) verschwindet. ii) folgt aus i). O

Nach Satz [LTT konnen stetige Funktionen mit Stammfunktionen auf Gebie-
ten wegunabhéingig integriert werden. Auch die Umkehrung ist richtig, und das
verschafft uns die Mdoglichkeit, eine Stammfunktion wie im Reellen zu gewinnen:

Satz 10.15 Sei G C C ein Gebiet und f : G — C stetig. Dann sind dquivalent:

i) f besitzt eine holomorphe Stammfunktion F : G — C mit F'(z) = f(2)
fiir alle z € G.

ii) f kann in G wegunabhingig integriert werden, d.h. fir zwei beliebige
stiickweise stetig differenzierbare Kurven i, : [og, fr] — G, k= 1,2, mit

() = a und 1 (By) = b gilt [ dz f(z) = [ dz f(2).

iii) f,y dz f(z) = 0 fir jede geschlossene stiickweise stetig differenzierbare
Kurve in G.

Eine Stammfunktion ist dann gegeben durch F(z) = [Zdw f(w), womit das
Kurvenintegral iiber eine beliebige Kurve 7 : [a, B] — G zwischen dem beliebigen,
aber festen Startpunkt v(a) = a und y(B) = z bezeichnet wird.

Beweis. 1)=-ii) und i)=-iii) ergeben sich sofort aus Satz [Tl ii)<iii) folgt nach
Aufspalten der geschlossenen Kurve an einem Zwischenpunkt und Orientierungs-
umkehr einer der Teilkurven.

34

Preliminary version — 9. Oktober 2017



ii)=1) Wegen der Wegunabhingigkeit des Kurvenintegrals ist F(z) =
faz dw f(w) fur jedes z € G eindeutig definiert. Zu 2y € G gibt es eine offene
Kugel K,(z) C G. Sei z € K,(z) beliebig, ferner v, bzw. ~,, eine beliebige Kur-
ve von @ nach z bzw. von a nach zy. Sei [0, 1] 3 ¢ — 0(t) := 20+ (2—20)t € K,(20)
die Gerade von 2y nach z. Zusammengesetzt mit dem Weg von a nach zy erghibt
sich ein weiterer Weg von a nach z. Die Wegunabhéngigkeit des Integrals fiihrt
auf

[ vt [ dwsw = [ dwpw) v

F(z) +/0 dt f(zo+ (2 — 20)t)(z — 20) = F(2) .

Es folgt

- s =] [ Lt (0 + (= )t) = ()]

< sup |f(z0 + (2 = 20)t) — f(20)] -
te(0,1]
Wegen der Stetigkeit von f ist lim, ., |f(z0 + (2 — 20)t) — f(20)] = 0 fiir alle
t e [0, 1], d.h. F/<Zo) = f(Zo). ]

11 Der Cauchysche Integralsatz

Wir untersuchen in mehreren Teilschritten, ob wir fy dz f(z) = 0 haben fiir eine
stetige Funktion f : G — C und einen geschlossenen Integrationsweg ~. Im ersten
Schritt ist der Integrationsweg der Rand eines Dreiecks, und die Funktion f wird
sogar holomorph gewéahlt.

Satz 11.1 (Lemma von Goursat) Fs sei U C C offen, f: U — C holomorph
und A ein offenes Dreieck mit A = AUIA CU. (Sind a,b,c € U die Eckpunkte
von A, dann ist 0A = abUbc U ca mit positivem Umlaufsinn, d.h. entgegen dem
Uhrzeigersinn.) Dann gilt
dz f(z) =0.
A
Beweis. Durch Verbinden der Seitenmittelpunkte entstehen aus A vier kongruente

Dreiecke A,, Ay, Ao, A,,.

A, O
A, O
A, O A, O
a b
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Werden diese Dreiecke positiv umlaufen, dann gilt

/Mdz f(z)Z/Madzf(z)+/E)Abdzf(z)+/E)Acdz f(z)+/mmdzf(z),

da in der Summe die Kanten von 0A,, zweimal in entgegengesetzte Richtung
durchlaufen werden. Ist A; jenes Teildreieck, fiir das das Kurvenintegral den
betragsméafig grofiten Wert hat, dann gilt

’/aAdz 1) < 4’/% az 1)

Das Dreieck A; werde erneut in 4 Teildreiecke zerlegt, Ay sei jenes mit be-
tragsméBig groftem Kurvenintegral. Durch Wiederholung des Verfahrens entsteht
eine Folge A = Ay D A; D --- D A,, von Dreiecken mit

’/Mdz f@)) < 4 /Mn dz f@)’ .

Wegen der Vollstandigkeit von C gibt es ein 2y € A, fiir alle n. Nach Voraus-
setzung ist f in zp komplex differenzierbar, d.h. es gibt eine Funktion r : U — C
mit

f(2) = f(20) + (2 — 20) f'(20) + (2 — 20)7(2) mit lim 7(2) = 0.

Z— 20

Das Polynom f(z) + (z — 20) f'(20) hat die Stammfunktion (z — zo) f(20) + (2 —
20)%f(20), ist also wegunabhiingig integrierbar mit

/BA dz (f(z0) + (2 — 20) f'(20)) = 0.

Essei L := L(A) der Umfang von A. Dann ist L(A,) = 27" L. Wegen 2, € A,
ist |z — 20| < 27"L fur alle z € 9A,,. Somit gilt nach Standardabschéitzung

‘/mn dz f(z)) - )/m dz (z—zo)r(z)‘

<27"L- sup |z — z||r(z)] < 47"LA sup |r(z)] .

2€0A, z€A,
Es folgt
‘/ dz f(z)‘ < L* sup |r(2)| .
oA 2€A,
Fiir n — oo geht z — 2 und damit lim,_,. sup,.x-|7(2)| = 0. Das ist die
Behauptung. O
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Bemerkung 11.2 Wir hatten in Beispielen gesehen, dal Holomorphie eine sehr
viel stérkere Forderung als Stetigkeit ist. Das Lemma von Goursat 148t sich mini-
mal abschwéchen. Man benétigt nur f : U — C stetig auf ganz U und holomorph
mit Ausnahme endlich vieler Punkte 21, ..., zy. Angenommen, z; im Beweis féllt
mit einem dieser Punkte zusammen. Dann enthélt jedes der Dreiecke A, > z
jedoch einen Punkt zj, in dem f holomorph ist, und der Beweis mit z; verlauft
identisch.

Jedoch ist das nur eine scheinbare Abschwéchung der Voraussetzungen. Spéter
werden wir zeigen, daf§ f holomorph in jeden Stetigkeitspunkt zq,..., zy fortge-
setzt werden kann.

Bemerkung 11.3 Die Forderung nach Holomorphie (bis auf endlich viele Punk-
te) gegeniiber Stetigkeit sieht harmlos aus, ist aber ganz entscheidend. Betrachten
wir die iiberall stetige, aber nirgends holomorphe Funktion f(z) = |2|? und das
Dreieck mit den Eckpunkten 0, 1,i. Die Kurvenstiicke (jeweils iiber [0,1]) sind
Y1(t) =t, yo(t) = (1 —t) + it, v3(t) = (1 — ¢t)i. Dann gilt

/Mdz\z|2Z/Oldtt2+/01dt((1—t)2+t2)(i—1)+/01dt<1_t)2<_i>

1 2 1 1

=3+30-D+3(=)=30-1#0.

Wir konnen die Aussagen relativ schnell auf sogenannte Sterngebiete verall-
gemeinern:

Definition 11.4 Ein Gebiet G C C heiBt Sterngebiet, wenn es ein a € G (das
Zentrum) derart gibt, daB mit jedem z € G auch die Verbindungsstrecke [0, 1] 5 ¢ —
7:(t) == a+ (2 — a)t vollstandig in G liegt.

Satz 11.5 Sei G ein Sterngebiet mit Zentrum a. Fir eine stetige Funktion f :
G — C sind dquivalent:

i) f besitzt eine holomorphe Stammfunktion F : G — C mit F'(z) = f(2)
fiir alle z € G.

ii) Fir jedes Dreieck A C G mit einem FEckpunkt im Zentrum a gilt
Jon dz f(z) =0.
Beweis. 1)=-ii) ist Satz [LTA
ii)=-1) Definiere F(z) := f% dw f(w). Dann zeigt eine identische Rechnung
wie im Beweis von Satz [L1H, daB F'(z) = f(2). O

In Kombination mit dem Lemma von Goursat folgt:

Folgerung 11.6 (Cauchyscher Integralsatz fiir Sterngebiete) Sei G C C
ein Sterngebiet und f : G — C holomorph (eventuell bis auf endlich viele
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Punkte, in denen jedoch stetig). Dann besitzt f auf G eine Stammfunktion, und
f7 dz f(z) =0 fir jede geschlossene Kurve v in G. O

Das ist noch nicht die allgemeinste Form, erlaubt jedoch schon viele Beispiele.
Zunéchst:

Beispiel 11.7 Die geschlitzte Ebene C_ = C \ R_ ist ein Sterngebiet, in dem
jeder Punkt a € R} als Zentrum gew&hlt werden kann. <

Beispiel 11.8 (Hauptzweig des komplexen Logarithmus) Die Funktion
f(z) = I ist wegen f(z) = —Z holomorph auf C_ und hat deshalb eine
Stammfunktion, z.B.

* dw dw

L(z) = = (v ist beliebige Kurve zwischen 1 und z in C_)

. w Y w

Dann ist L(z) holomorph auf C_ mit L'(z) = L und L(1) = 0.

Betrachte auf C_ die holomorphe Funktion f(z) = zexp(—L(2)). Es folgt
f'(z) =0, und da C_ ein Gebiet ist, f(z) = f(1) = 1. Somit gilt z = exp(L(z)),
d.h. L(z) ist ein komplexer Logarithmus. Wegen L(1) = 0 € S handelt es sich
um den Hauptzweig L(z) = Log(z), dessen Holomorphie somit bewiesen ist.

Der Wert Log(z) bestimmt sich durch das Kurvenintegral von % langs einer
beliebigen Kurve von 1 nach z. Ist z = re™¥ mit 0 < ¢ < 7, so wihlen wir die

Zusammensetzung
y=mUry, nl)=t:[L,r]=C, () =re:[0,¢] —»C

mit v} (t) = 1 und ~4(t) = Lire*:

! 4 1 . .
Log(,z):/1 dt?~1+/0 dtreiw-(j:n“e )=1Inr+io,

in Ubereinstimmung mit der elementaren Rechnung. <

Der Cauchysche Integralsatz in allgemeinster Form besagt, dafl Integrale ho-
lomorpher Funktionen iiber zueinander homotope Kurven identisch sind.

Definition 11.9 Es sei U C C offen.

i) Zwei stiickweise stetig differenzierbare Kurven 7,71 : [, 8] — U mit
Yo(a) = y1(a) = a und 7 (B) = v1() = b heiBen homotop in U, wenn sie
in U stetig ineinander deformiert werden konnen, d.h. wenn es eine stetige
Abbildung H : [a, 5] x [0,1] — H(t,s) € U gibt mit

o H(t,0) =o(t) und H(t,1) = ~1(t) fir alle t € [, f]
e H(a,s)=aund H(B,s) =0 fiir alle s € [0, 1]
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ii) Eine geschlossene stiickweise stetig differenzierbare Kurve 7 : [a, 5] — U
mit y(a) = 7(5) = a heiBt kontrahierbar in U (oder nullhomotop), wenn
sie homotop zum Punkt () = a fiir alle ¢ € [a, (] ist.

iii) U heiBt einfach zusammenhingend, wenn U zusammenhingend ist und jede
geschlossene Kurve in U kontrahierbar ist.

Ausblick 11.10 Es ist oft nicht leicht, eine Homotopie konkret hinzuschreiben.
Vielmehr entwickelt man eine gewisse Erfahrung und entscheidet durch ‘Hin-
sehen’. Die einfachste Idee wire H(t,s) = v1(t) + (1 — s)(70(t) — n(t)), was
zumindest fiir U = C immer funktioniert. Ist U = C*, so geht es darum, wie
oft sich die Kurve um z = 0 ‘herumwindet’. Wir werden das noch genauer dis-
kutieren. Zwei Kreislinien in C* sind homotop, entweder wenn beide z = 0 im
Inneren haben oder beide z = 0 nicht im Inneren haben. Im ersten Fall kann
man als Homotopielinien die Strahlen mit Mittelpunkt 0 nehmen. Im zweiten
Fall mul man die Homotopiekurven um 0 herumfiihren, was explizit aufzuschrei-
ben schwierig werden kann. Dafl 7y = 0K;(0) und v; = 9K;(2) nicht homotop
in C* sind, ist anschaulich klar, denn ~, miifite an einer Stelle zerrissen werden,
um iiber z = 0 hinwegzukommen. Dieses Zerreiflen ist nicht stetig. Aber konkret
zu beweisen, dafl man keine Homotopie finden kann, wére schwierig. Hier wiirde
man umgekehrt vorgehen und die Kurvenintegrale fiir f(z) = 1 berechnen. Wir
wissen bereits f,yo % — 2 (Beispiel [IA) und f% L = 0, da wir y; auf C_ be-
schrinken konnen. Nach dem allgemeinen Cauchyschen Integralsatz konnen ~g, 1
dann nicht homotop sein. O

Der Beweis der Homotopieinvarianz der Kurvenintegrale ist anspruchsvoll. Es
wird entscheidend genutzt, da8 H ([«, 5] x [0, 1]) C U kompakt ist. Wir benétigen
im Beweis zwei weitere Eigenschaften kompakter Mengen (die allgemein in me-
trischen Rédumen gelten):

Lemma 11.11 Sei A C C kompakt und {U;} eine beliebige Uberdeckung von
A durch offene Mengen. Dann gibt es ein X > 0 (eine Lebesque-Zahl der
Uberdeckung) derart, daf jede Teilmenge B C A mit Durchmesser diam(B) =
Sup,, Lep(l21 — 22f) <A vollstindig in einem U; enthalten ist.

Beweis. Wir nehmen das Gegenteil an. Dann gibt es zu jedem n € N eine ab-
geschlossene Kreisscheibe K * (zn) C A, die nicht vollsténdig in einem U; liegt.
Wegen der Kompaktheit von A hat die Folge (2, )nen der Mittelpunkte eine gegen
z € A konvergente Teilfolge (z,, Jken. Dieses z liegt in einem Uj, und wegen der
Offenheit von Uj; gibt es ein € > 0 mit K(z) C U;. Wahle ein N > 1. Dann gibt
es ein K € N, so daB fiir alle k > K gilt |z — z,,| < e — 1. Wihle ein n; > N.

Dann gilt fiir jeden Punkt w € Kﬁ (2n,):
"k

— 2 < |w— — 2zl < — <
o=z S jw =zt o — 2l S Pmm s T < N
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Somit gilt K . (zn) € K(2) C U;, Widerspruch. Da jede Teilmenge mit Durch-

messer < d in einer abgeschlossenen Kreisscheibe K,4(z) liegt, ist das Lemma
bewiesen. 0

Lemma 11.12 Jede stetige Funktionen f auf einer kompakten Menge A C C ist
gleichmdfig stetig, d.h. zu jedem € > 0 gibt es ein universelles § > 0, so daf fiir
alle z1, 290 € A mit |21 — 23] <9 gilt: | f(z1) — f(22)] <.

Beweis. Sei € > 0 global vorgegeben. Wegen der Stetigkeit von f gibt es zu jedem

Punkt w € A ein §(w) > 0, so daB |f(z) — f(w)| < § fiir alle 2 € K5 (w).

Wegen Kompaktheit kann die Uberdeckung |J,,c 4 Ksw)(w) (halbe Radien!) auf
eine endliche A C Ki(y,)(wy) U -+ - U Ky, (wy) reduziert werden. Setze § :=
min(§(wy), ..., 0(wg)).

Seien nun zwei Punkte z1,20 € A mit |z; — 25| < 0 gegeben. Der Punkt z
liege in der j-ten Umgebung, 21 € Ks,)(w;). Dann ist |21 — w;| < 0(w;) und
|20 —wj| < |z — 21|+ |21 —w;| < d40(w;) < 20(w;). Aus der Stetigkeit im Punkt
w; folgt:

|f(21) = f(22)] < |f(21) = flwy)| + [ f(w;) = f(z)] <€
fiir alle 21, 20 € A mit |27 — 23] < 6. dJ

Satz 11.13 (Cauchyscher Integralsatz in allgemeinster Form) Sei U C
C offen und f : U — C holomorph (eventuell bis auf endlich viele Punkte, in
denen jedoch stetig). Dann gilt:

i) Sind v0,71 : [, B] = U homotope stiickweise stetig differenzierbare Kur-
ven mit gemeinsamem Anfangs- und Endpunkt, dann gilt

/%dzf(z):/%dzf(z).

i) Fir jede in U kontrahierbare stiickweise stetig differenzierbare geschlos-
sene Kurve v : (o, B] = U gilt /dz f(z) =0.
v

iii) Ist U einfach zusammenhingend und v : [a, ] — U eine beliebige
stiickweise stetig differenzierbare Kurve von v(a) = zg nach v(B8) = z,
dann ist das Integral

Fe) = | dw f(w) = / dw f(w)

unabhdngig von v und eine holomorphe Stammfunktion zu f, d.h. es gilt

F'(z) = f(2).
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Beweis. Durch Einschrinkung auf die Zusammenhangskomponente, in denen die
Kurven verlaufen, konnen wir annehmen, dafl U ein Gebiet ist. Dann folgt aus
Satz [ILTH, dafl alle drei Aussagen dquivalent sind. Damit ist nur i) zu zeigen.

Sei H : [«, 5] x [0, 1] eine Homotopie zwischen ~g, ;. Wihle eine beliebige,
aber feste, Uberdeckung {U;} der kompakten Menge H (|, 5] x [0,1]) € U durch
offene Kreisscheiben U; C U, und sei A die Lebesgue-Zahl dieser Uberdeckung.
Nach Lemma (und Aquivalenz von Normen) gibt es ein ¢ > 0, so daf
fir alle t,¢' € [o, 5] und s,s € [0,1] mit |t — /| < € und |s — §'| < € folgt:
|H(t,s)— H(t',s')] < A\. Wihle ein N € N mit N > 1 und betrachte die stetigen
Kurven Tk (t) := H(t, %) mit £k =0,1,..., N, wobei g, 71 sogar stiickweise stetig
differenzierbar sind. Wihle dann eine Unterteilung o« = ¢y < --- < ¢, = [ mit
|tj41—t;| < €, wobei die Sprungstellen von ~((t), 71 (t) in dieser Menge {¢;} liegen.
Seien nun

Yo([tj, tj1]) U {”Y% (tj41),7 %( )} fir k=0
By o= { {ve (), v (ti), v (G41), v ()} fir 1 <k < N—2
{ya1(t ). Y )} Ui t])  fii k= N—1.

je vier Punkte im Fall 1 < k£ < N — 2 und Teilstiicke der Spur von 7, y; mit
zwel weiteren Punkten fiir £ = 0, N — 1. Nach Konstruktion gilt diam(By;) < A,
so dafl es nach Lemma [[T.TTl eine offene Kreisscheibe U;,  der Uberdeckung gibt
mit By; C U;,,. Wegen der Konvexitdt von U, ; liegt mit je zwei Punkten auch
ihre Verbindungsstrecke in Uik].. Sei deshalb fir 1 <k < N —2

OBi; = 7 (L) 75 (1) U (100 en (1) Ui (en) e (6) Ui ()% ()

die geschlossene Kurve gebildet aus den gerichteten Kanten der Vierecke By;.
Fir k = 0 und £k = N — 1 ersetzen wir die Kanten durch die entsprechenden
Abschnitte der Kurven ~g, ;.

Nach Konstruktion ist dBy; eine geschlossene Kurve im Sterngebiet U;, ., auf
dem f holomorph ist. Nach Folgerung [T haben wir |, OBy, dz f(z) = 0 fiir alle

0<k<N-—1undO0<j<n-—1und deshalb in der Summe

N—-1n-—1

Y[ s /%dzf(Z)—/%dzﬂz),

k=0 j=0 Y 9Bk;j

da alle inneren Kanten doppelt, aber in umgekehrter Richtung durchlaufen wer-
den, wihrend sich die dufleren Kanten zusammenfiigen zu vy und zur negativ
orientierten Kurve —v;. U

Der Cauchysche Integralsatz ist zusammen mit Beispiel [[L4] die Grundlage der
gesamten Funktionentheorie. Seine Konsequenzen sind grundlegend verschieden
zur reellen Dfferentialrechnung. Aulerdem erlaubt er bereits die Berechnung kom-
plizierterer reeller Integrale durch Schlieen des Integrationswegs im Komplexen.
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Beispiel 11.14 In den Ubungen wird das Kurvenintegral der auf ganz C holo-
morphen Funktion f(z) = e " iiber ein Dreieck mit Eckpunkten 0, R, R(1 + ia)
berechnet und so auf die Fresnelschen Formeln [/ cos(t?)dt = [ sin(t*)dt =
%\/g geschlossen. Diese Rechnung kann ein wenig verallgemeinert werden auf

f(z) = 2% mit 0 < s < 1. Da die komplexen Potenzen in z = 0 nicht

erklart sind, mufl man die Ecke bei 0 durch einen Kreishogen ersetzen:
R+iaR

0 € 87
Im Limes € — 0 und R — oo erhilt 1mam durch die gleiche Rechnung wie in den

Ubungen fiir 0 < s < 1

o 1 o 1
/ dt t*~ ! cos(t?) = =I'(s) cos 12 : / dt t** Lsin(t?) = ~I'(s) sin 2 :
; 2 2 ; 2 2
/ dx x° ' cosw = T'(s) cos %8 , / dx x* 'sinz = I['(s) sin %8 .
0 0

Dabei ist I'(z) die auf C \ {0,—1,—2,...} definierte Gamma-Funktion, die uns
noch beschéftigen wird. Fiir Re(s) > 0 hat die Gamma-Funktion eine Darstel-
lung als uneigentliches Riemann-Integral, I'(s) = [° d¢t*~'e~". Im Sinus-Integral
existiert der Limes s — 0 mit [~ do 222 = Z. N

- =

12 Die Cauchysche Integralformel

Satz 12.1 (Cauchysche Integralformel) Es sei f holomorph in einer offenen
Teilmenge U C C, welche die abgeschlossene Kreisscheibe K, (a) mit Mittelpunkt
a € U und Radius r enthdlt. Der (orientierte) Umfang 0K, (a) der Kreisscheibe
ist die Kurve v, (t) = a+rel* mitt € [0,2x]. Dann gilt fiir jeden Punkt z € K,(a)

im Inneren des Kreises
1
f(z) = / dw f(w) :
Yr

27 wW— 2

Beweis. Zu z € K,(a) gibt es ein € > 0, so da die abgeschlossene Kreisscheibe
K. (z) um z mit Radius € im Inneren von K,(a) liegt. Sei 7.(t) = z + ee' mit
t € [0,27] der Umfang. Der entstehende (asymmetrische) Kreisring KR, :=
K,.(a)\ K.(z) werde aufgeschnitten entlang einer beliebigen (stiickweise differen-

zierbaren) Kurve 0 € KR, ..
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Dann ist £ (w ~ beziiglich w holomorph in einer Umgebung von K R, ., andererseits

ist die Kurve 0 U~ U (—0o) homotop zu 7,. Da sich die Kurvenintegrale iiber o
und (—o) wegheben, gilt nach Cauchyschem Integralsatz

R R AT

Die linke Seite ist unabhéngig von €, also konnen wir den Limes € — 0 betrachten.
( )

Da f in einer Umgebung von z komplex differenzierbar ist, ist ! (w) auf K, ( )
beschrankt. Da der Umfang L(7.) mit € gegen 0 geht, ist lim,_,o f dw W =

0. Die Cauchysche Integralformel folgt nun aus dem zentralen Be1sp1el @4 unter
Beriicksichtigung der Verschiebung v.(t) — z = ee', die auf f% dw ﬁ = 2mi

fiihrt. O

Man sieht im Beweis sofort, dafl wir die Kreisline ~, durch eine beliebige an-
dere zu 7, homotope Kurve ersetzen diirfen. Diese Verallgemeinerung nehmen wir
erst im Residuensatz vor. Uber die Cauchyche Integralformel lassen sich bereits
einfache Kurvenintegrale berechnen.

Beispiel 12.2 Sei 7,(t) = re'’, t € [0,27] und r € {1,3}. Dann gilt nach Parti-
albruchzerlegung

o B ey [T 5

Fiir » = 3 liegen z = 0 und z = —2 im Inneren des Kreises K3(0), so daf
wir f% dw eéﬁf;") = 27 (eXp(O) eXp(_Q)) = ir(1 — e7?) erhalten. Fiir » = 1 ist
exp(w)

5(w-+2) holomorph in einer Umgebung von Kl(()), so dafl das Teilintegral nach
Cauchyschem Integralsatz verschwindet. Es verbleibt f dw

exp(w)

P = mi. <

Der Mittelpunkt des Integrationskreises mufl nicht mit der Nullstelle des
Zahlers zusammenfallen. Sind beide gleich, so ergibt sich

Folgerung 12.3 (Mittelwertsatz) Unter den gleichen Voraussetzungen wie in
der Cauchyschen Integralformel gilt f(z) = i 027T dt f(z +rel).

Beweis. Setze a = z und beachte 7/.(t) = ire' = i(7,(t) — 2). O

Entscheidend fiir die gesamte Funktionentheorie ist die Tatsache, daff man den
Wert f(z) durch ein Kurvenintegral berechnen kann, wobei die Kurve auflerhalb
von problematischen Punkten der Funktion gewéhlt werden kann. Auflerdem geht
der Punkt z im Kurvenintegral gar nicht in die Funktion f ein, sondern tritt nur
im Faktor ﬁ auf. Dadurch lassen sich bemerkenswerte Aussagen gewinnen.
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Satz 12.4 (Potenzreihenentwicklung) Fine holomorphe Funktion f auf ei-
ner offenen Teilmenge U C C kann in jeder offenen Kreisscheibe K,(a) C U in
eine Potenzreihe f(z) = Y " a,(z — a)" entwickelt werden. Der Konvergenzra-
dius ist mindestens so grofS wie der Abstand des Mittelpunktes a zum Rand von
U. Die Entwicklungskoeffizienten sind gegeben durch die Integrale

1
o = - / PO
2mi K (a) (w — CL)"+1

fir einen beliebigen Radius 0 < r < p. Ist |f(w)| < M fiir alle w € 0K, (a), dann
kionnen die Koeffizienten abgeschdtzt werden durch |a,| < rMn

Beweis. Fir z € K,(a) mit r < p und w € 0K,(a) gibt es eine reelle Zahl
0<g<1,sodaB [Z=%] <1~ q. Dann gilt

w—z w—a 1-—224 wW—a
w—a

fw) _ fw) 1 Jw) i(g)@

wobei die Reihe, die durch > 7 (1 —¢)" = % majorisiert wird, gleichmdf$ig kon-
vergent ist. Damit vertauschen Summe und Integral, und es gilt

Die Abschitzung ergibt sich aus | (wf (;3’,)1 | < 2% fiir alle w € 9K, (a) und der
Léange 27r des Randes. U

Als wichtige Konsequenz ergibt sich:

Folgerung 12.5 Jede holomorphe Funktion f : U — C ist beliebig oft komplex
differenzierbar (Satz von Goursat), alle Ableitungen f*) sind holomorph und ge-
geben durch

k!
f(k)(z) = /BK " dw 7(10 Ji(lj))kﬂ , z € K,(a) . O

Diese Aussage ist grundlegend verschieden von der reellen Differentialrechnung:
Fiir eine reell differenzierbare Funktion mufl die Ableitung nicht einmal stetig sein
(z.B. f(z) = z*sin %) Selbst wenn eine Funktion beliebig oft reell differenzierbar
ist, muf} sie nicht in eine Potenzreihe entwickelbar sein (z.B. f(z) = e 3 in
x =0).

Umgekehrt gelesen kénnen wir nun (eventuell nach Partialbruchzerlegung)
auch Funktionen mit mehrfachen Nullstellen im Nenner integrieren:
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Beispiel 12.6 Mit f(z) = sin(z) gilt

sin(w) 27, ,
dw ———= = — (1) = 2micos(1) . N
/8K1(1) (w—1) 1! @ @

Der folgende Satz ist eine Art Umkehrung des Cauchyschen Integralsatzes:

Satz 12.7 (Morera) Sei U C C offen und f : U — C (nur!) stetig. Fir jedes
Dreieck A mit A C U gelte faA dz f(z) = 0. Dann ist f sogar holomorph auf U.

Beweis. Nach gleicher Uberlegung wie zuvor (z.B. Satz [LTH) konstruiert man
in einer offenen Kugel K (z) mittels F(z) = f; dw f(w) (das Wegintegral in
F(z) verlauft entlang der Strecke von zy nach z) eine holomorphe Stammfunk-
tion F' : U — C mit F'(z) = f(z). Nach Folgerung existiert dann aber

[(z) = F'(2), <

Insbesondere ist eine stetige und bis auf endlich viele Punkte holomorphe Funk-
tion f : U — C nach Lemma von Goursat und Satz von Morera sogar auf ganz
U holomorph.

Satz 12.8 Ist f(z) = > oy ar(z — 20)F eine in Kgr(zy) konvergente Potenzreihe,
dann kann f um jeden Punktw € Kg(zy) in eine Potenzrethe f(z) = > " by (z—

w)™ entwickelt werden. Der Konvergenzradius dieser Reihe ist mindestens R —

k
|w — 20|, und es gilt b, = Z (n) ar(w — 2)"

k=n

Beweis. f ist holomorph in w € Kg(zp) und deshalb in eine Potenzreihe ent-
wickelbar. Der Konvergenzradius folgt aus Satz [[2.4 sowie

1
b, = —
n!

"(w) = %Zam — 1) (b =n+1)(w = z)" " O

Oft ist der Konvergenzradius der umentwickelten Reihe grofier als R — |w — 2], so
daf die umentwicklete Reihe die Funktion f iiber Kg(zo) hinaus fortsetzt. Man
spricht dann von einer analytischen Fortsetzung von f.

Beispiel 12.9 Es sei f(z) = >, 2" mit Konvergenzradius R = 1. Wir ent-
wickeln f um w = —%. Innerhalb des Konvergenzkreises ist

f(Z):lizzs (i+%):§;(§<z+%>>n'

5 —

Die Reihe konvergiert fiir |z + %| < % und wird damit auf einen gréfleren Kreis
analytisch fortgesetzt. <
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Eine komplexe Funktion f, die iiberall auf C definiert und holomorph ist, heift
ganze Funktion. Nach Satz [[Z4] gibt es fiir eine ganze Funktion f die Darstellung
f(z) =300 a,z" mit Konvergenzradius oo.

Satz 12.10 (Liouville) Jede beschrinkte ganze Funktion ist konstant.

Beweis. Ist |f| < M auf C, dann erfiillen die Entwicklungskoeffizienten nach
Satz [Z4] die Abschétzung |a,| < 2% fiir beliebiges r > 0. Also ist a,, = 0 fiir alle
n>1und f(z) = ap. O

Der Satz von Liouville hat kein Analogon in der reellen Differentialrechnung.
Z.B.ist f(x) = sinx beliebig oft differenzierbar auf R, beschrénkt, und nichtkon-
stant.

Satz 12.11 (Fundamentalsatz der Algebra) Jedes Polynom vom Grad > 1
mit komplexen Koeffizienten besitzt in C eine Nullstelle.

Beweis. Angenommen, das Polynom P habe keine Nullstelle, dann ist & holo-
morph auf ganz C. Auerdem ist ( y 0 fiir |2| — oo, d.h. 1st beschrankt

Nach dem Satz von Liouville ist — dann konstant, also wére auch P konstant.
Widerspruch. O

Nach Abdividieren der Nullstellen 148t sich somit jedes komplexe Polynom P(z) =
> h_o axz® vom Grad n, normiert auf a,, = 1, faktorisieren in P(z) = [[[_,(z—b;).
Der Satz von Liouville hat folgende Verallgemeinerung;:

Satz 12.12 Fiir eine ganze Funktion f : C — C gelte |f(2)| < a|z|? + b fiir ein
d € N und Konstanten a,b > 0. Dann ist f ein Polynom vom Grad < d.

Beweis. Es gilt f(z) = Y07, a,2" mit Konvergenz fiir alle z € C. Fiir alle w €
K. (0), mit 7 > 0 beliebig, gilt die Abschiitzung |f(w)| < ar? + b und dann nach
Satz IZA |a,| < ard™" + br~=4. Somit a, = 0 fiir alle n > d. O

13 Struktursitze
13.1 Nullstellen

Definition 13.1 Sei f : U — C holomorph. Ein Punkt 2y € U heiBt k-fache
Nullstelle von f, falls 0 = f(z) = f'(20) = - -+ = f*Y(2) und f#)(z) # 0.

Nach dem Satz iiber implizite Funktionen (im Reellen) ist die holomorphe Funk-
tion f in einer Umgebung einer einfachen Nullstelle z, (allgemeiner: jedes zp mit
f'(z0) # 0) diffeomorph. Das bleibt auch im Komplexen richtig: f : U — C
ist in 2o lokal biholomorph, d.h. es gibt eine offene Umgebung Uy C U von z,
sodaB f : Uy — Vo := f(Up) bijektiv (und holomorph) ist mit holomorpher
Umkehrfunktion. Deren Ableitung ist, wie iiblich, (f~1)(f(z)) = f,%z).
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Liegt in 2y eine mehrfache (k > 1) Nullstelle vor, so kann f in 2y nicht
bijektiv sein. Genauer liegt (wie schon bei den Einheitswurzeln) eine k-fache
Mehrdeutigkeit vor. Zunéchst konstruiert man eine Wurzel:

Satz 13.2 Sei f : U — C holomorph mit k > 1-facher Nullstelle zg € U. Dann
gibt es eine auf einer Umgebung Uy C U wvon zy biholomorphe Funktion h mit
einfacher Nullstelle in zy und f(z) = (h(2))* fiir alle z € Uy.

Bewers. f 148t sich in einer Umgebung von z; in eine Potenzreihe enwickeln, die
erst in k-ter Potenz beginnt:

f(z) = Zan(z —20)" = (2 = 2)"g(2) mit g(z) #0.
n=k

Gegebenenfalls nach Verkleinerung der Umgebung gilt (wegen Stetigkeit) g(z) #
0 fiir alle z € Uy. Nach einer Ubungsaufgabe (Blatt 6, Aufgabe 1b) gibt es eine
holomorphe Funktion H : Uy — C mit H* = g und H(z) # 0. Setze h(z) =
(z — 20)H(2). O

Offenbar gibt es neben h(z) = ho(z) genau die weiteren Losungen hy(z) =
h(z)e® mitl=1,2,...,k—1von (l(2))* = f(z). Zunichst konnte [ von Punkt
zu Punkt variieren; fiir eine holomorphe (insbesondere stetige) Losung hy(z) muf
[ aber konstant auf jeder Zusammenhangskomponente sein.

Satz 13.3 Sei G C C ein Gebiet, f : G — C holomorph mit k > 1-facher
Nullstelle zy € G. Dann gibt es zu jedem gentigend kleinen € > 0 eine Umgebung
Ue von zy, die durch f auf K.(0) abgebildet wird, wobei jedes w € K.(0) \ {0}

genau k-fach und 0 genau einmal (namlich in zy) angenommen wird.

Beweis. Nach Satz gibt es in einer Umgebung von z; eine Darstellung
f(z) = (h(2))F (trivialerweise fiir k = 1) mit A holomorph und mit einfacher
Nullstelle zg. Somit ist A lokal biholomorph, d.h. es gibt offene Umgebungen U,
von 2o und Vy von 0 = h(zp), so dafi die eingeschrénkte Abbildung h : Uy — Vj
bijektiv und holomorph ist mit A=! : Vj — U holomorph. Fiir ein geniigend
kleines € > 0 ist K yz(0) C Vj. Das Urbild U, := h™" (K (0) hat die gewiinschten
Eigenschaften: h(U.) = K yz(0), somit f(Uc) = (h(K 1£(0)))" = K(0). Wir be-
trachten die Kreissektoren W; := {w € K (0) \ {0} : 2 < arg(w) < Mkﬂ)}
mit [ € {0,1,...,k — 1}. Dann ist h~! bijektiv auf jedem W;, aber jedes W,
wird unter w; — wf auf ganz K.(0) \ {0} abgebildet. Somit hat f(z) = w fiir
w € K.(0)\ {0} genau k Urbilder in U.. Wegen h(zp) = 0 und h bijektiv ist 2
die einzige Losung von h(z) = 0, und dann von h(z)" = 0 auf U.. O

13.2 Identititssatz und Gebietstreue

Holomorphe Funktionen erfiillen folgenden
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Satz 13.4 (Identitétssatz) FEs sei G C C ein Gebiet. Dann sind fir zwei ho-
lomorphe Funktionen f,g: G — C dquivalent:

=g
ii) Die Identitatsmenge {w € G : f(w) = g(w)} hat einen Hdiufungspunkt
in G.

iii) Es gibt ein zy € G, so daf f*®)(z0) = g®(20) fiir alle k € N.

Beweis. 1)=+ii) ist klar.

ii)=iii) Fiir h = f — g hat die Nullstellenmenge von h einen Haufungspunkt
2 € G. Angenommen, es gibe ein k € N mit h*)(2,) # 0, und sei n das Mi-
nimum dieser k. Wegen Potenzreihenentwicklung ist h(z) = (z — z9)"h,(z) mit
ha(2) = Y oo ar(z — 20)* und hy,(29) # 0. Wegen der Stetigkeit von h,, gilt dann
auch h,(z) # 0 fiir alle z aus einer e-Umgebung von zy, im Widerspruch zur
Voraussetzung, dafl zy Haufungspunkt der Nullstellenmenge ist.

iii)=i) Essei h = f—gund S}, := {w € G : h™ (w) = 0}. Als Urbild einer ab-
geschlossenen Menge unter einer stetigen Abbildung ist Sy, abgeschlossen in G. Da
der Durchschnitt beliebig vieler abgeschlossener Teilmengen wieder abgeschlos-
sen ist, ist S :=[),—, Sk abgeschlossen in G. Andererseits ist S auch offen in G,
denn fiir z; € S ist die Potenzreihenentwicklung von A in einer beliebigen offenen
Kreisscheibe K (z1) € G die Nullreihe. Damit verschwinden sémtliche Ableitun-
gen h¥)(2) fiir alle z € K(z1), also ist K.(z;) C S. Da G zusammenhiingend ist,
folgt S = G. O

Bemerkenswert ist, dafl f = ¢ in ganz G aus zwei entgegengesetzten Bedin-
gungen folgt: Aus der Gleichheit aller Ableitungen an nur einem Punkt sowie aus
der Gleichheit an geniigend vielen Punkten in G. Das ist grundlegend verschieden
vom reellen Fall. Fiir die Funktionen f(z) = 0 und g(z) = ¢37 sind in z = 0
alle Ableitungen gleich, aber offenbar ist f # g. Als wichtige Konsequenz ergibt
sich, daf holomorphe Funktionen f, g auf einem Gebiet G, die auf I C R (also
als reelle Funktionen) iibereinstimmen, bereits auf ganz G identisch sind.

Beispiel 13.5 Fiir den komplexen Logarithmus gilt L(1 + z) = >".° %zkﬂ

fir alle z € K;(0), denn 1+ z € C_, und die Gleichheit gilt auf dem reellen
Intervall |—1,1[. q

Beispiel 13.6 Man bestimme alle in einem Gebiet G > % definierten Funktionen
f: G — Cmit f(%) = L fiir allen € N*. Setze z, = 2’;:;11, dann ist (2n+1)z, =
n+1, also z, — 1 = n(1 — 2z,) und schlieBlich 2 = Z—fo Somit stimmt f(2)

mit =2 {iberein auf einer Teilmenge mit Haufungspunkt. Nach Identitétssatz ist

f(z) = =% die einzige Losung. q
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Satz 13.7 (von der Gebietstreue) Sei G C C ein Gebiet (offen, nichtleer,
zusammenhdngend) und f : G — C holomorph und nicht konstant. Dann ist

auch f(G) C C ein Gebiet.

Beweis. Da f stetig ist, ist mit G auch f(G) zusammenhéngend (und wie G nicht
leer). Verbleibt zu zeigen, daBl f(G) offen ist. Sei wy = f(z0) € f(G) beliebig. Da
f nicht konstant ist, hat F'(z) := f(2) —wy in zy eine Nullstelle endlicher Ordnung
(sonst wire F' = 0 nach Identitdtssatz und damit f konstant). Sei also zy eine k-
fache Nullstelle, dann gibt es nach Satz[[33 ein € > 0 und eine Umgebung U, (z)
derart, dal F(U.(zy)) = K.(0) ist. Nach Verschiebung folgt f(U.(zy)) = K¢(wo),
und f(G) ist offen. O

Eine vergleichbare Aussage im Reellen wire falsch. Beispielsweise ist sin(]0, 27[) =
[—1,1] kein Gebiet.

Folgerung 13.8 Sei G C C ein Gebiet, f : G — C holomorph mit i) Re f oder
ii) Im f oder iii) | f| konstant. Dann ist f selbst konstant.

Beweis. In allen Féllen ist f(G) kein Gebiet. O

Die Aussage liele sich auch iiber die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichun-
gen beweisen.

Folgerung 13.9 Sei f : G — C holomorph und g holomorph in einer Umgebung
von f(G). Ist g o f konstant auf G, so ist schon f oder g konstant.

Beweis. Ist f nicht konstant, dann ist f(G) ein Gebiet. Also mufl g konstant sein.
O

Wegen Gebietstreue liegt Biholomorphie allein unter Annahme der Injektivitéat
Vor:

Satz 13.10 Sei G C C ein Gebiet und f : G — C holomorph und injektiv. Dann
gilt f'(z) # 0 fir alle z € G, d.h. f: G~ f(G) ist biholomorph.

Beweis. Die holomorphe Funktion f’ kann nicht identisch Null sein, da sonst f
konstant und nicht injektiv. Also (Identitdtssatz) liegen alle Nullstellen von f
diskret (ohne Haufungspunkt). Die Abbildung f : G — f(G) ist stetig, bijektiv
mit stetiger Umkehrfunktion f~' = g. Denn ist U C G offen, dann ist nach
Gebietstreue f(U) = g ' (U) C f(G) offen, und g = f~! ist stetig.

Sei A ={z € G : f'(2) = 0} die Nullstellenmenge von f’. Dann ist f :
G\ A f(G)\ f(A) biholomorph, d.h. f~!: f(G) — G ist stetig und auBerhalb
f(A) holomorph. Wegen Stetigkeit kann auch f(A) keine Haufungspunkte haben.
Damit gibt es in jedem abgeschlossenen Dreieck A C f(G) nur endlich viele
Punkte, in denen f~! stetig, aber nicht holomorph ist. Nach dem Lemma von
Goursat gilt dennoch faA dz f~}(z) = 0, so daB nach Satz von Morera f~! sogar
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global holomorph ist auf ganz f(G), mit (f~1)(f(2)) = ﬁ fiir alle z € G. Somit
ist A=02. O

Im Reellen reicht Bijektivitédt nicht, wie das Beispiel der differenzierbaren und
injektiven Funktion f(z) = 2* zeigt: Hier ist f'(0) = 0, und die Umkehrfunktion
ist in 0 zwar stetig, aber nicht differenzierbar.

Bilder einfach zusammenhingender Mengen (jede geschlossene Kurve ist kon-
trahierbar) unter holomorphen Abbildungen miissen nicht wieder einfach zusam-
menhéngend sein, wie das Beispiel exp : C — C* zeigt. Man braucht (und es
geniigt) Injektivitdt sowie folgende topologische Beobachtung:

Lemma 13.11 Ein Gebiet G C C ist genau dann einfach zusammenhdngend,
wenn fﬂ/ dz f(z) =0 fir jede holomorphe Funktion f : G — C und jede geschlos-
sene Kurve v : o, ] — G.

Beweisskizze. Zu zeigen bleibt: Aus ‘nicht einfach zusammenhéngend’ folgt: Es
gibt f,y mit nichtverschwindendem Kurvenintegral. Jede geschlossenen Kurve
v : o, B] = G ist in C kontrahierbar, aber eine entsprechende Homotopie fiihrt
notwendig iiber einen Punkt zy; € C\ G. Dann ist v auch in C\ {2} nicht
kontrahierbar, 1afit sich aber deformieren in einen Kreis mit Mittelpunkt zg,
der (n > 1)-mal um z; herumlduft. Man rechnet nach (wird spéter prézisiert):
f7 9 — 42rin. Die linke Seite kann wahlweise in G oder C \ {zy} betrachtet

z—z9
werden. 0

Satz 13.12 FEin Gebiet G C C sei einfach zusammenhdingend. Ist F : G —
F(G) C C holomorph und bijektiv, dann ist das Gebiet F(G) ebenfalls einfach

zusammenhdngend.

Beweis. Sei f : F(G) — C holomorph, dann ist (f o F')F" holomorph auf G,
so dafl nach Cauchyschem Integralsatz jedes Kurvenintegral iiber eine geschlos-
sene Kurve v : [o, 5] — G mit y(a) = () verschwindet. Nach Definition des
Kurvenintegrals und Kettenregel gilt

B
0= / dz (f o F(2)F'(2) = / dt F(F (D) F' (1) (1) = / v ).

Wegen Bijektivitdat kann fiir F'(v) jede geschlossene Kurve in f(G) gewahlt wer-
den, und f(G) ist einfach zusammenhéngend. O

13.3 Maximumprinzip

Satz 13.13 Sei G C C ein Gebiet. Fine holomorphe Funktion nehme auf G ein
(globales oder lokales) betragsmdifliges Maximum an, d.h. es gibt ein zo € G mit
|f(z0)| > |f(2)| fiir alle z € G bzw. alle z einer Umgebung von zy. Dann ist f
konstant.
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Beweis. Wére f nicht konstant, dann enthélt f(G) wegen Gebietstreue eine offene
Kugel K(f(20)), in der es |f(z)] > | f(20)| gibt, Widerspruch.

Jedes lokale Maximum ist globales Maximum in einer geniigend kleinen Kugel
K (2p), in der f dann konstant ist. Nach Identitdtssatz ist f dann auf ganz G
konstant. U

In den Ubungen soll ein direkter Beweis des Maximumprinzips gefiihrt werden.
AuBerdem werden Maxima auf dem Rand diskutiert, falls sich f stetig auf G
fortsetzen 14a83t.

Eine vergleichbare Aussage im Reellen wére falsch. Beispielsweise hat e~
jedem offenen Intervall |— R, R[ ein betragsmafiges Maximum.

2 .
7 in

Satz 13.14 (Minimumprinzip) Sei G C C ein Gebiet. Eine holomorphe
und nichtkonstante Funktion nehme in a € G ein (globales oder lokales) be-
tragsmdfiges Minimum an. Dann ist f(a) = 0.

Beweis. Wére f(a) # 0, dann ist % holomorph auf G und nimmt in a ein be-
tragsméfiges Maximum an. Widerspruch zu f nichtkonstant. U

Hieraus ergibt sich ein weiterer kurzer Beweis des Fundamentalsatzes der Alge-
bra: Ein Polynom mufl nach Extremwertsatz in jeder abgeschlossenen Kreisschei-
be Kr(0) ein betragsmifiiges Minimum haben. Ist der Grad des Polynoms > 1
und R geniigend grof}, so kann dieses Minimum nicht auf dem Rand liegen; nach
Minimumprinzip ist es gleich 0.

Eine vergleichbare Aussage im Reellen wire falsch. Beispielsweise hat 1 + 22
in jedem offenen Intervall |— R, R ein betragsméfBiges Minimum # 0.

Eine weitere Anwendung betrifft Abbildungen von K;(0) in sich selbst:

Satz 13.15 Sei f: K1(0) — K1(0) holomorph mit f(0) = 0. Dann gilt:
i) [f(2)] < |z| fir alle z € K1(0) (Schwarzsches Lemma).

i) f/(0) < 1.
iii) Gilt Gleichheit, d.h. |f(a)| = |a| fir ein a € Ky(0), dann ist [ eine
Drehung: f(z) = (z fir ein ¢ € C mit || = 1.

Beweis. 1)+ii) f 1a8t sich um 0 in eine Potenzreihe entwickeln mit Konvergenz-

radius > 1. Der Koeffizient ay verschwindet, so dafl g(z) := 1@ Yoo g ang1 2™

Sei 0 < r < 1. Wegen |f(2)] < 1 gilt [g(2)| < + zunéchst fiir alle > € C mit

|z| = r, nach Maximumprinzip auch fiir alle z € C mit |z| < r. Im Limes r — 1
entsteht |g(2)] < 1 und dann |f(z)| < |z| und ¢(0) = f/(0) < 1.

Ist |f(a)| = |a|, dann nimmt |g(a)| = 1 das Maximum an. Somit ist g konstant
und f(z) = gz. O

Wir kénnen nun die biholomorphen (f bijektiv und f, f~! holomorph) Selbstab-
bildungen des Einheitskreises vollstandig beschreiben:
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Satz 13.16 Sei f : K1(0) — K(0) biholomorph. Dann gilt f(z) = (Z=% fiir ein
a € K1(0) und ein ¢ € C mit || = 1.

Beweis. Die Abbildung f,(z) := Z=% ist wegen |az| < 1 holomorph auf K;(0).

az—1
Wegen
jaz — 1" =1-az — Za+ |a*|z]* = (1 —|a])*(1 = |2])* +|z —a* (%)
>0

gilt |z—al < |az—1|, d.h. f, : K1(0) — K;(0) ist eine holomorphe Selbstabbildung
des Einheitskreises. Sie erfiillt

. fa(Z)—(l _ ;z_—al —a _ z—|a\2z _
falfal2)) = afa(z)—1 az==%—1 —JaP+1

Somit ist f, bijektiv mit f; ! = f, und dann auch biholomorph.

Setze fiir die gegebene biholomorphe Abbildung a := f~'(0) und betrachte
g := fo f,. Dann ist auch g : K;(0) — K;(0) biholomorph mit ¢(0) = f(a) = 0.
Wegen [g(2)| < 2| = [g7"(g(2)] < 1g(2)] ist |g(z)| = |2[ und dann g(z) = (2, also
f(Z) =fo fa(fa(z)) = g(fa(z)) = Cfa<z>' O

Bemerkung 13.17 Ein wichtiges Theorem der Topologie ist der Browersche
Fizpunktsatz, nach dem jede stetige Abbildung f : K;(0) — K;(0) (nicht not-

wendig bijektiv!) einen Fixpunkt hat, f(z9) = 2 fiir ein 2 € K;(0). Das Theo-
rem verallgemeinert sich auf stetige Abbildungen f : K — K fiir eine konvexe
(homoomorph zu K (0) geniigt) kompakte Teilmenge K C R™.

Wir fragen nach Fixpunkten zo = (724 € K;(0), also az§ —(1+)z+Ca = 0.
Sei zundchst a = 0. Fiir ( = —1 ist f die Identitédt f(z2) = z, und jeder Punkt
ist Fixpunkt. Fiir ¢ # —1 ist der Mittelpunkt z; = 0 die einzige Losung. Ist

a # 0, dann gibt es zwei Losungskandidaten z;, 2o mit 212 = % (vom Betrag

1). Somit folgt: Entweder gibt es genau einen Fixpunkt zy € K;(0), oder beide
Kandidaten zq, z5 liegen auf dem Rand des Einheitskreises. Im letzten Fall hat
f: Ki1(0) = K;(0) gar keinen Fixpunkt. Hier kann man a € K7(0) und z; € C mit
|z1| = 1 beliebig vorgeben: Nach (*) im Beweis von Satz [3.1d liegt ¢ := zl‘zl—:;

auf dem Rand des Einheitskreises, und es ergibt sich 2z, = ‘%Ii’?—:j
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Teil IV
Der Residuensatz

Der Residuensatz stellt eine umfassende und fiir viele praktisch auftretende Rech-
nungen entscheidende Verallgemeinerung der Cauchyschen Integralformel dar.
Wir konnen beliebige geschlossene Wegintegrale iiber Funktionen ausfiihren, die
holomorph bis auf isolierte Singularitéten sind.

14 Isolierte Singularitéiten

Definition 14.1 Sei U C C offen, a € U und f : U \ {a} — C holomorph. Dann
heiBt a eine isolierte Singularitat von f.

In manchen Féllen handelt es sich nicht wirklich um eine Singularitét:

Satz 14.2 (Riemannscher Hebbarkeitssatz) Fs sei f eine auf U\ {a} holo-
morphe Funktion, und es existiere eine Umgebung V- C U von a € U, so dafs f
auf V\{a} beschrinkt ist. Dann gibt es eine Fortsetzung f von f, die holomorph
auf ganz U ist.

Beweis. Wir definieren eine Funktion g : U — C durch

g(z) = { (z—a)2f(z) firz#a

0 fir z=a

Wegen der Beschrianktheit von f auf V' \ {a} ist g holomorph auf V' \ {a} und

dann auf U \ {a}, und es gilt ¢'(a) = lim,_,, % = 0. Damit besitzt g die
Potenzreihenentwicklung ¢(z) = >~ , a,(z — )", und die Fortsetzung von f
kann definiert werden als f(z) := " api2(z — a)™ O

Definition 14.3 Eine isolierte Singularitdt a € U von f: U — C heiBt
i) hebbar, falls f holomorph in den Punkt a fortgesetzt werden kann;

ii) Pol, falls keine holomorphe Fortsetzung in a existiert, aber ein k& € N* derart,
daB (z—a)k f holomorph in den Punkt a fortgesetzt werden kann; die kleinste
derartige Zahl k heiBt die Ordnung des Pols;

iii) wesentliche Singularitit, wenn sie weder hebbar noch Pol ist.

Die Funktion f : U — C heiBt meromorph, wenn sie bis auf Pole in U holomorph ist
(wesentliche Singularitdten werden ausgeschlossen).

Der Punkt a ist genau dann ein k-facher Pol von f, wenn es in U eine Darstellung
f(z) = 2 gibt, wobei g holomorph in U ist (insbesondere auch in @) und

(z—a)*

g(a) # 0 gilt. Wesentliche Singularitéiten existieren:
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Beispiel 14.4 exp(l) = > 2" hat in a = 0 eine wesentliche Singularitét:

n=0 n!

Fiir jedes k € N bleibt z* exp(%) unbeschriankt in einer Umgebung von 0. <

Jede rationale Funktion ist meromorph: Mehr noch: die rationalen Funktionen
sind genau die auf der sogenannten Kompaktifizierung C = C U {oco} meromor-
phen Funktionen.

Satz 14.5 Die Menge M(U) der meromorphen Funktionen auf U C C bildet
einen Korper, in dem die Nullfunktion 0(z) = 0 fir alle z € U das neutrale
Element der Addition ist und die konstante Funktion 1(z) =1 fir alle z € U das
neutrale Element der Multiplikation.

Beweis. Seien fi, fo : U — C meromorph. In der Ndhe von a haben beide eine

Darstellung fi(2) = (z — a)*¢g1(2) und fo(2) = (2 — a)*?go(2) mit k; € Z und

gi(z) # 0 in einer Umgebung von a. Dabei liegt fiir k; > 0 eine k;-fache Nullstelle

vor; und dieses k; ist nach Identitdtssatz endlich fiir alle f; # 0. Dann sind Sum-

men (klar) und Produkte meromorph, nimlich (f; f2)(2) = (z — a)*1**2g,(2)ga(2)

in einer Umgebung von a. Weiter sind alle meromorphen Funktionen f; # 0
1

invertierbar, lokal mit (f—ll)(z) =(z—a)™ - Die weiteren Kompatibilitédten

rechnet man leicht nach. O

Satz 14.6 Sei a € U 1usolierte Singularitat von f : U — C. Die Funktion f hat
genau dann einen Pol in a, wenn lim,_,, |f(2)| = +oo.

Beweis. (=) folgt aus f(z) = (ngz))k mit g(z) # 0 und g beschrinkt in einer
Umgebung von a.

(<) hier 148t sich % holomorph in eine Umgebung von a fortsetzen mit %(a) =
0. Somit hat %(a) eine Darstellung %(z) = (2 — a)*g(2) mit k > 0 endlich und

9(z) # 0 in einer Umgebung von a. Dann folgt f(2) = (+ —a)* 5. O

Folglich muf} eine Funktion in der Néhe einer wesentlichen Singularitéit wild
oszillieren:

Satz 14.7 (Casorati-Weierstrafl) Ein Punkt a € U ist genau dann wesentli-
che Singularitit von f: U — C, wenn es zu jedem w € C eine Folge (z,)nen gibt
mit im,, o0 2, = a und lim,_, f(2,) = w. Mit anderen Worten: f(z) kommt in
jeder Umgebung von a jedem vorgegebenem Funktionswert beliebig nahe.

Beweis. (<) Dann hat |f(z)| keinen Grenzwert fiir z — a, kann also weder Pol
noch hebbar sein.

(=) Wir nehmen das Gegenteil an, d.h. es gibt ein w € C, eine Umgebung

V von a und ein € > 0, so dal |f(z) —w| > € fiir alle z € V' \ {a}. Dann ist

g(z) = m holomorph auf V'\ {a} und in der N&he von a durch 1 beschrénkt.

Somit wére ¢g holomorph nach a fortsetzbar, und f(z) = w+ ﬁ hétte in a einen
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Pol oder eine hebbare Singularitit. Widerspruch. U
Mit fiir diese Vorlesung zu grofem Aufwand 148t sich weit mehr beweisen:

Satz 14.8 (Picard) Mit hichstens einer Ausnahme nimmt f in jeder Umgebung
einer wesentlichen Singularitit jede komplexe Zahl unendlich oft an.

N S :
Fiir ez wird w = 0 nicht angenommen.

15 Laurent-Reihen und Residuum

Ist f holomorph in U \ {a} und liegt in @ ein Pol der Ordnung k vor, dann war
f(z) = % mit g holomorph in einer Umgebung von a. Da g eine Potenzrei-

henentwicklung g(z) = Yo7, by(z — @)™ hat, folgt f(z) = > or (bu(z —a)"F =
Zf}k buik(z —a)" =: Zzosz an(z —a)™.

Definition 15.1 Eine Reihe f(2) =3 >° , a,(2—a)" mita, a,, € C heiBt Laurent-
Reihe. Dabei heiBt f~(2) :== 3.1 an(z—a)" =32, a,n(ﬁ)n Hauptteil der

Laurent-Reihe, und f*(2) := >  a,(z—a)™ heiBt Nebenteil der Laurent-Reihe. Die
Laurent-Reihe heiBt konvergent, wenn Haupt- und Nebenteil fiir sich konvergieren.

Der Hauptteil habe den Konvergenzradius r*, d.h. er konvergiert fiir alle z € C
mit Z%(I‘ < r* bzw. |z —a| > r := L. Fiir die Laurent-Reihe einer Polstelle bricht
der ﬁauptteil der Laurent-Reihe ab, d.h. der Konvergenzradius ist 7* = oco. Der
Nebenteil habe den Konvergenzradius R, d.h. er konvergiert fiir alle z € C mit
|z —a| < R. Somit gilt:

Satz 15.2 Sei f(z) eine Laurent-Reihe mit Konvergenzradien r* bzw. R wvon
Haupt- bzw. Nebenteil. Dann konvergiert die Laurent-Reihe

i) absolut in einem Kreisring K, g(a) := {z € C : r < |z —a| < R} mit
r= ri gegen eine in K, g(a) holomorphe Funktion, falls r*R > 1,

ii) in keiner offenen Teilmenge von C, falls r*R < 1.
Fiir die Laurent-Reihe einer Polstelle kann r beliebig gewéhlt werden innerhalb

0<r<R.

Satz 15.3 Jede auf einem Kreisring K, g(a) holomorphe Funktion f lafst sich
eindeutig zerlegen in f(z) = ft(z) + f~(2), wobei f* : Kr(a) — C und f~ :
C\ K,.(a) — C holomorph sind mit f~(z) — 0 fir |z| — cc.

Beweis. Zunichst zur Eindeutigkeit. Angenommen, es gédbe zwei Darstellungen

f(2) = [ (2) + f1 (2) = £ (2) + f5 (2), danm gilt fi7(2) = fy"(2) = f1 (2) = i (2)
auf K, g(a). Dabei ist fi7(z) — f5 (z) definiert fiir |z —a| < Rund f5 (2) — f; (2)
fiir |z — a|] > r. Da beide Darstellungen auf einer Teilmenge mit Haufungspunkt
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iibereinstimmen, handelt es sich um Einschrdankungen derselben auf ganz C ho-
lomorphen Funktion g, die wegen f; (z) — f; (2) — 0 fiir |2| — oo beschrénkt ist.
Nach dem Satz von Liouville ist ¢ konstant, die Bedingung bei |z| — oo erzwingt
g=0.

Wir zeigen, dafl die in K. g(a) holomorphe Funktion folgende Darstellung hat:

f(z)—i dw f(w)_L/aK()dw f(w) (*)

~ 2mi 0K py () w—z 27 w—z

fiir beliebige p1,po mit 7 < p; < |2 — a] < py < R. Dazu schneiden wir den

Kreisring K, ,,(a) auf entlang eines Schnittes o, der z nicht trifft. Betrachte die
geschlossene Kurve v = 0K,,(a) Uo U (=0K), (a)) U (—0) in K, g(a). Unter Be-
achtung der Orientierungsumkehr der Abschnitte —o und —0K,, (a) la8t sich die

rechte Seite von (*) schreiben als (x) = 5= fy dw % Aber v ist im Holomor-

phiegebiet K, g(a) \ {z} von w 10) homotop zur Kreiskurve 9K, (z). Somit

w—=z

folgt (%) = o= . oK. () AW {U (1_”; = f(z) nach Cauchyscher Integralformel.

Wir setzen
1 1
B R -1 e T
271 Jor,, (a) w—z 211 Jor,, (a) w—z

Beide Funktionen sind in allen Punkten z holomorph, die nicht auf der Integra-
tionskurve 0K, (a) liegen, insbesondere (nach geeigneter Wahl der p;) in jedem
z € Kg(a) fir f7 und in jedem z € C\ K,(a) fur f~. Aber nur im Kreisring
r < |z—al < R stimmt f* 4 f~ mit f {iberein! SchlieBlich gilt f~(z) — 0 fiir
2| = o0, da f(w) und Umfang beschrénkt sind, wihrend —— — 0 fiir 2| — oco.

0

Folgerung 15.4 Jede auf einem Kreisring K, r(a) holomorphe Funktion f laft
sich eindeutig in eine in jedem z € K, g(a) alsolut konvergente Laurent-Reihe
f(z) =327 an(z —a)" entwickeln, mit

1
o - L P I CON
271 J ok (a) (w—a)"t!

fiir einen beliebiges r < p < R. Ist |f(w)| < M fir alle w € 0K,(a), so folgt
|a,| < & fiir alle n € Z.

Beweis. Die Darstellung f*(z) = > a,(z—a)™ mit der angegebenen Formel fiir
an>o zeigt man wie in der Potenzreihenentwicklung (Satz [[ZZ4]) der Cauchyschen
Integralformel. Dabei steht in den Integralen zunéchst ps und nicht p; wegen der
Homotopieinvarianz der Integrale fiir a,, kann (nach der Aufspaltung in f*!) aber
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eine beliebige Kreiskurve innerhalb K, g(a) gewéhlt werden. Fiir f~ beachte man
lw —a| < |z — al fiir alle w € 0K, (a), somit

I 1 - 1 _ N (w—a)
w—z (w-—a)=(2=0)  (z-a)(1- 2 kzzo<z—a)’““'

Nach Umbenennung k+1=-nbzw.n+1=—k, mit n=—1,-2,..., entsteht

() =" w ——<—) (2 — a)". Wegen Homotopieinvarianz
nl oo 27r1 0K, (a )d (wf(a))+ W H
kann py durch p ersetzt werden.
Die Abschéitzung der a,, ist klar. O

Beispiel 15.5 Gesucht ist die Laurent-Entwicklung von f(z) = 1 in K .(1).
Wir vermeiden die Berechnung der Integrale und entwickeln die geometrische
Reihe um, wobei |z — 1| > 1, also ‘Z—El‘ < 1, zu beachten ist:

o] —1

B 1 B 1 1 B (—1)” B ntl n
f<z>—z_1+1—(Z_l)mz_il)—;7(2_1)”+1 —HZOO(—D 1)

Wir sehen, daf§ eine in 2 = a holomorphe Funktion durchaus eine Laurent-Reihe
mit Nebenteil haben kann, der nicht einmal abbrechenden mu#f! <

Im folgenden Beispiel brauchen wir das Cauchy-Produkt einer geometrischen Rei-
he und der Exponentialreihe:

Beispiel 15.6 Die Funktion f(z) = j{f—z; kann um jeden Kreisring in eine
Laurent-Reihe entwickelt werden, der {0,i} nicht enthélt. Wir diskutieren nur
drei der vielen moglichen Félle (direkt durch Umentwicklung der Potenzreihen,
nicht durch Berechnung der Integrale)'

i) [in Ko1(0)] Wegen W = T3 = 2reo 2'i(—1)* und Cauchy-Produkt

von Reihen gilt f(z) =1+ 3> ( ZJré LSS )Zrl k)z”.

i) [in Koi(i)] Wegen ; = (z—li)—i-i = o = 2keolZ — i)*(~1)i* und
eXp( ) = el exp(z—i) sowie sowie Cauchy-Produkt von Reihen gilt f(z) =

)-n+1 k

29+ T (X F ) (2 - )
iii) [m K 5,(1)] Nach Partialbruchzerlegung ist f(z) = ie(Lp(j_l) -

%) Wir entwickeln % = ZZOOZ(%)):H und = = m =
(211) =) (1 1) => 0o 1 k+1 Das Cauchy-Produkt bricht nun nicht ab:
e e/ (=1)F o i— 1)k o
e =ie 3 (T -y - oy
m=0 k=0 ' '

. - ie(=D* - (-1)" n
= Z ( Z CETEE )(z—l) . <

n=—00 k=max(0,—n—1)
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Die Beispiele zeigen, dafl in der folgenden Klassifizierung es ganz entscheidend
ist, daB Laurent-Entwicklung in einem Kreisring Ky (a) (innerer Radius beliebig
klein!) betrachtet wird. Ansonsten ist der Beweis klar:

Satz 15.7 Sei U C C offen und a € U isolierte Singularitit einer holomorphen
Funktion f : U\ {a} — C. Auf einem Kreisring Ky (a) besitze f die Laurent-
Entwicklung f(z) =>.77 ___a,(z —a)™. Dann gilt:

n=—oo

i) a ist genau dann hebbare Singularitit, wenn a, = 0 fir alle n < 0.

ii) a, ist Polstelle, wenn es ein n < 0 gibt mit a,, # 0 und ax, = 0 fir alle
k <n.

iii) a ist wesentliche Singularitit, wenn a, # 0 fir unendlich viele n < 0.

Definition 15.8 Es sei f eine auf U \ {a} holomorphe Funktion mit Laurent-
Reihenentwicklung f(z) = > 02 a,(z — a)". Dann heiBt der Koeffizient a_; =

res, f das Residuum von f in a.

Offenbar ist res,f = 0, wenn f in a holomorph ist oder (wegen der Eindeutigkeit
der Laurent-Reihe) in a eine hebbare Singularitéit besitzt. Nach Folgerung [l
gilt:

Satz 15.9 FEs sei [ eine auf U \ {a} holomorphe Funktion. Dann gilt

1
res,f = —/ f(z)d=
2mi 0K »(a)

fiir einen beliebigen Kreis K,(a) um a mit Radius p > 0, so daff K,(a) CU. O

Wir geben Berechnungsvorschriften fiir das Residuum in einigen wichtigen
Spezialfillen an:

o Ist f(z2) = %, und ist g holomorph in einer Umgebung von a, so folgt
aus der Cauchyschen Integralformel res,f = g(a).

e [st allgemeiner f = ¢ Quotient von in @ holomorphen Funktionen g, h mit
h(a) = 0 und h'(a) # 0, dann ist wegen der stetigen Differenzierbarkeit
h(z) = (z —a)(h'(a) + ¢(2)) mit lim,,, ¢(2) = 0. Es gibt also ein r > 0,
so daB |¢(z)| < W (a), so daB m holomorph auf K, (a) ist. Damit
gilt

o e g
"h W(a)+¢(a) N(a)

e Hat f in a einen k-fachen Pol, d.h. die Laurent-Reihe ist f(z) =

Yoo 4 ay(z—a)”, dann folgt

dk—1)
res,f =a_; = ﬁm((z — a)kf(z))

zZ=a

o8
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Beispiel 15.10 Die Funktion f(z) = hat einfache Pole in jedem k € Z

sm(7rz
mit
1 1 1 (—1)*
res;— = — = =
sin(rz)  sin'(nk)  wcos(mk) 7T
Die Funktion f(z) = zg}rl hat Pole dritter Ordnung bei z = +i, so dafl
1 <(z (i1))3)” 1 < 1 )”
reSy———= = = | ——=
(2241)3 (22+1)3 =+ 21\z241))3/ l=xi

( 3)(=4) 1
2 (z£1)5

_ 6 3
(208 32

Die Funktion 1_C°SZ 148t sich holomorph in die einzig mogliche Singularitiat z = 0
fortsetzen, d.h. res 1ocosz . <

16 Residuensatz

Sei v : [a, B] — C eine geschlossene Kurve und a € C ein Punkt, der nicht
auf der Spur von v liegt. Dann 148t sich eine Umlaufzahl (oder Windungszahl)
n(vy,a) € Z bestimmen, die anschaulich beschreibt, wie oft sich die Kurve v um
a herumwindet. Wegen Stetigkeit gibt es eine Unterteilung a =ty < t; < --- <
tm = 8 derart, dafl der Spurabschnitt ([t, tx+1]) vollsténdig auf der selben Seite
einer Geraden durch a liegt. Dann 1é8t sich in jedem Teilabschnitt der Drehwinkel
L(y(tr),0,7v(tks1)) =: Ok entweder mit 0 < 6, < m oder —71 < 0 < 0 ermitteln

0, Y(te)—a _ ’Y(tk+1)
durch €™ EG)=a = Rcr—a s folet

ol (B0t +0m_1) V(to) —a _ V(tm) —a .
y(to) —al  |y(tm) — al

Nach Konstruktion ist der Gesamtdrehwinkel EZ:Ol ) unabhéngig von der Wahl
{tx} der Unterteilung. Da die Kurve geschlossen ist, v(ty) = v(¢.,), folgt

1
=—0o+ -+ 0 7.
Alternativ gilt:

Satz 16.1 Die Umlaufzahln(vy,a) € Z einer geschlossen Kurve v um einen nicht
auf der Spur liegenden Punkt a berechnet sich zu

( ) 1 / dz
n(v,a) = — )
T 2mi ),z —a

Beweis. Die Kurve wird in die m Teilabschnitte zerlegt, die jeweils in einem
Sterngebiet (Halbebene) verlaufen. Dann hat —- die Stammfunktion Log(z —
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a) + Cy, wobei Cy so gewihlt werden kann, dafi e“*(y(t) — a) ¢ R_ fiir alle
t e [tk,tk+1]. Es folgt

n(v,0) = Qim - (Log(e“ y(tx11)) — Log(e“(11)))
= % - (Arg(e%(tps1)) — Arg(eCiq(ty))) = % =6, O

e

=0

e
Il

0

Nach Satz haben zueinander homotope Wege 71,72 in C\ {a} dieselbe Um-
laufzahl, n(vy1,a) = n(vs,a). Die Umlaufzahl dndert das Vorzeichen bei Umkeh-
rung der Orientierung der Kurve und verhélt sich additiv bei Zusammensetzung
von zwei Kurven. Weiter folgt aus Satz [6.1], dafl a — n(v, a) stetig in a ist, und
dann als Z-wertige Funktion konstant, solange a die Kurve nicht iiberquert. Somit
zerlegt eine geschlossene Kurve v die komplexe Ebene in wegzusammenhdngende
Teilgebiete gemeinsamer Umlaufzahl. Fiir Punkte a mit |a| — oo liegt die gesamte
Kurve 7 in einer Halbebene beziiglich a, so dafl n(v,a) = 0 fiir a — co. Man kann
sich dann die Umlaufzahlen der Teilgebiete schrittweise erarbeiten durch folgende
Vorfahrtsregel: Hat beim Uberqueren der Punkt a Vorfahrt vor der Kurve (rechts
vor links), so wachst die Umlaufzahl um 1, umgekehrt (Kurve hat Vorfahrt) fallt
sie um 1.

Wir konnen nun den fiir Anwendungen wichtigsten Satz der Funktionentheorie
beweisen:

Theorem 16.2 (Residuensatz) Sei G C C ein Gebiet, S C G eine Teilmenge
ohne Hiufungspunkt und f : G\ S — C holomorph. Dann gilt fir jede stickweise
stetig differenzierbare geschlossene Kurve vy : [«, ] — G, die in G kontrahierbar
ist (automatisch falls G einfach zusammenhdngend) und deren Spur S nicht trifft,

/dz f(z) = QWiZn(% a)res,f .
v a€esS
Die Summe besteht nur aus endlich vielen Summanden.
Bemerkung: Wegen res, f = 0 fiir alle z € G'\ S kann man &quivalent
/dz flz) = QWiZ n(vy, z)res, f
v z€G

schreiben, wobei ignoriert werden kann, dafl n(vy, z) fiir z € sp(y) nicht definiert
1st.

Beweis. Fiir a ¢ G ist ﬁ auf G holomorph, so dafl wegen Kontrahierbarkeit der
Kurve, Cauchyschem Integralsatz und Satz [[6.1] die Umlaufzahl von + um jeden
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Punkt aulerhalb G verschwindet. Da die Spur von v kompakt ist, gibt es sogar
eine kompakte Menge K C G, auflerhalb der die Umlaufzahl von ~ verschwindet.
Da S in K keinen Haufungpunkt haben kann, besteht S N K aus nur endlich
vielen Punkten, und die Summe hat nur endlich viele Summanden.

Fiir jedes ar € SN K sei hy(z) = 3270 apn(z — a)" der Hauptteil der
Laurent-Entwicklung von f in a;. Nach Konstruktion ist hj; holomorph auf C \
{ar}, und f — hy &8t sich holomorph auf eine Umgebung von K \ {5\ {ax}}
in GG fortsetzen. Damit folgt schrittweise, da} f — ij:l hx holomorph auf einer

Umgebung von K in G ist. Da v in G kontrahierbar ist, gilt nach Cauchyschem

Integralsatz
/ dz f(z Z / dz hy(z

Beide Seiten sind Kurvenintegrale von auf G \ S holomorphen Funktionen. Fiir
n # —1 hat jeder Summand ay, ,(z — a)" die auf dem Gebiet G\ S holomorphe
Stammfunktion 222 (z —ay )" 1. Nach Satz 0I5 gilt deshalb f dz agn(z—ap)" =

n+1
0 fiir n # —1. Es verbleibt

N N N
/dz f(z Z ag 1 / T QWiZak,_ln(% ag) = 27‘(‘12”(7, a) resq, f
k=1

k=1
U

Ein oft auftretender Spezalfall ist:

Satz 16.3 Es sei G C C ein Gebiet, S C G eine Teilmenge ohne Hdaufungspunkt
in G und f holomorph auf G\ S. Set A C G eine Teilmenge mit folgenden
FEigenschaften:

i) A ist einfach zusammenhdngend in G,
ii) der Rand ~ := 0A liegt in G und ist stickweise stetig differenzierbar,
iii) SN~ =9, d.h. der Rand OG trifft keinen Punkt aus S.

Dann gilt
/dz f(z) =2mi Z res, f .

v aeSNA
Beweis. Der Rand 0A kann sich nicht {iberschneiden, so daf§ im Inneren von A
die Umlaufzahl konstant 1 ist. O

Der Residuensatz ist ein méchtiges Werkzeug zur Berechnung von Integralen.
Dieser Technik ist der néichste Abschnitt gewidmet. Hier geben wir eine andere
Anwendung: die Lokalisierung von Nullstellen und Polstellen:
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Satz 16.4 (Nullstellen und Polstellen zdhlendes Integral) Es sei f eine
nichtkonstante meromorphe Funktion auf U C C, ferner S C U die Menge der
Nullstellen und Polstellen von f und A C U eine Teilmenge, deren Rand 0A die
Voraussetzungen des Residuensatzes erfillt. Dann gilt fir die Anzahl der Null-
stellen Na von f in A und die Anzahl der Polstellen Pa von f in A, jeweils mait

Vielfachhheit gezdhlt, die Formel

1 f'(2)
NA—PA—Q—7Ti aAdzf(Z) .

Beweis. Ist f meromorph, so ist fTI holomorph auflerhalb der Null- und Polstellen

von f. In der Umgebung V einer Null- oder Polstelle a gilt f(2) = (z—a)kg(2) fiir
ein k € Z und eine auf V' holomorphe nullstellenfreie Funktion g. Dabei ist k£ > 0
fiir eine k-fache Nullstelle und & < 0 fiir einen Pol der Ordnung |k|. Somit ist

f7/(z) = - k - 5;/ ((Zz)) und dann resa% = k. Der Residuensatz liefert die Behauptung.
O

Die wichtigste Anwendung dieses Satzes ist:

Satz 16.5 (Rouché) Es seien f, g holomorphe Funktionen auf U C C und A C
U eine Teilmenge mit stiickweise stetig differenzierbarem Rand 0A C U. Es gelte
lg(2)| < |f(2)| fiir alle z € OA. Dann haben f und f + g die gleiche Anzahl von
Nullstellen in A.

Beweis. Es gibt eine Umgebung V' C U von A mit |%| < 1. Dannist h:=1+ %
auf V' holomorph mit Bild h(V) C K;(1). Der komplexe Logarithmus Log ist
holomorph auf K;(1), so dal nach Kettenregel gilt (Logo h)'(z) = IZ((ZZ)). Somit
h(z)

h(z)

ho~ € Ki(1), insbesondere fiir das Bild von A unter 9A > z +— h(z) =1+ ?Ez;

Es gilt %/ = ((};15;))/(5)) - J;((j)), so dafl nach Satz [[64] die holomorphen Funktionen
fund f+ g die gﬁeiche Zahl von Nullstellen in A haben. O

verschwindet das Kurvenintegral / dz = 0 fiir jede geschlossene Kurve v mit
ol

Beispiel 16.6 Wieviele Nullstellen von h(z) = 2% — 523 + z — 2 liegen in K;(0)?
Setze f(z) = —52% und g(z2) = 2® — z — 2. Dann gilt fiir 2 € 9K,(0), d.h. |z] =1
nach Dreiecksungleichung |g(z)| < 4 < |f(z)| = 5. Die Gleichung f(z) = —52% =
0 hat eine dreifache Nullstelle in 0 € K;(0). Somit hat nach dem Satz von Rouché
die Funktion h ebenfalls 3 Nullstellen in K (0). Die weiteren 5 Nullstellen von h
kiénnen wir eingrenzen durch Wahl f(z) = 2% und g(z) = —52® + 2z — 2. Nehmen
wir A = K3(0), dann st [ f(2)] = 3 = §(31)? > 25 und |g(2)| < 2F + 3 +2 <
% + % + 2 = 21. Somit liegen die weiteren 5 Nullstellen von A im Kreisring
KL% (0) d
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Beispiel 16.7 Die Lambertsche W -Funktion ist definiert als eine Losung W (z)
der Gleichung W (z) exp(W (z)) = z. Sie hat, wie der Logarithmus, unendlich viele
Zweige, d.h. es gibt zu z € C* unendlich viele w € C mit wexp(w) = z. Wir
schreiben die Gleichung als 2 — exp(—w) = 0. Sei 0 < |z| < %, f(w) = % und
g(w) = —exp(—w). Dann ist |f(w)| > e und |g(w)| < exp(1) = e, so daBl nach
Rouché die Gleichung wexp(w) = z in K;(0) genau eine Losung hat. q

17 Berechnung reeller Integrale mittels Residuensatz

Der Residuensatz ist ein méchtiges Werkzeug zur Berechnung reeller Integrale.
Wir behandeln drei einfache Standardklassen und drei Klassen von Integralen,
denen man die Methode nicht so leicht ansieht.

Satz 17.1 Es sei R(z,y) eine rationale Funktion in zwei Variablen und
R(cost,sint) sei fir alle t € [0,27] erkldrt. Dann gilt

/027T dt R(cost,sint) = 27 Z res, R R(2) := %R(% (z + é), %(z — %)) :

acK1(0)

Bewers. Wir fassen das Integral als komplexes Kurvenintegral {iber die geschlos-

sene Kurve y(t) = e mit ¢ € [0,27] auf. Dann gilt cost = 1(y(t) + ﬁ) und

sint = - (y(t) — ﬁ) sowie v/(t) = iy(t). Damit ergibt sich

/vdz éR(%(sz%),%(z— %)) :/O%dt R(cost,sint) .

Der Residuensatz liefert die Behauptung. U

27
dt
Beispiel 17.2 Gesucht ist I(p) := / ——  fiir p > 1. Wir erhalten
o D+cost

I(p) =2rm Z resa(é(pA—%(z(lt)—i—L))):Zm Z resa(m).

2(t) a€K1(0)
Nur die einfache Polstelle bei a = z = —p + /p? — 1 liegt im Inneren des Ein-

heitskreises, und wir erhalten

4m
(22 4+ 2pz 4+ 1)

B 2
z=—pty/p?—1 \/p2 —1

Eine andere wichtige Klasse von reellen Integralen, die mit dem Residuensatz
berechnet werden koénnen, ist die folgende:

I(p) =
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Satz 17.3 Es sei R eine rationale Funktion (einer Variablen), die auf der reellen
Achse keinen Pol habe und in oo eine mindestens zweifache Nullstelle (wenn

R(z) = 2% mit Polynomen P, Q, dann ist deg(Q) —deg(P) > 2). In diesem Fall

, Q(z)
qilt
/ dr R(z) = 27riz res, R |

o0 acH

wobei HH = {z € C : Im(z) > 0} die obere Halbebene ist.

Beweis. Das uneigentliche reelle Integral wird als komplexes Kurvenintegral iiber
die Kurve 7;(t) = t mit t € [—r, r] aufgefat. Wir schliefen sie mittels y5(t) = re’
mit ¢ € [0, 7]. Fiir r — oo trégt 72 nach Standardabschitzung nicht bei, und wir
erhalten

/ dxr R(z) = lim dz R(z)
—© "0 Uy
Fiir gentigend grofles r liegt genau jeder Pol von R in H im Inneren des Halb-
kreises, und der Residuensatz liefert die Behauptung. O
Beispiel 17.4 Gesucht ist I, := / e mit n € N*. Aufgefafit als kom-
Lo L+
plexe Funktion sind die (einfachen) Pole 2" = —1 der oberen Halbebene bei
ay = g—m@zﬁjl), k=0,1,...,n — 1. Also gilt mit resa(%) = h,%a)
n—1 . . n—1 irn
< dx 2mi i in ik T irl—en -
_— = - = ——€2n en = —e?2n = i
<

Integrale der Form I = [;* dx R(z), falls R(z) = R(—x) eine gerade Funktion
ist, werden iiber I = £ [*_dx R(x) ausgerechnet.

Satz 17.5 Es sei R eine rationale Funktion ohne Pol auf der reellen Achse und
mat mindestens einfacher Nullstelle in co. Dann ist fiir jedes o > 0 das folgende
Integral existent und durch den Residuensatz berechenbar zu (H war die obere

Halbebene)
/ dz R(r)e" " = QWiZ res, (R(z)eiaz) .

—oe aceH

Beweis. Das zugehorige bestimmte Integral iiber ~o(t) = ¢t mit ¢ € [—r,r] wird
durch ein Quadrat in der oberen Halbebene geschlossen. Die zusétzlichen Kur-
venstiicke sind v (t) = r + it mit ¢t € [0,7], 12(t) = —t +ir mit ¢ € [—r,r] und
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v3(t) = —r +1i(r — t) mit ¢ € [0,r]. Der Residuensatz liefert

27i Z res, <R(z)ei°‘2)

acH
= / dt R(t)e™" +1i / dt R(r+it)el =+t
L ;

T

— / dt R(—t4ir)e =t _j / dt R(—r+i(r — t))elerHir=)
0

Da R eine mindestens einfache Nullstelle in oo hat, gilt |R(z)| < %‘Z‘ fir |z| groB
genug und damit
M " M

dte ™ < —— |
1L+7J, a(l+r)

) / dt R(r+it)elEr+ib
0

< e~ 2r,
147
r ) ) M r M
’ / dt R(—r+i(r — t))el =0 < dte ot < ——
0 1+7J, a(l+r)

’/ dt R(—t+ir)e )| <

Folglich verschwinden die Integrale iiber 7, 72, v3 im Limes r — oo. Die Existenz
des Limes r — oo fiir das reelle Integral iiber =, ergibt sich nach partieller
M

Integration und Verwendung von |R/(z)| < =Dk D

Nach Zerlegung in Real- und Imaginérteil konnen die reellen Integrale

/00 dx R(z)cos(ax) = Re (27ri Zresa (R(z)eiaz)> ,

—00

/Z dx R(z)sin(az) = Im (27Ti Z res, (R(z)ei‘”))

berechnet werden (R als reelles Polynom vorausgesetzt). In Integralen
ffooo dr R(z)e *® mit o > 0 betrachte man zunichst das komplex-konjugiuerte
Integral.

® rsinx * gel®
Beispiel 17.6 Gesucht ist / = Im< / ) Die Voraussetzun-
oo L+ 22 oo L+ 22

gen von Satz [0 sind erfiillt, es gibt einen Pol bei z = i in der oberen Halbebene,
so daf} gilt

o rel® ) ze'? Hett o7
—omires;(————— ) = 21— = — .

o 1+ 22 (z+1)(z —1) 2i e
Somit eilt /°° rsinx w -
omit gi —_— = —.
8 o L2 e
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Diese Methode kann zunéchst nicht auf reelle Integrale der Form fooo dx R(x)
angewandt werden, wenn R(x) # R(—x) ist. Die rationale Funktion R soll keinen
Pol auf der positiven reellen Achse haben, wiahrend Pole im Negativen zugelassen
sind. Weiter mufl R eine mindestens zweifache Nullstelle in co haben. Hier bedarf
es eines Tricks: Man betrachtet R(z)Log(e™z). Diese Funktion ist meromorph
auf der im Positiven geschlitzten Ebene C, := C\ R,. Deren Punkte haben eine
Darstellung z = |z]e'® mit 0 < ¢ < 27. Der Integrationsweg wird fiir € > 0 (aber
klein) und 0 < p < r zusammengesetzt aus:

g Vl(t):teig7 te [pur]a
o w(t)=re', tele2m — €,
o u(t)=(r+p—1)e®), tepr],

o Yu(t) =pel@®t  tele2m — €.

Hier darf e®™ noch nicht zu 1 vereinfacht werden, damit im komplexen Logarith-
mus die richtige Argumentfunktion entsteht. Nach Substitution ¢ — (r 4+ p —t)
in 3 und jetzt moglicher Reduktion €™ = 1 entsteht:

/ dz R(z)Log(e '"z) = e /T dt R(te)(Int +i(e — 7))

71

2m—e€
/ dz R(z)Log(e '"z) = ir/ dt e R(re")(Inr +i(t — 7))
72 ¢

/ dz R(z)Log(e "z) = —e ' /T dt R(te ) (Int +i(7 — €))

V3 p

2m—€
/ dz R(z)Log(e "z) = —ip/ dt e "R(pe ) (Inp +i(r — 1)) .
" €

Fiir r — oo geht rlnr |R(r)| — 0, da R eine mindestens zweifache Nullstelle in co
hat. Analog ist p(Inp+ C)|R(p)| — 0 fiir p — 0. Schlieflich heben sich in 77 U~
fiir e — 0 die Beitrdge mit Int gegeneinander weg, wihrend sich die Beitrige mit
—im verdoppeln. Insgesamt ist bewiesen:

Satz 17.7 Es sei R eine rationale Funktion ohne Pol auf Ry und mit mindestens
zweifacher Nullstelle in co. Dann gilt

/000 dx R(x) = — Z res, (R(z) Log(e’”z)) :

aG(C+

Beispiel 17.8 Sei I := [° % Es liegen Pole an den ungeraden 6. Einheits-

0 1+4a3"
WurzelnC=61§:%+i§>C3:—1 und §5:€i%ﬂ:%_i§ vor. Mit e = (™
gilt
Log(¢C™2) Log(¢%)  Log(¢? 1/ 12 i2 2v3
P (LBC)  LoB(E) | Losl@)y L Prey o 2ray  2VEr
32 3(6 3¢10 3 3 3 9
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Analog findet man
/°° xdx _ _<§Log(C_2) (*Log(¢?) I CSLOg(CZ))
0

1+ a3 3¢2 3¢5 3¢10
1/ 27w 4 27 2V/3m
= (- +0+25) = .

3( 3 ¢ 0T3¢ 9 )

Mit gleichem Integrationsweg berechnet man:

Satz 17.9 Es sei R eine rationale Funktion ohne Pol auf R, hochstens ein-
fachen Pol in 0 und mit mindestens zweifacher Nullstelle in co. Dann gilt fir
O0<ax<l

™

/000 dr 2*R(x) = Z res, (R(z) exp(a Log(efiwz))) '

sin(ma) =

Beweis. Wieder tragen 7., v, zum Wegintegral nichts bei wegen r-r*Inr |R(r)| —
0 fir t - oo und p- p*Inp|R(p)] — 0 fiir p — 0, selbst im Fall R(p) ~
%. Die Logarithmen sind exp(aLog(e™™z)) = exp(a(Int — ir) auf 7; und
exp(aLog(e™™2)) = exp(a(Int+ir) auf v3, mit exp(a(Int—in)—exp(a(ln t+ir) =
—2t“isin(ma). Einsetzen in den Residuensatz liefert die Behauptung,. O

Beispiel 17.10 Es sei [ = OOO gffﬁ”g. Es gibt Pole bei Vierfachen ungeraden 4.

Einheitswurzeln, also deF = 4i und 4e’* = —4i. Somit folgt
/°° wsde o7 (exp(éLog(éle_i?ﬁ)) N eXp(%Log(éle%r)))
o 22+16  sinZ 2 - (4i) 2. (—4i)

a4, ix in s

= — - (6 6 — g6 ) = 37 . 4
4+/3i 2-v2-/3

Als letzte Klasse von Integralen betrachten wir:

Satz 17.11 Es sei R eine rationale Funktion ohne Pol auf Ry und mit minde-
stens zweifacher Nullstelle in co. Dann gilt

/OO dr R(z)Inx = —% Z res, <R(z) (Log(e’”z))2) :
0 acCy

Beweis. Wir verwenden die Integrationswege 71, 72, 73, 74 wie zuvor. Dabei tragen
79 fiir 7 — oo und 4 fiir p — 0 nichts bei. Die Logarithmen sind (Log(e™"2))? =
(Int—im)? auf v, und (aLog(e™"2))? = (Int+imr)? auf 3. In der Differenz iiberlebt
—4milnt, was eingesetzt in den Residuensatz die Behauptung ergibt. U

Rekursiv lassen sich mit dieser Methode auch Integrale der Form
J,° dz R(x)(Inz)* berechnen.
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Beispiel 17.12 Es sei [ = fooo lmngﬁgé In offensichtlicher Abwandung des letzten
Beispiels ergibt sich

®Inedr _ 1o(Log(de 7))*  (Log(4e?))’
/0 m:_i( 2.(41) + 2-(—4)1) )
L (- marge) T2
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Teil V
Ausgewihlte Anwendungen

Zunéchst einige Vorbemerkungen. Wir werden im folgenden auf unendliche Rei-
hen und Produkte holomorpher Funktionen stoffen, von denen wir wiinschen, dafl
sie wieder holomorphe Funktionen definieren. Das erfordert ein Vertauschen von
Grenzprozessen. Auch hier ist die Situation sehr viel giinstiger als im Reellen.
Da die Ableitung iiber ein Integral definierbar ist, und das Riemann-Integral mit
gleichmdaf$iger Konvergenz vertauscht, gilt:

Satz 17.13 FEs sei (fu)nen eine Folge holomorpher Funktionen f, : G — C,
die gleichmdf$ig gegen eine Grenzfunktion f : G — C konvergiert, d.h. zu jedem
€ > 0 gibt es ein N € N, so daff |fu(2) — f(2)| < € fir alle z € G und alle
n > N. Dann ist f holomorph, und die Folge (f!) der Ableitungen konvergiert
gleichmdfig gegen f'.

Tatséchlich gentigt lokal gleichmdf$ige Konvergenz, d.h. es gibt zu jedem 2z € G
eine Umgebung, in der (f,) gleichméBig gegen f konvergiert (entprechend kon-
vergiert f/ nur lokal gleichméBig gegen f’). Schon der obige Satz ist grundlegend
falsch in Reellen, selbst bei nur einmaliger Differenzierbarkeit: Nach dem Satz
von Weierstrafl gibt es zu jeder (nur!) stetigen Funktion f : [a,b] — R eine Folge
von Polynomen, die gleichméflig gegen f konvergiert.

Fiir die meisten Anwendungen ist der folgende Konvergenzbegriff der sinn-
vollste:

Definition 17.14 Eine Reihe )" f,, holomorpher Funktionen f,, : G — C heiBt
normal konvergent, falls es zu jedem z € G eine Umgebung U, C G gibt, so daB3

Yoo o(Supyep. | f(w)|) konvergiert.

Jede Potenzreihe ist normal konvergent im Inneren ihres Konvergenzkreises. Die
Unterscheidung wird notwendig bei Funktionen wie ¢(z) = >.>° | L, die keine
Potenzreihen sind.

Der folgende Satz, den wir nicht beweisen, sichert die gewiinschten KEigen-
schaften:

Satz 17.15 Sei )~ fu eine gegen F : G — C normal konvergente Reihe holo-
morpher Funktionen f, : G — C. Dann gilt:

i) Die Reihe konvergiert absolut und lokal gleichmdfg. Sie kann beliebig
umgeordnet werden.

ii) Die Reihe F ist holomorph, und die Reihe der Ableitungen Y ~ f kon-
vergiert normal gegen F'.
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18 Partialbruchzerlegungen

Exemplarisch beweisen wir:

Satz 18.1 Fiir alle z € C\ Z gilt
1 1 1 I & 2z
retr) =2+ 3 () it i

In dieser Darstellung konvergieren alle Reihen absolut (sogar normal) auf C \ Z.

Beweis. Fiir festes z € C\Z betrachten wir die beziiglich w meromorphe Funktion
mz cos(mw)

f(w) - w(w—2z) sin(mw) ©
meot(mz) sowie bei w = k € Z \ {0} mit Residuum res; f =

Sie hat einfache Pole bei w = z mit Residuum res,f =

7z cos(mw) ‘ o
w(w—2z)sin’ (rw) lw=k ~

@. In 0 liegt ein Pol 2. Ordnung vor. Reihenentwicklung zeigt fiir w — 0
Flw) = mz(1l — %7‘(‘211}2 + O(w?)) B (1-— %7‘(‘2102)(1 + )+ O(w?)
w = w(—2)(1 = 2)(rw + O(w3) w?

und deshalb resgf = —1.

Fir N € N sei Ay C C das Quadrat mit Mittelpunkt 0 und Kantenldnge
(2N +1). Fiir N > |z| liegen genau die isolieren Singularitéten bei z, — N, —N +
1,...,—1,0,1,..., N im Inneren von Ay. Somit gilt nach Residuensatz

1
— dw f(w) = cot(nz) — —i—Zk —z+zk F2)

27T1 dAN
Wir zeigen, daf} fiir N — oo das Kurvenintegral auf der linken Seite verschwindet.
Einfache Umstellung liefert dann die Partialbruchzerlegung fiir 7 cot(7z). Wegen
|w(w 3 | < N(N o fiir |w| > N > |z| und der Linge 4(2N +1) des Randes geniigt

es zu zeigen, dafl cot(mw) auf 0Ay beschriankt ist. Auf den horizontalen Wegen
¢ + 221 (Orientierung ignoriert) gilt

o (i 1 +ef(2N+1)7r
IN41N: B e N—oo
| cot(m(t + 25H)i)| = ’ 1627r(j:it——2N2+1) _ 1’ = 1 — e @N+hr !
Auf den vertikalen Wegen it 4 QN—H gilt
om(—t£ 20 5) 1 1 — o—2nt
o 2N+ | € 1 e
}Cot(ﬂ(lt + =5 ))} = e om(—tL L) 1’ e—2mt { ] <1

Insgesamt ist cot(mw) auf 0Ay beschrankt und die Partialbruchzerlegung bewie-
sen. 0

Der Satz ist ist Spezialfall eines tiefen Theorems von Mittag-Leffler iiber me-
romorphe Funktionen mit vorgegebenen Polstellen (das wir nicht beweisen):
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Satz 18.2 (Mittag-LefHler) Sei S C C eine Menge ohne Héaufungspunkt in C.
Zu jedem s € S sei eine ganze Funktion hs : C — C vorgegeben mit hy(0) = 0.
Dann ezistiert eine (nur bis auf Addition von ganzen Funktionen eindeutige)
holomorphe Funktion f : (C\ S) — C derart, daf§ zu jedem s € S die Funktion
f(2) = hy(X) holomorph nach s fortsetzbar ist.

Bemerkungen. Ist S = {s1,... sN} eine endliche Menge, so ist eine Losung
des Problems einfach f(z) = Zk he (S 5;)- Ist S unendlich, so wird man
normale Konvergenz der Reihe fordern, was aber nicht automatisch ist. Die
Idee besteht darin, in einem moglichen Punkt 0 € S alles so zu lassen, in
0 # s € § aber ein Taylorpolynom geeigneter Ordnung abzuziehen, also
D osses (hs(755) = ha(= D07 22)) zu betrachten. Genau das passiert in der

js*o sis+1
Partialbruchentwicklung von 7 cot(mz), wo wir nicht einfach > ;7 - k nehmen

kénnen (weil divergent), sondern » o, (-4 = (—1)) (dh. n, =0 fiir alle ).

z—

Durch Verschiebung um %, Differenzieren sowie Ausnutzen von Identitédten

wie m = cot 7 — COt(?TZ) gewmnt man weitere Partialbruchzerlegungen:
(—1)* I & (—1)k2z
sin(7 __+ Z (z— k >:;+222—k2’
keZ\{0} k=1
2 1 1 N
_ = _ = — + 2 TS5 5 s
sin?(7z) kz% (z — k)2 22 ; (22 — k2)2
1 - 82
mtan(7z) ( ) = ,
cos2 Zz (z — k + 3
(=" _ S (-1)*
cos(m _W+Z(z+2k+1 BT )_ Z 2k+1 2k+1) — )

keZ 2

Fir z = % in den ersten beiden Identitdten, z = i in der dritten Identitdt und

z =1 in der letzten Identitét folgen die Reihendarstellungen

(-1)* ”

(2k+1)° 8

1
2k + 1)

(=1)*
2k — )2k + 1)(2k +3)

WE
I
WE

k k=0

Il
o

1
(4k 4+ 1)(4k +3)

WE
ooll| e
WE

s
8

i

0

il
o

Die erste Gleichung, die nur nach Leibniz-Kriterium (nicht absolut) konvergiert,

wird fiir die absolut konvergente Reihendarstellung fiir —— cos(n2) benotlgt Weitere
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Identitdten entstehen nach Substitution z — iz, wie z.B. aus den Zerlegungen
von tanh und coth (jeweils fiir a > 0)

i 1 I -1 3 B a1l 1
~(2k+1)2+a* 4da em+1’ L=k 4a® 20 -1 2a%

Die Partialbruchzerlegungen gelten fiir alle z € C\ S. In der Né&he eines
Punktes s € S kann man sie mit Potenzreihenentwicklungen vergleichen. Von
besonderem Interesse ist hier die Funktion f(z) = apC—1 die wir in einer Um-
gebung von 0 betrachten. Die betragsméflig kleinste Polstelle ist z = 271, so dafl
f(2) in K5,(0) in eine Potenzreihe entwickelbar ist,

z . B,z" 1 1 1
_— = —_— Byp=1 Bi=——, Bb=—-, Bs =0, By =——,....
exp(z) ] ZO n' ; 0 ) 1 27 2 67 3 3 4 307

Die Entwicklungskoeffizienten B,, heilen Bernoulli-Zahlen. Sie spielen eine wich-
tige Rolle in Zahlentheorie und Kombinatorik. Es gilt

1
T A z(iexp(z) + )> — ZcothZ
exp(z) —1 2 2\exp(z)—1 2 2
Da die rechte Seite eine gerade Funktion ist, verschwinden bis auf B; = —%

sdmtliche ungeraden Bernoulli-Zahlen. Nach Substitution z + 27iz und n — 7
erhalten wir eine Reihendarstellung

[e.9]

B 2
7z cot(mz) Z 2” W) 22

n=0

Mittels tan z = cot z — 2 cot(2z) beweist man daraus die Tangens-Reihe

L (=1)" 4" (4" — 1) By,
tanzzz< ) ( ) 2 z2n71

2n)! (mit Konvergenzradius g)

n=1

Andererseits ergibt Reihenentwicklung der Partialbruchzerlegung in z =0

7z cot(mz) —1+i222zk2 1_222(%;2) _1_22<Zk2n>

Hierbei konnten wegen der absoluten Konvergenz der Doppelreihe die Reihenfolge
der Summationen getauscht werden. Koeffizientenvergleich liefert:

Satz 18.3 (Euler) Firn e N, n>1 gilt
1 _(2m)m
=> = (- By, .
(U 2(2n)! 2
k=1

4
Die ersten Werte sind Y 0" 175 ==, > o7 = &5 und > po | 15 = o= -
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Einige Folgerungen und Bemerkungen:
e ((2n) ist ein rationales Vielfaches von 7" also immer irrational.
e Die By, haben alternierende Vorzeichen (—1)""1.

e In Gegensatz zur Erwartung aus den niedrigsten B, werden die
Bernoulli-Zahlen betragsméBig sehr grofl, ndmlich |Bs,| o % fiir
n — oo. Daraus folgt auch der Konvergenzradius der Tangens-Reihe.

e Uber die ungeraden ¢(2n 4+ 1) mit n = 1,2,... weil man erst seit
kurzem etwas: ((3) ist irrational [Apéry, 1979], es gibt unendlich vie-
le irrationale ((2n + 1) [Rivoal, 2000], und zumindest eine der Zahlen
¢(5),¢(7),¢(9),¢(11) ist irrational [Zudilin, 2001].

19 Unendliche Produkte

Wir méchten einem Produkt [ 77 (1+ f,(2)) einen Sinn geben. Konvergenz kann
nur erwartet werden fiir f,(z) — 0. Wir fordern, dafl es in einer Umgebung U,
von z ein uniformes N € N gibt mit sup,,cp. | fn(w)| < 1 fiir alle n > N und alle
z € U,. Dann ist folgende Definition sinnvoll auf U.,:

[T+ £ H1+fn ) exo ( S Log(l 1 ful- N)-
n=1 n=1 n=N+1

Wir nennen das unendliche Produkt normal (bzw. absolut) konvergent, falls die
Reihe unter der Exponentialfunktion normal (bzw. absolut) konvergiert. Ein ein-
faches Kriterium ist:

Lemma 19.1 Das unendliche Produkt T[] (1 + f.(2)) konvergiert genau dann
normal, wenn die Reihe Y~ | fn(2) normal konvergiert.

Beweis. Die Funktion |1°g(1+w | ist stetig auf K, (0) fiir jedes 0 < r < 1 und

nimmt deshalb Maximum und Minimum an, d.h. es gibt ¢;,co > 0 mit ¢;|w| <
[ log(14+w)| < cowl fiir alle |w| < r. Deshalb konvergiert > > .| Log(1+ fu(2))
genau dann normal, wenn )\, Sup,c, | fn(w)| konvergiert. O

Aus Satz folgt:

Satz 19.2 Die Grenzfunktion F(z) = [[)_ (14 fu(2)) eines normal konvergentes
unendliches Produkts holomorpher Funktionen f, : G — C st wieder holomorph,
und auferhalb der Nullstellen von (14 f,) gilt

Z
LT
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Offenbar ist [[°~,(1+ f.(2)) = 0 in einem z € G genau dann, wenn 1+ f,,(z) =
0 fiir ein n € N. Deshalb treten unendliche Produkte in folgender Problemstellung
auf:

19.3 Nullstellenverteilung. Gegeben eine Menge S C C ohne Héaufungspunkt
und zu jedem s € S natirliche Zahlen vy > 1. Gibt es eine ganze Funktion
f:C— C, die genau in den Punkten s € S Nullstellen der Vielfachheit vs hat?

Ist S = {s1,...,sn} eine endliche Menge, eventuell mit sy = 0, sonst s-¢ # 0, so
ist eine Losung offenbar das Polynom f(z) = 20 []_, (1 — +)"*. Fiir unendliche
Mengen S ist zunéchst unklar, ob man normale Konvegenz des unendlichen Pro-
dukts erreichen kann. Dafl das moglich ist, ist Gegenstand eines tiefen Theorems
von Weierstrafi:

Satz 19.4 (Weierstrafl) Das Problem der Nullstellenverteilung ist losbar in C,
und zwar mit dem Ansatz

= I (=) ew (g e ()7)

0#s€S
fiir geeignete ky € N.

Eine solche Losung kann nur eindeutig sein bis auf Multiplikation mit einer ganzen
Funktion ¢ ohne Nullstellen. Nach einer Ubungsaufgabe (Blatt6, Aufgabe 1) li8t
sich eine solche Funktion immer schreiben als g(z) = exp(h(z)) fiir eine ganze
Funktion h.

Beispiel 19.5 Gesucht sei eine ganze Funktion, die Nullstellen genau in allen
Punkten aus Z hat. Eine Losung nach Weierstraf ist

f(z)= z<ﬁ(1 — %)e%> (ﬁ(l + %)e’a .

Wegen (1 — Z)er =
gilt ‘1 — (1= 2)ei
Produkt normal konvergent. Durch Zusammenfassen von k& und (—k) entsteht
das bereits normal konvergente Produkt f(z) = z[[r— (1 — z—z) Eine weitere
ganze Funktion mit denselben einfachen Nullstellen ist g(z) = sin(7rz), so dafl

5 eine noch unbekannte ganze Funktion ohne Nullstellen ist. Um sie zu finden,

1=>00 %(%)n und >, "Til = % (Teleskopsumme!)
< 3|22

s fir alle & > |z|. Damit ist das obige unendliche

betrachten wir g;’ ((j)) = mcot(mz) und J}/((ZZ)) =1 _ 3 === Nach Vergleich mit
der Partialbruchzerlegung des Cotangens sehen wir % = % fir € C\ Z.

Daraus folgt (%)’(z) = 0 und dann % konstant auf C\ Z. Da % sogar ganz ist, ist
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f(z) 9(2)

5 sogar konstant auf ganz C. Wegen lim._,o =~ = 1 und lim._,o =+ = 7 ist diese
Konstante gleich 7. Es folgt das Sinusprodukt
sin(mz) = WZH (1 - ﬁ) :
k=1
Analog durch Vergleich von % = —m tan(mz) mit der Partialbruchzerlegung des

Tangens folgt das Cosinusprodukt

cos(mz) = kl_[O (1 - (2]{:4%1)9 .

Die relative Konstante ergibt sich aus dem Wert bei z = 0. Nach Substitution
z — iz folgen

sinh(7z) = w2 H (1 + %) : cosh(mz) = H (1 + ﬁ) : q
k=1 k=0
Fiir z = % wird das Sinusprodukt zum Wallisschen Produkt
T rr 4k o (2k)?
= = 1i 2 1 —_—.
7=l gp—g = Imn+ )H(2k+1)2
k=1 k=1
Aus lim,_,; % = 7 folgt
ﬁ (1- L) 1
K2) 2
k=2

20 Die Gamma-Funktion

Die Gamma-Funktion I'(z) hat viele Darstellungen. Man startet mit einer und be-
weist mittels Identitéitssidtzen die anderen. Wir entscheiden uns fiir das Gamma-
Integral als Ausgangspunkt, dessen Holomorphiebeweis wir aber nur skizzieren.

Satz 20.1 Das folgende uneigentliche Riemann-Integral konvergiert fir alle z €
C mit Re(z) > 0:

I'(z) ::/ dt t*"te .
0

Die so definierte Funktion I ist holomorph auf der rechten Halbebene mit

r®(z) = / dt t*"*(Int)k e .
0

Weiter ist I'(z) auf dem Streifen 1 < Re(z) < 2 beschrinkt und erfillt
ra=r1, [(z+1)=2T(2) fiir alle Re(z) > 0.
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Beweis. Sei z = x+iy mit > 0 und y € R. Wegen [t*7!| = |el— D Int+iynt| — 4o—1
geniigt es, die Konvergenz der Majorante fooo dt t*~te™ fiir z > 0 zu untersuchen.
Man teilt das Integral in 1, wobei die Konvergenz von flR dt t*te™t bei R — oo
wegen der Majorante t* le™t < Ce~% unkritisch ist. Im unteren Intervall gilt
|f€1 dt t*7le7t| < fel dt t*—1 = % : < % Somit konvergiert das Gamma-Integral
fiir alle Re(z) > 0.

Den Beweis der Holomorphie skizzieren wir nur. Zum einen betrachtet man
die Folge I',(z) := [ dt t*7'e™!, n > 1, die lokal gleichmiBig gegen I'(z) kon-
vergiert. Nach Satz (auch nicht bewiesen) geniigt es dann, daf I',,(2) holo-
morph ist. Hier zeigt man reelle Differenzierbarkeit und Giiltigkeit der Cauchy-
Riemannschen Differentialgleichungen. Beides ergibt sich aus der Konvergenz der
Integrale [;°dt t*"'(Int)* e (beachte 9 = 4" — ¢*Int) sowie Vertau-
schungssétzen der Integration im Mehrdimensionalen, vor allem dem Satz von
Lebesgue. Wir mochten das nicht im Detail diskutieren.

Fir 1 <Re(z) < 2ist |[¢* 1 < 1fiir 0 <¢ <1und [t*7| < ¢ fiir t > 1. Mit
fol dtem=1—1und [[“dt te™ =2 folgt |I'(z)| <1+ 1 fiiralle 1 <Re(z) < 2.

SchlieBlich ist T'(1) = [;°dt e™* = 1, und die Rekursionsformel folgt nach
partieller Integration:

R R R R
/ dt tPe ™" = —/ dt t* (™) = =7 ™| +z/ dt t*te "

Die Behauptung folgt aus lim,_,q e*e™¢ = 0 fiir Re(2) > 0 und limg_,, R*e™" = 0.
O

Aus I'(1) = 1 und Rekursion folgt I'(n) = (n — 1)! fiir alle n € N*. Indem
wir die Rekursionsgleichung I'(z + 1) = zI'(2) als fiir Re(z) < 0 (bis auf diskrete
Ausnahmen) giiltig erklédren, kénnen wir mittels

I(z) = I'(z+ k)

= keN
2z+1)--(z+k—1)" €

die Gamma-Funktion definieren auch in {z € C : Re(z) < 0,—z ¢ N}. Denn
sei Re(z) < 0, aber —z ¢ N, dann finden wir ein k& > —Re(z) derart, dafl I'(z)
durch obige Gleichung definiert ist. Aus der in der rechten Halbebene giiltigen
Rekursionsgleichung folgt, dafi die Definition unabhéngig von —Re(z) < k € N
ist. Auf diese Weise wird eine auf C\ (—N) meromorphe Funktion I'(2) erklart,
mit einfachen Polen in (—N) und Residuen (setze oben k — n + 1)

s I(z4+n+1) _ (="
res_,I'(z) = Zl_lgln(z - (—”))z<z +1)---(z+n—D(z+n)  n!l =

Unser Ziel sind weitere Charakterisierungen der Gamma-Funktion, die wir als
solche aus einem einfachen Kriterium erkennen:
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Satz 20.2 (Wieland) Sei G C C ein Gebiet, das den Streifen V = {z €
C : 1 < Re(z) < 2} enthdlt. Fine holomorphe Funktion f : G — C sei auf
V' beschrinkt und erfille f(z+ 1) = zf(z) fir alle Paare z,z + 1 € G. Dann gilt
f(z) = f(O)T(2) fir alle z € G.

Beweis. Mittels Rekursionsformel setzt man f meromorph fort auf C\ (—N), mit
einfachen Polen in (—N) und Residuen res_, f(z) = f(l)ii,_l)n Somit ist g(z) =
f(z)— f(1)T'(2) eine ganze Funktion und als solche auf dem kompakten Rechteck
R:={2z€C : 0<Re(z) <1, —1 <Im(z) <1} beschrénkt.

Aus der Rekursionsformel g(z) = @ und der Beschrinktheit von ¢ im
Punkt z + 1 € V folgt dann, dal g auf den Streifen Vo := {z € C : 0 <
Re(z) <1, 1 < £Im(2)} oberhalb und unterhalb R beschrénkt ist. Weiter ist g
beschrankt auf der gesamten zu V' gehorenden Geraden Re(z) = 1. Insgesamt ist
gezeigt: Die ganzen Funktionen g und dann h, definiert durch h(z) = g(z)g(1—2)
sind auf {z € C : 0 < Re(z) < 1} beschrénkt.

Die Funktion h ist bis auf Vorzeichen periodisch wegen

hz+1) =gz +Dg(1 = (2 +1)) = 29(2)g(—2) = —g(2)g(1 — 2) = —h(z)

und dann h(z + k) = (=1)*h(2) fiir alle & € Z. Damit ist h auf ganz C be-
schrankt und nach dem Satz von Liouville konstant gleich h(1) = ¢g(1)g(0) =0
(denn g(1) = 0 und ¢(0) beschrankt). Nach Identitéitssatz ist dann eine der Funk-
tionen g(z) oder g(1 — z), und dann beide, identisch Null auf ganz C (nicht beide
Funktionen ¢(z), g(1 — z) konnen in einer beliebigen offenen Teilmenge von C nur
endlich viele Nullstellen haben). 0

Wir konstruieren eine weitere Funktion mit diesen Eigenschaften, ausgehend
von der Tatsache, dafl ﬁ einfache Nullstellen genau in (—N) hat. Nach dem
WeierstraBschen Produktsatz ist

=< (1))

eine ganze Funktion mit denselben Nullstellen. Diese mufl nichts mit % zu tun
haben, denn I'(z) konnte Nullstellen, und dann % Polstellen haben. Wie schon
im Sinusprodukt bemerkt, konvergiert das unendliche Produkt normal, und es
gilt f(z) = lim,, 00 frn(2) mit

== [T (14 D)o f) = 2 e (210 ).

k=1 k=1

Fiir z = 1 sind alle Faktoren reell und positiv, also kann der Logarithmus genom-
men werden: In(f,(1)) = In(n+ 1) — >_7_, +. Wegen der normalen Konvergenz
der Reihe [und lim,, o (In(n + 1) — In(n)) = 0] existiert der Grenzwert

1 1
~v:= lim (1+§+---+——lnn):0.5772...,
n

n—oo
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die Euler-Mascheroni-Konstante (von der man nicht einmal weif3, ob sie irrational
ist). Nun sind die folgenden Eigenschaften schon gezeigt oder offensichtlich:

Satz 20.3 Seien

Gl2) = ze’yzﬁ ((1 n %)e*i) G = 2(z + IT)LZ -Té!(z+n) .
e

Dann gilt:

i) Die Funktionen G,G,, sind ganz, und G,(z) konvergiert normal gegen

G(z) fir alle z € C.
i) G(1) =1 und G,(1) =1+ L.
iii) LG, (2) = 2Ga(z + 1) und somit G(z) = 2G(z + 1). O

Nun der entscheidende Satz:

Satz 20.4 Fir alle z € C\ (—=N) gilt

z

1 e ek n® n!
I'(z) = = =1 )
(=) G(z) z kl_[l(l+%> n1—>r£>loz(z+1)(z+n)

Insbesondere hat I" keine Nullstellen. Es gilt die Erginzungsformel I'(2)I'(1—z) =
sinzrwz) :

Beweis. Die Funktion G% erfiillt die Rekursionsformel und die Normierung der

Gamma-Funktion. Nach dem Satz von Wieland ist nur noch die Beschranktheit
auf 1 < Re(z) < 2 zu zeigen. Sei z = x + iy mit > 0, dann ist |n*| = n” und

n® n! n* n! _ 1 1
|z + k| > x4k, also ‘Z(ZH)M(Z%)‘ < o = aue wnd deshalb |W‘ <

m fiir alle Re(z) > 0. Nun hat G(x) als Produkt positiver Funktionen keine
1

Nullstelle auf R, . Die somit auf R, stetige Funktion 0] ist nach Extremwertsatz
1

auf [1,2] beschrankt. Zusammengefait ist —— auf dem Streifen V' beschrinkt,

G(2)
und deshalb I'(2) = % nach Wieland.

G(Z()f’v;)*z) = Singrm). Die Behauptung

folgt dann aus G((:S) =G(1-2). O

Der Vergleich mit dem Sinusprodukt zeigt

Folgerung 20.5 i) P(3) =vmundD(n+3) = Vr [ (k—1) = Eﬁﬁ?‘ﬁ
i) [°da e =1 /7 und [ dx e = /7.

2

Beweis. 1) folgt aus Ergidnzungsformel und Rekursionsformel. ii) Substitution z =

V1, mit dr = %t_%dt auf R, filhrt auf [;° dx e = s dt trlet = ir(3). O
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Satz 20.6 (Legendresche Verdopplungsformel)
Fiir alle z € C\ {0, —3,—1,—2,-2,...} gilt T'(22) = 2‘i;;rl’(z)r(z +1).

-5

Beweis. Wir zeigen, daB f(z) = 2°T'(2)['(35}) die Voraussetzungen des Satzes

von Wieland erfiillt. Nach Rekursionsformel ist I'(z) auch fiir 1 < Re(z) < 2

beschrénkt, und dann ist f auf V' beschriankt. Holomorphie ist klar, und f(z+1) =
2-27T(Z(241) = 2f(2). Mit f(1) = 2I'(3)I'(1) = 2y/7 folgt die Behauptung.
O

Mit derselben Technik zeigt man die Gaufische Multiplikationsformel

n—1

D(nz) = (2r) = "2 [ D(z + £).
k=0

SchlieBllich erwahnen wir ohne Beweis:

Satz 20.7 (Stirlingsche Formel) Fir z € C_ gilt
I'(z) =V L T exp(u(z))

mit p(z) == Z ((Z +n+ %)Log(l + H%) — 1) :

n=0
Dabei gilt |u(z)| < W fiir alle z € Wy .= {w = |w|e? : —714+6 < ¢ < 7—3}.

Fir 2z = n 4+ 1 148t sich daraus die klassische Stirlingsche Formel n! =
(2)"v2mn exp(£2) gewinnen mit 0 < p, < 1.

Wir fiihren weitere Funktionen ein, die eng mit der Gamma-Funktion ver-
wandt sind:

Satz/Definition 20.8 Als Eulersche Beta-Funktion wird das Integral

1
B(z,w):/ dt t*~1(1 — )1
0

bezeichnet. Es konvergiert absolut fir alle z,w € C mit Re(z), Re(w) > 0 ge-
gen eine in beiden Variablen gemeinsam stetige und in jeder Variablen getrennt
holomorphe Funktion. Es gilt

1
Bw,2) = Bzw) . Blluw)=-. Bl+zw)=——

B(z,w)

und deshalb B(z,w) = Z2LW)
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Beweis. Konvergenz und Holomorphie wird vollig analog zur Gamma-Funktion
bewiesen. Symmetrie folgt durch Substitution ¢ — 1 — ¢, der Wert B(z,1) =

fol dt t*71 = %tz‘(l] = 1 aus direkter Rechnung. Weiter folgt
1
0= / dt (F(1—=t)") =z2B(z,w+1) —wB(z + 1,w) ,
0

B(z,w) = /01 dt (1—t+t)t (1 —t)""'=B(z+1,w) + B(z,w+ 1)

und aus beiden Identitéiten zB(z,w) = (z + w)B(z + 1, w).

Sei nun f(z) := W fiir festes w. Das Beta-Integral ist beschrénkt

auf dem Streifen 1 < Re(z) < 2, somit ist auch f auf dem Streifen be-
schriankt. Es gilt f(1) = BULwll4w) _ 1 ypq die Funktionalgleichung f(z+ 1) =

T'(w)
‘”*zB(Z’Fw();(HHw) = zf(z). Nach dem Satz von Wieland ist f(z) = I'(2). O

Einige wichtige reelle Integrale fithren nach geeigneten Substitutionen auf das
Beta-Integral.
Eine weitere wichtige Funktion ist die auf C \ (—N) holomorphe Funktion

P(z) = FF/((ZZ)). Aus der Produktformel von I" und Produktregel bzw. aus der

Ergénzungsformel gewinnen wir die Partialbruchzerlegungen

WA =1-2-3 (1) $-2) =) =meot(mz)

Es folgt ¥ (1) = —v sowie

= 1 1 > 1 ~ P() —¥(a)
w<z>—w<w>—2(w+k—z+k)’ Z(a+k)(b+k)_ b—a

k=0 k=0

Erneutes Differenzieren von 1 (z) fiihrt auf

= 1 - 1
1Y M () = (1) S & > 1
k=0 k=0
und insbesondere ((n) = > 77| & = ((;3;1/1("_1)(1) und die Reihenentwicklung

Y(1+2) = —y+> 0 (=) 1¢(k+1)2*. Aus der reellen Integraldarstellung der
Ableitung der Gamma-Funktion gewinnt man so Integrale wie z.B.

/OO dre*Inx =T"(1) =¢(1) = —v,
0
2

| o e nay = 1) = )+ )P =7+

Fir x > 0 gilt ¢(z) = (In(I"))'(z) und somit (In(I"))"(x) = EZ":OW >
0. Damit ist die reelle I'-Funktion logarithmisch konvex. Diese Eigenschaft ist

wichtig in einem rein reellen Eindeutigkeitssatz (den wir nicht beweisen):
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Satz 20.9 (Bohr-Mollerup) FEine Funktion f : Ry — R erfille f(z +1) =
xf(x) und sei logarithmisch konvex. Dann ist f(x) = f(1)['(x).

21 Die zeta-Funktion
Die zeta-Funktion, zuniichst definiert durch ((2) = >.°7, L fiir Re(z) > 1,

=1 nz
spielt eine iiberragende Rolle in verschiedensten Bereichelrlb de? Mathematik. Das
beriihmteste ungeloste Problem der Mathematik, die Riemannsche Vermutung,
betrifft eine Eigenschaft von ((z). In diesem Abschnitt geht es um die Funktionen-
theorie der zeta-Funktion. Die Verbindung zur Zahlentheorie wird im néchsten

Abschnitt hergestellt.

Satz 21.1 ((z) ist holomorph im Halbraum {z € C : Re(z) > 1}.

Beweis. Jeder Summand # ist holomorph, damit auch jede Partialsumme

SV L. Wegen [n*| = n"**) und der aus der Analysis bekannten Tatsache,
daB 3" | L fiir s > 1 absolut konvergiert, konvergiert (ZnN=1 L) Nen normal ge-

gen ((z) falls Re(z) > 1. Nach Satz[[ZI8ist ((z) holomorph in diesem Halbraum.
U

Unser Ziel ist die Fortsetzung von ¢ zu einer meromorphen Funktion auf C.
Der erste Schritt ist:

Satz 21.2 ( hat eine meromorphe Fortsetzung auf den Halbraum {z €
C : Re(z) > 0} mit einzigem (einfachen) Pol bei z = 1 und Residuum
res;((z) = 1.

Beweis. Zu zeigen ist, daB sich ¢(z) — &5 holomorph zu Re(z) > 0 fortsetzt.
Zunéchst gilt fir Re(z) > 1

1 =1 * dx =1 = ax

o n+1 1 1
= Z/ dz (— — —) .

Die rechte Seite konvergiert nun absolut fiir Re(z) > 0 (so dafi wir ((z) durch
Umstellung dieser Formel als Integral definieren kénnen). Jeder Summand hat
fiir Re(z) > 0 die Abschétzung

n+1 1 1 n+1 T P n+1 x |Z‘
)/n o (= )| = \/n dx/n du 5] S/n dx/n R

2l ]

< max = .
T n<u<z<nitl uRe(z)+1 nRe(z)+1
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Die verbleibende Reihe > % konvergiert (absolut) fiir alle Re(z) > 0. O

n=1 pRe

Die weitere Fortsetzung auf ganz C geschieht mit einer Funktionalgleichung.
Ihre Herleitung beruht auf einer Verbindung zur Gamma-Funktion sowie Techni-
ken iiber Fourier-Integrale:

Satz 21.3 Fir alle 1 # z € C mit Re(z) > 0 gilt

L(2)() | /Oo dt

- z(l—z)+ t

1—2

2+t )w(t),  wt)=> e ™",

™

Beweis und Diskussion der Konvergenz des Integrals verschieben wir hinter die
folgende Beobachtung: Da die rechte Seite invariant unter z — 1 — z ist, gilt
zunéchst fiir 0 < Re(z) < 1, dann nach Identitdtssatz allgemeiner:

Folgerung 21.4 Fir alle z € C\ {0,1} gilt

D)) _ DO~ 2)

und damit die Funktionalgleichung der zeta-Funktion

((z) =2"7""'T(1 — 2)sin = ((1 - 2) .

Beweis von Folgerung[217 Die erste Gleichung als Folgerung aus ([Z1.3]) ist bereits
diskutiert. Umstellen der Gleichung fiihrt mit Ergénzungsformel (Satz BIL4]) und
Verdopplungsformel (Satz 20.0) fiir die Gamma-Funktion auf

D) —2) T1-3)
= G T3
— 777 sin (52T (52 4 )¢(1 - 2) = 2275 'T(1 — 2) sin = a—zym

Aus der Funktionalgleichung folgt:

Satz 21.5 i) ((—2n) =0 fir alle n € N*,
i) ¢(0) = -3,
iii) ¢(1—2n) = —5-By, fiir alle n € N*.
Zusammenfassend ist ((1—n) = —(—=1)"L~ fiir alle n € N*. Dabei waren die

B,, die Bernoulli-Zahlen.
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Beweis von Satz[ZL1 i) folgt aus sin(nmw) = 0.
ii) Fiir z = 0 kompensieren sich die Nullstelle des Sinus mit dem Pol der
m(1—2) m(1=z)

zeta-Funktion: lim,_osin Z2((1 — 2) = lim,_,;sin =5>((z) = lim,_; %
(z = 1)¢(z) = —Z. Somit ¢(0) = —1.
iii) Die Funktionalgleichung und Satz liefert fiir n € N*

¢(1=2n)=2""77*"T(2n)sin(3 — nr)((2n) = —%Bgn : O

Man findet gelegentlich ((—1) dargestellt in der so natiirlich sinnlosen Formel
“I+2434...7 =((-1) = —%.

Beweis von Satz[ZIL.3 Zunichst zur Konvergenz des Integrals iiber w (sogar fiir
beliebige z € C). Mit der iiblichen Abschiitzung [t?| < tR°() geniigt es, z = s € R
zu betrachten. Fiir festes s € R gibt es ein Cy > 0, so daf %(té + t%) < C’SeﬂTQt
fur alle ¢ > 1. Die dann relevante Reihe >~ 7 e~m(n*=3)t konvergiert gleichméfig

in t > 1, so daf Integral und Reihe tauschen:

e—T((HQ—l)

Oodt z 1—2 e o 2_1 > 2
2 —m(n*=3)t __
‘/1 - (t2+t2)w(t)‘§(§’sn§1/1 dt e =) il

Sei nun Re(z) > 0. In der Integraldarstellung fiir I'(3) substituieren wir ¢
n?t mit n € N*:

z
m 2

r(g):/ dt t371e™™ = w—%r(g)g(z):/ dt t3 7 w(t)
0

z
n 0

(nach Summe iiber n). Das Integral wird bei ¢ = 1 geteilt und des untere Intervall
mittels ¢ — % auf das obere abgebildet:

2 z o0 z_ 1 .
m 2P(5>¢(Z)=/1 dt <t2 fw(t) + 5t 2+1w(%)>,
Wir beweisen anschliefend:

Lemma 21.6 w(1) = —1 4+ 1/t + Viw(t).

Mit diesem Lemma folgt

2 (£)((z) = /100 dt (37 4+t Dw(t) + /100 dt t*%*( — % + %\/Z) .

Das zweite Integral ergibt —% + ﬁ = __Z(laz). 0

Der verbleibende Beweis von Lemma ist eine Anwendung der méchtigen
Poissonschen Summenformel fiir die Fourier-Transformation.
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Satz 21.7 (Poissonsche Summenformel) Sei f : R — R zweimal stetig diffe-
renzierbar mit geniigend schnellem Abfall im Unendlichen, sup,cr((1+82)(| f(¢)]+
| (t)])) < co. Dann hat f eine kontinuierliche Fouriertransformation

f(k) = /OO dx f(z)e ke kEeR,

[e o]

und diese erfiillt

Beweis wvon Satz [ZI.] Unter den Voraussetzungen wird durch g(x) :=
> f(xz+n) eine stetig differenzierbare Funktion erklért. Diese ist periodisch,

n=—oo

g(x) = g(x+1) und hat deshalb auf [0, 1] eine Darstellung als gegen g gleichméfig
konvergente Fourier-Reihe

g(:c) _ Z Cr e27rikm )

k=—o00
Die Fourier-Koeffizienten bestimmen sich aus der Umkehrformel
1 . 1 0o |
cL = / dz g(z) e ke = / dx Z flz+n) o= 2mik(z+n)
0 0 n=-—o0o

Die Regularitéit von f sichert gleichméfiige Konvergenz der Reihe auf R, so dafl
Integral und Reihe tauschen:

[e'e] 1 oo n+1
cp = Z / dr f(.T + n) e—27rik(a€+n) _ Z / dr f(.T) e—27rika:
0 n

n=—oo n—=——oo

— [ de e f

— 00

ZusammengefaBt gilt g(z) = 320 f(z +n) = oo f(k) 2™, Fir 2 = 0
folgt die Behauptung. O

Beweis von Lemma ZIA Sei t > 1. Die Funktion f(z) = e ™ erfiillt die
Voraussetzungen der Poissonschen Summenformel. Thre kontinuierliche Fourier-
Transformation ist

r ~ —ma?t—2mikx k2 - —7t(x+1k)2
flk) = dx e =e "I dz e £
—o0 —00

Das Integral kann aufgefait werden als Limes eines komplexes Kurvenintegrals
f,y dz e=™* iiber die Kurve v(z) = x + % x € [-R, R]. Es wird an den Réndern
xr = £R vertikal zur reellen Achse gefiihrt, wobei die vertikalen Kurven fiir
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—mtz?

R — 00 nicht beitragen. Wegen Holomorphie von e kann der Integrations-
.

weg deformiert werden in die Kurve v(z) = x, so da8 nach Substitution z — NG

entsteht
00 ; S 1 0 2 1
dr e~ ™t@+ ) = / dr e ™ — —/ dre™ =—.
/Oo oo VTt J oo Vi

Somit gilt nach Poissonscher Summenformel

[e.e]

) o 1 L2 oo . 1 0o L2
3 e 2t:%265 N 1+2;e Qt:%<1+2;e ‘2>,

n=-—00 k=—00

also 1+ 2w(t) = (1 + 2w(y)). Damit ist Lemma bewiesen, und insgesamt
auch Satz und die Funktionalgleichung in Folgerung 2T.4L O

Wir sehen im néchsten Abschnitt, daB8 {(z) sehr eng mit den Primzahlen zu-
sammenhéngt. Aus diesem Zusammenhang ergab sich historisch die Aussicht, mit
Hilfe der zeta-Funktion eine empirisch gefundene Aussage iiber die Verteilung der
Primzahlen zu beweisen. Bernhard Riemann konnte 1859 zeigen, dafl eine sehr
préazise Aussage zu erhalten wére, wenn man annimmt, dafl abgesehen von den
offensichtlichen Nullstellen ((—2n) = 0 fir alle weiteren Nullstellen ((z) = 0
gilt: Re(z) = % Diese Aussage ist Inhalt der Riemannschen Vermutung, des
beriihmtesten ungeltsten Problems der Mathematik. Die Riemannsche Vermu-
tung ist (als Teil des 8. Problems) enthalten auf der Liste von 23 Problemen der
Mathematik, die David Hilbert auf dem Internationalen Mathematiker-Kongress
1900 als die wichtigsten formuliert hat. Eine vergleichbare Liste von Millennium-
Problemen wurde fiir das Jahr 2000 vom Clay-Institut formuliert. Hier ist die
Riemannsche Vermutung das 4. von 7 Problemen. Die Losung (aber nicht die
Angabe eines Gegenbeispiels) wird mit 10°$ belohnt.

Aus der Verbindung zu Primzahlen (néchster Abschnitt) folgt, dal {(z) # 0
fiir alle z € C mit Re(z) > 1. Hadamard und de la Vallée-Poussin konnten 1896
unabhingig voneinander beweisen, dafi {(1 + it) # 0 fir alle ¢t € R*. Aus der
Funktionalgleichung folgt dann ((it) # 0 fiir alle ¢ € R. Das geniigte bereits, eine
schon wichtige Vermutung iiber die Verteilung der Primzahlen zu beweisen, den
Primzahlsatz. Wir gehen im néchsten Abschnitt darauf ein. Zusammenfassend
weifl man, daf alle nichttrivalen (z # —2n) Nullstellen der zeta-Funktion im
Streifen 0 < Re(z) < 1 liegen.

Aus ((zZ) = ((z) und Funktionalgleichung folgt: Ist ((x + iy) = 0 fiir 0 <
x < 1, dann auch ((z —iy) = 0, ((1 —x —iy) = 0 und ((1 — z + iy) = 0.
Somit treten die Nullstellen auf der kritischen Geraden Re(z) = 1 doppelt und
ansonsten vierfach auf. Man weif}, daB es auf Re(z) = 3 unendlich viele Nullstellen
gibt (Hardy & Littlewood 1924). Man hat numerisch mindestens 10'3 Nullstellen
bestimmt, alle diese liegen auf der kritischen Geraden, und alle sind einfach.
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22 Der Primzahlsatz

Die zeta-Funktion hat eine tiefe Verbindung zu Primzahlen:

Satz 22.1 (Euler) Fir alle z € C mit Re(z) > 1 gilt

o =-M—==I1—=

wobei (p,) = {2,3,5,7,11,13,17,...} die Folge der Primzahlen ist. Insbesondere
hat die zeta-Funktion keine Nullstelle im Halbraum Re(z) > 1.

Beweis. Wegen |I%| < 1 konvergieren die geometrischen Reihen in dem folgenden
Produkt:
N

: H(ipkzjk): i (jl 121 jN)z'

1—p % e
P 35 =0 1o in=0 \P1 P2 " PN

4=

Nun hat jede natiirliche Zahl n > 0 eine eindeutige Zerlegung in Primfaktoren n =
J1,.J2,.73

pypy Py -+ -, und umgekehrt definiert jede N-wertige Folge (71, j2,js,-..) genau
eine natiirliche Zahl (p'p}?p# ...). Sei P(N) die Teilmenge jener natiirlichen
Zahlen, die sich als pJ'py* - - - p& darstellen lassen mit j, > 0. Hier besteht P(1)
aus 1 und allen geraden Zahlen, P(2) aus 1 und allen durch 2,3,6 teilbaren
Zahlen, usw. Wegen der absoluten Konvergenz von ((z) fiir Re(z) > 1 kann die
zeta-Reihe umgeordnet werden in die Folge der Partialsummen
: 1 . - 1 1
N S | =

JN
nEP(N) J1:J250++ JnN=0 pl p2 pN ) k=1 pk

Die Umordnung &ndert nichts an Grenzwert sowie absoluter und normaler Kon-
vergenz der Reihen. O

Implizit wurde im Beweis verwendet, dafl es unendlich viele Primzahlen gibt
(sonst wire beispielsweise ((2) rational). Mehr noch, die Primzahlen bleiben
héufig:

Satz 22.2 Sei(p,) ={2,3,5,7,11,...} die Folge der Primzahlen. Zwar gilt p, —
1 > n fir alle n € N*, aber es gibt kein € > 0 und C' > 0 derart, daf§ p, >
1+ Cn'*e fiir alle n € N.

Beweis. ((z) hat einen einen Pol bei z = 1, so da8 [[7, i divergiert. Wegen

der gleichartigen Konvergenz von unendlichen Summen uria Produkten (Lem-
ma [[TT)) muB deshalb auch die Reihe Y 7 | (= —1) = Yo7, —— divergieren.

n=1 \1— n=1 p,—1
Pn
Wire p, > 1+ Cn'*¢ dann ist zﬁ < e, aber Y0 | == konvergiert. [

Ein denkbares Wachstumsverhalten, das ((1) noch divergieren la8t, wire p,, ~
n(a+ B1nn). ZweckméBigerweise geht man zur Umkehrfunktion iiber, p () = n:
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Definition 22.3 7(z) := {Zahl der Primzahlen <z} .

Wir suchen das asymptotische Verhalten der Primzahlverteilung m(n) fiir grofie
n, wobei

Definition 22.4 Zwei (nicht notwendig konvergente) Folgen (a,) und (b,) heiBen
asymptotisch gleich, geschrieben a, ~ b,, wenn lim,, ., g—z =1.

Wir kénnen nun formulieren (fir z > 2):

Theorem 22.5 (Primzahlsatz) m(z) ~ %

Inz

Dieses Verhalten wurde bereits 1797 von Legendre durch Betrachtung von Prim-
zahltafeln vermutet und spéater von Gaufl durch Bestimmung aller Primzahlen
< 3000000 weiter untermauert. Das Theorem wurde 1896 von Hadamard und
de la Vallée-Poussin unabhéngig voneinander bewiesen. Manche Schritte konn-
ten spéter vereinfacht werden. Wir geben im folgenden wesentliche Teile dieses
Bewelses (nach Newmanﬂ und Zaglet%)

Funktion ist holomorph auflerhalb
der Polstelle z = 1 und auflerhalb samthcher Nullstellen von (. Es gilt:

Satz 22.6 [Fir alle z € C mit Re(z) > 1 gilt

() « A, A - Inp fallsn =p*, p Primzahl, k € N*
((z) “Z= e’ "1 0 sonst

Die Folge (A,,) ={0,In2,1n3,In2,In5,0,In7,In2,1n3,0. ..} heifit von-Mangoldt-
Folge.

Beweis. Mit der allgemeinen Beziehung fiir die logarithmische Ableitung unend-
licher Produkte gilt

~

k=1 1_E k=1 pk k=1 Py
:_ZZlnpk pk Zzlnpk .
k=1 jp—1 =1 j—1 (Pi")

Die pi’“ erreichen genau die (positiven) Potenzen sdmtlicher Primzahlen. Wegen
der absoluten Konvergenz fiir Re(z) > 1 kann die Doppelreihe umgeordnet werden

'D. J. Newman, “Simple analytic proof of the prime number theorem,” [Amer. Math.
Monthly 87 (1980) 693-—696.

’D. Zagier, “Newman’s short proof of the prime number theorem,” [Amer. Math.
Monthly 104 (1997) 705-708.
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in eine Reihe " | a,, wobei a, nur ungleich Null ist fiir n = p’* eine positive

Potenz einer Primzahl p, und dort den Wert a,, = 125’ annimmt. Damit entsteht

die Darstellung iiber die von-Mangoldt-Folge. U

Allgemein heiBen Reihen ) ° | 92 Dirichlet- Reihen. Sie spielen eine wichtige Rolle
in der analystischen Zahlentheorie.
Im né&chsten Schritt gehen wir iiber zu den beiden auf R, definierten

Tschebyscheff-Funktionen

P(x) = ZA" , I(x) = Zlnp :

n<x p<zx

Die Summe in ¢ lauft iiber die Primzahlen < x. Beide Tchebyscheff-Funktionen
sind monoton wachsende Treppenfunktionen und als solche integrierbar. Der
Primzahlsatz ist dquivalent zu ¥(z) ~ x:

Satz 22.7 Aus 9(x) ~ z folgt m(x) ~ .

Inz

Beweis. Im folgenden sei x > e. Nach Voraussetzung ist > _ Inp = z(1 +r(z))
mit lim, ., 7(z) = 0. Abschétzen durch den gréfiten Summanden und die Anzahl
ergibt die triviale Ungleichung Epgx Inp <Inz Zpgml = 7(x)Inz, also w(x) >
r=(1+7r(x)).

Sei 0 < g < 1. Dann ist Epgx Inp > qu<p§m Inp, und Abschéitzen durch den
kleinsten Summanden liefert > _ Inp > 1In(z9) > ., <, 1 = ¢lnz(r () —7(z7)).
Nun ist m(z?) < x9, und deshalb gilt die leichter handhabbare Abschitzung
> p<e mp > glnz(m(z) — 27), aus der wir durch Umstellen gewinnen:

7(z) < 3%(1 Fr(a)) + 29 .

Wir konnen ¢ < 1 so wéhlen, dafl beide Terme vergleichbare Grofie haben, z.B.
qzl—ﬁﬁh‘x>e:

1+r(x) Inzx

_ 1 Inz
1 Vinzx e

Offenbar gilt lim, .., R(z) = 0. O

m(z) < —(1+R(z)), Rx)=-1+

“ Inx

Folglich m6chte man ¥(x) ~ x zeigen. Dazu erarbeiten wir uns eine Integral-
darstellung, fiir deren Konvergenz benétigt wird:

Lemma 22.8 FEs gibt C1,Cy > 0 mit 9(x) < Ciz + Cs.

Bewers. Fiir n € N* gilt

2 = (1+ 1) = i (2]?) > (27?) -t 1)1@;. .2.)7;”(%) '

k=0

88

Preliminary version — 9. Oktober 2017



Da (2:) eine ganze Zahl ist, kiirzen sich alle Faktoren im Nenner gegen Teile des
Ziahlers, nicht jedoch gegen die Primzahlen in [n + 1,2n] des Zihlers. Es folgt
22n > H = exp(),cpezn Inp) = V70 und damit 9(2n) — 9(n) <
2nln 2.

Wir mochten daraus J(x) —9J(5) < Cox schliefen fiir alle z > 2. Sei n := [§]
der ganze Teil. Dann ist 0 < x — 2n < 2. Da zwischen x > 2 und 2n hochstens
eine Primzahl liegt, und diese < x ist, folgt aus der Definition von ¥

n<p<2n

O(z) =9(3) = J(x) = 9(2n) = (V(3) = 9(n)) +9(2n) = I(n)

1 1
<lnz+2nln2 < x(ln2+ E) < x(ln2+ —) )
x e

Sei nun o8 = 2, aber 5x5r < 2, dann folgt

I(w) = (N__lm%) () + () < (2(m2+ 2) N__lzin) +9(4)
§2<1n2+%)x+ln(6). O

Damit gewinnen wir folgende Integraldarstellung:

Satz 22.9 Fir alle z € C mit Re(z) > 1 gilt

O(z) := Z p _ z/lood:c igfz .

PR

Beweis. Sei (p,) die Folge der Primmzahlen. Das Integral wird auf [1,py] be-
schrankt und an den Primzahlen p, aufgespalten. Die Treppenfunktion J(z) ist
auf [py,, pn+1] konstant gleich Y, Inp, und auf [0, 1] identisch 0:

N-1

PN DPnt1 n 1
’Z/1 z+1 - Z/ xz—f—l Zlnpk - Z (p_fz N ) Zlnpk

pn+1

_ Z (Zk JInp, 3T L Inpy, 1npn+1>

D, P Prt1

N—
_ Zkzl Inpy Zk:l In py, I 1npn+1
P P

z
n=1 anrl

(Teleskopsumme). Nun ist ch\;l Inpr, = Jdpny +¢) < Cipy + Cy nach vo-

N
rigem Lemma, so daf8l th—m% = 0 fiir Re(z) > 1. Damit folgt
N
lmpy o0 2 f dx ﬁz(ff)l =>>, h;f”, dquivalent zur Behauptung. d
89

Preliminary version — 9. Oktober 2017



Die Summe ®(z) = >, 1;15; tritt nahezu in der Rechnung fiir —CC/((;)) auf:

(=) _ npp™® np Inp Inp
<<z)—zl_p4 gpz_l ;pz +;pz(pz_1)

p

Die letzte Reihe ) lnz’il) ist holomorph fiir Re(z) > 1, so daB sich ®(z) me-

P p*(p
romorph fortsetzt auf Re(z) > 1 mit einfachen Polen in z = 1 (dem Pol von ()
sowie sémtlichen Nullstellen von (. Wegen —(-£7)'/-5; = -1 hat ®(2) — 5 eine
holomorphe Fortsetzung nach z = 1.
Als néchstes schlieBen wir Nullstellen von ¢ auf der Geraden Re(z) =1 aus.

Satz 22.10 Fir allex > 1 undy € R gilt

‘(C(SL’)) (¢(z +iy))*¢(z + 2iy) ‘-exp(ZZ (1 cos( nylnp)) ) >1.

p n=1

Insbesondere folgt ((1 +1iy) # 0 fiir alle y € R.

Wir beginnen mit der Folgerung. Da ((x) fir x N\, 1 divergiert, geniigt die Be-
trachtung von y # 0. Angenommen, ((1+iy) = 0 fiir ein y € R*. Handelt es sich
um eine (v > 1)-fache Nullstelle, dann ist ((z + iy) = (z — 1)” f(x,y) fiir eine
in einer Umgebung von (1,y) stetige und nullstellenfreie Funktion f. Dann ist
(C(2)2(¢(x +1y))*¢(x + 2iy) = (x — 1) 3g(x,y) fiir eine in einer Umgebung von
(1,y) stetige Funktion g. Das bedeutet lim,~ 1 ((¢(z))*(¢(z +1iy))*¢(z + 2iy)) = 0,
im Widerspruch zu der noch zu zeigenden Formel.

Sei z = x+iy. Dann ist Re(1 —]%) =1 —1% cos(yInp) > 3 und damit (17—1) €
C_. Deshalb darf von der Produktformel fiir die zeta-Funktion, Re(z) > 112 der

Logarithmus genommen werden:

—inylnp

ton(c() = - Ctes(1 - ) = X ST =2 0

p n=1 p n=l1

(wegen \I%| < 1 kann der Logarithmus in eine Reihe entwickelt werden). Es folgt
) cos ny In p)
e+ )] = exp(Re(Log(C(a + ) = exp (3 3 )y
p n=1

Die Behauptung folgt nun mit 2(1 + cos(nylnp))®> = 3 + 4cos(nylnp) +
(2cos?(nyInp) — 1) = 3 + 4 cos(ny Inp) + cos(2ny In p). O

Folgerung 22.11 ¢(z) — Z—il ist holomorph in einer Umgebung von Re(z) >

DI—‘
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Mit Satz konnen wir fiir Re(z) > 1 schreiben:

O(2) — ! =d(z) — 21+1:1+z/100d:c<i§f3—i>.

z—1 Z — x?

Die linke Seite hat eine holomorphe Fortsetzung nach z = 1. Der verbleiben-
de (funktionentheoretische) Beweis besteht darin zu zeigen, dafl dann auch das
Integral floo dx 19(3;# auf der rechten Seite konvergieren muf.

ZweckméBigerweise verschieben wir z +— z+ 1 und interpretieren das Problem
als Fortsetzung einer Laplace-Transformation auf Re(z) > 0.

Theorem 22.12 Fine Funktion f : R, — Ry sei beschrinkt und tber jedes
abgeschlossene Intervall [0, T] integrierbar. Ihre fir Re(z) > 0 erklirte Laplace-
Transformation

(L)(z) = /OO dt e *' f(t) , Re(z) > 0,

0

habe eine holomorphe Fortsetzung g(z) bis auf Re(z) > 0. Dann ezistiert das
uneigentliche Integral [°dt f(t) = limp o fOT dt f(t), und dieses stimmt mit
g(0) tberein.

Beweis. Wegen |f(t)] < M hat die Laplace-Transformierte (Lf)(z) die konver-
gente Majorante M fooo dt |e=#| = #(z). Die allgemeinen Vertauschungssétze
sichern, daB (£f)(z) auf Re(z) > 0 holomorph ist. Der Grenzwert z — 0 ist fiir
das Integral nicht ohne weiteres moglich! Es ist sorgfiltig zu unterscheiden zwi-
schen Re(z) > 0, wo (Lf)(z) mit g(z) iibereinstimmt, und der Geraden z = iy,
wo ¢(iy) erklért ist, nicht aber (Lf)(iy).

Sei T' > 0. Die Funktion gr(z) = fOT dt e *' f(t) ist holomorph auf ganz C, da
f(t) und alle Produkte mit stetigen Funktionen iiber [0, T'] integrierbar sind. Die
holomorphe Fortsetzung von ¢ in jeden Punkt z = iy bedeutet: Zu jedem y € R
gibt es ein ¢, > 0, so dafl g in K, (iy) holomorph ist.

Sei R > 0 fest gewdhlt. Dann ist | ¢ _p g K, (iy) eine Uberdeckung des
kompakten vertikalen Intervalls [—iR,iR|, die auf eine endliche Uberdeckung
Ur = Ur, K., (iyx) mit y1,...,ynv € [-R, R] reduziert werden kann. Dann
gibt es ein von R abhéngiges 6 > 0 derart, dafl auch das verschobene Intervall
{=d+iy : y € [-R, R]} vollstindig im Holomorphiegebiet Ug liegt (betrachte
fiir je zwei sich schneidende Kugeln Keyk(iyk) und K, (iy;) den Abstand &, > 0

der Schnittpunkte von K., (iyx) und K, (iy;) zur imaginidren Achse und wéhle 4
kleiner als das Minimum aller d;; > 0).

Sei A == {2z € C : |z < R, Re(z) > =6} und v := 0Ag, versehen
mit positiver Orientierung. Nach Konstruktion liegt Ag (einschlieBlich Rand) im
Inneren des Holomorphiegebiets Ugr U {z € C : Re(z) > 0} von g (und gr).
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Somit gilt nach Residuensatz:

9(0) — gr(0) = 2%1 /BAR dz (g(z) — gT(Z))eTZe + %) .

Unser Ziel ist zu zeigen, dafl das Kurvenintegral betragsméaflig beliebig klein
wird. Sei 7, = {Re® : —Z < ¢ < I} der in der rechten Halbebene liegende Teil
des Randes von Ag. Hier stimmt g mit £f tiberein, so da8 fiir |2| = R, Re(z) >0
folgt:

‘ ( ) ( )‘ ood . f( ) Iy ood tRe(2) Me—TRe(Z)
gz—gz:‘/ te ”* t‘g / te "V =
’ T T Re(z)
Andererseits ist mit + = 2
1 =z 2Re(z)
Tz __ _TRe(z)
Gl
und insgesamt |(g(z) — gr(2))e™* (L + )| < 2. Damit ergibt sich fiir das

uneigentliche Integral iiber v, nach Standardabschétzung

1 (1l z M
2mi /W dz (9(2) = gr(2)e” (£ + RQ)’ =R

Das Integral iiber den Teil v_ := 7\ 7, in der linken (abgeschlossenen) Halb-
ebene schitzen wir getrennt fiir g und gr ab. Da gr(z) eine ganze Funktion ist,
konnen wir y_ deformieren in den abgeschlossenen Halbkreis {z = Rel(z+¢) : 0 <
¢ < 7} in der linken Halbebene. In dieser Parametrisierung ist Re(z) = —Rsin ¢,
und wir erhalten

1 1z RM [T T . 2sin¢g
= d Tz (_ _) ’ < / d / dt (T—t)R(— sin¢)
’27‘(‘1 [,_ 2 gr(2)e z * R2J1 = 21 J, ¢ 0 c R

M [T T .

_ d dt (T—t)R(— sin¢)\/
R, cb/o (e )
M [T : M

_ do(1 — —T'sin¢) <=
R /0 pme TS R

Im Integral von g iiber v_ gehen wir anders vor. Da ¢ in einer Umgebung von
7- holomorph, also stetig ist, gilt sup,.., |g(2)| < Cr unabhingig von T'. Fiir

den kurzen oberen Kreisbogen v, = {z = Rel(zT%) : 0 < ¢ < arcsin %} schitzen
sich die verbleibenden Terme ab zu

s
1 1 z Cr [*®"E s 281N @
o d Tz(_ _)’ < _/ do R TRsin ¢
’27Ti/u 2 g(2)e 2+R2 21 Jy ¢ R R

.S
C arcsmﬁ .
< —R/ d¢ cos ¢ e TRsing
™ Jo

CR —TS CR
= — _— < .
TRl ¢ )= TRa

92

Preliminary version — 9. Oktober 2017



Dabei wurde ausgenutzt, dafl sin ¢ < cos ¢ fiir 6 < %, was wir annehmen konnen.

Der untere Kreisbogen mit Winkel 7 — arcsin 2 < ¢ < r liefert wegen der
Symmetrie des Problems denselben Beitrag. Verbleibt die vertikale Kurve v =
{z=—0+idcot ¢ : arcsin % < ¢ < w—arcsin %}, deren Kurvenintegral folgende

Abschétzung hat:

1 7. (1 z
\ﬁﬂédzg(z)e (z+ )]

_ Cd moaresin g0 e—T5<Sin¢ 5 )

T 27 arcsin % Sin2 ¢ ) R?sin gb
_Cr 15 ¢ 6 cos ¢ G\ [7—aresin &
_ge (lntan§+2R2(—Sin2¢+lntan§>) secsin 2
Cr 7T5< 52 2 S
= 1- 25— (24 5 )1 )
2" TR e

< %(1+ (2+ 5—2) ln?)e_ﬂ.

R2
1 und |i| o 5\/1+C0t2¢
84/ 1+cot? ¢ RrRZL R?
Stammfunktionen [ % und [ Sij’; p eingesetzt.
Insgesamt ist gezeigt:

Hier haben wir separat || = genommen und

T 2M  2Cr  Cp 5. 2R\ s
90 /0 a (1) < B bR tar (gl )e
Die linke Seite hat wegen der Beschrénktheit durch die rechte Seite einen limes
superior (Konvergenz kann noch nicht garantiert werden); dieser ist fiir Funktio-
nen ' : R — R erkldart durch limsup,_,. F(z) := inf,er(sup,-, F(z)). Analog
ist iminf, .o F(z) := sup,ep(inf,~, F(z)). Beide sind genau dann gleich, wenn
lim, ., F'(z) existiert. Mit diesen Eigenschaften ist gezeigt:

2M

lim sup ‘g(()) — /OTdt f(t)} < R

T—o00

Da R beliebig gewéhlt werden kann, folgt limsup,_, ’g(()) — fOT dt f(t)’ =0=
liminfr e |g(0) — [ dt f(2)|, d.h. limg o [ dt () = g(0). O

Wir wihlen jetzt f(t) = e *(J(e’) —e')). Die Laplace-Transformierte ist (nach
Substitution z = e')

LnE) = [ are e - e = [ dea () - o

0
Plz+1)—1-1
z+1
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fiir Re(z) > 0. Wir hatten bewiesen (Folgerung 2ZTTl), da die rechte Seite eine
holomorphe Fortsetzung nach Re(z) > 0 hat (nach Verschiebung z +— z + 1). In
Verbindung mit Theorem folgt:

Folgerung 22.13 floo dx 19(3;# konvergiert. Das ist nur maglich fir ¥(x) ~ x,
was mit Satz[22.7] den Primzahlsatz endgiiltig beweist.

Beweis. Die Konvergenz des Integrals ist mit Theorem gezeigt. Sei ¥(z) =
x(1 4 r(x)), wobei r(z) nach Lemma beschrankt ist. Somit existieren §; =
limsup,_,., 7(z) und 0_ = liminf, ., 7(z). Sollte r(z) nicht gegen 0 konvergieren,
so ist zumindest eine der Zahlen 61 von 0 verschieden. Sei §; > 0 und € = %5+.
Dann gibt es beliebig grofe x mit ¥(x) > (1 + €)z. Da ¥ monoton wiéchst, gilt
folgende Abschéitzung:

(+ae () —t oz (14 e)x—t I+ (14e)—7

:(1+e)(1—#6)—1n(1+e):e—ln(1+e)>O.

Somit hat flR dx 19(3;#, wenn R wiéchst, immer wieder Abschnitte, in denen
das Integral um € — In(1 + ¢) > 0 wéchst, so daB es nicht konvergieren kann,
Widerspruch.
Der Beweis fiir 6 < 0 und beliebig groflen x mit J(z) < (1 — €)z, mit
1 0(t)—t
2

€ = —30_, ist analog. Man zeigt f(ie)x dt=

< 0 fiir unendlich viele z. O

Der Primzahlsatz 7(x) ~ = ist nun bewiesen. Der Nachteil dieses (anspruchs-

vollen, aber im Vergleich zu anderen noch elementaren) Beweises ist, daf wir kei-
nerlei Fehlerabschiatzung bekommen. Das erfordert weit gréfSeren Aufwand. Ein

Zugang soll kurz skizziert werden. In volliger Analogie zu Satz ergibt sich:
Satz 22.14 Fir alle z € C mit Re(z) > 1 gilt
!/ An oo
) e [, 10
1

= rFt+1 :

((z) ~ & nms

Das Integral kann dquivalent auch auf fooo ausgedehnt werden. Es ist dann ei-
ne sogenannte Mellin-Transformation, [;~ dz x> '4(z) = (My)(—=2). Fiir die
Mellin-Transformation gibt es (unter Beschrianktheits-Annahmen) eine Umkehr-
formel, die einen gemittelten Wert von ¢ zuriickliefert:

%<w<x+e)+w<x—e>> = i/:modz ( e o

2mi J, oo - %(2)

Dabei ist s > 1 beliebig. Man kann nun den Integrationsweg durch einen grofien
Halbkreis links der Geraden Re(z) = s schlieBen und dann durch den Residuen-

satz ausdriicken. Die Pole sind bei z = 0, z = 1, sowie sdmtlichen Nullstellen von
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20

St - =r— 3 T —In(2r).

¢(z0)=0 0

Dabei ist CILS) = In(27), und z = x—ll entsteht aus dem Pol von ((z) bei z = 1. Die
Summe lauft iiber alle Nullstellen der zeta-Funktion. Die trivialen Nullstellen
tragen mit » 2 22: = 3In(1 — %) bei. Die Summe iiber die nichttrivialen
Nullstellen konvergiert aber nicht absolut, und die grofie Schwierigkeit besteht
darin, diese Summe zu kontrollieren.

Unter Annahme der Riemannschen Vermutung kann man beweisen:
| > e0)=0 Re(z0)=2 Zioo < Kyz(Inz)?. Mit groBerem Aufwand kann man 7 (z)
durch 9 (x) ausdrucken, und so findet man (bei Annahme der Riemannschen Ver-
mutung) die Abschitzung

1
’7‘(‘(1‘) - li(:p)} < 8—\/§1nx fiir alle x > 2657 .
T

Dabei ist li(z) = [ + 1i(2) mit li(2) = hm&—)O( et f1+61 ) =

2 Int Int
T

1,045163 ... der Integrallogarithmus. Er verhilt sich asymptotisch wie ~ =.
Fiir den Bereich, in dem 7(z) vollstdndig bekannt ist, gilt immer li(n) > 7(n),
n € N*. Man weif} aber, daf8 li(n) — m(n) unendlich oft das Vorzeichen wechselt.

Der erste Wechsel lief sich eingrenzen auf 101 < n < 1.4 - 103%,
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