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Teil VI
Integralrechnung

Es gibt verschiedene Integralbegriffe, die sich unterscheiden hinsichtlich der Klas-
se der integrierbaren Funktionen. Wir behandeln hier das Riemann-Integral.

29 Das Riemannsche Integral

Definition 29.1 Eine Funktion ¢ : [a,b] — C heiBt Treppenfunktion, wenn es
eine Unterteilung @ = 9 < 1y < --- < x, = b von [a,b] derart gibt, daB ¢ auf
jedem offenen Teilintervall |z, 25 1| konstant ist. Die Werte von ¢ an den Punkten
xg, . - ., T, dirfen dabei beliebig (aber beschrankt) sein.

Die Menge aller Treppenfunktionen auf [a, b] werde mit T |a, b] bezeichnet.

Satz 29.2 Ta,b] ist ein (unendlich-dimensionaler) Vektorraum diber C.

Beweis. Zu zeigen ist:
i) Die Nullfunktion ¢(x) = 0 liegt in 7T[a, b].
ii) Aus ¢, € Tla,b] folgt ¢ + 1 € Ta,b].
iii) Aus ¢ € T|a,b] und X € C folgt A\p € Ta,b].
i) und iii) sind klar. Zu ii) betrachte man die Unterteilung {zo,...,z,} zu ¢
und {z{,...,2,,} zu ¢ und bilde die Unterteilung {to,...,tx} = {xo,...,Tn} U

{zf, ..., 2, } mit k <m+n—1undt; <t;4;. Dann sind ¢, ¢ und damit ¢ + ¢
Treppenfunktionen beziiglich der gemeinsamen Unterteilung {t, ..., tx}. U

Definition 29.3 (Integral fiir Treppenfunktionen) Sei ¢ € Ta,b] definiert
beziiglich der Unterteilung a = 2y < 21 < --- < ,, = b, und auf den Teilintervallen
|1, x| habe ¢ den Wert ¢;. Dann setzt man

/abda: b(x) = kf;ck(xk C )

b
Fiir reellwertige positive Treppenfunktionen ist das Integral dx ¢(zx) gleich

dem Inhalt der Flache, die vom Graphen von ¢ und den Geraden o = a, xr =20
und y = 0 begrenzt wird. Streng genommen mufl noch gezeigt werden, dafl das so
definierte Intgral unabhdingig von der gewdhlen Unterteilung der Treppenfunktion
ist. Das geschieht durch Zuriickfithren zweier Unterteilungen auf eine gemeinsame
noch feinere Unterteilung und Beriicksichtigung der Tatsache, dafi die endlich
vielen Randpunkte der Teilintervalle zum Integral nicht beitragen. (Fiir positive
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Funktionen haben die Kanten {x;} x [0, ¢(xy)] die Flache 0, was sich dann auf
allgemeine Funktionen iibertrégt.)

Fiir reellwertige Funktionen f, g : [a,b] — Rerklarenwir f < g < f(x) <
g(x) fur alle z € [a, b].

Satz 29.4 Fir Treppenfunktionen ¢, € Tla,b] und Zahlen o, B € C gilt:

i) / e (0 + B))(2) = a / e é(a) + B / e b(@) (Linearitit)

ii) ’/ab dz gb(:p)’ < (b—a)- sup |¢(x)| (Beschrinktheit)

z€[a,b]
iii) Sind ¢,V reellwertig mit ¢ < 1), so gilt
b

/ di o(x) < / dz (z) (Monotonie)

a a

(Man sagt: Das Integral ist ein lineares, beschrianktes und monotones Funktional

auf T1a, b].)

Beweis. Nach Wahl gemeinsamer Unterteilungen sind das die iiblichen Eigen-
schaften endlicher Summen. O

Definition 29.5 (Ober- und Unterintegral) Sei f : [a,b] — R eine be-
schrankte reellwertige Funktion. Dann heiBt

b

/:dxf(x) 2=inf{/bdx¢(x) : Q/JGT[a,b]’@/)Zf}

a

das Oberintegral von f und

/a*bd:v f(z) = sup{/bd:c d(x) : ¢ € Tla,b], ¢§f}

a

das Unterintegral von f. (Dabei sind die Treppenfunktionen ¢ € T |a, b] reellwertig.)

b b
Es gilt stets / “dr f (x) > / Jdz f (x) wegen der Monotonie des Integrals nach

Satz 29.4}iii).
b b
Fiir reellwertige Treppenfunktionen ¢ € Tla, b] gilt / " dx p(z) = / ,dx (),

denn die Treppenfunktion selbst realisiert das Infimum und Supremum.

Definition 29.6 Eine beschrankte reellwertige Funktion f : [a,b] — R heiBt
Riemann-integrierbar, wenn ihre Ober- und Unterintegrale libereinstimmen; in die-

sem Fall setzt man
b b b
/ dz f(x) = /* dz f(x) = /* dz f(x) .
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Eine beschrankte komplexwertige Funktion f : [a, b] — C heiBt Riemann-integrierbar,
wenn Re f und Im f Riemann-integrierbar sind; in diesem Fall setzt man

/abd:c f(z) = /abd:c (Re f)(z) +1/bd3; (Im f)(z) .

a

Damit ist jede Treppenfunktion auch Riemann-integrierbar, und ihr Riemann-
Integral stimmt mit dem Integral nach Definition iiberein. Im folgenden
meinen wir mit ‘integrierbar’ stets ‘Riemann-integrierbar’. Der folgende Satz ist
unser wichtigstes Werkzeug fiir das Riemann-Integral.

Satz 29.7 Eine Funktion f : [a,b] — R ist genau dann integrierbar, wenn zu
jedem € > 0 reellwertige Treppenfunktionen ¢, € Tla,b] existieren mit ¢ < f <

Y und
b b
[ e vta) - [dnow <

Beweis. (=) Nach Definition von inf und sup gibt es eine Treppenfunktionen

b b
W > f mit / dx (x) — /* dzx f(z) < % und eine Treppenfunktion ¢ < f mit

forsa” [ o

b b
(<) Nach Definition ist /* dz f(x) —/ dzx f(x) < € fiir jedes € > 0, also
stimmen Ober- und Unterintegral iiberein. O

N)Im

Satz 29.8 Jede stetige Funktion f : [a,b] — R ist integierbar.

Beweis. Nach Satz sind stetige Funktionen auf kompakten Intervallen auch
gleichméfig stetig. Also gibt es zu € > 0 ein § > 0 mit | f(z) — f(y)| < 3= fii

z,y € [a,b] mit |x—y| < §. Wahle n € N mit =% < § und die Unterteilungsstellen
T = a+ k=2 mit 0 < k < n Fir 1 <k < nsetze ¢ = SUD, ey f (T)
und ¢, = infucp, 0 f(2). Konstruiere die Treppenfunktionen ¢, mit der
Unterteilung {xo,...,z,} derart, daBl ¢ auf [xy_q, 2] den Wert ¢, hat und ¢
auf [xg_1, ] den Wert ¢}.. Nach Konstruktion gilt ¢ < f <.

Nach dem Extremwertsatz wird das Supremum und Infimum angenom-
men, d.h. es gibt &,¢&, € [:L‘k 1,ak] mit ¢ = f(&) und ¢, = f(&,). Wegen
& — & < O st [er — €] < 55 fur alle k und deshalb ¢ (z) — ¢(z) < 7= fiir alle
x € [a,b]. Dann gilt nach Satz

/ d () — / dr () = / dx (§ — B)(x) < (b—a) sup [(z) — $(x)| <.

z€[a,b]

Nach Satz ist f integrierbar. O
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Satz 29.9 Jede monotone beschrinkte Funktion f : [a,b] — R ist integrierbar.

Beweis. (ﬁir f monoton wachsend) Wir wihlen eine dquidistante Unterteilung
Tr=a+ k: —2 und die Treppenfunktionen

o(x) == f(zr_1) fir 1 <z <z
U(x) = f(xy) fir o <z <y

und ¢(b) = 1(b) = f(b). Dann gilt ¢ < f < und
[ vt = [ dn ota) = 3o (@)~ fa)) o~ o)
@ @ k=1

= boa Z(f(ﬂfk) — f(@g-1)) =

k=1

b—a
n

(f(b) = f(a)) -

n
Wihle n > (b —a)(f(b) — f(a)), dann ist f integrierbar nach Satz O

Beispiel 29.10 Wir betrachten die monotone Funktion f : [0,b] — R mit f(x) =
22. Dann ist mit den Bezeichnungen im vorigen Beweis

/Obdx@[)(x):%i( ) HBZ b nn+1)6(2n+1)

b
fiir allenENX,also/ de 22 = —. <
0

Wir werden nun grundlegende Eigenschaften des Riemann-Integrals zeigen.
Diese Beweise beruhen auf der Einschachtelung integrierbarer Funktionen durch
Treppenfunktionen und sind leider etwas miithsam.

Satz 29.11 Seien f,g : [a,b] — C integrierbare Funktionen und o, 3 € C. Dann
st auch die Funktion of + Bg integrierbar, und es gilt

/abdas (af + B9) () =a/:dx f(:v)+6/abdasg(x)
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Somit bildet die Menge der iber [a,b] Riemann-integrierbaren Funktionen einen
unendlich-dimensionalen Vektorraum.

Beweis. Es gentigt, den Satz fiir reellwertige f,¢g und «,5 € R zu beweisen.
Der allgemeine Fall 148t sich dann mit Definition darauf zuriickfithren. Wir
betrachten zunéchst «, 8 € RY. Nach Voraussetzung gibt es zu € > 0 Treppen-
funktionen ¢1, g2, 11,1, mit g1 < f <9y und ¢p < g < 9y sowie

/abd:cwl(a:)—/abd:c 61(z) < i /abdxwg(x)—/abd:c G2(2) < 55

Dann ist a¢; + Bpe < af + g < arby + [y, und nach Satz gilt

/ d (aby + Bubn) () — / d (ady + Ben)(z) < e .

b
Damit ist af + PBg integrierbar. Sowohl [} = / dr (af + Bg)(x) als auch

b b b
I, =a | dr f(x) + 8 | dzr g(x) liegen zwischen dr (a¢py + Beo2)(x) und
- / /
dx (e + Sie)(x), also gilt I = Is.

 Mit f ist auch —f integrierbar durch Wahl der Treppenfunktionen —1;
—f < —¢1, so daB die Aussage auch fiir & < 0 und/oder 8 < 0 gilt.

(IRVA

Satz 29.12 Seien f,g : [a,b] — R integrierbare Funktionen. Dann gilt:

i) Ist f < g, so folgt /bda: f(z) < /bda: g(x).
ii) Die Funktionen f, := max(f,0) und f- := max(—f,0) sowie |f| =
fr+ f_ sind integrierbar, und es gilt ‘ /b dx f(a:)‘ < /b dx | f(z)].
iii) Fir jedes p € [1,00] ist die Funktion |f|P integrierbar.
iv) Die Funktion fg ist integrierbar.
Beweis. i) Es ist g — f > 0 eine integrierbare Funktion, deren (Unter)integral >
dem Integral der Treppenfunktion 0 ist. Also ist / b dz (g — f)(z) > 0.

i) Aus p > f > ¢ folgt vy > fy > ¢4 und ¢_ > f_ > ¢_. Dann gilt
i/fb—<l5:(7/4—7/17)_((1?—(?7):¢+—¢++(¢7—1/L) >y — ¢4, also

/ dr (Vs — oy)(x) < / dz (¢ — ¢)(x) < e. Damit ist f, integrierbar, analog

a

auch f- = (=f); und damit |f| = f; + f-. Wegen f < |f| und —f <[]
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gelten /bdx f(z) < /bdx | f(x)| und —/bdx f(z) < /bdx |f(x)|, folglich

[ )] < [ isn

iii) Die Funktion f ist beschrinkt, |f| < M. Wegen der Linearitit geniigt es,
0 < f <1 zu betrachten. Nach Voraussetzung gibt es Treppenfunktionen ¢, ¢ mit
b

b
0<op<f<y<l1 und/ dx 1/1(1’)—/ dx ¢(z) < Z% Die Funktionen ¢? und ?

sind wieder Treppenfunktilonen mit ¢P §a | f|P < 4P. Nach dem Schrankensatz
fiir die Funktion A : ¢ — ¢ mit 0 < A’ < p auf [0, 1] gilt % < p und damit

b b
[arw-ow s [ drw-sw=e
Damit ist |f|P integrierbar.
iv) Verwende fg = 1((f + 9 — (f — 9)"). a

Insbesondere sind auch max(f,g) = 2(f+g+|f —g|) und min(f,g) = 1(f+g—
|f — g|) integrierbar.

Satz 29.13 Sei a < b < c¢. Fine Funktion [ : [a,c] — C ist genau dann
integrierbar, wenn f dber |a,b] und dber [b,c] integrierbar ist, und dann gilt

/:dg; flz) = /abdx (@) +/bcdx f(2).

Beweis. Folgt durch Unterteilung der approximierenden Treppenfunktionen in b.

U

Man setzt /adx f(z )':0und/ dzx f(z) = /bdx f(z) fiir b > a, falls f

tiber [a, b] integrierbar ist. Die Zusammensetzungsformel aus Satz BO13 gilt dann
fiir beliebige a, b, ¢, wenn f iiber [min(a, b, ¢), max(a, b, ¢)] integrierbar ist. Daraus
erhalten wir im Beispiel

b 0 b b a 1
/d:pxzz/d:px2+/dx:p2:/d:px2—/d:pxzz—(bg—ag).
a a 0 0 0 3

Satz 29.14 (Mittelwertsatz der Integralrechnung) Es sei f : [a,b] — R
eine stetige Funktion und g : [a,b] — R eine integrierbare Funktion mit g > 0.

b b
Dann gibt es ein £ € [a, b mit/ dz (fg)(z) = f(f)/ dx g(x). Fir g =1 gilt

speziell /b de f(x) = (b—a)f(§) fir ein & € [a,b].
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Beweis. Setze M := sup,¢(, ) f(x) und m = inf,cpp f(2), dann gilt mg < fg <
M g und folglich

b b b
m [ go) < [ o) < 0 [ degla).
b b
Somit gibt es ein A € [m, M] mit / dz (fg)(zx) = )\/ dx g(z). Nach dem Ex-

tremwertsatz (Satz ZZJ) nimmt die cétetige Funktion f Y [a, b] — R ihr Supremum
M und Infimum m an. Nach dem Zwischenwertsatz (Folgerung T9.9) gibt es dann
ein £ € [a,b] mit f(§) = A O

1 b
Man nennt M(f) := b a dr f(x) den Mittelwert der stetigen Funktion

[ @ 0w

dx g(r)

f i la,b] = R. Allgemeiner heiit M,(f) :=

der beziiglich g ge-

wichtete Mittelwert von f. ‘

30 Riemannsche Summen

Wir zeigen nun, dafl eine approximierende Treppenfunktion weitgehend beliebig
ist, solange die Unterteilung geniigend fein wird.

Satz 30.1 (Riemannsche Summen) Sei f : [a,b] — R eine integrierbare
Funktion. Dann gibt es zu jedem € > 0 ein & > 0, so daf fiir eine beliebige
Unterteilung a = xo < o1+ < x, = b von [a,b] mit |rx 1 — xx| < 0 und beliebige
Wahl von Stiitzstellen & € [xg, xri1] gilt

n—1

’/abdx fl@) =Y fé) @rn —z)| <e.

k=0

Beweis. 1) Sei zundchst f = ¢ eine Treppenfunktion, die beziiglich einer Unter-
teilung a =ty <ty < -+ <, = b definiert ist, und M := sup,c(, 4 |¢(7)]. Sei
a=1xy <z < <z = b eine Unterteilung von [a,b] mit |zx1 — x| < 0.
Fiir beliebige Wahl von Stiitzstellen &, € [xy, x)41] definieren wir eine Treppen-
funktion ® € Tla,b] durch ®(z) = ¢(&) fiir 2x < < 211 und P(a) = @(&o).

n—1 b
Dann gilt Z O(&k) (Tpyr — Tp) = / dzx ®(x). Die Funktionen ¢ und ¢ stimmen
k=0 @

auf jedem offenen Intervall |z, x4 1| iiberein, fiir das [z, 2441] keinen Punkt ¢;
enthélt. Damit ist ¢ —® # 0 hochstens auf 2m Teilintervallen. Deren Gesamtldnge

7
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ist < 2md. Auf jedem dieser < 2m Teilintervalle ist |¢p(z) — ®(z)| < 2M. Somit
folgt:

b
/ dz |6(x) — ®(x)| < 2md - 2M .
ii) Sei nun f eine beliebige integrierbare Funktion und ¢, 1) zwei approximie-

b
rende Treppenfunktionen mit ¢ < f < 1 und / dzx (v —¢)(z) < % Wihle dann

€ €
8M¢m¢ ? SMwmw

mit |z — x| < 6 und beliebige & € [xy, vx41]. Bilde zu ¢, wie in i) Trep-
penfunktionen &, ¥ mit fab dr ®(x) = Zz;é o(&k)(zy1 — xp) und fab dx V(z) =
S o ¥(€r) (xprs — 1) Nach 1) gilt

a
d < min( ), eine beliebige Unterteilung a =29 <21 < --- < x, =b

/abdm@;) - /abdx -+ [ v < [arjo i+ [ drow

a ea , a
<3 +/ dx (x)

und

L[@ﬂw»=éyx@—¢mw+/%www2—/ﬂ“@“¢mw+/%xﬂw

a EG/ b a
> =3 +/ dx ¢(z)

Andererseits folgt aus ¢ < f <@

[y
—_

n—

/ dx ®(z) = ; A(E&) (Tpy1 — ) < S (&) (Thyr — p)

0

I
|
T
|
=

< w@mmewa/wwm

il
o

und zusammen

c b n—1 € b
_§+Adxwms;;ﬂ@mwﬂ—m»s§+ldxww-

b

dr (¥ — ¢)(z) +
+ /b dx f(z) folgt
’ O

b b b
ATdewwzﬂde—ﬂm+ldxmwg

b
/ dzr f(z) < §+/ dz f(z) und analog/ dr ¢(r) > —
die Behauptung. ‘ ‘

NI S—
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Ist f : [a,b] — R integrierbar, so gilt folglich

b n—1
/ dz f(x) = nlggoZ J(&k) (@hsr — i)
a k=0

falls {zy} eine von n abhingige Unterteilung von [a, b] ist mit max(|zx1 —x|) —
0 fiir n — oo und &, € [T, Tpy1]-

Beispiel 30.2 / dxr cosx =sina .
0

Beweis. Wihle (n + 1) Stiitzstellen z, = £, 0 < k < n. Dann ist

n—1 n—1

@ a k:a a ika —ika
dr cosx = lim — coS (—) = lim — (eT +en )

=0 2n\] —ew  1—en
a
a 1, Sin 2 1, sin
— lim _(e%u DM L ka8 )
n—oo 2n sin 2 sin o
2n 2
) a a a\ sing
= lim —(2cos |z — =—)—
n—oo 2M 2 2n/sing-
agina a T e
~ m <20052 sin 5 oS 5~ N iQsm 5 sin g sin 2n>
n—00 sin % 2n sin =+
a 2n
2n
=sina
unter Verwendung von lim,_,o *** =1 und lim,_,qcosx = 1. O

xT

Im Prinzip 148t sich auf d&hnliche Weise die Berechnung des Riemann-Integrals
auf die Berechnung von Reihen zuriickfithren. Tatséchlich sind Integrale {iber den
spiter einzufithrenden Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung meist
einfacher zu berechnen als Reihen, und so kénnen manche Reihen iiber den ‘Um-
weg’ der Integrale berechnet werden. Riemannsche Summen sind aber ein wich-
tiges Hilfmittel in Beweisen:

Satz 30.3 Fir komplezwertige integrierbare Funktionen [ : [a,b] — C gilt

[t 1)< [ asiso < 0= sp 1100

xz€la,b

b b
Beweis. Wir nehmen das Gegenteil an, ’ / dx f(:v)’ —/ de |f(x)] =€ > 0. Wir

9
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wéhlen Riemannsche Summen fiir Re f, Im f und | f| mit

n—1

b
| [ (Re pa) = Yo (Ref) (@) wnn - )| < §

k=0

/ e (I f)(x)

[ 15 —nz:lwsk)

(Im f) (&) (Tpr1 — 1) | < —

(xk+1 — l‘k) <

= o

Die ersten beiden Ungleichungen ergeben

’/da:f

Daraus folgt nach Dreiecksungleichung

‘/abdxf(:c)‘zK/ dx f(z :Z:ffk :ck+1—:ck>+:Z::fgk (Tpr1 — 1)

-1
€ 3e
5 ; $k+1—5€k)<z+/ad37‘f($)‘a

n—

DO

F&) (@rn — w0)| <
0

k=

b
Widerspruch. Die Ungleichung / dz|f(z)] < (b — a) sup |f(x)| folgt aus

z€la,b]

|/ ()] < sup,epa | f(2)]- m

Fiir eine integrierbare Funktion f : [a,b] — C und p > 1 setzen wir

iy = [ e p)’

An dieser Stelle wird ein Schwachpunkt der Menge der Riemann-integrierbaren
Funktionen sichtbar. Entgegen der Erwartung ist f — || f||, keine Norm! Zwar
gelten Skalierung (N2) und Dreiecksungleichung (N3), aber aus || f||, = 0 folgt
nicht f = 0. Sei z.B.

[0 firx £ 2 [0 fl'ir\:v—“Ter|>nL+1
f(x)_{l fir z = ¢2 Un(w) = 1 fiir o — 42 < =5
b 2
Dann ist 1, Treppenfunktion mit 0 < |f|? < 4, und wegen / dzx ¥(x) < 1
u n

b
ist f integrierbar mit / dz |f(x)|P =0, aber f # 0. Dieser Schwachpunkt wird

a
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spater im Lebesgue-Integral behoben. Zumindest fiir stetige Funktionen tritt das
Problem nicht auf: Sei |f(y)| = M > 0 fiir ein y € [a, b], dann gibt es wegen der
Stetigkeit von |f| ein € > 0 mit |f(z)] > & fiir alle z € [a,b] mit |z — y| < e

Dann ist o | |
= fiir |x —y| <e
—J 2
¢(5L’)—{ 0 fir [x —y| > €

b
M
Treppenfunktion mit ¢ < |f|? und / dx ¢(z) > 5 min(e, b — a) > 0, also auch
b a
/ dz | f(z)P > 0.

Satz 30.4 (Holdersche Ungleichung fiir Integrale) Es seien f,g : [a,b] —
C integrierbare Funktionen und p,q > 1 mit % + é = 1. Dann gilt

| / ' (Fo)@)| < 1l gl

Beweis. Nach Satz Z9T2iii) existieren || f||,, ||g|l;- Wir wéhlen eine dquidistante
Unterteilung xy = a+§(b— a) und beliebige Stiitzstellen &, € [z, xk+1] Dann ist

nach Satz P57 (Holdersche Ungleichung fiir Summen) sowie (b—“) (=2)e = i = b=a

o] < (=

Z\f &) - (23 o))
Die drei Summen sind fiir n — oo Riemannsche Summen zu / dz |(fg)(z)

3
,_.
—

b
Il

0

a

||f||p bzw. ||g||q- O

Satz 30.5 (Minkowskische Ungleichung fiir Integrale) FEs seien f,g
la,b] — C integrierbare Funktionen und p > 1. Dann gilt

1+ glle < [1f 1o+ llgllp -

Beweis. Analog zu Satz mit der Minkowskischen Ungleichung fiir Summen
aus Satz ]

Folglich ist (C([a,b]),| ||,) ein normierter Vektorraum, wobei C([a,b]) den Vek-
torraum der stetigen Funktionen iiber [a, b] bezeichnet. Insbesondere wird durch

(f,g) = / de F@) gle), g€ Cab)

ein Skalarprodukt auf C([a, b]) definiert. Es zeigt sich jedoch, daB (C([a, b)), | ||,)
nicht vollsténdig (d.h. kein Banach-Raum) ist. Auch dieser Schwachpunkt wird
durch das Lebesgue-Integral repariert.
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31 Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Definition 31.1 Eine Funktion f : [a,b] — C heiBt Regelfunktion, wenn es zu
jedem € > 0 eine Treppenfunktion ¢ € Tla,b] gibt mit |f(x) — ¢(x)| < € fiir alle
x € [a,bl.

b b
Wegen Re p—e < Re f < Re ¢+e sowie/ dx (Re ¢+e)(:p)—/ dx (Re p—e)(x) =
2¢(b—a) und analog fiir die Imaginéirteilaé ist jede Regelfunktiaon integrierbar. Die

Konstruktionen in den Beweisen zu Satz und Satz zeigen, daf} jede
stetige Funktion und jede monotone Funktion eine Regelfunktion ist.

Satz 31.2 FEs sei f : [a,b] — C eine Regelfunktion. Dann ezistieren in jedem
Punkt xq € [a, b die rechtsseitigen Grenzwerte limg ,, f(x), und in jedem Punkt
xo € |a,b] existieren die linksseitigen Grenzwerte limg g0 f(x).

Beweis. (fiir rechtsseitige Grenzwerte) Sei ¢ die Treppenfunktion mit |f(z) —
P(x)| < § fiir alle x € [a,b] und ]z, 3] das Intervall, auf dem ¢ konstant ist.
Dann gilt fiir alle x, 2’ € Jzo, 5[ die Abschitzung |f(z) — f(2)| < |f(x) — ¢(z)| +
lp(2") — f(2')] < e. Nach dem Cauchyschen Konvergenzkriterium existiert der
Limes lim,~ ,, f(x). O

Wir betrachten nun die Abhéngigkeit des Integrals von einer der Integrations-
grenzen als neue Funktion, die man auch unbestimmtes Integral nennt.
Satz 31.3 Sei f : I — C eine Regelfunktion und a € 1. Fir x € I werde durch
F(z) = / dt f(t) eine Funktion F : I — C definiert. Dann gilt: Die Funktion

F:1 = C ist stetig und in jedem Punkt xo € I sowohl linksseitig als auch
rechtsseitig differenzierbar mit

gg%(pgm+hy4wx@):£g%fn@, g%%(F@m+h}JWx@):£g%f@ﬂ.

Insbesondere ist F' differenzierbar in jedem Punkt x € I, in dem f stetig ist, mit
Fi(z) = f(z).

Beweis. Wegen |F(z1) — F(z2)| < [v1 — @2 Sup,ey, 4o [f(7)] ist F auf jedem
abgeschlossenen Intervall Lipschitz-stetig und damit stetig.

Sei A := limy~ 4, f(2). Zu e > 0 wihle 0 > 0, so dal |f(z) — A| < e fiir alle
x € |xg, o + d[. Dann gilt fir einen solchen Punkt x

ﬂ@—Fww_%:‘

[ x| < — [Caripw-a<e.

T — g T—X0 J g, LT—X0 Jzg
Damit existiert der rechtsseitige Grenzwert limg\ ,, %ﬁo@‘“o) und ist gleich A.
Analog fiir den linksseitigen Grenzwert. U
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Definition 31.4 Eine stetige Funktion F' : I — C, fiir die eine Regelfunktion
f I — C existiert mit

}Lig(l]%(F(ﬂfo—i‘h)—F(ﬂfo)) = ml{‘r;lo f(z), %%%(F(xo—l—h)—F(azo)) = ml}r;lo f(z),

heiBt Stammfunktion zu f.
Die Menge aller Stammfunktionen zu einer Regelfunktion f : I — C heiBt das

unbestimmte Integral zu f, geschrieben [ dx f(z).

Nicht jede differenzierbare Funktion ist eine Stammfunktion. Es l&8t sich zeigen
(Konigsberger, Analysis I), dal Funktionen, die mit Ausnahme abzdhlbar vieler
Punkte stetig differenzierbar sind, Stammfunktion sind.

Satz 31.5 Es sei F': [ — C Stammfunktion zu einer Regelfunktion f : I — C.
Eine weitere Funktion G : I — R ist genau dann Stammfunktion zu f, wenn
F — G konstant ist.

Beweis. (=) Nach dem Identitétssatz fiir stetige und differenzierbare Funk-
tionen ist F' — G konstant in jedem offenen Intervall, in dem f stetig ist. Wegen
der Stetigkeit von F, G ist F' — G dann auf ganz [ konstant.

(<) ist klar. O

Satz 31.6 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung) Es  sei
G : I — C eine beliebige Stammfunktion zu einer Regelfunktion f : I — C. Dann
gilt fiir beliebige a,b € 1

b
/ dzx f(z) = G(b) — G(a) .

Beweis. Das ist klar fiir die Stammfunktion F(z) = / dz f(z). Fir jede weitere
Stammfunktion G gilt G(z) = F(z) + ¢ fiir ein ¢ < C, und in der Differenz
G(b) — G(a) = F(b) — F(a) hebt sich die Konstante weg. O

Jede Ableitungsformel der Differentialrechnung liefert damit ein unbestimm-
tes Integral. Die Grundintegrale sind

s+1
/dx:z:szx 1+c, reERflrseN, zeR*firseZ, s< -2,
S re R} firse C\ {-1}

1
/daz—:ln\:ﬂ—l—c, r#0
T

1
/dxe“m:—e“xjtc, aecC

a
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/d:p sinx = —cosx + ¢,

/dx cosx =sinx + ¢,

1
dxr ——— = arcsinx + ¢, | <1
/ V1—2? 2
/ 1
dr —— = arctanzx + ¢,
14 22
1 T
d =t — Z
/xcos%c anx + ¢, :c¢2+7r
1
/dx —— = —cotx +c, x &l
sin® x

Uber den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung liefern diese unbe-
stimmten Integrale ein Riemannsches Integral, falls das Intervall [a, b] im Defini-
tionsbereich der Stammfunktion liegt. So erhalten wir z.B.

b bn+1 n+1
—a
/dxx"zi n €N,
a

/ dx cosx = sin(}) —sin(0) =1,
0

/dxex:e“—l.
0

Ist F' die Stammfunktion zu f, dann ist fiir das Riemannsche Integral die folgende
Schreibweise iiblich:

NI

"= F(3) - Fla),

a

[t 0= F

1

0

1
1
also z.B. / dx = arctan x
0 1 —+ 1’2

32 Integrationsmethoden
32.1 Partielle Integration

Aus der Produktregel fiir das Differential gewinnt man die folgende Rechenregel:
Satz 32.1 (partielle Integration) FEs seien u,v: [ — C Stammfunktionen zu

Regelfunktionen f =v' : I — C und g =’ : I — C (die Ableitung ist im Sinne
von Definition [F1] zu verstehen). Dann ist auch uv eine Stammfunktion, und es

14
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gilt

[ e (@) = (wo)e) - [ dx (u)(o).
/bd uvi—/abdx (w'v)(z) .

Beweis. Folgt (mit einseitigen Grenzwerten) aus der Rechnung zur Produktregel

in Satz 23.6 4

Beispiel 32.2 Es gilt /d:c Inzx=zlnz — 2.
Dazu wihle u(z) = Inz und v(z) = z, so folgt mit v'(x) = 1:

1
/dazlnx-llenx—/dzx~—:xlnx—x <

T

Beispiel 32.3 I,(x) := /dx sin” x fiir n € N, n > 2. Wir setzen u = sin" ' z,

v = — cos z, dann folgt mit partieller Integration (die Konstante c ist weggelassen)

/d:p sin"x = —sin" !z cosx + /dx ((n —1)coszsin™ ) cos =

= —sin" 'zcosz + (n—1) /d:c sin" 2 z(1 —sin’z) .

Daraus ergibt sich die Rekursionsformel

1 -1
I.(r) = —=sin" 'xcosx + —[n 2,
n n

aus der mit Iy = x und [; = — cos x die unbestimmten Integrale berechnet werden

. 1 . . .
konnen, z.B. / dz sin?x = 5(:5 —sinz cosx). Interessant sind die Riemannschen

Integrale (k € N*)

jus

Ao ::/le’ sin?* ¢ — (2]{3—1)(2]{:—3)...1.17
: 2k(2k —2)---2

2
A = dr sin?**t gy = )
2kl /0 T T E D)k —1) -3

Wegen 0 < sin?*™ 2 < sin?™ 2 < sin?* 2 < 1 fiir 2 € [0, 7] gilt 0 < Agpn <

Agpr1 < Agp < 5. Andererseits ist limg o Aj";? = limy_ % = 1, also auch
limy, oo A%Qzl = 1 und daraus
T tm (2k)%(2k —2)%---22
2 ihe (2k+1)(2k— (2/<;—2+ DR2k—-2-1)---2+1)(2-1)
k [eS)
= 1L g =1l e
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Diese Formel heif3t Wallissches Produki. <

Beispiel 32.4 / dxr arcsinx. Wir setzen u = arcsinz, v = x, dann folgt mit

. . — 2/ _ x
partieller Integration und 1 — 2? = i

/dx arcsmx:xarcsmx—/dx = = xarcsinx + V1 — 22 .

11—z

.. 1
Ahnlich zeigt man /dx arctanx = xarctanz — 5 In(1 + 2?). q

Beispiel 32.5 /daz V1 — 22 Wir setzen v = z, u = v/1 — 22, dann folgt

(1-— 1
/d:p\/l—xZZx\/l—xQ— dr x - \/7—x\/1—ac2 dxﬁ

:x\/l—x2—/d:c V1 — 22+ arcsinz

1 1
also /dx vV1—2? = 5:10\/1 —x? + §arcsinx. Der Graph (z,v1—a?) fiir
0

x € [0,1] beschreibt einen Viertelkreisbogen mit Radius 1. Dementsprechend
1

1
ist / dr V1 —22 = ( zvV'1 — 2 + — arcsm :L‘)} = — dle Flache der Viertel-

0
kreisscheibe, d.h. die Kreisscheibe vom Radlus 1 hat dle Flache 7. <

Satz 32.6 (Trapezregel) Es sei f: I — R eine zweimal stetig differenzierbare
Funktion und a,b € I. Dann ist

[ e s =152 + (@) - B,

1

(b= a)’
12

(&) fiir ein & € [a,b] .

Beweis. Setze g = 1(30 —a)(b— ) mit ¢'(z) = %(b+ a — 27) und ¢"(z) = —1.
Zweimalige partielle Integration liefert

R= [(dx (97" @) = @@, ~ [ do (4 1)
——@N@)+ [ do @ Nl = 2500+ f@) - [ dn fa)
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Nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung ist

: / dr (2-a) (b—2)["(2) = £ (&) / dr (z — a)(b — )
1 2 3

= 51O (S (a+b) - % —aba)

b (b—a)?

=)
u

Approximiert man eine viermal stetig differenzierbare Funktion f durch eine Pa-
rabel mit gleichen Funktionswerten in a, b, “T“’, so entsteht die Keplersche Fafre-
gel

b —a —a 5
[ e s =200 w4 s vy - r, r= 0t g

6 2880

fiir ein £ € [a, b]. Sie liefert fiir Graphen kubischer Polynome eine exakte Formel
(d.h. R =0) zur Flachenberechnung.

Uber die partielle Integration gewinnen wir eine Formel fiir das Restglied der
Taylorschen Formel.

Satz 32.7 Essei f: 1 — C eine (n+1)-mal stetig differenzierbare Funktion und
a € I. Dann gilt fir alle x € 1

1@ = @)+ L)+ L gy oy

Rur(a) = / it (o — 0 ()

f"(a)

n!

(x—a)" + Rypi1(x) .

Beweis. Durch Induktion nach n € N. Die Formel gilt fiir n = 0 auf Grund
des Hauptsatzes des Differential- und Integralrechnung. Angenommen sie gilt bis
einschlieBlich n — 1 > 0, dann ergibt partielle Integration des Restgliedes

— o | Ao =~ [ (G- 070

——sle =@ [t @
(n)
_ 1 nf‘” (= a)" + Ry (2) - O

Die bisherige Form des Restgliedes ergibt sich nun aus dem Mittelwertsatz: Es
gibt ein & € Ja, x| bzw. £ € |z, a[ mit

1 n+1

Rosalo) = 10 | St (e -t = )

n!

(z —a)
(n+1)!

17
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32.2 Die Substitutionsregel

Aus der Kettenregel fiir die Ableitung einer zusammengesetzten Funktion gewin-
nen wir die sehr wichtige Substitutionsregel:

Satz 32.8 Es sei f : I — C eine Regelfunktion, F': I — C eine Stammfunktion
zu f undt:[a,b] — I eine stetig differenzierbare und streng monotone Funktion.
Dann ist F ot : [a,b] — C eine Stammfunktion zu (f ot) -t : [a,b] = C, und es
qilt
b t(b)
[ o st v@ = [ s

a t(a)
Beweis. Wir wiederholen den Beweis der Kettenregel in Satz fiir rechtsseitige
Grenzwerte und ¢ streng monoton wachsend. Fiir zy € [a,b] sei yo := t(z9) € [
A= 1 g . F(y;:i(y()) fiir y > yo
und A := lim,,, f(y). Setze ¢(y) = { Vi fitr 3 = o

zung gilt limys, ¢(y) = &(yo) = A und F(y) — F(y) = (y — yo)o(y) fir alle
y € I mit y > yo. Dann erhalten wir

o F(@) = F(ta) | () - (1) — Ha))

Nach Vorausset-

AN T — Zo AN x — Zo
t(x) —t
= lim ¢(t(z)) - lim t(x) — t(xo)
\(Zo T \(To r — Xo

= 6(t(z0)) - '(r0) = A+ ¥(z) = lim f(t(z)) - #(x)

Analog fiir linksseitige Grenzwerte und/oder ¢ streng monoton fallend. Also ist
(Fot)(x) Stammfunktion zu ((fot)-t')(x). Nach dem Hauptsatz der Differential-
und Integralrechnung gilt

t(b)

— F(t(b)) — F(t(a)) = /t( s 0

b

[ o stt@) @) = (Fota)

a

b
Beispiel 32.9 / dr f(ax+ ) mit a # 0. Setze t(z) = ax + 3, t'(z) = a, dann

ist

b b ab+p
/ iz f(a:c+ﬁ):é/ do f(t(x)) - ¥(z) = é/ ). 4
t'(x)

zu identifizieren

Beispiel 32.10 Oft gelingt es, Integrale in der Form /dx i)
x

fiir eine stetig differenzierbare Funktion ¢ : [a,b] — R mit t(x) # 0 fiir alle
z € [a,b]. Setzt man f(t) = 1, so ist

[t = [Car s = /:b) w50 = [ = |10

t(ﬂ?) a a)
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Z.B. erhalten wir fiir [a,0] C | — 7, 5]

b b /
/ dx tan:p:—/ dx cos'(x) =—In
a “ CcoST

Das entsprechende unbestimmte Integral ist / dr tanz = — In | cos z|+c. Analog

cosb’

cosal

ist /d:p cotx = In|sinz| + c. q

b
1
Beispiel 32.11 dr ——. Setze x = sinht, also t(z) = arsinhz =

N
In(x + va? +1). (Slehe den letzten Teil von ZI3) Fiir die Ableitung der Um-

kehrfunktion gilt

1 1 1
arsinh’(z) = =

sinh’(¢t(z))  cosht(z \/1 + sinh? £( VIt

Also ist f(t) =1 und

rsinh(b
ars b+ \/ b2 +

dr ——— dt 1 = arsinh(b) — arsinh(a In

/ V1—|—.CL’2 lrsmh ( ) ( ) a + \/CL2

Das entsprechende unbestimmte Integral ist = arsinhz = In(z +

1
:Z‘ _—
V14 a?
1
V1 + 22) 4 ¢. Analog zeigt man T N2 =arcoshz = In(z+va2 —1)+c¢
x —

fir |z| > 1. N

Beispiel 32.12

b b
/d 1 1 J 1
T =— T
u Az2+2Bx+C A J, (v 4 B)2 + CAB2

wird je nach Vorzeichen von C'A — B? gelost. Fiir CA — B? = 0 substituieren wir
t(z) =z + £ mit ¢'(z) =1, also

b b / b+2
/d ! {/mt@):l/Aﬁl:lpl
Az2+2Bx+C A (tx))?* Alun 2 A t

:QmiB_MiB»

b+

B
Z)
a+%

Fiir CA — B? > 0 lautet die Substitution z + % = 7%732 tant, also

de . VCA-B? ) A ((ijB)?jLCA—BQ).

= = 1 = —— R
o = T (14 tan®t) S i e
19
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Fiir die Ableitung der Umkehrfunktion gilt ¢'(x) = m, somit, folgt fiir
f(t(z)) = \/ﬁi

/b dz ! _ L, S0 /t(b) it
o  A22+2Bx+C A, i) S VCA—B?
= 71 (arctan <7Ab +B ) — arctan (714@ +B ))
VCA - B2 VCA - B2 VCA=B2/)

Der Fall CA — B? < 0 wird iiber eine Partialbruchzerlegung gelést und im
néchsten Teilabschnitt behandelt. <

32.3 Rationale Funktionen und Partialbruchzerlegung

Durch Partialbruchzerlegung (Satz @I0) lassen sich rationale Funktionen dar-
stellen als Summe von Polynomen und Funktionen der Form (x_%)k mit a,b € C
und £ € N*. Handelt es sich um eine reelle rationale Funktion, so treten die
zueinander komplex-konjugierten Funktionen x_ba = und x_ba - in der Summe ge-

meinsam auf. Fiir £ > 2 wird fiir reelle und komplexe Nullstellen gleichermaflen

b b
/dl’ ( G = =) 1 + ¢ erhalten. Fir £ = 1 und eine reelle Null-
r—a —k)(x —a)k~

stelle ¢« € R hat man / dx

( ):bln\x—a|+c.lstk:1unda¢R,
r—a
so mufl man, wenn man komplexe Logarithmen vermeiden mochte, die beiden

komplex-konjugierten Funktionen wieder zusammenfassen zu

b b 2zRe(b) —2Re(ba) Bz +C

(c—a) @—a) (¢ Re(@P+ (m@)?  (@tp?iq

mit B,C,p,q € R und ¢ > 0. Man schreibt Bx 4+ C = §(2x+2p) + (C' — Bp), so

daB ein Term gj;:((f)) mit f(z) = (z + p)? + ¢* entsteht, der die Stammfunktion

S In|f(x)| hat. Der verbleibende Teil wird nach Substitution ¢ = xTer zum arctan
aus Beispiel B2ZT2

Bz +C B C — Bp T+p
dr ————— = “In((x + p)*> + ¢*) + arctan .
/ (z+p)?+q¢ 2 (@+p)+d) q q

In vielen anderen Féllen gibt es Substitutionen ¢(z), die auf rationale Funk-
tionen in ¢ fiithren:

Beispiel 32.13 Es sei / dx R(cosz,sinz) fir eine rationale Funktion R von

sin xz und cos z. Setzt man
1—¢? 2t

x .
t=tan— = cosrx=-——, SInx =

1
= ()= =(1+1¢
5 Tl e (z) 2(+ ),
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so entsteht

b tan 3 9
. o 1-#2 2t \ 2
/ dx R(cosz,sinx) = /t dt R(th, 1+t2) e -
a

a
an2

Eine solche rationale Funktion kann dann mittels Partialbruchzerlegung integriert
werden. <

Beispiel 32.14

2 2 ! 2
/ dr / - :/ a2
0 2+cosx 4+ 1=t 142 0 3+ t2
t=3u

1+t2

/f _ 2 tan LT
\/_ —\/garcan\/g—g\/g

Beispiel 32.15 /dx R(eP) fiir p € R* und eine rationale Funktion R. Die

Transformation ¢ = eP? fiihrt auf

b 1 epb 1
dr R(eP*) = = dt R(t)-
/a © () p/ (1)

Insbesondere lassen sich auf diese Weise rationale Funktionen von sinh z und
cosh x integrieren. <

Beispiel 32.16 /dx R(z, /pr + q) fuir n € N* und p € R*, ¢ € R. Die Trans-
formation t = {/px + ¢ fiihrt auf eine rationale Funktion:

b n V/pb+q N
/ dx R(z, {/pr+q) = —/ dt R(tpfq,t)t"_1 . N
a p Ypa+q

Beispiel 32.17 /dx R(z,\/pr* +qr +7) fir p € R* und ¢, € R mit r # Z_Z

Durch quadratische Ergénzung pz? + gz +r = p(z + %)2 +r— Z—; und linearer

Substitution ¢t = ‘ 4;7{”_2 e ‘(SL’—!— %) entsteht je nach Vorzeichen von p und 4pr — ¢?

eines der Integrale
/dt R'(t,Vt2+1), /dt R'(t,Vt2 —1), /dt R'(t, V1 —1t%) |

welches durch ¢t = sinhy, t = coshy bzw. ¢t = siny auf eine rationale Funktion
von €Y (in den ersten beiden Féllen) bzw. (im dritten Fall) nach nochmaliger
Substitution tan § = u auf eine rationale Funktion von u zuriickgefiihrt wird. <
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33 Uneigentliche Integrale

Wir haben bisher nur Funktionen iiber kompakten (beschriankt und abgeschlos-
sen) Intervallen intgriert. Wiinschenswert wére aber auch die Integration iiber
offene Intervalle sowie iiber unbeschréankte Intervalle. Solche “uneigentlichen In-
tegrale” konnen {iber einen Grenzproze3 Riemannscher Integrale erhalten werden.

Definition 33.1 Eine Funktion f : [a,00[ — C sei iiber jedes kompakte Intervall

R
la, R] mit R > a integrierbar. Existiert der Limes lim dx f(x), dann heiBt das

R—o00

Integral / dx f(x) konvergent, und man setzt/ dx f hm / dx f(z
Analog wird fir f : ]—o00,b] — C im Fall der Konvergenz das Integral

b
/ dx f(x) definiert.

o0

o 1
Beispiel 33.2 Das Integral / dr — konvergiert fiir s > 1. Es gilt
1 x®

Rd:pi— Rl:;l fiir s # 1
1 s InR firs=1

[e.e]
Der Grenzwert fiir R — oo existiert genau fiir s > 1, und es gilt / dr — =
1

X

fiir alle s > 1. q
s—1

Definition 33.3 Es sei f : [a,b] — C eine Funktion, die iiber jedes Teilinter-
vall [a,b — €] mit 0 < € < b — a integrierbar ist. Existiert der einseitige Grenz-

b—e b
wert hi%/ dx f(z), so heiBt das Integral / dx f(x) konvergent, und man setzt

[ sy = [ o s

b
Analog wird fiir f : ]a,b] — C im Fall der Konvergenz das Integral / dx f(x)

definiert.

ist auf [0, 1[ definiert,

1
_— 1 . . 1
Beispiel 33.4 / dx Wi Die Funktion f(z) = =

0
und auf dem kompakten Teilintervall [0, 1 — €] gilt

1—e
1 1—e¢
dr ———= = arcsinz = arcsin(l —€) .
i T . (1-¢)
Der arcsin ist stetig auf [—1, 1], so daf gilt lim g arcsin(l — ¢) = arcsinl =
1
und damit dy —— = = <

V1—22 2

e
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b

Beispiel 33.5 / dr Inz. Die Funktion f(z) = Inx ist auf ]0,b] definiert, und
0

auf dem kompakten Teilintervall [e, b] gilt

b b
/ dr Inx = (xlnx—x)

€

=blnb—b— (elne —¢)

b
Damit existiert der Limes ¢ — 0, und es gilt / dr Inz =0Inb—b. <
0

Definition 33.6 Es sei f : |a,b] — C eine Funktion mit —oc0 < a < b < o0,
die liber jedes kompakte Teilintervall [, 5] C ]a, [ integrierbar ist, und ¢ € |a, b].
Existieren die uneigentlichen Integrale

b B c c
/ dz f(x) = %1}% dzr f(x) und / dz f(x) = li{‘n dz f(x),

b b

so heiBt das Integral / dx f(x) konvergent, und man setzt / dr f(x) =
c b a a

/ dx f(a:)+/ dx f(z). (Die Definition ist unabhangig von der Wahl von ¢ € ]a, b].)

o0

Beispiel 33.7/ dx

—00

R
1

Zu betrachten sind die Integrale / dr —— =

0

1+ 22 1+ 22

0
1
arctan(R) und / dz 52 —arctan(—R') = arctan R'. Der Grenzwert
_R! T
* 1

limp_o arctan(R) = § existiert, somit gilt / dx 22

= T.

Satz 33.8 (Majorantenkriterium) FEs seien f : [a,b] = C und g : [a,b] = R
b
Regelfunktionen mit |f| < g. Ezistiert das Integral / dx g(x), dann existiert

b a
auch / dx f(x).
Beweis. Seien F,G die Stammfunktionen zu f, g fiir kompakte Teilintervalle in
[a, b], d.h.
/ dx f(z) = F(u) — F(a) / dzx g(x) = G(u) — G(a) , a<u<b.

b
Aus der Existenz von / dx g(x) folgt, daBl es zu jedem € > 0 ein 8 € |a, b] gibt,

so daf fiir alle u,v € ]B,ab[ gilt |G(u) — G(v)| < e. Fiir diese u > v gilt dann

P - Fo)l = | dr f(x)| < / i) < [ e glo) = Glu) - Gy < e

v
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(G ist monoton wachsend wegen g > 0). Nach dem Cauchyschen Konvergenz-

b
kriterium existiert der Limes lim, » F'(u) und damit das Integral / dzx f(x).

O
.. ©  sinzx |
Beispiel 33.9 Das Integml/ dx 1st konvergent.
0 x
Beweis. Die Funktion f(x) = e fira 70 ist stetig auf R und damit
' 1 firx=0 &

iiber jedes kompakte Teilinvervall von R integrierbar. Damit ist nur die obere
Integrationsgrenze kritisch, und es geniigt, das Integral iiber [1, co[ zu betrachten.

Partielle Integration liefert
R /Rda: COST _ 1 cos R —/Rda: cosx
1 R 1

R sin x COS &
dx = — 5 o -
1 T r |1 T T

R

1 1
< & fiir alle # € [1,00[ und / dr— =1- I Damit ist das
.o

Cos T
1‘2

Es gilt

o nx
Integral / dr —— konvergent. Der Grenzwert kann spéater mit Fourier-Reihen
0 x
) < sinzx 7
berechnet werden; es gilt dx =3
x

0
Das Integral ist aber nicht absolut konvergent. Zerlegung in Intervalle der
Léange 7 ergibt

nmw : n km .
sin sin
A e R AR
0 x oy J (k=1)m x
n 1 km n 1 T 9 n 1
> — dx |sinz| = — dr siny = = hl
Z ko J -1y | | Z k / 7 k
k=1 k=1 k=1
Die harmonischen Reihe divergiert, d.h. der Limes n — oo existiert nicht. <

Satz 33.10 (Integralvergleichskriterium fiir Reihen) FEs sei f : [1,00] —
R, eine monoton fallende Funktion. Dann konvergiert die Folge der Differenzen

owi= 300 - [ do fa),

und fir ihren Grenzwert gilt 0 < lim a, < f(1). Insbesondere konvergiert die
n—o0
Reihe Zf(k:) genau dann, wenn das Integml/ dzx f(x) konvergiert, und in
k=1 1
diesem Fall gilt

030~ [ do o) < 1)
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k+1

Beweis. Es gilt f(k) > / dr f(x) > f(k+ 1), da f monoton fallend. Damit
k

wichst (ay,)n>1 monoton, andererseits gilt

n

o= Y S0 [ de f@) < Y S0 S0+ = F(1) - Fn+1) < F(1).
k=1 1 k=1

k=1

Somit ist (ay,),>1 konvergent mit Grenzwert zwischen 0 und f(1). O

Beispiel 33.11 Es existiert der Grenzwert v := lim,, (2221 %—ln n) mit 0 <

v < 1. Zum Beweis verwende man den SatzBZI0 fiir f(z) = 1 und lim,_,(In(n+
1) —In(n)) = 0. Der Grenzwert heifit Fulersche Konstante oder auch Euler-
Mascheroni-Konstante. Mit Methoden analog zur Trapezregel kann man v =
0.5772 ... berechnen. <

34 Gleichmiflig konvergente Funktionsfolgen

Wenn die bisher vorgestellten Integrationsmethoden nicht zum Ziel fiithren, so
kann man versuchen, die zu integrierende Funktion zu approximieren durch Funk-
tionen, deren Integral bekannt ist. Das kann z.B. eine Taylorreihe sein. Es stellt
sich dann die Frage, ob Approximation und Integral kommutieren. Die zentrale
Aussage ist, dal Grenzwert und Integration fiir gleichmdf$ig konvergente Funk-
tionsfolgen vertauschen. Punktweise Konvergenz geniigt nicht. Wir formulieren
gleichméfige Konvergenz zunéchst fiir allgemeine Definitionsbereiche D C X ei-
nes metrischen Raumes X.

Definition 34.1 Eine Folge (f,,)nen von Funktionen f,, : D — C heiBt gleichmaBig
konvergent gegen die Grenzfunktion f : D — C, wenn es zu jedem ¢ > 0 ein N € N
gibt, so daB | f,,(z) — f(z)| < e fiir alle z € D und alle n > N.

Eine Reihe >";7, fi von Funktionen fj, : D — C heiBt gleichmaBig konvergent
auf D, wenn die Folge der Partialsummen F), := >/ fi gleichmaBig konvergiert.

Gleichméafiige Konvergenz kann mit dem Cauchy-Kriterium iiberpriift werden:

Satz 34.2 (Cauchy-Kriterium) FEine Folge (f,)nen von Funktionen f, : D —
C ist genau dann gleichmdf$ig konvergent auf D, wenn es zu jedem € > 0 ein
N € N gibt, so daff |fn(z) — fm(x)| < € fir alle myn > N und alle x € D.

Beweis. (=) durch Dreiecksungleichung fur f, — fo, = (fn — f) + (f — fm), wenn
f die Grenzfunktion ist.

(<) Grenzfunktion f existiert punktweise nach Cauchy-Kriterium: Da C
vollsténdig ist, folgt aus |f,(x) — fi(2)| < €, daB (f.(x))nen einen Grenzwert
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in C hat, den wir f(z) nennen. Fiir m — oo ergibt sich |f,(z) — f(z)| < € fir
alle n > N und alle x € D. O

Entsprechend gilt fiir Reihen, da ) ;- fx genau dann gleichméBig konvergent

ist, wenn es zu jedem € > 0 ein N € N gibt, so dafl ) Z fr(x)] < efir allem,n >

N und alle z € D. Insbesondere ist jede Potenzrelhe glelchmaﬁlg konvergent im
Inneren ihres Konvergenzkreises.

Satz 34.3 FEine Folge (f,)nen stetiger Funktionen konvergiere gleichmdfig gegen
die Grenzfunktion f: D — C. Dann ist f stetig.

Beweis. Wir zeigen, dafl f in jedem Punkt = € D stetig ist. Zu e > 0 gibt es wegen
der gleichméfliigen Konvergenz ein N € N, so dafl | f,, () —f(x)| < § fiirallen > N
und alle » € D. Da f, in T stetig ist, gibt es ein § > 0 mit |f,(z) — fu(?)| < §
fir alle x € D mit |z — Z| < §. Dann folgt aus der Dreiecksungleichung

[f (@) = F(@)] < [f(2) = fu(@)] + [fnl2) = ful@)] + [fu(Z) = [(2)] <€
fir alle x € D mit |x — Z| < 6. O

Satz 34.4 Es sei X ein metrischer Raum und
C(X) = {f X+ C stetig, |fll = sup |/ (2)] < oc}
T€

der Vektorraum der stetigen und beschrinkten komplexwertigen Funktionen
auf X. Dann ist (Co(X),|| ||)eo vollstindig (d.h. Banach-Raum) beziiglich der
Supremums-Norm || ||. Insbesondere ist (C(X),|| ||) Banach-Raum, falls X kom-
pakt ist.

Beweis. Nach Folgerung [[8TH aus dem letzten Semester ist (Cp(X), || [|)oo €in
normierter Vektorraum. Zu zeigen ist, dal jede Cauchy-Folge (f,)nen aus Cy(X)
konvergent ist gegen eine Grenzfunktion aus Cy(X). Sei || f, — fi| < € fiir alle
m,n > N.Dannist |f,(z)— fim(z)| < efiiralle z € X, d.h. (f,)nen ist gleichmaBig
konvergent gegen eine Grenzfunktion f : X — C nach Satz BZZ Nach Satz
ist f stetig, wegen || f|| < ||If — full + Ifull < €+ || full ist f beschrénkt. Ist X
kompakt, so ist jede stetige Funktion beschrankt nach dem Extremwertsatz. [J

Der Beweis von Satz BZLA zeigt, dafl wir den Bildraum durch einen beliebigen
Banach-Raum ersetzen diirfen:

Satz 34.5 Es sei X ein metrischer Raum, (Y, || ||ly) ein Banach-Raum und

C(X,Y) :={f: X =Y stetig, | fl:= 5161);;||f(x)||y < o0}
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der Vektorraum der stetigen und beschrdnkten Abbildungen von X nach'Y . Dann
ist (Co(X,Y), || ||) wvollstindig (d.h. Banach-Raum) beziglich der Supremums-
Norm || ||. Insbesondere ist (C(X,Y), || ||) Banach-Raum, falls X kompakt ist.

Beweis. Die Vollstandigkeit von Y garantiert die Rekonstruktion der Grenzfunk-
tion f(z) = lim, o fn(z) € Y in jedem Punkt € X. Ansonsten wie fiir Y = C.
O

Wir geben nun ein weiteres niitzliches Kriterium fiir gleichméfiige Konvergenz
von Funktionsreihen.

Satz 34.6 (Dirichlet-Kriterium) FEs seien f, : D — R und a, : D — C
Funktionen, fir die gilt
i) Fiir jedes x € D ist (fn(x))nen monoton fallend.
i) (fn)nen konvergiert gleichmafig auf D gegen 0.
iii) Es gibt eine Schranke M € R, , so dafs ‘ Y oreo ak(:c)‘ < M fiir allen € N
und alle v € D.

Dann konvergiert die Reihe Zanfn gleichmdfig auf D. Insbesondere ist unter

n=0
den Voraussetzungen i) und i) die alternierende Reihe Z(—l)"fn gleichmdpig
n=0

konvergent auf D.

Beweis. Man benutzt den Trick der Abelschen Summation. Mit Ay := Z?:o a;
gilt

Zakfk = Aofo+ (A1 —Ag)fr+ -+ (Ay — Au1) [
k=0

=Ao(fo—f1) +A(fi = fo) + -+ Ana(fuor — fro) + Anfu

Damit gilt
m m n m—1
S anfe =) anfi =Y afi =D Aplfi — frr1) + Amfm — Anfa -
k=n+1 k=0 k=0 k=n

Die Voraussetzungen liefern |Ag(x)| < M fiir alle x € D und alle k£ € N, aufierdem
fr — feer = 0 und fi, > 0 auf D. Damit gilt

S @)@ € MY~ fen) @)+ Mf(e) + M, (x) = 201, (x)

Da (fn)nen gleichméBig gegen 0 konvergiert, gibt es zu € > 0 ein N € N, so
daB 0 < fu(z) < 537 fiir alle z € D. Aus dem Cauchy-Kriterium folgt die
Behauptung. O
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[e.9]

Beispiel 34.7 Dic Reihe Y
k=1

ikx

konvergiert gleichmdflig auf jedem Intervall

(6,2 — O] mit 0 < & < 7.

Beweis. Setze aj, = e**, f;, := %, dann ist das Dirichlet-Kriterium erfiillt wegen

"N gl 1= 2 1 1
)ze: \
— 1—e® ez —e 3 sin § sin 3
Insbesondere sind Z sin(k Z gleichméiﬁig konvergent auf jedem
k=1 k=
kompakten Teilinterall von ]O, 27]. O

Fiir spatere Zwecke berechnen wir konkret:

o . k/‘ _
Beispiel 34.8 FEs gilt Z sm; ?) _ 5 z fir alle x € [§,27 — 0] mit 0 < 6 < 7.

k=1

Beweis. Es gilt

n int j@ntbt it

Wt ogl—e"m e —el
e =e — = —
1 — el 2isin 5

k=1
E g il DFSTETE et
2sin £ 2 2 2 2sint /'’
: (2n+1) ¢ (2n41)t
B _COS 5 — COS
also Zcos (kx) = W - = und Zsm (kx) = 2sin% . Wegen
sm(k;:z:) * e : : :
P dt cos(kt) gilt fiir endliche Summen nach partieller Integration
z . (2n+1)t
(kx / / sin 1
= [ dt (kt) dt (72 — —)
Z cos{ SETE
k=1 2
T—x 1 cos g /x s €% Bt (—cos t)
2 2n+1 sin 5 ™ - 2n + 1 2 sin? %

Punktweise fiir festes « € ]0, 27| erhalten wir im Limes n — oo die behauptete
Grenzfunktion. O

[o@) . k:
Fiir x = 0 und z = 27 ist offenbar Z smg{: 7)

k=1

= (. Somit gilt unter Beachtung

der Periodizitat des Sinus

i sin(kx) { 0 fir z € 27Z

ko % fir z € [2mn, 27(n + 1)]

k=1
d.h. die Grenzfunktion ist nicht stetig.
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35 Vertauschungssitze

Satz 35.1 Es sei (fn)nen eine Folge integrierbarer Funktionen f, : [a,b] — C,
die gleichmdafig gegen eine Grenzfunktion f : [a,b] — C konvergiert. Dann ist
auch f integrierbar, und es gilt

b b
/ dzr f(x) = lim dz fu(x) .

n—oo a

Beweis. Es geniigt, reellwertige Funktionen zu betrachten. Nach Definition der

gleichméBigen Konvergenz gibt es zu € > 0 ein N € N, so daB |f(z) — fu(z)| <

?)(b—ia) fiir alle n > N und alle = € [a, b]. Aus der Integrierbarkeit von f,, folgt, dafl
b

es Treppenfunktionen ¢, € Ta, b] gibt mit ¢ < f,, <1 und / dzx (v —¢)(z) <

%. Dann gilt auch ¢ — 3(b—6_a) <f<yv+ 3(b—6_a) sowie

/ada: <¢+3<be_a))(x)—/a dz (¢—ﬁ)(z)§§+3<b2ja)/a drl=c.

Somit ist f integrierbar. Damit gilt

)/abdf J(@) = /abdw fula)| < /bdas [f (@) = fulo)| <

a

Wl m

d.h. Grenzwert und Integration vertauschen. U
Auf gleichméflige Konvergenz der Funktionsfolge kann nicht verzichtet werden.

Beispiel 35.2 Fir n > 2 sei f, : [0,1] — R definiert durch f,, := max(n —
n*lz—+|,0). Die punktweise gebildete Grenzfunktion ist lim, . fn(2) = 0. Denn
f(0) = 0 fiir alle n > 2, und fiir jedes o € [0, 1] gilt fiir N > 3% mit N € N, da8
fn(zo) = 0 fiir alle n > N. Allerdings ist (f,)n>2 nicht gleichméfig konvergent
gegen 0, da es fiir ¢ = 1 und fiir jedes N > 2 ein z € [0, 1] und ein n > N gibt,
z.B. x =L mit |f,(z) — 0] > 1. Fiir die Integrale haben wir

n?

/Oldxfn(x):/oidx (n+n2(x—%))+/;dx (n—n¥(z — 1))

1
_ Zﬁ)
= (n*3

n

+ (an — nQﬁ)

0

aber fiir die Grenzfunktion / dz 0=0. 4

Entsprechend Satz Bl gilt:
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Satz 35.3 Es sei ). -, fn €ine Reihe integrierbarer Funktionen f, : [a,b] — C,
die gleichmdflig gegen f : [a,b] — C konvergiert. Dann ist auch f integrierbar,

und es gilt
b 00 o b
[ s =Y [ dofula)
a n=0 n=0"2

Beweis. Man wende Satz Bl auf die Folge der Partialsummen Fj, = EZ:O fos
welche wieder integrierbare Funktionen sind, an.

Beispiel 35 4 (Wahrscheinlichkeitsintegral) Die Funktion W(zx) :=
/ dt e~ T heiBt Gaufisches Wahrscheinlichkeitsintegral. Die Exponentialfunk-

0
tion ist gleichméfig konvergent in jedem kompakten Intervall [0, 2] C R, so dafl
Integration und Summe vertauschen:

T > (_1)kt2k e (_1)k /m ok e (_1)kl,2k+1
= dt — = dt t=" = —_—— .
W(z) / ]; k! kz% 2%k J, kz% 2k (2% + 1)k!

0
<

Beispiel 35.5 (Elliptisches Integral) Die Berechnung der Schwingungsdau-
er T' des mathematischen Pendels als Losung der Differentialgleichung f”(z) +

2

T
w?sin(f(x)) = 0 fithrt auf das elliptische Integral .

4 1 —k?sin®x
mit Anfangsauslenkung k = sin ®. Unter Verwendung der Blnomlalrelhen aus
Beispiel [[Ld erhalten wir

/ d:p\/m / < %)(—k%in%)":2(-1)71(?)#724%

us

2
mit den Integralen A,, = / dz sin®" z aus Beispiel B2 Damit gilt
0

T 2 1 S(2n — 1)\ 2
LC <1+Z< n L) k:)
4 0 1 —k2sin’z 2 -(2n)

Wir nutzen nun den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung, um eine
zu Satz ahnliche Aussage tiber die Differenzierbarkeit von Funktionsreihen
zu erhalten:

N

Satz 35.6 Es seien f, : I — C mit I C R stetig differenzierbare Funktionen, fir
die gilt:

i) Die Folge (fn)nen konvergiert punktweise auf I.
i) Die Folge (f!)nen konvergiert gleichmaf$ig auf 1.
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Dann ist die Grenzfunktion f = lim, ., f. stetig differenzierbar, und es gilt
f'(@) = lim f; ().

n—o0
Beweis. Die Grenzfunktion der Ableitungen f* := lim,,_,, f; ist nach Satz
stetig auf I. Fiir festes a € I gilt f,(z) = f.(a) +/ dt fl(t) fiir alle z € I.

a

Nach Satz Bodl wird im Limes n — oo daraus f(x) = f(a) +/ dt f*(t). Nach

dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung ist f differenzierbar mit
' = f*, also sogar stetig differenzierbar. O

Auf gleichméaflige Konvergenz der Folge der Ableitungen kann nicht verzichtet
werden. Z.B. konvergiert die Folge der Funktionen f, = 7 +1) sin((n + 1)z)
gleichméBig gegen 0, aber die Folge der Ableitungen f/ = cos((n + 1)z) hat
iiberhaupt keine Grenzfunktion.

Beispiel 35.7 Wir berechnen erneut f(x) = Z T fiir |z| < 1. Inerhalb des
n

n=1
Konvergenzradius R = 1 konvergiert f absolut, insbesondere auch punktweise.
oo

Die Reihe der Ableitungen Zx"‘l ist fiir || < 1 absolut, damit gleichméBig,

n=1
konvergent gegen . Nach Satz BEB gilt f'(z) = 1=, also f(z) = —In|l—2|+c
fiir ein ¢ € R. Die Integrationskonstante ergibt sich fiir x = 0 zu ¢ = 0, d.h. es

glltZ—:—lnl—x)ﬁirallexe]—l,l[. q
Satz 35.8 Fir alle x € [0, 27| gilt ; COS]{(;Q ?) = (W 5 x) - 71T—Q, insbesondere

— cos(k
Beweis. Die Reihe f(x) = Z COS]{; ?) ist absolut konvergent auf R, damit auch
k=1

o . k
gleichméBig konvergent. Die Reihe der Ableitungen f'(z) = —Z Sm; ?) ist

k=1
nach Beispiel gleichméBig konvergent auf [9, 2m — 0] gegen die Grenzfunktion
2

2= Somit gilt fiir alle = € |0, 27| nach Satz B58 die Beziehung f(z) = &7 +

c fir ein ¢ € R. Da f als gleichméflig konvergente Reihe stetig ist, gilt diese
Beziehung sogar fiir z € [0, 27]. Integration liefert

/O%dx flx) = (% +cx)

31
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Andererseits gilt nach Satz B5.1]

Somit gilt ¢ = —%. O

36 Die I'-Funktion

Satz 36.1 Das uneigentliche Integral I'(x) := /OO dt t* "t et ist konvergent fir
alle v € RY. Es gilt ’

i) Dz +1) =2l(2) fir alle x € RY

i) '(1)=1 = TI'(n)=(n—1)! fir allen € N*
Beweis. Kritisch sind beide Integrationsgrenzen. Wegen lim,_,, t**le™t = 0 gibt

es fiir jedes x € RY ein ¢y € R}, so dal t*le™! < t% fiir alle ¢t > t,. Zerschneiden
des Integrals bei t, liefert fiir 0 < € < tg

to to 1 ® 1
og/ dtt“etg/ dpgrt =0 " <l
€ € X x

to
d.h. lim dt t*~ et existiert fiir alle z € R Fiir t) < R < oo gilt

eNO0 /.
R R 1 1
og/ dttﬂﬁ—le—tg/ dt — = ——

0 0

R 1
< —.
to_to

Somit ist I'(x) konvergent.
i) partielle Integration liefert fir x > 0

R
/ dtt*e ' =—t"e!

Die Behauptung folgt aus lim. o €e* = 0 fiir z > 0.

R R d R
+ / dt a(ﬂ) el = -R'e et e “4a / dtt*te .

ii) Es gilt
1 R 1
(1) =1lim [ dte '+ lim dt e = —lime | — lim e_t‘ =lime “=1.
eNO /. R—o0 Jq e\0 € R—oo 1 e\0
O

Die Funktion I' : R, — R interpoliert damit die Fakultét. Eine andere Interpo-
lation wird wie folgt erhalten: Fiir x € N* und beliebige n € N* gilt

(x4 n)! B nln® <n+1 n+x)

(x—l)!=x<x+1)...(x+n) Cx(z+1)--(x+n)

n n

32

Preliminary version — 14. Juli 2018



Das bleibt auch im Limes n — oo richtig. Im Limes werden die Briiche ™t

zu 1. LaBt man sie weg, dann kann man die so entstehende rechte Seite sogar
fir komplexe Zahlen x € C definieren (mit n® = e*""). ZweckméiBigerweise
betrachtet man das Inverse:
zz+1)---(2+n
Gn(z) = ( ) ) )
n!n?

Satz 36.2 Die Folge (G,,)n>1 konvergiert an jeder Stelle z € C. Ihre Grenzfunk-
tion G : C — C mit G(z) = lim, o Gn(2) ist stetig und hat Nullstellen genau
in den Punkten 0,—1,—2,.... Es gilt

i) G(z+1) = 1G(2) fir alle z € C*
i) G1)=1 = G(n)= gy fir allen € N

Beweis. Fir z € {0,—1,-2,...} konvergiert (G,) gegen 0. Sei also z € C\
{0,—1,...,} fest. Wdhle R, N € N mit N > 2R > 2|z| Dann ist G, (z) # 0 fiir

alle 2R < n < N, und es gilt Gy(2) = Gar_1( . Die Quotienten

G

n=2R

— 1\ ~%
sind Gn() = z+n.<n ) = (1+E)e“n(1_ﬁ . Nach SatzPT2gilt (1+2) =
Gn-1(2) n n n n

LG fiir 2] < n und damit

69 = oo (55 (S0 <5 )

n=2R k=1

Die Summanden mit £ = 1 heben sich gegeneinander auf, und wir erhalten fiir
n > 2R > 2|z| die Abschétzung

= = 1 Ry~~~ 1 4R?
> g =X € Z *RZ () w s

G
Somit ist die Reihe Z ln (;E)) gleichméBig konvergent auf Kg(0) = {z €
n=2R n 1=

|z| < R}, so daB die Grenzfunktion limy_,., Gy(2) existiert und stetig in
jedem Punkt z € C ist.
i) folgt aus G, (z + 1) = #25.G,,(2) und Grenzwertbildung.
ii) folgt aus G, (1) = 2 und Grenzwertbildung. O

Man definiert die Gamma-Funktion I': C\ {0,—1,-2,...} — C als I'(z) :=
%. Nach Satz ist I stetig und nullstellenfrei auf dem Definitionsbereich, es
gilt I'(z + 1) = 2I'(2) sowie I'(n) = (n — 1)! fiir n € N*. Zu zeigen ist allerdings,
dafl auf R} die Integraldefinition aus Satz mit @ tibereinstimmt. Dazu
benétigt man:

33

Preliminary version — 14. Juli 2018



Satz 36.3 (Bohr-Mollerup) FEine Funktion F' : R, — R, stimmt mit der
Einschiankung der I'-Funktion auf Ry dberein, falls gilt

i) F(1)=1
i) Flx+1) =aF(z)
i) FA\z+(1=N)y) < (F(2))MF(y)) fir alle x,y € Ry und alle X € 10, 1[.

Beweis. Wegen der Rekursionsformel ii) geniigt der Beweis fiir 0 < x < 1. Nach
iii) gilt fiir n € N

Andererseits ist

n! = F(n+1) = F(z(n+x) + (1 — 2)(n+z+1)) < (F(n+2))*(F(n+a+1))"
= (n42)' " F(n+x) ,

somit n!(n + z)*~! < F(z +n) < nlz" ! Division durch z(z +1)--- (2 +n) und
Multiplikation mit (z + n) liefert

n!n® <n+:p)l‘ < F(n+x)
z(x+1)---(x+n)\ n “zx+1)---(z+n-—1)
< nln® n+x
“z(z+1)---(x+n) n
Fiir n — oo entsteht I'(z) < F(x) < T'(z). O

Wir iiberpriifen iii) fiir die Integraldarstellung F(z) = [~ dt t*~*e™". Nach der
Holderschen Ungleichung mit p = % und ¢ = sowie f(t) = %5 e % und
g(t) = t'a e gilt

z+(1— -1 — z—1_ y—1 t_t
/ dtt)‘ (1=A)y 16t—/ dttr a e P aq
1

R 1 R 1
< </ dt tﬂﬁ—le—t)”(/ dt ty_le_t)q .

Im Limes € — 0 und R — oo folgt die Behauptung.

1
1-X

Satz 36.4 Es gilt T'(3) = /7 sowie / do e = g und/ dz e = /7.
0 —
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Beweis. Fur z € R\ N gilt

L()T(1—2z) = (—2)T'(2)(—2) = (—x)(n;m G 1( )) (JEEO Gn(l—:c))

1
= G @G )

= (—x) lim

oo (0+2)(0 —2)(1+2)(1 —2)---(n+z)(n—2)

Mit dem Wallisschen Produkt [],_, 4k2 ; = 5 aus Beispiel gilt fiir z = 1 die
Gleichung I'(3)? = 7, also I'(3) = /7.
Nach Substitution #(z) = 2? mit ¢ = 2z = 21/t erhlt man

i . (" 11
/ de e ™ = / dz e " (1) —— = —/ dtt2"te
€ € 2\/% 2 62

Fiir e \\, 0 und R — oo folgt die Behauptung. O

.. . . 00 2
Es 1Bt sich zeigen, daB []p2, o =

F(l’)r(l—l’) s1n(7ra:
Eine weitere wichtige Beziehung ist der Verdopplungssatz

TGy Hir @ ¢ 7. Somit gilt allgemein
fiir # ¢ Z bzw. nach Verschiebung I'(3+2)[(3—2) = —©

cos(mx) *

2zx—1
/T

Mit der I'-Funktion eng verwandt ist die durch

I'(2z) = D(z)[(z+3) .

1
B(a,b) := / dr x* 11 —2)" ", a,b>0,
0

definierte Beta-Funktion. Durch Substitution entstehen weitere Beziechungen wie
z.B.

tafl

B(CL b) = /OO dt ———— B(a b) = 2/2 do sin2a*1¢ COS2b71¢ .
e e 7

0

Es gilt B(a,b) = (7?;)) Diese Formeln werden in den Ubungen behandelt. Einige

der Beweise beruhen auf dem Satz von Bohr-Mollerup.

Satz 36.5 (Stirlingsche Formel) Fir n € N* gilt n! = 27m(ﬁ>ne“(") mit
e
0 < p(n) < 5= (Wir zeigen nur 0 < pu(n) < g-.)
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Beweis. Nach Trapezregel (Satz BZG) fiir f(z) =Inz und (Inz)” = — 25 gilt

/Hldaj (x—k)(k+1—2x)

k 2

k+1 1
/ dx lnzL’:i(lnkﬁtln(/’{;—i—1))jL
k

DO | —

fiir £ > 0. Summieren iiber k£ von 1 bis n — 1 ergibt
! - 1 " o)
/1 dx lnszlnk—élnnJr/l dx?
k=1
mit ¢ : Ry — Ry gegeben durch ¢(z) := £ (z — [2])(1 + [2] — z), wobei [z] € N

der ganze Teil von = € R, ist. Wegen

/ dx ln:c~1::1:ln;1:‘?—/ da:lznlnn—n—i-l:lqtln(E)
1

1 (&

sowie Y ,_, Ink = In(n!) gilt In(n!) = In <(g>n\/ﬁ : cn) mit

eni=exp (1 - /1nda: ‘b;f)) .

Dal0<¢< % eine beschrinkte Funktion ist und das Integral / dz 72 kon-
1

2
_(b(x)) — lim o
3;‘2 n—o00 CQn

n—oo

vergent ist, existiert der Limes ¢ := lim ¢, = exp (1 — / dx
1
Fiir den letzten Bruch ergibt sich
¢ (n)2(2n/e)*V2n  [2(n))%4" \F 2-4..-(2n)
con  (2n)!(nje)2n Vn (2n)!  Vnl-3---(2n—1)
_[2(2n+1) 2:2-4-4---(2n) - (2n)
B n 2-12+1)-4-1)(4+1)---2n—=1)2n+1)
Im Limes n — oo entsteht unter der lthzten Wurzel das Wallissche Produkt
(Beispiel BZ3) fiir 7, d.h. es gilt lim L _ V2w, Somit ist die Behauptung

p(n) = /nw dx ¢(f) .

Xz

bewiesen mit

Wegen 0 < ¢ < é gilt 0 < pu(n) < L was sich unter Verwendung der Konvexitt

8n’
noch etwas verbessern 1af3t. O

Bemerkung: Man kann zeigen, dafl die Stirlingsche Formel auch richtig bleibt

fiir die I'-Funktion, d.h. fir z > 0 gilt I'(z +1) = v/ 27m(§)me”(m) mit 0 < p(z) <

L
12z°
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Teil VII
Lineare Abbildungen

37 Definition und Beispiele

Definition 37.1 Seien V, W Vektorraume iiber K. Eine Abbildung F' : V. — W
heiBt linear (genauer: K-linear) oder Homomorphismus von Vektorraumen (iiber K),

wenn

(L)

F()\l'U1+)\2'U2) = )\1'F(U1>+)\2'F(’02) fiir alle U1,V2 € V und )\1, )\2 c K.

Eine lineare Abbildung F': V' — W heiBt

e [somorphismus, wenn F' bijektiv ist,

e Endomorphismus, wenn W =V ist,

e Automorphismus, wenn F' bijektiv und W =V ist.

Beispiel 37.2

i)

ii)

iii)

Skalentransformationen (Dilatationen). Sei V' ein reeller Vektorraum und
¢ > 0, dann definiert F, : v — ¢ - v einen Automorphismus von V' (eine
lineare Abbildung F, : V' — V, die bijektiv ist mit F, ! = F1 : v > %v)

Drehungen in der Ebene. Sei V = R? und F,, die Drehung um den Null-
punkt mit dem Winkel «,

Fa:<x)|_>Fa(x)::<xcgsa—y51na) .
Y Y T SIn & + Y COoS &

F ist ebenfalls ein Automorphismus mit F;' = F_,,.

Matrizen. Sei V. =W = R? und

Fy - < x ) N < 1171 + a12%2 ) .
Y 211 + (2272
Dann ist )y : R?> — R? eine lineare Abbildung, welche durch die Ma-
trix A = < iz ) € M(2 x 2,R) parametrisiert wird. Die beiden

Q21 A22

c 0

Beispiele )] und [ii)] sind Spezialfille mit A = < 0 ¢ ) (fir V = R?)

cos — Sin o . . . .

und A = . . Fiir allgemeines A ist F4 ein Endomor-
sina  cosa

phismus. Es wird wichtig sein zu untersuchen, wann F4 bijektiv ist, also

ein Automorphismus ist.
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iv) Projektionen der Ebene auf eine Gerade durch den Nullpunkt. Sei V = R?
und (v, ve) eine Basis, z.B. vy = ( (1) ) und vy = ( (1) ) Dann definiert

die eindeutige Zerlegung von v nach der Basis v = Ay - v; + Ao - v9 zwel
Projektionen

Fli)\1'1)1+)\2"l}2)—))\1"01,
FQZ)\l'Ul—F)\Q'UQI—))\Q'UQ.

Diese Projektionen F}, F» sind lineare Abbildungen.

v) In Analogie zu Beispiel definieren wir Fy : R? — R! durch F}y :
( ;j ) > a1171 + a1ox9. Dann ist F4 eine lineare Abbildung, die durch
die Matrix A = ( a9 ) € M(1 x 2, R) parametrisiert wird. Beispiel
V)| fiir v = ( (1) ) und vy = < ? ) ist ein Spezialfall mit F; < A = (10)
und F, < A= (01).

vi) Projektionen auf einen Untervektorraum. In Verallgemeinerung von Bei-
spiel sei V' ein n-dimensionaler Vektorraum, W C V ein Untervek-
torraum und V = W @ W’. Dann ist die Projektion Fy, : V' — W eine
lineare Abbildung, die wie folgt erhalten wird. Man nehme eine Basis
(wi,...,w,) von W und eine Basis (w;,,...,w)) von W' (also n —r
Vektoren von V', so da8 (wy, ..., wy, w,. ,...,w,) eine Basis von V ist)
und zerlege v € V nach dieser Basis, v = Y 1| A~ w; + Y0 - W)
Dann ist Fyy : v+ >_;_ A;-w;. Diese Abbildung Fyy ist unabhéngig vom
direkten Summanden W’ (welcher nicht eindeutig war) und unabhéngig
von der Basis von W.

vil) Differentiation. Fiir ein offenes Intervall I = ]a,b] C R seien V = C!(I)
und W = C(I) die (unendlich-dimensionalen) Vektorraume der einmal
stetig differenzierbaren bzw. der stetigen reellwertigen Funktionen auf I,
mit (A - f1 + Ao+ fo)(z) := Ay - fi(z) + Ao - fo(x) fiir x € ]a, b[. Dann ist
das Differential D : V' — W mit D : f — f’ eine lineare Abbildung. Ist
V' = C>(I) der Vektorraum der beliebig oft differenzierbaren Funktionen
iiber I, dann ist das Differential D : V' — V ein Endomorphismus.

viii) Integration. Fiir ein abgeschlossenes Intervall I = [a, b] C R definiert das

Integral [ : f fabf(x) dz eine lineare Abbildung [ : C(I) — R.

Diese sehr unterschiedlichen Beispiele zeigen, daf} lineare Abbildungen haufig auf-
treten. Kenntnisse der allgemeinen Eigenschaften von linearen Abbildungen und
von Methoden zu ihrer Untersuchung sind deshalb sehr wichtig.
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38 Bild und Kern einer linearen Abbildung

Definition 38.1 Ist F': V — W eine lineare Abbildung, so heiBt
e im(F):=F(V)C W das Bild von F,
e ker(F') := F~1({0}) C V der Kern von F.

Satz 38.2 Sei F': V. — W eine lineare Abbildung. Dann gilt
i) F(0) =0, Flv—w) = F(v) — F(w), F(A\ -v1 4+ -+ XAy - vy) = Ar -

F(vy) +--+ Ay - F(vn).

ii) Ist die Familie (v;);er linear abhdingig in V', so ist die Familie (F(v;))ier
linear abhdngig in W.

iii) Sind V' CV und W' C W Untervektorraume, so ist das Bild F(V') CW
Untervektorraum von W und das Urbild F~*(W') C V' Untervektorraum
von V.

iv) dim(F(V)) < dim(V).

v) Ist F ein Isomorphismus, so ist auch das Urbild F~' : W — V eine
lineare Abbildung (und damit ein Isomorphismus).

Beweis. 1) ist klar.

ii) Sei 0 = > ,c; Ai - v;, wobei mindestens einer und insgesamt endlich viele
Skalare \; ungleich 0 sind. Dann ist auch 0 = F(0) = >, ., A - F'(vy).

iii) 0 € V' und 0 = F(0) € F(V'), also F(V') # @. Sind wy,ws € F(V'),
dann gibt es vy, v mit wy; = F(vy) und we = F(vy). Also A1 - wy + Ay - wy =
A1 F(v1)+ A2 F(vg) = F(A1-v14+ Ay v2) € F(V'), und F (V') ist Untervektorraum.

Sind v,v, € F~YW'), so ist F(v1), F(va) € W’ und auch A\; - F(vy) +
Ao - F(vg) € W', da W' Untervektorraum. Also ist F'(A; - v1 + Ay - v9) =
AL - F(vy) + Xg - Fvg) € W und damit \; - v + Ay - vy € F7H W), und F~H(W')
ist Untervektorraum.

iv) Sind F'(v1),..., F(v,) linear unabhéngig, so sind auch vq,..., v, linear
unabhéngig, denn das Gegenteil fithrt wegen ii) zu einem Widerspruch.

v) Seien wy,wy € W und vy,v9 € V mit F(vy) = w; und F(vg) = ws.
Dann ist F(A; - v + Ao - v2) = A; - wy + A9 - woe. Anwenden von F~! liefert
F_1<)\1'U)1—|—)\2'U)2) :)\1~F_1(w1)—|—)\2~F_1(w2). O
Satz 38.3 Sei F': V. — W linear. Dann gilt:

i) im(F) C W und ker(F) CV sind Untervektorrdaume.
i) F surjektiv < im(F) =W
iii) F injektiv < ker(F) = {0}

39

Preliminary version — 14. Juli 2018



iv) Ist F injektiv und sind vy,...,v, linear unabhdngig, so sind auch
F(v1),...,F(v,) linear unabhdingig.

Beweis. 1) ist in SatzBI2Aiii) bewiesen und ii) ist die Definition der Surjektivitét.
iii) 0 € ker(F). Ist F injektiv, so folgt aus F'(v) = 0 = F(0), daBl v = 0.
Gibt es umgekehrt vy # vy € V mit F(vy) = F(vy), so wére F(v; —vy) = 0, also
0 # v; — vg € ker(F). Widerspruch
iv) Sei Ay - Fl(v1) +---+ Ay - F(v,) =0, dann gilt 0 = F(A-v1+ -+ Ay - vy)
nach Linearitdt und A; - vy + -+ + A, - v, = 0 nach iii). Also ist \; = 0. O

Definition 38.4 Ist F': V' — W linear, so heiBt die Zahl rang(F') := dim(im(F"))
der Rang der Abbildung F'.

Der Rang ist eine wichtige Charakterisierung einer linearen Abbildung.

Satz 38.5 Ist V ein endlich-dimensionaler Vektorraum und F 'V — W eine
lineare Abbildung, so gilt

dim(V) = dim(im(F")) + dim(ker(F)) .

Beweis. Wir wissen dim(im(F")) < dim(V') nach SatzBS2Aiv) und dim(ker(F")) <
dim(V) nach Satz BR31i). Seien also (vy,...,v;) eine Basis von ker(F) und
(w1, ..., w,) eine Basis von im(F'). Wir wéhlen uy,...,u, € V mit F(u;) = w; fiir
alle 1 <1i <r.Fiirv € V gibt es eine eindeutige Darstellung F'(v) = Aj-wy+-- -+
A, - w,. Fiir die so bestimmten \; konstruieren wir v’ := A\;-u; +-- -+ A\, -u,. Dann
gilt F(v—2") =0, also v — v’ € ker(F). Es existieren also eindeutig bestimmte
M1y .oy g Mit 0 — 0 = g - v + -+ - 4 g - vg. Also gilt

’U:)\1.u1_|_..._|_)\r.ur+,u1.vl_i_..._'_luk.vk.

Damit ist V' durch die Familie B = (uy, ..., u,,v1,..., v, ) erzeugt. Zum Beweis
der linearen Unabhéangigkeit sei Ay -uy + -+ X\ - up +pg - vy + -+ -+ g - v = 0.
Anwenden von F ergibt F'(Ay-u;+-+-+A-up) = A -wp+-- -+ A\~ w, = 0, und
damit \; = 0. Das liefert p; - v1 + -+ - 4+ pi - v, = 0 und damit p; = 0. Damit ist
B eine Basis von V' aus dim(im(F')) + dim(ker(F’)) Vektoren. O

Satz 38.6 Zwischen endlich-dimensionalen Vektorrdumen V. W gibt es genau
dann einen Isomorphismus, wenn dim(V') = dim(W).

Beweis. F ist Isomorphismus, wenn linear, injektiv und surjektiv. I’ injektiv heifit
dim(ker(F)) = 0 und F surjektiv heit im(F") = W. Aus dem vorigen Satz folgt
dann die Behauptung. O

Satz 38.7 Ist dim(V) = dim(W) < oo und ist F' linear, dann sind fir F Injek-
tivitat, Surjektivitdt und Bijektivitdt dquivalent.
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Beweis. injektiv=- surjektiv: F' injektiv, dann ker(F) = {0}
dim(im(F)). Also dim(im(F")) = dim(W) und dann im(F) = W.

surjektiv=-injektiv: F' surjektiv, dann dim(im(F')) = dim(W) = dim(V'). Also
dim(ker(F")) = 0 und ker(F") = {0}, somit F' injektiv. O

und dim(V) =

Satz 38.8 (Faktorisierungssatz) Sei F°' : V. — W linear und B =
(U1, ..., Up,01,...,0) eine Basis von V mit ker(F) = span(vy,...,vg). Mit
U :=span(uy,...,u,) gilt:
i) V=U @ ker(F)
ii) Die Einschrinkung F’U : U — im(F) ist ein Isomorphismus.
iii) Sei Py : V = U@ker(F) — U die Projektion auf den ersten Summanden,
definiert firv =u+v € V mitu € U undv' € ker(F') durch Py(v) := u,
so qilt F = F’U o Py.

Beweis. 1) ist klar, denn U und ker(F’) sind linear unabhéngig.

ii) ker(F‘U) = ker(F)NU = {0}, also ist F}U : U — im(F) injektiv, aulerdem
surjektiv und damit bijektiv.

iii) Flir v = v+ v mit w € U und ¢’ € ker F' ist F(v) = F(u) + F(v') =
F(u) = F|,(u) = F|,(P(v)). O

Zu beachten ist, daB U in der direkten Summe V' = U @&ker(F) nicht eindeutig
definiert ist. Die F| ; sind also, je nach Wahl von U, verschiedene Isomorphismen.

Seien V, W Vektorrdume iiber K, dann bezeichnen wir mit
Homg (V. W) :={F:V — W : Fist K-linear}

die Menge aller K-linearen Abbildungen (aller Homomorphismen) von V' nach
W. Die Menge Hompg (V, W) ist ein Vektorraum mit Verkniipfungen

()\1 . F1 + )\2 . FQ)(’U) = )\1 . Fl(l)) + )\2 . FQ(U) .

Insbesondere ist der Nullvektor die lineare Abbildung 0 : v + 0 fiir alle v € V/,
und die negative Abbildung ist —F : v — —F(v). Ist der Korper klar, dann
schreiben wir Hom(V, W) statt Homg (V, W).

Ist V.= W, so schreiben wir End(V) := Hom(V, V'), und End(V) ist wieder
ein Vektorraum. Entsprechend bezeichnet

Autg(V) :={F:V =V : Fist K-linear und bijektiv}

die Menge der bijektiven linearen Abbildungen von V' nach V. Jedoch ist Aut(V)
kein Vektorraum, denn fir F' € Aut(V) ist 0- F =0 ¢ Aut(V).

Lineare Abbildungen lassen sich ganz analog wie allgemeine Abbildungen hin-
tereinander ausfiihren.
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Satz 38.9 Sind U,V,W Vektorraume und G : U — V sowie F' : V — W lineare
Abbildung, dann ist auch die Komposition FoG : U — W eine lineare Abbildung.

Beweis.
(FoG)(A1-up+ Ao -ug) = F(G(A\ - ug + A2 - u))
F(A - G(ur) + Az - Glug))
= A1 F(G(u1)) + Ag - F(G(us))
= )\1 ( G)(Ul) + )\2 . (F o G)(TLQ) . O
Es folgt:

Satz 38.10 Ist V' ein Vektorraum, so ist Aut(V') eine Gruppe mit der Kompo-
sition als Verkniipfung.

39 Die darstellende Matrix einer linearen Abbildung

Wir erinnern daran, da§ wir nach Fixierung einer Basis (vq,...,v,) in einem
n-dimensionalen K-Vektorraum V' jeden Vektor v € V dquivalent durch seine
Koordinaten (Aq,...,\,) € K" beschreiben kénnen, die sich eindeutig aus v =

Avg + - -+ A\, ergeben. Vollig analog wird jede lineare Abbildung : V- — W
zwischen endlich-dimensionalen Vektorrdumen VW nach Fixierung von Basen
in V und W durch eine Matrix beschrieben.

Wir betrachten zunéchst eine etwas allgemeinere Situation:

Satz 39.1 Sei V' ein n-dimensionaler Vektorraum mit Basis A = (vq,...,v,).
Sei W ein (nicht notwendig endlich-dimensionaler) Vektorraum und wy, . .., w, €
W. Dann gibt es genau eine lineare Abbildung F : V. — W mit F(v;) = w; fir
alle 1 <4 < n. Fiir diese gilt:

e im(F') = span(wy,...,w,)

o Finjektiv < (wy,...,wy,) ist linear unabhdngig.
Beweis. Ist v = Ay vy +- -+ A\, - v, €V, s0 definieren wir F(v) := Ay -w;+---+
An - wy,. Da die \; eindeutig bestimmt sind, ist auch F'(v) eindeutig. Zu zeigen ist

aber, da§ F’ wirklich linear ist. Sei v/ = py - vy + -+ -+ p, - v, ein weiterer Vektor.
Dann gilt

n

)\'U—i‘/i'v/:Z()\)\z"i‘/iM)'Uz' und
i=1

F()\-v—i—,u-v’):Z()\)\ + pupe;) - —)\<Z)\ w)#—u(Zm z)

i=1

=X F)+u-F@').
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Klar ist, dal im(F") C span(wy, . .., w,). Andererseits ist w = Aj-wq+- - -+ A w, =
F(A-v1 4+ A\, - v,) und damit span(wy, ..., w,) Cim(F).

Sei (wq,...,w,) linear abhingig, so gibt es mindestens ein \; # 0, so daf
0= MNwy + -+ w, = F(A\y vy + -+ Ay - v,). Da (vy,...,v,) Basis ist,
ist Ay -v1 + -+ A\, - v, # 0, und damit ist F' nicht injektiv. Das bedeutet F'
injektiv. = (wy,...,w,) linear unabhéngig. Ist umgekehrt (wy,...,w,) linear
unabhéngig, dann betrachten wir F'(v) = 0 mit v = Ay - v1 + -+ - + A\, - Uy, also
FAi-vi4-4+ A -vp) = A -wy+ -+ Ay - wy, was zu A; = 0 und damit v = 0

fithrt. Also ist ker(F') = {0} und F ist injektiv. O
Folgerung 39.2 Sei V' endlich-dimensionaler Vektorraum und vy,...,v, € V
linear unabhdngig. Sei W ein Vektorraum und wy,...,w, € W. Dann g¢ibt es

mindestens eine lineare Abbildung F :'V — W mit F(v;) = w; fir alle 1 <i <r.

Beweis. Ist (vq,...,v,) linear unabhéngig, aber keine Basis, dann koénnen wir
eine Basis (v1,..., 0, Upy1,...,0,) von V finden. Fiir diese geben wir beliebige
Vektoren w,1,...,w, € W vor und finden fiir jede Wahl von w, 1, ..., w, eine
lineare Abbildung F' mit F'(v;) = w;. O

Satz 39.3 SeiB = (wy,...,w,) Basis eines Vektorraums W. Dann gibt es genau
einen Isomorphismus ®p : K™ — W mit ®p(e;) = w; fir alle 1 < i < n, wobei
(€i)iz1,..n die Standardbasis ist.

Beweis. Nach Satz gibt es genau eine lineare Abbildung ®5 mit dieser Ei-
genschaft, und diese ist injektiv und surjektiv. O

Wir kommen nun zur allgemeinen Beziehung zwischen linearen Abbildungen
und Matrizen:

Satz 39.4 Gegeben seien K-Vektorrdume V' mit Basis A = (vy,...,v,) und W
mit Basis B = (wq,...,wpy).

i) Dann gibt es zu jeder linearen Abbildung F:V — W genau eine Matrix
A= (a;;) € M(m x n,K), so daff F(vj) =30 aij - w;.

ii) Die so erhaltene Abbildung
Mg Hom(V, W) — M(m x n, K) , M§ : F s A= M§(F)
st ein Isomorphismus von Vektorrdumen diber K, und insbesondere gilt

MEN-F4p-G) =X\ M{(F) + - Mg(G) .

Definition 39.5 Mit den Bezeichnungen aus Satz heiBt A = MyZ\(F) die
darstellende Matrix von F': V' — W beziiglich der Basen A von V' und B von W.
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Beweis von Satz[394 i) Durch Komposition von F' mit den Isomorphismen & 4
und &z aus Satz

A= (Pg) ' oFody: K" — K™, Az = (Op) H(F(Pa(n))) .

Umgekehrt ergibt sich F' aus A durch ' = &0 Ao (Py4)"t : V — W mit
Aoz :=A-x. Zunichst ist (P4) ' (v;) = e; € K". Matrixmultiplikation liefert

A((@) ) =1| | = Zazj e, € K™

amj

Anwenden von @ liefert ®g(A - ((Pa4) 1 (v;))) =D aij - w; € W.
ii) Als Komposition linearer Abbildungen ist Mg : Hom(V, W) — M(m x
n, K) mit
A= Mg (F)=(®g) 'oFod,y: K" - K™.
linear. Da A eine Basis ist, gibt es nach Satz genau eine lineare Abbildung
F mit F(v;) = w; == >.1", a;; - w;. Also ist Mg bijektiv. O

i=1

Speziell gilt:
Folgerung 39.6 Die darstellende Matrix A einer linearen Abbildung F : K™ —
K™ beziiglich der Standardbasen ist gegeben durch A = (F(e1),...,F(e,)) =:

M!(F), d.h. die j-te Spalte von A ist der Vektor F(e;) € K™, wobei e; € K™
der j-te Standardbasisvektor ist. Es gilt F(z) = A - x. O

Die wichtigen Begriffe von Bild, Kern und Rang einer linearen Abbildung
iibertragen sich somit auf Matrizen.
Definition 39.7 Fir A € M(m x n, K) heiBt
i) ker(A) ={z e K" : A-x2=0€ K™} C K™ der Kern von A,
i) im(A) = {b € K™ : esgibteinz € K" mit A-x = b} C K™ das Bild
von A,

i) rang(A) = dim(im(A)) der Rang von A.

Wir zeigen spéter, daf§ die hier gegebene Definition des Rangs einer Matrix
mit Definition tibereinstimmt. Nach i) ist ker(A) die Losungsmenge des ho-
mogenen LGS A -z = 0. Eine Basis vom im(A) bestimmt sich wie folgt: Ist

(v1,...,0,_,) eine Basis von ker A C K", so erginze man sie zu einer Basis
(U1, Upepy Uy, ..y uy) von K™ Dannist (A-uq, ..., A-u,) eine Basis von im(A),
denn nach Dimensionsformel ist (A - uq,..., A-w,) linear unabhingig.
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Beispiel 39.8 Durch F((w,z,y,2)) = (w+ 2 —y,x +y — z,w + 2z — z) fir
w,x,y, 2 € R werde eine lineare Abbildung F : R* — R? definiert. Daraus lesen
wir ab:

1 1 -1 0
Fler)=1 0 , Flea) =] 1 , Fles) = 1 , Flea) = -1
1 2 0 —1
11 -1 0
Folglich wird F' durch die Matrix Ap = 01 1 -1 € M(3 x 4,R)
12 0 -1
dargestellt. Zur Berechnung des Kerns als Losung von A -z = 0 fiithren wir

folgende elementare Zeilenumformungen durch:

sty [ 8 T 9N e (Y T
Ap RCRLREU g G g1 1
00 0 0 0 0 0
T 2 —1
Daraus lesen wir als Losung S - B ab mit 3, x4 € R
I3 1 0 Ty
T4 0 1
beliebig. Folglich ist dim(ker A) = 2, und eine Basis von ker A ist (vq, v3) mit
2 —1
| -1 _ 1
U1 = 1 ) Vg = 0
0 1

Wir kénnen sie z.B. zur Basis (vi,vs,e1,e2) von R*? ergéinzen. Somit ist
(F'(e1), F(e2)) eine Basis von im(A). N

Beispiel 39.9 Wir betrachten die durch F((z,y,2)) = (z — y,2x + y — 2) defi-
nierte lineare Abbildung F : R? — R? beziiglich der Basen (v;, v5, v3) von R? und
(w1, wy) von R? mit

0 1 1

(1) o (3) o () ) o)
Damit gilt
F(u) = F((0,1,1)) = < _é)  F(u) = (1) , F(vg):<g) |
15
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Diese Vektoren sind nun beziiglich der Basis (wy, wo) darzustellen, wya;j+wqaq; =
F(v;). Es handelt sich also um drei lineare Gleichungssysteme aus 2 Gleichungen
mit 2 Unbekannten:

1 2 ai o —1 a1l o —%
(L) G)=Co) = ()-()

1 2 a2 \ (1 aiz \ (1
() )-G) = ()-()

1 2 a3 . 0 ai3 _ 2
()-G)-G) = ()-(4)

. L : -1 1 2
Die darstellende Matrix ist folglich A= { § 0 -1 ) <
3

Sind also die Basen der Vektorrdume V und W festgelegt, dann kann man die
Vektorrdume mit den Standardraumen K", K™ der Koordinaten identifizieren
und lineare Abbildungen F' : V' — W mit Matizen A € M(m X n, K). Eine
oftmals sinnvolle Wahl besteht aus Basen, in denen fiir die Koordinatenmatrix
die Einheitsmatrix entsteht:

Definition 39.10 Die Matrix

1 0 ... 0
01 ... 0

E, = L _ eEM(rxrK),
00 ... 1

in der samtliche Eintrage auf der Diagonalen gleich 1 und alle anderen Eintrage gleich
0 sind, heiBt (r x r)-Einheitsmatrix. Ihre Komponenten sind also E, = (J;;), wobei

5[ 1 firi=
U0 fiiri#j
das Kronecker-Symbol ist.

Satz 39.11 Sei F' : V. — W linear und dim(V) = n, dim(W) = m,
dim(im(F')) = rang(F') = r. Dann gibt es Basen A von V und B von W mit

ET’ 07’ n—r
ng(F):(O o e )
(m—r)xr (m—r)x(n—r)
Dabei ist 0,x, € M(p x q, K) die Matriz, in der simtliche Eintrdige gleich 0 sind.

Beweis. Wir wéhlen eine Basis (wy,...,w,) von im(F") und ergénzen sie zu ei-

ner Basis B = (wy, ..., Wy, Wri1,...,Wwy,) von W. Dann wihlen wir wie im Be-

weis von Satz Vektoren uyq,...u, € V mit F(u;) = w; fir alle 1 < ¢ < r

und ergénzen sie mit einer Basis (vy,...,v;) von ker(F) zu einer Basis A =

(U1, ..., U, 01,...,05) von V. Dann hat Mg\ (F) die angegebene Form. O
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40 Multiplikation von Matrizen

Seien G : K" — K" und F : K" — K™ lineare Abbildungen, dargestellt
(beziiglich der Standardbasen) nach Satz und Folgerung B9.6 durch Matrizen
B=M(G)e M(nxr,K)und A= M (F) &€ M(m xn, K).

Nach Satz ist die Komposition F o G : K" — K™ wieder eine lineare
Abbildung, welche durch eine Matrix C' = M (F o G) € M(m x r, K) dargestellt
wird. Das bedeutet C = My ((Mp)~'(A)o (M7)~*(B)), und auf diese Weise wird
ein Produkt

cMmxn, K)x M(nxnr, K)— M(mxr K),
A+ B = My, ((My,) ' (A) o (My)(B))

von Matrizen passender Grioffe definiert. Im Produkt mufl die Zahl der Spalten
der linken Matrix gleich der Zahl der Zeilen der rechten Matrix sein.

Satz 40.1 Ist A= (a;;) € M(m xn,K), B=(Bj;) € M(nxr,K) und A-B =

n

C = (cig) € M(r xs,K), so gilt cy, = Zaijbjk.
=1

Beweis. Sei F = (M™)"1(A): K™ — K™ und G = (M")"}(B) : K" — K" sowie
FoG = (M")"YC): K" — K™ Seien (£1,...,&,) die Standardbasis im K",
(€1,...,€,) die Standardbasis im K™ und (ey,...,e,,) die Standardbasis im K™.
Dann gilt

(FoG)(&) = Zcm e (Satz fiir Fo@G)

i=1

= F(G(&)) (Definition von F o G)

= F( Y bi-) (Satz BIA fir G)

j=1

= Z bi - F(€5) (Linearitdt von F')
j=1

:ijk- (Z%‘j‘@) (Satz BOA fir F)
j=1 i=1

= Z <Z al-jbjk> e (Umordnen der Summen)
=1 j=1

Die Behauptung folgt nun aus der Eindeutigkeit der Koeffizienten zur Basis
(€i)iz1,..m von K™. -

Ein Spezialfall dieser Rechenregel ist das schon zuvor erklarte Matrixprodukt
A-v e K™ einer Matrix A € M(m x n, K) mit einem Spaltenvektor v € K". Mit
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den Bezeichnungen aus Satz B0l gilt: Die i-te Zeile von A ist (a;1 a2 ... ai),
bi;

und die j-te Spalte von B ist : . Damit folgt: Das Matrixelement c;; von
b,

C = A- B ist das “Produkt” der i-ten Zeile von A mit der j-ten Spalte von B.

L2 12 3
Beispiel 40.2 Sei A=| 0 1 | und B = < ), dann gilt
1 01
2 2
5
1
8

Daraus ist ersichtlich, dafl selbst wenn sowohl A - B als auch B - A erklart sind,
im allgemeinen A - B # B - A gilt. <

Beispiel 40.3 Eine Drehung in der Ebene um den Ursprung mit Winkel o

wird durch die Matrix A = { 0% —HRa ) beschrieben. Entsprechend be-
sina  cosa

. [ cosfB —sinp
schreibt B = ( snf  cosp
derausfithrung beider Drehungen ist durch das Matrixprodukt gegeben:

A.p— [ cosa —sin « cos —sinf\ [ e c2

~ \ sina  cosa sinf3  cosf \ o o

cosacosf —sinasin S —sinacos S — cos asin 3
sinacos B+ cosasinfS  cosacos S — sinasin 3

) eine Drehung mit Winkel . Die Hintereinan-

Andererseits ist die Hintereinanderausfithrung beider Drehungen wieder eine Dre-
hung mit Gesamtwinkel o + 3. Daraus folgen die Additionstheoreme fiir Sinus
und Cosinus,

sin(a + ) = sinacos f + cosasin 3, cos(a+ f) = cosacos f — sin asin
<

Satz 40.4 Sind Matrizen A, A’ € M(m xn,K), B,B" € M(n xr,K) und C €
M(r x s, K) gegeben sowie \ € K, so gilt:

)A-(B+B)=A-B+A B und(A+A)-B=A-B+A-B
(Distributivgesetze)

i) A-(A\-B)=(\-A)-B=X-(A-B)
iii) (A-B)-C=A-(B-C) (Assoziativgesetz)
iv) E,-A=A-E,=A (Neutralitit der Finheitsmatriz)
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Beweis. 1) und ii) folgen aus der Summendarstellung des Matrixprodukts, iv) ist
leicht nachzurechnen.

iii) Die Komposition beliebiger Abbildungen ist assoziativ. Die Isomorphismen
M iibertragen die Assoziativitéit auf das Matrixprodukt. O

Im weiteren schreiben wir oft AB statt A - B fiir das Produkt der Matrizen.

Definition 40.5 Die Abbildung t : M (m x n, K) — M (n x m, K) definiert durch
t: A= (a;j) — A" := (aj;) heiBt Transposition von Matrizen.

Satz 40.6 Wenn das Matrizprodukt AB erklirt ist, dann gilt (A- B)' = B - A,

Beweis. Sei A = (a;j) € M(m xn,K), B=(bjx) € M(n xr,K)und C = AB =
(cik) € M(m x 7, K). Dann ist ci = Y5 a;bj, und C* = (cf,) mit ¢; = ci.

Weiter ist B = (b;) mit by; = bj, und A" = (a};) mit a); = a;. Dann ist
BA" = D = (di;) mit dig = 37 byjal = Y0 bikaiy = 327 aibje = ca = ¢
und somit D = C". O

Wir bezeichnen mit M(n, K) := M(n x n, K) die Menge der quadratischen
Matrizen. Das Matrixprodukt ist dann eine Verkniipfung in M (n, K), die kom-
patibel mit Addition und Multiplikation mit Skalaren ist. Dadurch wird M (n, K)
zu einer sogenannten Algebra. FEin weiteres wichtiges Beispiel einer Algebra ist
die Menge der stetigen Funktionen auf einem metrischen Raum.

Definition 40.7 Eine quadratische Matrix A € M (n, K) heiBt invertierbar, wenn
esein A7t € M(n,K) gibtmit A-A'=A"1- A=F,.

Satz 40.8 Die Menge
GL(n,K)={A € M(n,K) : A ist invertierbar}

der invertierbaren Matrizen ist eine Gruppe mit der Matrizmultiplikation als Ver-
kniipfung und der Einheitsmatriz E, als neutralem FElement.

Diese Gruppe GL(n, K) heifit die allgemeine lineare Gruppe.

Beweis. Da E, ein neutrales Element ist, ist nur zu zeigen, dal aus A, B €
GL(n,K) auch AB € GL(n, K) folgt. Die Matrix B~*A~! erfiillt (B~'A™')AB =
E,, unter Verwendung des Assoziativgesetzes. Aus den allgemeinen Gruppeneigen-
schaften folgt, dafl das neutrale Element und das zu A inverse Element eindeutig
sind. O
Satz 40.9

i) Ae M(n, K) ist genau dann invertierbar, wenn rang(A) = n.

ii) Fir A€ GL(n,K) gilt (A")™! = (A7)’
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Beweis. i) Ist rang(A) = rang(F') = n, dann ist F' surjektiv nach Satz BE3ii)
und dann bijektiv nach Satz

ii) Wir haben (A7')!A* = (AA™Y)! = E! = E,,, so daBl (A~1)" das Inverse zu
At ist. O

41 Zur Theorie linearer Gleichungssysteme

Definition 41.1 Eine Teilmenge X C V eines K-Vektorraums V' heiBt affiner Un-
terraum, falls es ein v € V' und einen Untervektorraum W C V gibt, so daB3

X=v4+W:={zeV : esgibteinweW mitz=v+w}.

Beispiel 41.2 Ist V = R? die reelle Zahlenebene, dann sind die eindimensiona-
len Untervektorraume W C V die Geraden durch den Nullpunkt. Ein aus der
Geraden W durch 0 hervorgehender affiner Unterraum X = v + W ist dann die
Parallele zu W durch v. N

Satz 41.3 Ist X = v+ W ein affiner Unterraum von V', dann gilt
i) Fir beliebiges v' € X ist X =o'+ W.

ii) Istv' € V und W' CV ein Untervektorraum mit o' + W' = v+ W, so
folgt W =W"undv' —v e W.

Beweis. i) Wegen v' € X gibt esein w’ € W mit v/ =v+w'. Seix =v+w € X
ein beliebiges Element, so schreibt sich x = v + w — w’. Also ist X C o' + W.
Durch Vertauschen von v, v’ folgt v/ + W = X.

ii) Seien z,2’ € X = v+ W, dann ist x — 2’ € W. Gébe es eine zweite
Darstellung X =o'+ W’ dann ist x — 2’ € W’ fiir alle x, 2/, also W = W'. Dann
folgt v/ —v e W. O

Da also in einem affinen Unterraum X = v+W der Untervektorraum eindeutig
ist, definieren wir die Dimension dim(X) := dim(W) wenn X = v+ W.
Wir untersuchen den Lésungsraum

Los(A,b) :={zx € K" : Az =b}

eines linearen Gleichungssystems Az = b zu gegebener Matrix A € M (m x n, K)
und gegebenem Vektor b € K™. Ist F' : K" — K™ die durch A € M(m x n, K)
definierte lineare Abbildung, F(x) = A -z, so ist Los(A,b) = F~1(b) und insbe-
sondere Los(A,0) = F~1(0) = ker(F). Damit gilt stets 0 € Lis(A,0), und diese
Losung heiit die triviale Losung des homogenen Systems. Geht die erweiterte
Koeffizientenmatrix (A|b) durch elementare Zeilenumformungen in eine erweiter-
te Koeffizientenmatrix (A[b) iiber, dann gilt Los(A, b) = Los(A, b) nach Satz B2

Satz 41.4 Gegeben sei das lineare Gleichungssystem Ax = b aus m Gleichungen
mit n Unbekannten. Ist rang(A) = r, dann gilt fir die Lisungsrdume:
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i) Los(A,0) C K" ist ein Untervektorraum der Dimension n —r.

ii) Los(A,b) C K™ ist entweder leer oder ein affiner Raum der Dimension
n —r. Ist v € Los(A,b) eine beliebige Losung, dann gilt Los(A,b) =
v+ Los(A,0).

Beweis. 1) Sei F': K™ — K™ die durch F(xz) = A-z definierte lineare Abbildung.
Nach Satz ist Los(A,0) = ker(F') ein Untervektorraum. Nach Satz ist
seine Dimension dim(ker(F')) = dim(K")—dim(im(F)) = n—r wegen rang(A) :=
dim(im(F)).

ii) Seien v,v" € Los(A, b) zwei Losungen des linearen Gleichungssystems, also
Av =bund Av' =b. Dann ist A(v —v') =0, also v — v’ € Los(A,0). O

Der Satz besagt, dal man eine allgemeine Losung des inhomogenen linearen
Gleichungssystems erhélt, indem man zu einer speziellen Losung des inhomo-
gonen Systems die allgemeine Losung des homogenen Systems addiert. Sei also
(Wy1, ..., wy) eine Basis von Los(A,0) (wenn 7 < n) und v € Los(A,b) eine
beliebige spezielle Losung des inhomogenen Systems, so ist

Los(A,b) = v+ Kw,yq + -+ -+ Kuw, mit Kw := spang (w) .

Satz 41.5 Der Lisungsraum eines linearen Gleichungssystems Ax = b ist genau
dann nicht leer, wenn rang(A, b) = rang(A).

Beweis. Die Matrizen A € M(m x n,K) und (A,b) € M(m x (n + 1), K)
beschreiben lineare Abbildungen A : K" — K™ bzw. A’ : K"l — K™
mit A(e;) = A'(e;) = Yiojaje; fir 1 < j < n und A'(epq1) = b. Da-
mit ist im(A) C im(A’), also rang(A) < rang(A’), sowie b € im(A’). Ist nun
rang(A) = rang(A’), dann ist im(A) = im(A’) und damit b € im(A), das Glei-
chungssystem ist also 16sbar.

Ist rang(A) < rang(A’), dann mufl es Vektoren v € im(A’) geben, die nicht
in im(A) liegen. Da span(A’(e;));j=1,..n € im(A), bleiben nur die b enthaltenden
Linearkombinationen, welche nicht in im(A) liegen. Das bedeutet b ¢ im(A). O

Insbesondere ist der Losungsraum Los(A, b) fir A € M(m x n, K) nichtleer,
wenn rang(A) = m, da dann die durch A beschriebene lineare Abbildung surjektiv
ist. Das bedeutet, dafl Az = b fiir jedes b € K™ losbar ist. In diesem Fall heifit
das lineare Gleichungssystem universell losbar. Ist rang(A) < m, so gibt es nicht
fir alle b € K™ eine Losung. Es ist nur fiir jene b € K™ losbar, fiir die die
rang(A) = rang(A, b) gilt.

Wir sagen, das lineare Gleichungssystem Ax = b ist eindeutig lsbar, wenn
Los(A, b) nur aus einem Element besteht.

Satz 41.6 Das lineare Gleichungssystem Ax = b fir A € M(m x n, K) und
b e K™ ist genau dann eindeutig losbar, wenn rang(A) = rang(A,b) = n.
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Beweis. Nach Satz T3 gibt es eine Losung, und nach SatzHAT 4 ist diese eindeutig.
O

Satz 41.7 Die Definitionen[39.] und 64 fir den Rang einer Matriz A € M (m X
n, K) stimmen tberein.

Beweis. Es sei A € M(m x n, K) eine aus A durch elementare Zeilenumformun-
gen hervorgehende Matrix. Der Losungsraum eines LGS bleibt unverdndert bei
elementaren Zeilenumformungen, d.h. es gilt Lis(A,0) = Los(A,0) und damit
r = dim(im(A4)) = dim(im(A)) nach der Dimensionsformel aus Satz BEH Sei
7 die Anzahl der Nicht-Null-Zeilen von A und V; = span(ey, ..., e;) € K™ der
durch die ersten 7 Basisvektoren ey, ..., ez € K™ aufgespannte Untervektorraum.
Dann gilt A - z € V; fiir beliebige € K™. Andererseits ist nach dem GauBschen
Eliminationsverfahren die Gleichung A - z = b fiir beliebige b € V; loshar, d.h.

im(A) = Vz und somit 7 = r. O

Ist A € M(n,K) invertierbar, dann ist das lineare Gleichungssystem Az = b
wegen rang(A) = n eindeutig 16sbar mit Losung # = A0 fiir beliebiges b € K".
Im n#chsten Abschnitt werden wir eine Methode zur Bestimmung der inversen
Matrix gewinnen.

42 Elementarmatrizen

Die elementaren Zeilenumformungen, die eine Matrix B € M (m x n, K) (z.B. die
erweiterte Koeffizientenmatrix (A, b), welche ein ein lineares Gleichungssystem
beschreibt) in Zeilenstufenform bringen, lassen sich durch Linksmultiplikation von
B mit geeigneten (m x m)-Matrizen beschreiben. Diese Elementarmatrizen sind,
ausgedriickt durch Einheitsmatrix und Standardmatrixbasis nach Beispiel B2k

Typ I: B ks Bist Matrixmultiplikation B = Py, - B mit

1 | |

= En — Eii — By + Eip + Epi

D2

Preliminary version — 14. Juli 2018



(Angedeutet sind die i-te und k-te Zeile und Spalte. Alle nicht bezeich-
neten Eintréage sind 0.)

Typ II: ist Spezialfall A = 1 von Typ IV
Typ III: B % B ist Matrixmultiplikation B = S;(A) - B mit

|
SN=| - - = x = — - |=E,+(-1E;
|

1 | |

Qir(N) = =E, + A\Ey;

| | 1
(Angedeutet sind die i-te und k-te Zeile und Spalte.)

Analog sind elementare Spaltenumformungen einer Matrix A € M (m x n, K)
gegeben durch die entsprechenden Rechtsmultiplikationen von A mit Elementar-
matrizen P,Q,S € M(n x n, K).

Tatséchlich gentigen die Matrizen {S;(A)} und {Qx(1)} fiir Typ III und II,
denn Typ I eine Kombination aus mehreren Umformungen vom Typ II und III
(ersteres als Spezialfall von IV):

Py = Qu(1) Sk(—1)Qri(—1)5:(=1)Qir(1)S;(-1) ,

Tk Il I, (—1 Lk

O B % BTN (S A i ) BLLCN) o P O G A & LY
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Fiir Typ IV gilt
Qij(N) = Si(3)Que(1)Si(N)

denn

|=

(i, k) " (i k) 25 (ke Ai) = (7 &+ M)

>

Die Elementarmatrizen sind invertierbar mit

Pl =Py, (Qie(N) ™" = Qu(=N) (SiA) ' =5i(3) -
Eine wichtige Anwendung der Elementarmatrizen ist der folgende Satz:

Satz 42.1 Jede invertierbare Matric A € GL(n, K) ist ein endliches Produkt
von Elementarmatrizen.

Beweis. Da rang(A) = n, fithren elementare Zeilenumformungen mit Typ I und
IV erst zu einer Dreiecksmatrix mit Diagonalelementen d;; # 0 fiir alle 1 < i < n,
nach weiterer Umformung mit Typ IV dann zu einer Diagonalmatrix mit gleichen
Diagonalelementen d;; # 0, und schliefilich mit Typ III zur Einheitsmatrix. Damit
gilt B, -+ By-By-A = E,, wobei jedes By eine Elementarmatrix Q;x(\) oder S;())
ist. Folglich gilt A= B;'- By'---B-'und A = B,--- By - By. O

Eine niitzliche Anwendung dieses Beweises besteht in einer effizienten Berech-
nungsmethode fiir die inverse Matriz. Durch Vergleich von B,.--- By-By-A = E,
mit A=' = B, --- By - B; - E,, lesen wir ab:

Satz 42.2 Dieselben Zeilenumformungen, welche eine invertierbare Matriz A €
GL(n, K) in E, tberfihren, iberfihren E, in AL O

Beispiel 42.3
9 41 0 Qe (9 4
11 5|0 1 0 3

s@s: (1 0] 5 4
0 1|11 9

—1
Folglich ist ( 191 ;1 ) = ( _511 _94 ), was durch Ausmultiplizieren leicht zu

iiberpriifen ist. <

|
(=
=
— O
~__
Q
[ V)
=
5
w
=
7N
[esliNe}
o= O

45 —36 )
11
— 1

Ein anderer Weg, diese Rechnung zu verstehen, interpretiert A - A~! = E,
als n lineare Gleichungssysteme A - z® = b Dabei sind die £® bzw. b® mit
1 < p < n gerade die n Spalten von A~! bzw. E,. Anstatt nun die Berechnung
von z® durch Zeilenumformung jeder dieser erweiterten Koeffizientenmatrizen
(A, b)) separat durchzufiihren, schreiben wir alle Spalten ) nebeneinander und
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formen die entstehende Matrix (A, F,) gleichzeitig um. (Es ist stets dieselbe
Rechnung, die A in E,, iiberfithrt, unabhéngig von b).

Man mufl zunéchst nicht wissen, ob A invertierbar ist, um dieses Verfahren
durchzufiihren. Wir kénnen sogar nichtquadratische Matrizen A € M(m x n, K)
zulassen. Sei also rang(A) = r, dann fiithren die Zeilenumformungen zu (m — r)
Zeilen, in denen sdmtliche Eintrage gleich 0 sind. Wir erreichen dann bestenfalls
die Blockdarstellung

Dr><n

(m—r)xn

(A, En) — ( 0

Lr><m )
M(m—r)xm ’
wobei die Grofle der Matrizen entsprechend Dy, € M(r x n, K) usw. gekenn-
zeichnet ist. Nach Konstruktion als Matrix in spezieller Zeilenstufenform sind r
der n > r Spalten von D,, die paarweise verschiedenen Standardbasisvektoren
e1,...,e, € K.
Es gibt also Elementarmatrizen By, ..., B, € GL(m,K) mit B,---By - A =

Drxn = Lixm .71 "
( Otmrycn ) und B, -+ By - E,, = ( Mi—rym ) =: L. Durch Transposition

entsteht die Matrix ( D ) = ( DL, Ouxm-r) ) € M(nxm,K), wobei

O(mfr)xn e

nun r der n > r Zeilen von Dt =: D, ., die transponierten Standardbasisvekto-

rene}, ... el € K" sind. Elementare Zeilenumformungen iiberfiihren diese Matrix

in ( E Orxom—1) ) € M(n x m,K). Es gibt also Elementarmatrizen
O(nfr)xr O(nfr)x(mfr)

Ci,...,C, € GL(n, K) mit

D,yn ! E. 0
Cq‘”CQ‘Cl‘(O(m—r)Xn ) ( 0 0)
und somit nach Riicktransposition

Dr><n t Er 0
(ot ) €omear= (5 0)

Das Produkt dieser Elementarmatrizen R = C,---Cy - C) erhalten wir wieder
durch die korrespondierende Zeilenumformung der Einheitsmatrix:

E. 0]
=)= (5 o l7)

Damit haben wir folgenden Satz bewiesen:

( bnxr Onx(mfr)

Satz 42.4 Zu jeder Matriz A € M(m x n, K) mit rang(A) = r gibt es invertier-
bare Matrizen L € GL(m, K) und R € GL(n, K), so daf§ A = L- ( EO’" 8 ) ‘R7%.
(Dabei ist R = R'.)
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Beispiel 42.5

1 2 3 Q12

4 5 6

Q21(3) 1 0 -1 %
— (0 -3 —6‘ 1

1

0—3 —6

)S“( ‘1\\‘3 )
20 3 —3

5
3
—4

_3 2
Damit ist L™! = i 3 ) Die iibliche Rechnung fiir das Inverse liefert
3 73
1 2
L={145
Nach Transposition berechnen wir
1 01 00 ) , 1 01 00
0 1(0 1 0 |20 100 10|,
-1 210 0 1 0 0|1 -2 1
) 10
also R! = 01 —2 . Diese Matrix ist nun leicht zu invertieren: R~ =
00 1
10
01 . Folglich gilt
00 1
<123)_<1 2)(100) ég_; p
4 5 6 4 5 010 00 1
Man kann Satz B2 auch abstrakt verstehen: Die Matrix A = (a; )

I m

M(m x n, K) entspricht einer linearen Abbildung F' : K" — K™ mit F(e;)
o aij - e;. Ist rang(F) = rang(A) = r, dann existieren nach Satz Ba-
sen A = (v1,...,v,) von K" und B = (wy,...,w,,) von K™, so da} Mg'(F) =
( %T 8 ) = A = (ay). Die mit L und R bewirkte Umrechnung von A in A ist
ein Beispiel fiir eine Koordinatentransformation.

Satz 42.6 Fir A€ M(m x n, K) ist rang(A) = rang(A?").

Beweis. Sei rang(A) = r. Nach Satz gibt es angepafite Basen A in K™

und B in K™, sodal A= 1L - < 0 £ Orx(n—r) ) - R~ fiir invertierbare
(

m—r)Xr O(mfr)x(nfr)

Matrizen L € GL(m, K) und R € GL(n, K). Dann ist A' = (R™!)" - B, - L' mit

B, = ( E; Orsc(m-—r) ) Mit R ist auch R invertierbar, also ist (R~1)" :
O(n—r)xr O(n—r)x(m—r)

K™ — K™ ein Isomorphismus. Somit gilt dim(im(A")) = dim(im(B, - L) < r

Durch Umkehrung von A — A? (oder Verwendung der Surjektivitéit von L) folgt

die Behauptung. O
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43 Basiswechsel

Koordinatentransformationen werden hervorgerufen durch einen Basiswechsel in
einem Vektorraum. Sind in einem Vektorraum V' zwei Basen A = (vy, ..., v,) und
A= (04,...,7,) gegeben, so existieren nach Satz Isomorphismen ® 4 : K™ —
Vund @ 7 : K™ — V mit ® 4(e;) = v; und ® 4(e;) = ¥;. Die identitische Abbildung
auf V induziert dann einen Isomorphismus 7;’5 = <I>;{1 ody : K" — K™, den man
am besten als kommutatives Diagramm schreibt:

Kn

Kn D4 Y
A_a—1 . —1
T4=07 o@A\L lldv bzw. T;\f\:CDA o® 4 vV
K" ——

CD.;\ q; ~
A

Kn

Dabei bedeutet Kommutativitdt, dafl die Komposition der Abbildungen un-
abhéngig vom Weg ist.

Die darstellende Matrix der identischen Abbildung ist somit T’ ﬁ = (T35)
Mﬁ(ldv) mit idv(Uj) =v = Z?:l Crzﬂ?z Sei v = E?:l TV = E?:l yzf}l €
dann gilt

v,

n n n
~ . A
UZZ%”;‘ZZTM%‘%‘:Z%U:‘ = y=T7 z.
j=1 i=1

i,j=1

Kennt man also die Transformationsmatriz T, so kann man die neuen Ko-

ordinaten y von v € V beziiglich der Basis A aus den alten Koordinaten z
beziiglich der Basis A berechnen. Besonders wichtig ist der Fall V' = K. Dann
sind @4 = A € M(n xn,K) und ®; = A € M(n x n, K) selbst Matrizen,
gegeben durch die jeweiligen Basisvektoren als Spalten. In diesem Fall ist nach
Definition des Matrixprodukts Tf = A~'. A. An Stelle der Losung eines linea-
ren Gleichungssystems tritt nun die einfachere Aufgabe der Berechnung einer
inversen Matrix.

Allgemein 148t sich die darstellende Matrix einer linearen Abbildung F': V' —
W beziiglich Basen A von V und B von W als kommutatives Diagramm auffassen:

Kn 24y
M;S“(F)@gloFOCDAl lF
K™ V w

Durch Kombination mit dem Basiswechsel erhalten wir:
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Satz 43.1 (Transformationsformel) Es sei F': V. — W eine lineare Abbil-
dung sowie A, A Basen von V und B,B Basen von W, mit dim(V) = n und
dim(W) = m. Dann ist folgendes Diagramm kommutativ:

Mg\ (F)

\ /
/ \

MZ(F)

Insbesondere gilt Méf‘(F) = Tg - MZ\(F) - (Tﬁ)_l

Beweis. Alle Dreiecke und Teilvierecke sind kommuativ, also auch das gesamte
Diagramm. U

Insbesondere 148t sich die darstellende Matrix einer linearen Abbildung F' :
K" — K™ beziiglich anderer als der Standardbasen sehr leicht berechnen. Wir
betrachten erneut Beispiel

Beispiel 43.2 Wir betrachten die durch F'((z,y,2)) = (v — y,2z +y — 2) defi-
nierte lineare Abbildung F' : R® — R? beziiglich der Basen A = (v1, vz, v3) von
R? und B = (wy, wy) von R? mit

0 1 1 1 9
v = 1 , Uy = 0 , U3 = 1 , W1 = 1 , Wo = _1 .
1 1 0

1 -1 0
2 1 -1
toren als Spalten). Die Transformationsmatrizen sind nach Satz und wegen
® 4 = id und Py = id gegeben als

Beziiglich der Standardbasen ist M (F') = < (Bilder der Basisvek-

011
Ti=0'=(101
110
und )
1 2 1 2
Tﬁ—qxl:( )z(% %)
S L —1 3 73
Somit gilt
011
. 102 _ _1
M§<F>=(% %)(é ' (f) 101 :( P f)
303 B 110 5 0 -
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in Ubereinstimmung mit der ersten Rechnung. <

Schliefllich kénnen wir den Zusammenhang zwischen Matrixprodukt und
Komposition linearer Abbildungen fiir beliebige endlich-dimensionale Vek-
torrdume formulieren:

Satz 43.3 Gegeben seien Vektorrdaume U, V, W mit Basen A, B,C sowie lineare
Abbildungen G : U — V und F : V. — W. Dann gilt MG(F o G) = M#(F) -
MY (G).

Beweis. Wir betrachten das folgende Diagramm:

oc

\m /
/ \

o5

mit A = MA(F) =®;' o Fo® : K" — K™ und B=MG(G) =0, oG o ®¢ :
K" — K™ Alle Telldlagramme sind kommutativ, damit auch das &uflere Viereck.

g

44 Orthonormalsysteme

Definition 44.1 Sei (V,(,)) ein euklidischer bzw. unitdrer Vektorraum.

i) Zwei Vektoren v, w € V heiBen orthogonal (beziiglich des Skalarprodukts),
geschrieben v L w, wenn (v, w) = 0.

ii) Ist A C V eine beliebige Teilmenge, dann heiBt
ti={veV :vLlaVac A}
das orthogonale Komplement von A in V.

Lemma 44.2 At st (topologisch) abgeschlossener Untervektorraum wvon
(V,(, ). Ist U CV Untervektorraum, so gilt U N U+ = {0}.

Beweis. Linearkombinationen von v, w € A* liegen wieder in A~ Fiir festes a € A
ist die Abbildung f, : V' — K definiert durch f,(v) := (a, v) stetig: Nach Cauchy-
Schwarz gilt | f,(v) — fa(w)| = |[{a, v—w)| < ||a||||v—w]|, d.h. f, ist Lipschitz-stetig
mit Lipschitz-Konstanten ||a||. Als Urbild einer abgeschlossenen Menge unter
einer stetigen Abbildung ist a* = f,1(0) abgeschlossen, und der Durchschnitt
A+ ={N,ea f2 H(0) beliebig vieler abgeschlossener Mengen ist abgeschlossen.
Fiir w € UNU? gilt {(u,u) = 0 und damit u = 0. O
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Definition 44.3 Sei (V,( ,)) ein euklidischer bzw. unitdrer Vektorraum. Eine Fa-
milie (vy,...,v,) von Vektoren v; € V heiBt

i) orthogonal oder Orthogonalsystem, wenn v; L v; fiir alle i # j,

ii) orthonormal oder Orthonormalsystem (ONS), falls zusatzlich ||v;|| = 1 fiir
alle 1 < ¢ < n,

iii) Orthonormalbasis (ONB), falls (vy, ..., v,) auBerdem eine Basis von V/ istf].

Fiir Orthogonalsysteme gilt:

i) Ist in einer orthogonalen Familie (vy,...,v,) der Nullvektor nicht ent-
halten, v; # 0, so ist (mvl, ce ”vl ”vn) eine orthonormale Familie.
ii) Ist in einer orthogonalen Familie (vy,...,v,) der Nullvektor nicht ent-

halten, v; # 0, dann ist (vy,...,v,) linear unabhéngig: Sei 0 = \jv; +
-+ 4+ A\, dann ergibt das Skalarprodukt mit sich selbst

0= AL vell? + - .- [AnP|vnl? = MN=-=X)=0.
2 n )
=l
=1
2 n n n n
= (X w o) = ) =D fwi ) 0
i=1  j=1

i,j=1 i=1

Satz 44.4 (Pythagoras) Fir ein ONS (vy,...,v,) gilt H Zvi
i=1

n
Beweis. H E V;
i=1

Satz 44.5 Es sei (V,( , )) euklidischer oder unitirer Vektorraum, U C V ein
Untervektorraum und v € V. Dann gibt es hichstens einen Vektor Py(v) € U
mit v — Py(v) € Ut. Falls existent, so heifit Py(v) die orthogonale Projektion
von v auf U.

Beweis. Seien uq,us € U mit v —u; € U+ und v — uy € U*. Dann ist

U —uy = (V—ug) — (v—w)) EUNUY = w3 —uy=0. 0
——

. 7

~
eU cUL

Satz 44.6 Essei(V,(, )) euklidischer oder unitirer Vektorraum und (vy, ..., v,)
ein Orthonormalsystem. Sei U := span(vy,...,v,) C V. Dann gilt:

i) Py(v) = Z(Uzﬂf)% fir allev e V.
i=1
i) [|[Pr()|]? =30, (v, 0)> < ||| fiir allev eV

(Besselsche Ungleichung)

!Orthonormalbasen gibt es auch in unendlich-dimensionalen euklidischen/unitéren Vek-
torrdumen. Die allgemeine Definition erfordert weitere Hilfsmittel aus der Analysis. Wir werden
im néchsten Abschnitt mit den Fourierreihen einen wichtigen Fall behandeln.
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iii) Istv eV, so gilt ||v— Py(v)|| < ||[v—ul fir allew e U mit u # Py(v).
iv) 0 < [lo = Py@)|* = wI* = [Pu(v)[I* < [lo]*.
Beweis. i) Wir zeigen: v — Py (v) € UL. Nach Satz BZH ist Py(v) dann eindeutig.

Auf Grund der Linearitdt geniigt es zu zeigen: (v — Py(v),v;) = 0 fiir alle j =
1,...,n:

n n

(vj,v—Py(v)) = <vj,v—z<vi,v>v> (vj,v Z (v, v) (v, v;)
i=1 i=1
= <UJ7 v) — <UJ7U>
ii) und iv) Es gilt v — Py(v) L Py(v) und damit nach Pythagoras
[l = [I(v = Pr(v)) + Po()* = [l = P )| + [[Po()[I* = [[Pr(0)]]* -

Andererseits folgt |[v — Py(v)]|? = ||v||* = || Py(v)||* < ||v]|*.
iii) Wegen u # Py(v) ist ||Py(v) — u||*> > 0 und deshalb nach Pythagoras

lv—wl* = [[v = Py(v) + Py(v) = u|® = v = Pu(v)||* + [ Py (v) — ul?
€U v > v — Py(v)|% . O

Eigenschaft iii) aus Satz hat folgende interessante Folgerung: Es sei
@ # W C V eine Teilmenge. Definieren wir durch d(v, W) := inf,ew ||v —w|| den
Abstand von v zu W, so gilt mit obigen Bezeichnungen d(v, U) = |[v— Py (v)]|. Un-
ter Verwendung der Parallelogrammgleichung und der Vollstandigkeit 148t sich in
Hilbert-Riumen V allgemein beweisen, daB fiir abgeschlossene Untervektorrdaume
U C V der Vektor Py(v) stets existiert und d(v,U) = ||v — Py (v)|| erfiillt.

Der folgende Satz hebt die Bedeutung der Orthonormalbasen hervor:

Satz 44.7 (Fourier-Entwicklung) Sei (V,( , )) euklidischer oder unitdirer

Vektorraum und (vy,...,v,) ein Orthonormalsystem wvon V. Dann sind
dquivalent:
i) (v1,...,v,) ist Orthonormalbasis.

ii) FiraleveV giltv="> . (v,v)v; (Fourier-Entwicklung)
iii) Fir alle v,w €V gilt (v, w) = Z(v, v;) (v, w)
(Parsevalsche Gleichung) =1

iv) Fir allev eV gilt [Jv||* = >0 (v, 0)?
v) Istv € V mit (v;,v) =0 fir allei=1,...,n, so gilt v=0.
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Beweis. 1)=i) Insbesondere ist (vy,...,v,) Basis, also gilt v = > | \v; mit
eindeutig bestimmten \; € K. Dann ist (v;,v) = > " Ni{vj,v;) = A

=1 J*
i) =i

n n n n
(v, w) = <Z Vi, U U“Z vj, W > Z (vi, v)(v;, w) (v, vj) Z v, v;) (v, w
=1 7=1 i,7=1 =1

iii)=-1v) Setze w = v.
iv)=v) Sei (v;,v) =0 fiir alle i = 1,...,n, so folgt ||v]|* = >_1, [(vi,v)| =0,
also v = 0.

v)=1) Sei U := span(vy, ..., v,). Zu zeigen ist V = U. Angenommen, es gébe
ein w € V mit w ¢ U. Also ist w — Py(w) # 0. Wegen w — Py(w) € Ut gilt
(w— Py(w),v;) = 0 fiir alle ¢ = 1,...,n und somit w — Py(w) = 0 nach v),
Widerspruch. O

In sogenannten separablen unendlich-dimensionalen Hilbert-Rdumen gibt es Fol-
gen (v, )nen, die ein ONS bilden und die Eigenschaften ii)-v) haben, wenn die end-
lichen Summen durch Reihen ersetzt werden. Dementsprechend nennt man solche
Folgen (v,)nen ebenfalls eine ONB (jetzt im unendlich-dimensionalen Hilbert-
Raum). Im néchsten Abschnitt betrachten wir ein wichtiges Beispiel.

Satz 44.8 (Orthonormalisierungssatz) Sei V' ein endlich-dimensionaler eu-
klidischer oder unitdrer Vektorraum und ses W C V' ein Untervektorraum mit
Orthonormalbasis (w1, ..., wy,). Dann gibt es eine Erginzung zu einer Orthonor-
malbasis (W1, ..., Wy, Wi, ..., W,) von V.

Insbesondere besitzt jeder endlich-dimensionale euklidische oder unitire Vek-
torraum eine Orthonormalbasis.

Beweis (Schmidtsches Orthonormalisierungsverfahren). Fiir W =V ist alles klar.
Andernfalls gibt es einen Vektor v € V mit v ¢ W. Seine Projektion auf W ist

Py (v) = (w1, v)wy + -+ + (W, V)W, -

Damit ist v— Py (v) € WL und v— Py (v) # 0 (sonst wiire v € W). Setze w,, 41 =
m(v — Py (v)), dann ist die Familie (wq, ..., Wy, Wyy1) orthonormal, und
W' = span(wy, . .., Wy, Wpy1) ist (m+1)-dimensionaler Untervektorraum von V'
mit Orthonormalbasis (wy, . .., wpy1). Durch Wiederholung des Verfahrens erhélt
man eine Orthonormalbasis von V. O

Beispiel 44.9 Sei V = R? und U C V die von den Vektoren u; = (2,1,2)
und us = (1,1, 3) aufgespannte Ebene. Gesucht ist die Projektion des Vektors
= (1,4,9) auf U und der Abstand von v zu U.

Zunéchst wird durch das Schmidtsche Orthonormalisierungsverfahren das
System (u1,us) in ein Orthonormalsystem {iberfithrt. Dazu ist w; =

[l
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£(2,1,2) und dann Py, (u2) = (w1, ug)uwy = §(2+1+6

) (2,1,2) = (2,1,2). Bs
folgt us — Pryy, (u2) = (—1,0,1) und damit wy = f( 1,0,1).

Somit gilt

Py (v) = (wi, v)wy + (wa, v)wy

=
=1(24+4+18)-(2,1,2) + $(-1+0+9) - (=1,0,1)
S0 = (58)
SchlieBilich ist

v—Py(v) =(1,4,9) -

(5
und damit d(v,U) = [lv — Py(v)|| = V18 = V2. 4

In euklidischen Vektorrdumen 148t sich der Winkel zwischen Vektoren v, w €

V erklaren als
(v, w)

€08 £(0,0) = Tl

Wegen Cauchy-Schwarz ist die rechte Seite eine reelle Zahl aus [—1, 1]. Im R™ mit
dem Standardskalarprodukt ist das die geometrische Winkelformel. Sie iibertragt
sich auf allgemeine euklidischen Vektorrdume, ist aber nicht sinnvoll in unitéren
Vektorrdaumen.

Beispiel 44.10 Der Winkel zwischen den Vektoren v = (1,4,9) und Py(v) =

(g, g, 238) (1, 2,7) aus Beispiel EZ9 berechnet sich zu

1+ 8+ 63 72 12
cos £ (v, Py(v)) = = = : q
VA +16+81)(1+4+49) V98-54 17V3

SchlieBllich konnen wir fiir endlich-dimensionale Untervektorrdume das ortho-
gonale Komplement genauer charakterisieren.

Satz 44.11 Es sei (V,(, )) ein euklidischer oder unitdirer Vektorraum und U C
V' ein endlich-dimensionaler Untervektorraum. Dann gilt:

i) V =U®U". In diesem Fall heifst U®U~L die orthogonale direkte Summe.

ii) Ist Py :V — U die orthogonale Projektion auf U, so ist Py = idy — Py :
V — Ut die orthogonale Projektion auf U+.

Beweis. i) Nach Satz besitzt U eine Orthonormalbasis (wy, ..., w,). Nach

Satz ist dann die orthogonale Projektion eines beliebigen Vektors v € V' auf

U gegeben durch Py(v) = >0 (w;, v)w;. Damit ist v = v — Py(v) + Py(v) €
S—— =

eUvt eU
Ut +U,alsoV=U+U* und UNU* = {0} nach Satz BEZTI
ii) folgt aus (idy — Py)(v) = v — Py(V) und i). O
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45 Fourier-Reihen

Definition 45.1 Eine Funktion f : [0,7] — C heiBt stiickweise stetig auf [0, T,
wenn f auf [0,7] beschrankt ist und es eine endliche Unterteilung 0 = ¢y < t; <
- <ty =T gibt, so daB f auf jedem offenen Teilintervall |¢;_1,t;[ stetig ist.

Die Summe zweier auf [0, 7] stiickweise stetiger Funktionen f, g wird beziiglich
der Vereinigung der Unterteilungen von f und von g definiert. Gleichheit von
stiickweise stetigen Funktionen f,g € Cy,(]0,T]) wird erkldrt als f = ¢ genau
dann, wenn (f — g)(z) # 0 fiir hochstens endlich viele Punkte x € {to,...,tn}.
Insbesondere wird auf diese Weise f = 0 erklart. Mit diesen Konventionen wird
die Menge Cq,([0,T]) der stiickweise stetigen Funktionen zu einem Vektorraum.
Fiir f,g € Csy([0,T]) mit gemeinsamer Unterteilung 0 =tq <t; < -+ <t,, =T
definieren wir

Go=g [ aTOsw=tmd g [ wF@en.

Dabei ist 2¢ < min;(t; — t;_1) zu wihlen. Wegen der Stetigkeit der Funktionen
auf beliebigen [t; 1 + €,t; — €] existiert das mehrfach uneigentliche Integral f[o -

Linearitdt von ( , ) in der 2. Komponente und (f,g) = (g, f) sowie (f, f) > 0
sind klar. Gleichheit (f, f) = 0 genau fiir f = 0 € Cq, ([0, T]) folgt aus der Stetig-
keit in jedem Teilintervall [t;—1 + €,t; — €]. (Die Nullfunktion f = 0 € Cs,([0,T])
darf in ¢; beliebige Werte annehmen.) Somit ist (Cs,([0,77), (, )) ein unendlich-
dimensionaler unitérer Vektorraum. Er enthélt insbesondere alle stetigen Funk-
tionen und alle Treppenfunktionen. Fiir stetige Funktionen ist f[O,T] = fOT, und

fiir Treppenfunktionen ist f[o = fOT das Integral aus Definition
Unser Ziel ist die Charakterisierung einer (unendlichen) Orthonormalbasis in

(Caw([0,T1), (' ))-

Satz 45.2 Fiir n € Z werden durch e,(t) := ™" mit wy = 2% stetige Funk-
tionen e, € C([0,T]) C Csu([0,T)) definiert. Dann ist (e,)nez ein unendliches

Orthonormalsystem fiir (Cs,([0,T1), (, )).

Beweis. Wegen der Stetigkeit der ey ist das Skalarprodukt (%) durch das Riemann-
Integral iiber [0, T gegeben:

L T
— dt i(l—k)wrt
(er,€1) T/o e

1 /7
T/ dtl1=1 fir k=1
0

N ; i(lfk)w:rtT:w:O fiur k # 1
iT(l _ k?)wT 0 iT(l — /{Z)CUT
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Die Verallgemeinerung der Orthonormalbasen aus Satz B4 auf unendlich-
dimensionale Vektorrdume erfordert einen geeigneten Konvergenzbegriff. Fiir die
stetigen Funktionen fassen wir zusammen:

Definition 45.3 Eine Folge (f,,) stetiger Funktionen f,, € C([a,b]) heiBt
i) punktweise konvergent gegen f, wenn fiir jedes x € [a, b] gilt

Tim [fu(r) ~ ()] =0,

ii) gleichmaBig konvergent gegen f, wenn

Tim |~ flle = lim sup [fu(x) — ()] =0,

z€la,b]

iii) im quadratischen Mittel konvergent, wenn
b
i |14, = £l = Jim [ do (o)~ F@) = 0.
n—oo n—o0 a

Aus ii) folgt i) und iii), aber es gilt keine der Umkehrungen, und zwischen i) und
iii) gibt es keine allgemeine Beziehung.

Definition 45.4 Es sei f € Cs,([0,7]). Fir N € N und = € [0,T] heiBt

(Sx0)) = D fewfene) = 3 ([ aeer gt

k=—N k=—N
das N-te Fourier-Polynom von f. Wir sagen, die Reihe Syf = ij:_N(ek,ﬂek
konvergiert
i) punktweise gegen f, falls limy_,o.(Syf)(z) = f(x) fir alle z € [0, T],
ii) gleichmaBig gegen f, falls limy . [|[Snf — fllo =0,
iii) im quadratischen Mittel gegen f, falls limy_,o [|[Snf — f|l2 = 0.

Jedes Fourier-Polynom Sy f ist stetig, und wegen e, = e_; gilt

N N

Snf = Z e, flew= > (frex)er =Y le—k, fle—y = Snf .

k=—N k=—N
Insbesondere ist fiir reellwertige Funktionen f auch Sy f reellwertig.

Satz 45.5 (Fourier-Entwicklung) FEs seien f,g € Cs,([0,T]). Dann gilt:

i) Die Fourier-Reihe Sf :== > °
tischen Mittel gegen f.

(en, fYen von [ konvergiert im quadra-

n=—oo

[e.9]

i) (f,g9) = Z (f,en){en,g) (Parsevalsche Gleichung).

n=—oo

65

Preliminary version — 14. Juli 2018



1 2 2 = 2
W 7 [ OR=15E= 3 Ve P

n=—oo

iv) Ist (ex, f) = 0 fiir alle k € Z, so folgt f =0 € Cy,([0,T7).

Da es sich um analoge Aussagen zu Satz BZ7 handelt, sagt man, (ex)gez ist
Orthonormalbasis von Cg, ([0, T]).

Beweis. Der Hauptschritt ist der Beweis von i), den wir spéter fiihren.

i)=-ii) Nach der Parsevalschen Gleichung Satz HEATiii) fiir den endlich-
dimensionalen Vektorraum U = span{e; : —N < i < N} ist (Syf,Snf) =
25:_ ~ |(€n, [)]?. Andererseits erhalten wir mit Cauchy-Schwarz

(£, 9) = (Snf, Sng)l = [{f = Snf.9) + (Snf.g — Sng)l
< I(f = Snf, )+ [(Svf. 9 — Sng)l
< |f = Snfllz llgllz + 1Sn fll2 lg — Sngll2 -
Das Quadrat stiickweise stetiger Funktionen ist stiickweise stetig und damit unei-
gentlich Riemann-integrierbar, also sind ||g||2 und ||Sx f||2 beschrankt, und nach
i) gilt imy o0 || f — Snfll2 = 0 und limy_ ||g — Sng|l2 = 0. Damit konvergiert

die Summe in ii) gegen (f,g). Setzt man g = f, so folgt iii). Ist (ex, f) = 0, so
folgt || f]]2 = 0 und damit f =0 € Cs,([0,T]), also iv).

Verbleibt der Beweis von i). Es geniigt, reellwertige stiickweise stetige Funk-
tionen f (die nach Definition auch beschrinkt sind) zu betrachten, fiir die das
N-te Fourier-Polynom Sy f ebenfalls reell ist. Da fiir f = 0 € Cy,,([0,T]) die Aus-
sage klar ist, konnen wir annehmen, dal f # 0 auf einer offenen Teilmenge von
[0, 7] gilt. Dann ist auch 0 < || f||o0, und durch Skalieren mit W konnen wir uns

| oo

dann auf reellwertige stiickweise stetige Funktionen mit || f||« < 1 beschréanken.
Diese sind Riemann-integrierbar. Folglich gibt es zu jedem e > 0 Treppenfunk-
tionen ¢, auf [0,7] mit =1 < ¢ < f < ¢ < 1und [, di(¥ — ¢)(t) < 7€
Damit gilt

If = Snfll2=[I(f —¢) = Sn(f — &) + (¢ — Sno)|l2
<N(f = @) = Sn(f = D)2+ [I¢ — Snélla -
Nach Satz BZ@iv) und wegen —1 < ¢ < f <o < 1 gilt

I = ) Sn(F — =1 — 0l ISw(f — D)3 < I1f — o3
1 2 _ 1 _ 2
st g IRAUEDICIES SRR

1 2
-5, 0= o0 <.

also ||(f — &) — Sn(f — @)||2 < e. Das néchste Lemma liefert die Abschitzung
|¢ — Snll2 < € fiir gentigend groBes N, womit die Behauptung bewiesen ist. [
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Lemma 45.6 FEs sei ¢ eine Treppenfunktion auf [0, T]. Dann gibt es zu jedem
€>0 ein Ny €N, sodaff ||¢p — Sno|la < € fiir alle N > Ny.

Beweis. Wir fithren zunédchst den Beweis fiir die Treppenfunktion ¢ =
{ 1 fir0<z<a

0 fira<as<T mit 0 < a < T'. Dann gilt

1 kgt [ 2 fir k=0
(ex, ¢) = T/o dt e = { —L_(g=ihwra _ 1) fiir k £ 0

—i27k

und folglich

at fir k=0
2_ ) 72 =
[(ex, )] { sz (1 — cos(kwra))  fiir k # 0
(Verwende (cosz —isinz —1)(cosz+isinz—1) = 2—2cosz). Nach Satz BEL0iv)

gilt

1 /7 N
I = Snollz = Ioll; — 1Sxollz = / dt (6(t))° = Y l{ew, O’
0 k=—N
a a® 1.1 1 & cos(kwra)
T RlEtEl
- =1

Nach Satz gilt

—~cos(kz)  (m—a\2 7w P
> S = () g mwelescioon, S op=F

Fiir z = 2% € [0, 2] ergibt sich

N
. 1 cos( kwTa 1 1 a
&ﬂi(ﬁz}“ ﬁklﬁ>:__f'

=

Folglich gibt es zu jedem € > 0 ein Ny € N mit |[¢ — Sn¢||3 < (¢')* fiir alle
N > Ny und beliebiges a € [0, T.

Eine beliebige Treppenfunktion 148t sich, bis auf die beim Integral unwe-
sentlichen Werte an den Sprungstellen 0 = 2y < x1--- < =z, = T, darstel-
1 fur0 <z <g;
0 fire,<x<T
Treppenfunktion von der obigen Form ist. Dann ist nach Dreiecksungleichung
o — Snodlla < D2 lelllgi — (Sni)|l2 < € Dt |eil fiir alle N > Np. Dann folgt

X . ;o .
die Behauptung fiir die Wahl € = 7 S STE U

len als Linearkombination ¢ = > 7" ¢;¢;, wobel ¢;(z) =
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Definition 45.7 Die Abbildung

T Cul[0,T]) = (Z), f s f = (f(k)kez mit f(k) := (ex, f)
heiBt Fourier-Transformation. Dabei ist (*(Z) = {a : Z — C : Y 1o __ |a(k)|?

A\

k=—00

oo} der Hilbertsche Folgenraum mit dem zugehdrigen Skalarprodukt (a,b)epz) =

2 koo

a(k)b(k),

Nach Satz BLAii) ist die Fourier-Transformation eine Isometrie, d.h. (f,g) =
<f7 g)@(l)-

Bemerkungen.

i)

ii)

iii)

iv)

In Satz wird nicht behauptet, dafl stets Sf € Cq([0,T]) gilt.
Der Grund ist, dal Cg,([0,7]) nicht vollstiandig ist. Es gibt also Fol-
gen (f,) stiickweise stetiger Funktionen, die zwar im quadratischen Mit-
tel konvergent sind, fiir deren Grenzwert aber lim,, o f, ¢ Csw([0, 7))
gilt. Tatsdchlich stellt sich heraus, dafl Satz sogar fiir eine deut-
lich groere Klasse von Funktionen gilt, ndmlich fiir die quadratisch
Lebesgue-integrierbaren Funktion L?([0,T]), die wir im 3. Semester
einfiihren.

Da C([0,T]) in gewisser Weise die “falsche” Klasse von Funktionen
fiir die Fourier-Reihe ist, gibt es einige Uberraschungen: Es gibt Bei-
spiele stetiger Funktionen f € C([0,7]), fir die die Fourierreihe
Sf o= >0 ek, f)ex micht in jedem Punkt x € [0,T] konvergent
ist, und selbst wenn sie konvergiert, mufl der Grenzwert nicht mit
f(z) iibereinstimmen. Das folgt schon aus der Tatsache, dal wegen
er(0) = ex(T) im Fall der Konvergenz stets (Sf)(0) = (Sf)(T) gilt,
wéhrend f(0) # f(7T') sein kann.

Wir zeigen im néchsten Satz 45.9, daB fiir stickweise stetig differenzier-
bare Funktionen die Fourier-Reihe sogar gleichméflig konvergiert. Man
kann etwas allgemeiner folgendes zeigen: Existiert fiir eine Funktion
f € C(]0,T]) in € [0,T] sowohl die linksseitige als auch die rechts-
seitige Ableitung, dann konvergiert (Sf)(z) gegen den arithmetischen
Mittelwert $(f(z4)+ f(z_)) = limeyo 3 (f(z+e€)+ f(z—e)), mit T — 04
und 0_ — 7.

Oft definiert man die Fourier-Reihe fiir T-periodische (stetige) Funktio-
nen, also (stetige) Funktionen f : R — C mit f(z +T) = f(z) fiir alle
x € R. Dann kann man statt fOT iiber ein beliebiges anderes Intervall der
Lénge T integrieren, fanrT. Insbesondere ist f(0) = f(7).

Statt (ex)kez  kann  auch  das  reelle  Orthogonalsystem
((cn)nens (Sn)nemqoy) benutzt werden, mit c,(x) = cos(nwpr) und
sp(x) = sin(nwpz). Zu beachten ist dann eine um einen Faktor 2
unterschiedliche Normierung von ¢y zu ¢,, s,, mit n > 0!
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Definition 45.8 Eine Funktion f € C([0,T7]) heiBt stiickweise stetig differenzierbar,
wenn es eine Unterteilung 0=ty < ... <t,,=T gibt, so daB f auf der offenen Teilmenge
0,27] \ {to,. .. tm} =]to, t1[U]t1, ta[ U+ - Utm1, tm| stetig differenzierbar ist.

Satz 45.9 Es sei f eine auf [0, T] stickweise stetig differenzierbare Funktion mit
f(0) = f(T) (d.h f sei T-periodisch). Dann gilt

i) F(k) = (ikwr)f(k) fir alle k € Z.
ii) A}im ISNf — flloo =0, d.-h. (Sxf)nen konvergiert gleichmdflig gegen f.
— 00

Beweis. 1) Es gilt f" € C4,([0,T]) und damit nach partieller Integration

: 1 s [l .
f'(k) = = / dr f'(x)e”™T = lim — / dx f'(z)eMre

1 — 4 ,
= lim (T Z (f(tl _ €)efzkwT(tlfe) _ f(tlfl + 6>€flkwT(tl,1+e)

e\0 —
tlfe
[ dr ey
. )
ortim (63 [ o )17 ik f)
= ikwr lim { = r f(x)e T ) = tkw ,
TE\O Tl:l t_14e r

wegen der Stetigkeit von f und der T-Periodizitat f(ty) = f(0) = f(T) = f(tm).
ii) Nach Cauchy-Schwarz im unitiren Vektorraum ¢?(N) gilt

o [%S) 1 9 o
Zf ‘_Z‘zkw fl )‘S Z‘zkw ‘fl(l)Q
- k=1 T =1
=;gr"wT jeem)

Analog fiir f(—k). Also folgt Y ke |f (k)| < oo, d.h. zu e > 0 gibt es ein N(e), so
daB fiir alle N > N’ > N(e) gilt

HSNf_SN/fHOO = sup ’ Z Fk)ethers — Z F(k)eikwra
= sup ’ Z f zkwa Z

€01 Nr k<N N'g\k|§N

)] < e

Damit ist in jedem Punkt = € [0,7] die Folge ((Snvf)(x))nen komplexer Zah-
len eine Cauchy-Folge, welche punktweise gegen eine Grenzfunktion (S, f)(x) =
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limpy 00 (Snf)(2)) konvergiert. Damit kann in obiger Abschitzung N’ — oo ge-
nommen werden, so dafl

Sup HSNf SOOfHoo <€ fiir alle N > N(e) .

z€f0,T

Somit ist (Syf)nen eine Folge stetiger Funktionen, die gleichmdfig gegen die
Grenzfunktion S, f konvergiert. Nach Satz ist Sof dann stetig. Aus
gleichméfliger Konvergenz folgt Konvergenz im quadratischen Mittel, damit kon-
vergiert (Syf)nyen auch im quadratischen Mittel gegen S, f. Andererseits kon-
vergiert (Syf)nen nach Satz im quadratischen Mittel gegen f. Nach Drei-
ecksungleichung gilt dann || f — Sy f]l2 = 0, und da f und S f stetig sind, folgt

Durch Induktion folgt f( (k) = (ikws )" f(k) fiir eine n-mal stiickweise stetig
differenzierbare Funktion f, die (n—1)-mal stetig differenzierbar ist mit f®(0) =
f@(T) fiir allep =0,...,n — 1.

Die Fourier-Entwicklung stiickweise stetig differenzierbarer Funktionen er-
laubt oft die Bestimmung des Grenzwertes von Reihen.

Beispiel 45.10 Gesucht ist die Fourier-Entwicklung der Funktion f(z) =
cos(ax), fir a ¢ Z, im Intervall [—m, w]. Wir setzen sie (27)-periodisch auf R fort.
Dann kann im Fourier-Integral iiber ein beliebiges Intervall der Linge T" = 27
integriert werden, z.B. {iber [—7, 7]. Also haben wir fiir a ¢ Z

1 - 1 [T | .
f(k) = ﬁf dt e7* cos(at) = 4—/ dt (e7 k=)t 4 milkta)ty

T
- ;(e—i(k—a)w N ei(k—a)ﬂ) ;(e—i(k—f—a)n . ei(k.;_a)ﬂ)
—4mi(k — a) —4ri(k + a)
1 1 1
(D sinfam) (s

Somit gilt wegen f(k) = f(—k)

S ST AR = F(0) + 23 A () cos(ha)

k=—o00 k=1
sin(ar) <= (—1)Fsin(am) 2a
=2\ k
e ; - R cos(kx)

also

cos(ax) = M(%—l—i (1) cos kx))

k=1
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Setzt man z = 7, so folgt die Partialbruchzerlegung des Cotangens

1 1 — 1 1
am = —+ 237 ).
€0 (aw) a7r+7r; a—k+a+k

= 1 e
der die S formel Y~ = = = (= — cot(ar) ) fiir a ¢ Z.
oder die Summenforme ; 2 = g\ o (am) ) fir a ¢ 4

46 Determinanten

Bei der Determinante handelt es sich um eine wichtige Charakterisierung qua-
dratischer Matrizen. Die Determinante ist ein Kriterium fiir die Invertierbarkeit
einer Matrix. Sie tritt aulerdem auf beim Eigenwertproblem fiir Matrizen.

Definition 46.1 Eine Abbildung
det : M(n,K) — K , det : A+— det A

heiBt Determinante, wenn folgendes gilt:
(D1) det ist linear in jeder Zeile, d.h. ist die i-te Zeile a; = Na, + N'a) € K™, so
gilt

2

det | a; | =Ndet| a) | +N'det| af

(Die mit : symbolisierten Zeilen ay,...,a; 1,a;11,...,a, sind in jeder der
drei Matrizen identisch.)

Insbesondere gilt: Entsteht B aus A durch Multiplikation der i-ten Zeile mit
A # 0, ist also eine Zeilenumformung vom Typ Il mit B = S;(\) - A, so ist
det B = X - det A.

(D2) det ist alternierend, d.h. hat A zwei gleiche Zeilen, so gilt det A = 0.
(D3) det ist normiert auf det E,, = 1.

Wir zeigen spéter, dafl solche Determinanten existieren. An dieser Stelle be-
schranken wir uns auf den Beweis der Eindeutigkeit der Determinante. Dazu
leiten wir aus der Definition weitere FEigenschaften her, die insbesondere eine
Berechnungsmethode beinhalten:

Satz 46.2 Die Determinante hat folgende weitere Eigenschaften:
(D4) det(A-A)=X"detA VAeK.
(D5) Ist eine Zeile von A identisch Null, so folgt det A = 0.
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(D6) Die Determinante dndert das Vorzeichen bei Zeilenumformungen von
Typ I. Entsteht B aus A durch Zeilenvertauschung, also B = Py, - A,
so gilt det B = —det A.

(D7) Zeilenumformungen von Typ IV lassen die Determinante unverdndert:
Entsteht B aus A durch Addition der \-fachen i-ten Zeile zur k-ten Zeile,
also B = Qix(A\) - A, so gilt det B = det A.

ai

0 axp ... .
(D8) Ist A = , _22 _ , eine obere Dreiecksmatriz, so gilt

0O ... 0 ap,
det A = 11929 * * * App, -

(D9) Sein >2, und A € M(n, K) habe die folgende Blockdarstellung:

A:(%l g), AlGM(TLl,K),AQEM(nQ’K)’n1+n2:n'
2

Dann gilt det A = det Ay - det A,.
(D10) det A=0 <« rang(A) <n.

(D11) Es gilt der Determinantenmultiplikationssatz det(A-B) = det A-det B fiir
alle A, B € M(n, K). Insbesondere ist det A~ = —— fiir A € GL(n, K).
Anders formuliert: det : GL(n, K) — K* ist ein Gruppenhomomorphis-
mus.

Beweis. D4) Nach (D1) gilt

a

)\(1,1 a " ay

Aa Aa 2 a
det . | = Adet ) 2l = 22det | Mz | = = Andet .2

Aay, Aa, i, a,

D5) folgt aus (D1) mit A =0
D6) Ist B = Py, A, so berechnen wir

det A + det B = det : + det
Qg Qi
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a; a; ag ag
DD get | o | +det| ¢ | +det| ;| +det
Qe a; a; Qe
a; ay a; + ag
Y et : + det Y et : )
a; + ay, a; + ag a; + ag

(D7) Ist B = Qix(M\)A, so gilt

a; a; a;
D get | o | +adet| @ | @ deta

ar + Aa; ay a;

det B = det

(D8) Fiir Diagonalmatrizen folgt durch wiederholte Anwendung von (D1)

a7 0 ... 0 1 0 ... O
det 0 (,122 . O 2 aqp det O (.122 ' O e s
6 .. 0' a;m () .. 0. a;m
(2 11099 - * * Apy det E, (28 11092 * - App

Sind fiir eine allgemeine obere Dreiecksmatrix alle a; # 0, so bringen wir sie
durch Zeilenumformung vom Typ IV in Diagonalform mit den gleichen Diago-
nalelementen. Ist a; = 0 und ag, # 0 fiir alle & > 4, so fiihrt Zeilenumformung
vom Typ IV auf die Zeile a; = 0.

(D9) Wir kénnen Zeilenumformungen verwenden, die die beiden Blécke nicht
mischen. Durch Umformungen nur der ersten n; Zeilen und dann nur der letzten
ny Zeilen erreicht man

D, '
_ (__1)\S1+s2 1
det A = (—1) det ( 0 Dy ) ,

wobei D1, Dy obere Dreiecksmatrizen sind und s, so die Anzahl der Zeilenum-
formungen vom Typ I im oberen bzw unteren Block sind. Die Behauptung folgt
nun aus (D8).
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(D10) Durch elementare Zeilenumformung iiberfithren wir A in eine obe-
re Dreiecksmatrix mit Diagonalelementen aqq,...,a,,. Dann ist det A =
+ai1 - app. Aus det A = 0 und der Zeilenstufenform folgt a,, = 0 and da-
mit det A = 0 nach (D5), also rang(A) < n. Ist umgekehrt rang(A) < n, so fiihrt
elementare Zeilenumformung auf eine obere Dreiecksmatrix mit a,, = 0, so dafl
det A =0.

(D11) Ist rang(A) < n, so ist auch rang(AB) < n als Dimension des Bildes der
Hintereinanderausfithrung linearer Abbildungen. Dann ist det(A) = det(AB) =
0. Ist rang(A) = n, so ist A invertierbar und nach Satz B2l ein endliches Produkt
von Elementarmatrizen. Also ist det(AB) = det(C - - - C,.- B), wobei C), = Qix(\)
oder C, = S;() fir 1 < p < r. Es gilt det(Qix(A\)B) = det B nach (D7) und
det(S;(A)B) = Adet B nach (D1). Also ist det(AB) = A; - - - A\; det B, wobei A, die
Koeffizienten in den Umformungen vom Typ III sind. Andererseits ist det(A) =
det(AE,) = A1 - -+ A, was die Behauptung liefert. O

Zusammengefafit haben wir damit aus den Axiomen ein Berechnungsverfahren
fiir die Determinante einer Matrix abgeleitet: Wir iiberfithren mit elementaren
Zeilenumformungen vom Typ I und IV die Matrix A € M(n, K) in Zeilenstu-
fenform A = (a;;): Sind dabei s Vertauschungen von Zeilen (Typ I) notwendig,
dann ist det A = (—1)%aq; - - - ap,. Das Verfahren beweist die Findeutigkeit der
Determinante: Gébe es zwei Abbildungen det und det, die (D1), (D2) und (D3)
erfiillen, so folgt aus beiden die Berechnungsvorschrift fiir die durch Zeilenumfor-
mung erhaltene Dreiecksmatrix A = (a;j) mit det A = detA = (—1)%a11 - - - Q.

Beispiel 46.3

01 2 345 3 4 5
det [ 3 4 5 | 2—qet| 01 2 |™? _qetl 0 1 2
6 7 9 6 7 9 0 -1 —1
. 3 4 5
5D _qet [ 001 2 | =-3. q
00 1

Satz 46.4 Es gilt det(A") = det(A) fiir alle A € M(n, K).

Beweis. Ist det A = 0, so ist rang(A") = rang(A) < n und damit det(A") = 0.
Ist det A # 0, so ist A invertierbar und damit darstellbar als endliches Produkt
von Elementarmatrizen A = C}---C, mit C, = Qi () oder C, = S;(\). Nach
dem Determinatenmultiplikationssatz ist det A = det C; - - -det C, und det A® =
det C% - - - det C. Es gilt (Qir(\))" = Qri(A) und (S;(N))" = S;()). Die Behauptung
folgt nun aus det(Q;x(\)) =1 fiir alle i, k, A und det(S;(\)) = A. O

Daraus ergeben sich mehrere Folgerungen:
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Satz 46.5 (D2’°) Die Determinate ist linear in jeder Spalte.
(D3’) besitzt A € M(n, K) zwei gleiche Spalten, so gilt det A = 0. O
Satz 46.6 Fir A € M(n, K) sind dquivalent:

i) det A#0

ii) rang(A) =n

iii) A ist invertierbar

iv) Die Zeilen von A sind linear unabhdngig.
v)

Die Spalten von A sind linear unabhdngig. O
Satz 46.7 Die Gruppe
SL(n,K):={Ae€GL(n,K) : det A=1}

ist eine Untergruppe von GL(n, K). Sie heifst die die spezielle lineare Gruppe.

Beweis. Fiir A, B € SL(n,K) folgt aus den Eigenschaften der Determinante
det(AB) =1 und det A~ = 1. O

Die Determinantenbildung fiir Matrizen 148t sich sofort auf die Determinate
fiir Endomorphismen endlich-dimensionaler Vektorrdume verallgemeinern. Sei V'
ein n-dimensionaler Vektorraum iiber K und F': V' — V eine lineare Abbildung
(ein Endomorphismus). Wir wéhlen eine beliebige Basis B = (vy,...,v,) von V
und stellen F' in dieser Basis dar:

n
U]):E Qg5 * Vi CLZ‘J‘EK.

Dann ist A = (a;;) = ME(F) die darstellende Matrix von F beziiglich der Basis B.
Wir definieren det F := det(M5(F)). Diese Definition ist sinnvoll, denn sie hingt
nicht von der Wahl der Basis ab: Sei A eine andere Basis von V, dann gilt nach
SatzBEZI ME(F) = Tg'- M4 (F)-(Tg')~* und deshalb det(Mg§ (F)) = det(M4(F)).
In direkter Verallgemeinerung der Determinanteneigenschaften gilt:
Satz 46.8 Sind F,G € End(V), so gilt
i) det F#0 << FeAut(V)
i) FeAut(V) = detF'==
iii) det(F o G)=det F-detG

Eine weitere niitzliche Anwendung ist die Definition der Orientierung von
Automorphismen und von Basen.
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Definition 46.9 Sei V' ein endlich-dimensionaler Vektorraum iiber einem angeord-
neten Korper K. Ein Automorphismus F° € Aut(V) heiBt orientierungstreu, falls
det F' > 0, ansonsten orientierungsuntreu.

Zwei Basen A und B von V heiBen gleich orientiert, wenn fiir die darstellende
Matrix der Identitit gilt det(M3'(idy)) > 0, ansonsten ungleich orientiert.

Offenbar gilt:
Satz 46.10 Die Menge
Autt (V) :={F € Aut(V) : det F >0}

der orientierungstreuen Automorphismen wvon V ist eine Untergruppe von
Aut(V). Insbesondere ist

GLY(m,K):={Ae€GL(n,K) : detA> 0}

eine Untergruppe von GL(n, K). O

47 Laplacescher Entwicklungssatz und komplementére
Matrix

In Beweisen und fiir speziell gewéhlte Matrizen sind auch rekursive und abstrakte
Berechnungsformeln niitzlich:

Satz 47.1 (Entwicklungssatz von Laplace) Ist A = (a;;) € M(n,K) und
seien die Matrizen A;; € M(n —1,K) aus A durch Streichen der i-ten Zeile und
der j-ten Spalte erhalten. Dann gilt fiir beliebiges 1 < i < n

det A = Z(—l)”jazj det A;; Entwicklung nach der i-ten Zeile
j=1
und fiir beliebiges 1 < j <n
det A = Z(—l)”jaij det A;; Entwicklung nach der j-ten Spalte.
i=1

Beweis. (fir die Zeilenentwicklung). Wir schreiben die i-te Zeile a; =
(an, i, ..., a;) von A = (a;;) als Linearkombination der kanonischen Basen

ai:ail(l,O,O,...,O)+ai2(0,1,0,...,0)+---+am(0,0,...,0,1)

Anwenden von (D1) ergibt
iJ

det A = Z a;j det A;
=1
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a1l RN ay -1 (W aij+1 ce A1n
a;—11 .- Qi—15-1 Gi—1,5 Gi—1541 --- Gi—1n
A;j = 0 - 0 1 0 - 0
@iy11 - Ai415-1 QG415 Aitl541 - Qitln
Qp1 Ce Ap j—1 Apj Qp j+1 Ce (07

In jeder der Matrizen Aj; bringen wir mit Zeilenumformungen vom Typ IV (wel-

che die Determinante nicht dndern) alle anderen Eintrdge der j-ten Spalte auf
0:

aiq c. a1,5—1 0 a1,541 c. Q1np
A;—11 - Qi-15-1 0 @141 --- Qi—1n
det Aj; = det A, Aj; = 0o ... 0 1 0 .0
ir11 - Gigrj—1 0 Gip1j41 o0 Qg
Anl ce Qp,j—1 0 Qp j+1 ce Apn

Durch insgesamt ¢ — 1 Vertauschen mit jeweils benachbarten Zeilen bringen wir
die i-te Zeile von Aj; ganz nach oben, wobei sich die Reihenfolge aller anderen
Zeilen nicht &ndert. Anschlielend bringen wir durch insgesamt j — 1 Vertauschen
mit jeweils benachbarten Spalten die j-te Zeile ganz nach links, wobei sich die
Reihenfolge aller anderen Spalten nicht &ndert:

det AY, = (—=1)""~*det A

ij

1 0 .. 0 0 . 0
ail C. aj—1 aij+1 ce A1n
n
Ai=10 ai-1n -0 Q11 Gicigy1r oo Gicig
0 @it11 - Gix1j-1 Qig1j41 --- Qigip
0 Qan1 c. Qp,j—1 A, j4+1 c. QApn

Nach (D9) ist aber det A} = det A;;, und daraus folgt die Behauptung. Analog
fiir die Spaltenentwicklung. O

Wir kénnen nun iiber den Laplaceschen Entwicklungssatz die Existenz der
Determinante beweisen:

Satz 47.2 Fir alle n € N* gibt es eine Abbildung det : M (n, K) — K mit den
Figenschaften (D1), (D2) und (D3) aus Definition [f0_]]

7

Preliminary version — 14. Juli 2018



Beweis. Durch Induktion nach n. Fiir n = 1 setzen wir det(a) := a. Dann ist (D2)
eine leere Aussage, (D1) und (D3) sind klar. Sei die Existenz bis M(n — 1, K)
bewiesen. Wir definieren det : M(n, K) — K iiber den Laplaceschen Entwick-
lungssatz und Entwicklung nach der j-ten Spalte. Zu zeigen sind (D1) — (D3).

(D1) Betrachtet werde die k-te Zeile von A € M(n,K). Es gilt det A =
Yo (=) agdet Ay = (=1)"ag; A+, (1) ay; det Ay Tm ersten Term
ist Ay; unabhéngig von der k-ten Zeile, und ay; ist linear. In jedem anderen Term
i # k ist det A;; linear in der k-ten Zeile nach Induktionsvoraussetzung, und a;;
ist unabhéngig von der k-ten Zeile.

(D2) Seien die k-te und [-te Zeile von A € M(n, K) gleich, und k < I. Ist i # k
und ¢ # [, so sind die entsprechenden Zeilen auch in A;; € M(n — 1, K) gleich,
damit det A;; = 0. Im Entwicklungssatz verbleibt det A = (—1)"ay,; det Ay; +
(—1)"Ja,; det Aj;. Die Annahme (Gleichheit der k-ten und I-ten Zeile von A)
ergibt zunéichst ag; = a;. Ist n = 2, so ist £ = 1 und [ = 2, damit (—1)"7 =
—(=1)"J und det A;; = det Ay; wegen Gleichheit beider Zeilen von A € M (n, K).
Sei also n > 3 und a; € K™ die i-te Zeile von A mit a, = a =: b € K™
Seien a, ) € K™ die aus a;, b durch Weglassen des j-ten Eintrags entstehenden
Zeilenvektoren. Dann ist

ai
ay ay
ag—1 /. /.
b Qg1 a1
al v
k+1
Qp+1 _+ /
A . A : A ak+1
= ) kj — , ) lj — .
aj—1 -1 '
- v al
-1
b al a)
1+1 1+1
ar4+1 + +
/ !
a a
an n n

Durch [ —1—Fk Vertauschungen benachbarter Zeilen bringen wir die (I —1)-te Zeile
b von Ay; in die k-te Zeile, alle Zeilen a4, ..., a;—1/ verschieben sich um eine
Zeile nach unten. Das Ergebnis dieser [ — 1 — k Zeilenvertauschungen ist A;;, d.h.
es gilt det Ay; = (—1)""1"*det Aj; und damit (—1)* det Ay; — (—1)"** det A4y;.
Das liefert (D2).

(D3) Es gllt det En = anl(_]-)iijéij det(En)” = (—1)2j det(En)jj =

(2

det(En_l) =1. ]

Die Berechnung der Determinante von A € M (n, K) wird durch Satz BT auf
die Berechnung der Determinanten kleinerer Matrizen zuriickgefiihrt. Als Beispiel
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berechnen wir

det ( fin ) = (—=1)"ay; det(ag) + (—1)"*"arp det(azn) = arrazn — arpaz -
Qo1  A22

Einfache Rechenregel: Fiir 2 x 2-Matrizen ist die Determinante gleich dem Pro-

dukt der Hauptdiagonalelemente minus dem Produkt der Nebendiagonalelemen-

te. Eine dhnliche graphische Rechenregel gibt es auch fiir 3 x 3-Matrizen (Regel

von Sarrus). Ein Analogon fiir M(n, K) mit n > 4 wire falsch!

Beispiel 47.3 Wir berechnen erneut Beispiel durch Entwicklung nach der

1. Zeile:
01 2
det | 3 4 5 | =0-det 19 + (—1) - det 39 +2-det 3 4
79 6 9 6 7
6 79
=—1-3-94+1:6-5+2-3-7T—2-6-4=-27+30+42—-48= -3,
in Ubereinstimmung mit der ersten Rechnung. <

Allgemein wird durch den Entwicklungssatz die Determinante von A = (a;;)
rekursiv durch Summen und Differenzen von Produkten a;,j, ---a;,;, der Ein-
trége a;; berechnet. Durch Entwicklung nach der jeweils obersten Zeile sieht man,
daB in jedem dieser Produkte jeder Zeilenindex genau einmal vorkommt. Ande-
rerseits kommt auch jeder Spaltenindex genau einmal vor: Damit a;; in einem
Produkt vorkommen kann, darf zuvor kein ay; aufgetreten sein, da sonst die j-te
Spalte gestrichen wére. Nach dem Auftreten von a;; wird die j-te Spalte weg-
gelassen und weitere ay; kénnen im Produkt nicht vorkommen. Eine solche in-
jektive/surjektive/bijektive Zuordnung eines Spaltenindex j = o(i) € {1,...,n}
zu jedem Zeilenindex ¢ € {1,...,n} heifit Permutation. Ein Beispiel ist durch

i |1 2345
o(i)|2 53 1 4

Sei S,, die Menge (und Gruppe) aller Permutationen der Menge {1,2,...,n},

dann gilt

folgende Tabelle gegeben:

det A = Z A0) A15(1)A20(2) * * * Gno(n) -

Dabei ist A(0) € +1, denn jede Permutation kommt vor und zwar mit Vor-
faktor +1 oder —1 entsprechend dem Entwicklungssatz. Man kann zeigen, daf
A(o) = sign(o) das Vorzeichen der Permutation ist, das wie folgt berechnet wer-
den kann: Eine Permutation 7 heifit Transposition, wenn sie zwei Elemente aus
{1,...,n} austauscht und alle anderen an ihrer Stelle beldfit. Jede Permutation
kann als (nicht eindeutige) Hintereinanderausfiithrung von Transpositionen erhal-
ten werden. Dann ist

Sign(o') — (_I)Zahl der Transpositionen in o .
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Das Vorzeichen ist eindeutig, auch wenn die Zahl der Transpositionen selbst nicht
eindeutig ist.

Alternativ kann man das Vorzeichen aus der Zahl der Fehlstellen der Permu-
tation ablesen. Eine Fehlstelle ist ein Paar (i, j) mit ¢ < j und o(i) > o(j). Dann
ist

Sign(cr) — (_I)Zahl der Fehlstellen in o ]
Damit gilt (insgesamt hier ohne Beweis)

Satz 47.4 (Formel von Letbniz)

det A = Z Sign(0) A1o(1)020(2) * * * Gno(n) -
oESn

Es gibt n! Permutationen o € S, so da die Zahl der Produkte in der For-
mel von Leibniz mit wachsendem n sehr grofl wird. Deshalb ist die Formel von
Leibniz vor allem aus theoretischer Sicht bedeutsam. Sind z.B. die Eintrige der
Matrix stetige/differenzierbare Funktionen, so ist auch die Determinante eine
stetige/differenzierbare Funktion. Fiir praktische Berechnungen sind Zeilenum-
formungen geeigneter.

Definition 47.5 Sei A = (a;;) € M(n, K). Dann heiBt die Matrix
Ab = (agj) e M(n,K), al = (=1)* det Aj; .

v

die zu A komplementare Matrix, wobei A;; € M(n—1, K) durch Streichen der j-ten
Zeile und der i-ten Spalte entsteht.

Man beachte die Vertauschung der Reihenfolge von i, j: Im Matrixelement agj
steht Aji7 nicht AU'

Satz 47.6 Ist A € M(n, K) und sei A* die zu A komplementire Matriz, dann
gilt A- A* = A*. A = (det A)E,,. Insbesondere gilt A~1 = m/lﬁ fiir invertierbare
Matrizen A € GL(n, K).

Beweis. Wir berechnen die Komponenten von A* - A:
(Aﬁ . A)k] = Z aiiaij = Z(-l)i+kaij det Azk .
i=1 i=1

Ist j = k beliebig, so entsteht gerade der Spaltenentwicklungssatz von Laplace:
det A=3" (—=1)"a;; det A;;. Fiir j # k betrachten wir die Matrix B = (b;) €
M (n, K), die aus A entsteht, wenn man die k-te Spalte von A durch die j-te Spalte
von A ersetzt. Es ist also b; = a; fiir [ # k und by, = a;;. Da B zwei gleiche
Spalten besitzt, ist det B = 0. Wir entwickeln det B nach der k-ten Spalte:

0=detB = Z(—l)l+kbzk det sz = Z(—l)H—kGJU det Azk
i=1 i=1
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wegen A;, = Byy,. Folglich ist (A% - A);; = (det A)dy;. O

Mit A™' = 2= A" fir A € GL(n, K) haben wir eine weitere Methode zur
Berechnung der inversen Matrix kennengelernt. Fiir n > 3 ist diese Methode
jedoch sehr aufwendig. Allerdings ist diese abstrakte Darstellung in der Analysis
sehr niitzlich, denn die Determinantenbildung héngt als Produkt der a;; stetig
und sogar differenzierbar von den Eintrdgen a;; ab. Daraus folgt, dafl fiir A €

GL(n, K) die Abbildung A — A~ differenzierbar ist.

Eine weitere Anwendung der Determinanten besteht in einem
Losungsverfahren fiir lineare Gleichungssysteme mit invertierbaren Matri-
zen:

Satz 47.7 (Cramersche Regel) Seien A = (a;;) € GL(n,K) und b € K"

gegeben und sei x = (x1,...,x,)" € K" die eindeutig bestimmte Lisung des
linearen Gleichungssystems A - x = b. Bezeichnen wir mit ay, ..., a, die Spalten
von A, also aj = (ayj, ..., anj)t, dann gilt
= det(al, ceey @1, b, Ajt1y .-y an)
/ det A

Beweis. Die endeutig bestimmte Losung des linearen Gleichungssystems ist durch
x = A~ b gegeben. In Komponenten gilt damit

n

- L Oy qvids
ZL‘j = Z(A 1)jibi = m Z(—l) +jbi(d€t A”) .
i=1

i=1

Nach dem Spaltenentwicklungssatz von Laplace ist Y i (—1)"7b;(det A;;) gerade
die Determinante einer Matrix B = (by), deren Eintrdge auf der j-ten Spalte
durch b;; = b; gegeben sind und deren andere Spalten identisch sind mit den
Spalten von A. O

Wieder liegt die Bedeutung der Cramerschen Regel in theoretischen Betrach-
tungen wie der Schluflfolgerung, dafl die Losung des linearen Gleichungssystems
Ax = b fiir A € GL(n, K) differenzierbar von der rechten Seite b € K™ sowie den
Eintrégen der Matrix A € GL(n, K) abhéngt.

Zum Abschlufl geben wir ohne Beweis noch die Verallgemeinerung von det(A -
B) = det A - det B, hier mit A, B € M(n, K), auf Produkte nichtquadratischer
Matrizen an:

Satz 47.8 (Binet-Cauchy) FEs seien A = (a1,...,a,4%) € M(n x (n+ k), K)
und B = (by,...,bpyr) € M(n x (n+ k), K) zwei rechteckige Matrizen, gebildet
aus den Spaltenvektoren a;,b; € K™, und k € N. Fiir1 <mj; <mg < ---<m, <
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n + k seien quadratische Matrizen A™ ™2 = (G, Qmyy -« -5 G, ) € M(n, K)
und B™ ™2 = (b by oy b, ) € M(n, K) defindert. Dann gilt

det(A . Bt) = Z (det AmlmQ'"mn)(det Bmlmz...mn) ]

1<mi<meo<--<mp<n+tk

Die Summe lduft tiber die (":k) = (’1:{:!)! verschiedenen Mdglichkeiten, n der n+k

Spalten der Matrizen auszuwdhlen.

Ein Beweis findet sich z.B. in G. Fischer: Lineare Algebra, Kapitel 3.3. Man kann
sich auf Matrizen A, B € M(n x [, K) mit [ > n beschrénken, da sich zeigen 1af}t,
daB fir A,B € M(n x [, K) mit | < n stets det(A - BY) = 0 gilt. Aus Satz
folgt insbesondere det(A - A?) = Z (det A™1™m2-mn)2 (Gramsche

1<mi<meo<---<mn<n+k

Determinante), d.h. fiir reellwertige Matrizen ist det(A - A") > 0.

48 Eigenwerte, Eigenrdume und charakteristisches Poly-
nom

Nach Satz gibt es zu jeder linearen Abbildung F' : V. — W angepafite
Basen A von V und B von W, so da8 die darstellende Matrix die Form M#(F) =
E. 0
0 0
Basen A,B von V finden. Die Frage ist: Gibt es zu einem Endomorphismus
F .V — V auch eine Basis B von V', so daf} fiir die darstellende Matrix gilt:

ME(F) = < %T 8 )? Die Antwort ist: Nein!

hat. Natiirlich konnen wir W = V wéhlen und dann entsprechende

Es geht nun darum, zu gegebenem Endomorphismus die Basis so sinnvoll wie
moglich zu wahlen.

Definition 48.1 Sei F' : V — V Endomorphismus eines Vektorraums V' iiber K.
Ein Skalar A € K heiBt Eigenwert von F', wenn es einen Vektor v # 0 von V gibt,
so daB F'(v) = A - v. Jeder Vektor v # 0 von V mit F'(v) = X - v heiBt Eigenvektor
von F' zum Eigenwert \.

Zu beachten ist, daf es zu einem Eigenwert A mehrere Eigenvektoren geben kann.

Definition 48.2 Ein Endomorphismus F' € End (V) heiBt diagonalisierbar, wenn es
eine Basis von V' aus Eigenvektoren von F’ gibt.

In diesem Fall gilt:
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Satz 48.3 Ist dim(V) = n, so ist F € End(V) genau dann diagonalisier-
bar, wenn es eine Basis B = (vi,...,v,) von V gibt, so dafi ME(F) =
A1 0
0 An
Beweis. Fiir die darstellende Matrix ME(F) = (a;;) gilt F(v;) = Y0, aij - vi.
Damit sind die v; die Eigenvektoren zu den Eigenwerten \;. O

Das ist die optimalste Situation fiir eine Basis zu gegebenem Endomorphis-
mus. Jedoch ist nicht klar, dal jeder Endomorphismus auch diagonalisierbar ist.
Zunéchst untersuchen wir, ob die Eigenvektoren linear unabhéngig sind:

Satz 48.4 Sei F' € End(V) ein Endomorphismus und seien vy, . . ., vy, Figenvek-
toren zu paarweise verschiedenen Figenwerten A1, ..., A\, von V. Dann sind die
(1, ..., V) linear unabhdingig.

Beweis. Wir beweisen den Satz durch Induktion nach der Anzahl m linear
unabhéngiger Eigenvektoren. Fiir m = 1 ist nichts zu zeigen. Angenommen,
Vg, ..., Uy seien linear unabhéngig. Wir betrachten

p1V1 + o Uy =0
Anwenden von F einerseits und Subtraktion des A;-fachen dieser Gleichung ergibt
0= ,U1<)\1 — )\1)1)1 -+ MQ()\Q — )\1)@2 + -t ,Um<)\m — )\1)1}2 .

Da Ay # A fiir 2 < i < m und (vg,...,v,) linear unabhéngig, folgt p; = 0 fiir
alle 1 < j <'m. Damit ist (vy, ..., v,) linear unabhéngig. O

Als direkte Konsequenz ergibt sich:

Satz 48.5 Seien \q, ..., \, paarweise verschiedene Eigenwerte eines Endomor-
phismus F' € End(V') und sei dim(V') = n. Dann gilt:
i) m<n

ii) Ist m =n, dann ist F diagonalisierbar.

Beweis. i) Fiir m > n wéren nach dem vorigen Satz mehr als n Vektoren aus
V', ndmlich Eigenvektoren zu Aq,...,\,,, linear unabhéngig. Das ist durch die

Dimension ausgeschlossen.
ii) Ist dim(V) = n, dann bilden n linear unabhéngige Vektoren eine Basis.
Damit ist (vy,...,v,) eine Basis aus Eigenvektoren, und F' ist diagonalisierbar.
O

Es gibt natiirlich Endomorphismen mit weniger als dim(V') paarweise ver-
schiedenen Eigenwerten, die trotzdem diagonalisierbar sind. Ein Beispiel ist
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idy € End(V). Es gibt nur einen Eigenwert A = 1, aber jede Basis von V' diago-
nalisiert idy .

Definition 48.6 Fiir F' € End(V) und A € K heiBt
Eig(F;A) :={veV : F(v) =X v}
der Eigenraum von F' zum Skalar .

Es gilt stets 0 € Eig(F; A). Ist A Eigenwert von F, so enthélt Eig(F; ) weitere
Vektoren. Genauer gilt:

Satz 48.7 Fir F € End(V) und A € K sei Eig(F'; \) der zugehérige Eigenraum.
Dann gilt:

i) Eig(F;\) CV ist Untervektorraum
ii) A ist Eigenwert von F < Eig(F; ) # {0} < dim(Eig(F;\)) >0
iii) Eig(F; )\ {0} ist die Menge der Eigenvektoren von F zum Eigenwert \
iv) Eig(F;\) =ker(F — X -idy)
v) Ist \y # g, so folgt Eig(F; A1) NEig(F; o) = {0}
Beweis. 1) Sind vy, vy € Eig(F;\) und pq, po € K, so folgt

F vy + pave) = pa F(v1) + paF(v2) = pi(Avr) + pa(Avz) = A(pavr + pavs)

und damit v + peve € Eig(F;N).
ii) Es gibt ein v # 0 mit F'(v) = Av. Dann ist v € Eig(F; \) # {0}.
iii) ist klar
iv) Sei v € Eig(F; A). Dann gilt:
(F—=X-idy)(v) = A —Av=0,

also v € ker(F — X -idy). Ebenso folgt die Umkehrung,.
v) Ist Ay # Ag und v € Eig(F; \q), so ist

(F — )\2 . ldv)(’l}) = ()\1 — )\2)’0 .
Damit ist v € ker(F' — Ag - idy ) genau dann, wenn v = 0. O

Es geht nun um ein Verfahren zur Bestimmung der Eigenwerte und Eigenvek-
toren eines Endomorphismus, wobei die Determinante eine entscheidende Rolle
spielt.

Satz 48.8 Sei ' € End(F) Endomorphismus eines endlich-dimensionalen Vek-
torraums V. Ein Skalar A € K ist genau dann Eigenwert von F', wenn

det(F — X-idy) = 0.
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Beweis. Nach Satz B87ii) und Satz E&7iv) ist A genau dann Eigenwert von F,
wenn dim(ker(F — A - idy)) > 0. Das ist gleichbedeutend mit

dim(im(F — A -idy)) = rang(F — X - idy) < dim(V) .
Nach der Determinanteneigenschaft (D10) ist diese Eigenschaft dquivalent zu

det(F — X -idy) = 0. 0

Die Determinante eines Endomorphismus F' € End(V') berechnet sich als die
Determinante der darstellenden Matrix M4(F) = A = (a;;) € M(n, K) beziiglich
einer beliebigen Basis A = (wy, ..., w,) von V. Wegen M+ (idy) = E, gilt

M{Y(F —t-idy)=A—t-E, .

Damit ist die Suche nach Eigenwerten von F' € End (V') zuriickgefiihrt auf die
Bestimmung der Nullstellen der Abbildung

Pi: K — K : Py:t—det(A—t-E,).

Nach der Formel von Leibniz ist P4[t] ein Polynom n-ten Grades in ¢ mit Koef-
fizienten aus K:

det(A—t-E,) = ayt"
k=0

Qy, = (—1)” , Qp_1 = (—1)n71(a11 + LR + ann) g eey OZO = detA .

Dabei heifit im zweithochsten Term tr(A) := ay; + - - - + ap, die Spur der Matrix
A € M(n, K). Der niedrigste Term ist unabhéngig von ¢ und stimmt damit mit
der Rechnung fiir t = 0 iiberein, was gerade die Determinante von A ergibt. Die
anderen Koeffizienten oy, ..., a,_o sind schwieriger zu charakterisieren.

Sei nun K[t] der Vektorraum der Polynome in ¢ mit Koeffizienten aus K. Wir
bezeichnen:

Definition 48.9 Das Polynom P(t) = det(A —t- E,,) € K][t] heiBt das charakte-
ristische Polynom der Matrix A € M (n, K).

Sinnvollerweise heiit ein A € K Nulistelle eines Polynoms f € K[t], wenn f(\) =
0. In Verbindung mit Satz gilt:

Satz 48.10 Sei F' € End(V') Endomorphismus eines endlich-dimensionalen Vek-
torraums. Dann sind die Nullstellen des charakteristischen Polynoms det(F —t -
idy) € K|t] die Figenwerte von F. O

Im 1. Semester hatten wir gesehen, dafl aus f(A\) = 0 folgt, dal (t — A) ein Teiler
des Polynoms f € K[t] ist. Durch wiederholtes Abdividieren der Nullstellen 148t
sich jedes Polynom f € K[t| eindeutig darstellen als

f=0=XA)"(t=X)™ - (t—=Xg)™ g, deg(g) = deg(f)—ri—ro—---—11 >0,

85

Preliminary version — 14. Juli 2018



wobei g ein Polynom ohne Nullstellen ist. Der Exponent u(f, ;) := r; heifit die
Vielfachheit der Nullstelle \; von f. Damit besitzt jedes Polynom n-ten Grades
hochstens n mit Vielfachheit gezdhlte Nullstellen (somit auch héchstens n paar-
weise verschiedene Nullstellen). Ist deg(g) = 0, dann sagen wir, dafl f in Linear-
faktoren zerfallt. Nach dem Fundamentalsatz der Algebra (bewiesen in SatzZZT0)
ist das in C immer der Fall.

Im reellen Fall K = R zerféllt ein Polynom im allgemeinen nicht in Linear-
faktoren. Das einfachste Beispiel ist f(t) = t* + 1, welches keine reelle Nullstelle
besitzt. Man kann aber R C C ausnutzen, die komplexen Nullstellen suchen und
dann Paare komplex konjugierter Nullstellen wieder zu einem rellen Polynom
zusammenfassen. Damit 148t sich zeigen, dafB fiir jedes reelle Polynom f € R]t]
gilt:

f:a(t—)\l)---(t—)\n—2r)‘91"‘9r7 gj:(t_aj)2+ﬁjz>0’
a,)\i,aj,BjER, BJ#O’ rn—2r=>0.

Die analytische Berechnung (zunéchst komplexer Nullstellen) ist im allgemei-
nen nur fiir Polynome vom Grad < 4 moglich. Fiir Polynome mit héherem Grad
ist man auf numerische Naherungsverfahren angewiesen. Der Fundamentalsatz
der Algebra und fiir reelle Polynome zusétzlich die Gleichheit der Vielfachheit
komplexer Nullstellen ist dann eine wichtige Kontrolle, ob man wirklich alle Null-
stellen numerisch gefunden hat!

Wir fassen zusammen:

Satz 48.11 Sei F' € End(V) und A = M4(F) die darstellende Matriz beziiglich
einer beliebigen Basis A = (w1, ..., w,) von V und

Pa: K" =V, Duler) =wi ,
der Isomorphismus, der die Standardbasis des K™ in die Basis A tiberfihrt. Dann

qgilt
Eig(F;\) = P y(ker(A—X- E,)) ,

wobei ker(A — X\ - E,) = Los(A — X - E,,0) der Lisungsraum des linearen Glei-
chungssystems (A — X - E,)x = 0 ist.

Beweis. Sei v € Eig(F'; \), dann ist
Fo)=X & @l oFods0d,'(v) =X " (v).
Wir setzen x = &' (v) € K" Mit A= M4(F):=®' o Fo®4 € M(n, K) folgt
veEg(F;\) & Azxz=Nz & (A-XN-E)x=0 O

Damit haben wir ein Verfahren zur Bestimmung von Eigenwerten und zu-
gehorigen Eigenrdumen von F' € End(V') gefunden:
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1. Wabhle eine beliebige Basis A = (wy, ..., w,) von V. Bestimme die dar-
stellende Matrix A = (a;;) durch Zerlegen der n Vektoren F'(w;) nach
der Basis A,

F(U)J) = Zaij W .
=1

2. Berechne das charakteristische Polynom P4(t) = det(A —t - E,) € K]t]
und bestimme seine Nullstellen Ay,..., \,, € K (paarweise verschieden)
und ihre Vielfachheit r; := pu(Pa; A;) aus der Darstellung

Pa(t) = (t = A)™ - (t = An)™ - g(t)

wobei g € K|[t] keine Nullstelle in K besitzt. Die Ay, ..., \,, sind dann
genau die Eigenwerte von F. Fir K =Cgilt n=ry +---+rp,.

3. Lose zu jeder Nullstelle \; des charakteristischen Polynoms das linea-

re Gleichungssystem (A — \; - E,)z® = 0. Der Losungsraum ist ein
s;-dimensionaler Untervektorraum von K". Ist z() = Z?Zl :Ey)ej €

Los(A — \; - E,,,0), dann ist v = & 4(2®) = Z?:ﬁfy)wj € Eig(F; \)
mit dim(Eig(F; \;)) = si.

Beispiel 48.12 Es sei F': R?* — R? in der Standardbasis gegeben durch F(z) =

2 2 3
A-xzmit A= 1 2 1 |. Schritt 1 entfallt.
2 -2 1
Schritt 2. Es gilt
2—t 2
det(A — tE,) = det 12—t 1
-2 1-t

2—t 1 11 12—t
—(2—t)-det< 9 l_t)—Q-det(Q l_t)+3-det(2 o )
=(2—t)- (P =3t+4)+2(t+1)+3(2t—6) = —t° + 5> — 2t — 8

=—(t+1)#—6t+8)=—(t+1)(t—4)(t—2).

Damit hat F' die Eigenwerte \; = —1, Ay = 2, A3 = 4. Insbesondere ist F' diago-
nalisierbar.

Schritt 3. Die Eigenrdume bestimmen sich (dank der Standardbasis) zu
Eig(F; \;) = ker(A — \; - E3), sie werden also als Losung eines homogenen LGS
erhalten. Wir bestimmen Eig(F;—1) = {v; € R® : (A — (=1)FE3)v; = 0} durch
Zeilenumformungen zu

3 2 3 3 2 3 3 2 3
IVig(—1), IVi3(—2 IVa3(19), ITI5(3
1 31 P WsC9 %0 (P IRE g
2 -2 2 0 -5 0 000
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1 01 1
IVoy(=2), ITI (%
aCD NG g = = 0|, tHeR.
000 -1
2 8
Analog findet man vy = 3 |tound v3 = | 5 | t3. Sdmtliche Eigenrdume
—2 2

sind eindimensional.

Fiir t; # 0 bildet B = (v, v, v3) eine Basis von R?. Aufgefafit als Matrix
vermittelt S = (vq, v2,v3) € GL(3,R) die Transformation von der Standardbasis
A = £ in die Eigenbasis B von F', d.h. es gilt ®5(z) = S -z in den Bezeichnungen
von Satz B93 Nach Satz B3l (bzw. dem kommuativen Diagramm davor) gilt
ME(F)=®z' o Fodg=5"1-A-S Fiirt; =t, =t3 =1 ist

1 28 . 16 —20 —14
S = 0 35 = 5—1:% -5 10 -5
1 -2 2 3 0 3
und
-1 0 0
STl A8 = 0 20 q
00 4

49 Diagonalisierbarkeit bei Vielfachheit
Sei F' € End(V) mit dim(V) =n und A = M4(F) € M(n, K) die darstellende
Matrix beziiglich einer beliebigen Basis A von V. Wir wissen:

i) Ist F' diagonalisierbar, dann ist P4(t) = (=1)"(t — A\y)™ -+ - (t — Ap)™,
d.h. das charakteristische Polynom zerfillt in Linearfaktoren (wihle eine
Basis aus Eigenvektoren).

i) Ist Pa(t) = (—=1)"(t—X\1) -~ (t— An) und alle \; sind paarweise verschie-
den, dann ist F' diagonalisierbar.

Es verbleibt also zu untersuchen, wann I’ diagonalisierbar ist im Falle von Viel-
fachheiten pu(Pa4; \) > 1 der Eigenwerte.

Satz 49.1 Sei F' € End(V) und A seine darstellende Matriz beziglich einer
beliebigen Basis von V. Ist A ein Eigenwert von F', dann gilt

1 < dim(Eig(F;\)) < p(Pa; A) .
Beweis. Sei (vy, ... ,vs) eine Basis von Eig(F; A). Dann ist s > 1, da A Eigenwert.

Wir ergénzen (vy,...,v,) zu einer Basis A = (vy,..., 0, Vs41,...,0,) von V. Fiir
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die darstellende Matrix A = M4(F) = (a;;) gilt

0 C

wobei oben links der Block AE steht. Dann gilt fiir das charakteristische Polynom
Pa(t) :==det(A—tE,) = (=1)°(t — \)*det(C — tE,_s) .

Folglich ist s < pu(Pa; A). O
Der Fall dim(Eig(F; X)) = u(Pa; A) ist von besonderem Interesse:

Satz 49.2 Sei V' ein n-dimensionaler Vektorraum, F € End(V) und A =
MA(F) € M(n,K) die darstellende Matriz beziiglich einer beliebigen Basis A
von V. Dann sind die folgenden Eigenschaften dquivalent:

i) F ist diagonalisierbar.

ii) Das charakteristische Polynom zerfdllt in Linearfaktoren und es gilt
dim(Eig(F; X)) = u(Pa; A) fir jeden Eigenwert X\ von F.
iii) Sind Ay, ..., A\, die paarweise verschiedenen Eigenwerte von F, dann gilt

V =Eig(F; M) @ --- ® Eig(F; \p).

Bemerkung: ii) liefert damit das entscheidende Kriterium fiir Diagonalisierbar-
keit: Das charakteristische Polynom muf} in Linearfaktoren zerfallen und die Di-
mensionen der Eigenrdume miissen gleich den Vielfachheiten der Nullstellen sein.

Beweis. 1)=i) Ist F' diagonalisierbar, so ordnen wir die zugehorige Basis aus
Eigenvektoren wie folgt:

B=@h,  o® @ @ P By

(i)) _

Dabei ist (v%i), . ,vg?) eine Basis von Eig(F; \;), und insbesondere gilt F'(v;”) =

Aivﬁi) fiir 1 < j <'s;. In dieser Basis gilt fiir das charakteristische Polynom
Pp(t) = (A =) (Ae — 1) - (A — 1),
welches somit die Eigenschaften ii) besitzt.

ii)=-ii) Durch W = Eig(F;\;) + --- + Eig(F; A\x) werde ein Untervektor-
raum von V definiert. Da Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten linear
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unabhéngig sind, gilt W = Eig(F; A1) @ - - - @ Eig(F; \x). Dann folgt dim(W) =

s+ -+ s =n und somit W =V.
iii)=1) Sei B; = (v\”, ..., v{") eine Basis von Eig(F; ;). Dann ist

B:(@”,... vV 1)52),... v ...,v%k),... v k)

) S1 ) ) S92 7 ) Sk

eine Basis von V. Wegen F(vj(»i)) = )\iv](i) fir 1 < j < s; ist B eine Basis aus
Eigenvektoren von F', d.h. F' ist diagonalisierbar. O

Wir sehen uns ein Beispiel zur Diagonalisierung an:
Beispiel 49.3 Es sei F' € End(R?) gegeben durch
F(z,y,2) = (y—z, 3x+ 2y — 3z, 2x+ 2y — 3z) .

1. Schritt: Bestimmung der darstellenden Matriz beziiglich einer Basis. Die Vek-
toren v = (z,y,2) und w = (y — 2z, 3z + 2y — 3z, 2x + 2y — 32) sind bereits in
der Standardbasis A = (ey, €9, €3) des R? dargestellt. Daraus lesen wir

F(el) = 362 + 263 s F(GQ) =e;+ 262 + 263 s F(Gg) = —€1 — 362 - 363

ab. Dann ist die darstellende Matrix beziiglich der Standardbasis A = (a;;) =
MA(F) gegeben durch F(e;) = 322 a; - e;. Wir lesen ab:

01 -1
A=13 2 -3
2 2 =3

(Die Bilder der Basisvektoren ergeben die Spalten von A.)

2. Schritt: Berechnung des charakteristischen Polynoms. Zu berechnen ist det(A—
t - E3), z.B. durch elementare Zeilenumformungen in eine obere Dreiecksmatrix:

—t 1 -1 2 2 —3-1
det(A—t-E3)=det [ 3 2—t -3 |2 _det| 3 2—-t -3
2 2 -3-t -t 1 -1
2 2 —3—t
_ 3. t
L) _ger | 0 —1—t 2l
0 1+t —-1-3t—3if
1 2 23—t
2 _get [ 0 —1-t 243t | =—2-1-pl 1) =(1+D1-£)

0 0 z — 3t
= —(t= 1)t~ (-1)).

Damit zerféllt das charakteristische Polynom in Linearfaktoren. Seine Nullstel-
len sind \; = 1 mit Vielfachheit p(Pa,1) = 1 und Ay = —1 mit Vielfachheit
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:u(PAv _1) = 2.

3. Schritt: Bestimmen der Figenrdume. Zum Eigenwert A\; = 1 16sen wir das li-
neare Gleichungssystem (A — A - E3)x = 0 durch elementare Zeilenumformungen:

11 -1 o 11— 11
3 1 —3 | 92@8s@ [ o 4 _g | 925 0 4 —6
2 92 —4 0 4 —6 00 0

S1(—1) S2(3)
—

Damit gilt dim(Eig(F';1)) = 1, genauer

Big(F;1) =Rol” | oM =1 3
2

Zur Bestimmung des Eigenraums Eig(F; —1) ist das LGS (A+ E3)z = 0 zu 1osen:

11 -1 (A
3 3 —g | @A (575
9 9 _9 olo o

Damit gilt dim(Eig(F';1)) = 2, und die Losungsvektoren sind

il -1 1 w —wWy + Wo
T | = 1 0 - ( wl ) = w1
T3 0 1 2 W9

Damit finden wir die beiden Basisvektoren

—1 1
v§2) = 1 , véZ) =10
0 1

Also sind die Dimensionen der Eigenrdume gleich der Vielfachheit der Nullstellen,
und F' ist diagonalisierbar. Eine Basis von V', welche F' diagonalisiert, ist also

1 - 1 1 -1 1
B:( s 1], (o ) -~ S5=[3 10
2 0 1 2 0 1
In dieser Basis gilt
1 0 0
AN=MEF)=S"-A-S=0 -1 0 |. <
0 0 -1
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Uber die Diagonalisierung lassen sich Polynome und sogar geeignete Potenz-
reihen von Matrizen bequem ausrechnen. Es sei A = S-A- St € M(n,K)
diagonalisierbar, wobei A = ()\;;) mit \;; = d;;\; € M(n,K) die aus den Ei-
genwerten gebildete Diagonalmatrix ist und S € GL(n, K) die Transformati-
on in die Eigenbasis vermittelt, d.h. die i-te Spalte von S ist Eigenvektor zu
Ai. Dann gilt AF = S - A% - S71 mit A* = (A\f6,;). Insbesondere ist A = F,
zu setzen. In der Losungstheorie fiir Differentialgleichungen besonders wichtig
ist exp(A) = Y20 LAF. Diese Matrix-Exponentialreihe konvergiert fiir belie-

k=0 &I
bige A € M(n, K). Fiir diagonalisierbare Matrizen 148t sie sich ausrechnen zu

exp(A) = S -exp(A) - S

2 23
Beispiel 49.4 Essei A=| 1 2 1 | aus Beispiel EET2 Dann ist

2 =21

1 28 et 0 0 16 —20 —14

) 1
exp(A) = 0 35 0 e 0 0 -5 10 -5
-1 -2 2 0 0 e 30 3
1 16e~! —10e? + 24e*  —20e™! 4 20e? —14e™ ! — 10e? 4 24¢*
= 30 —15€% + 15¢? 30e2 —15e2 4 15e*

—16e7 1 +10e? + 6e*  20e™! — 20¢2 14e~ ! + 10e? + 6e*
<

In Beispiel ist A = E3 und damit auch A* = (SAS™!) - (SAS™!) = Ej5 oder
(A - )\1E3)<A - )\2E3) = O .

Ganz allgemein gilt, wenn man im charakteristischen Polynom P,4(t) die for-
male Variable ¢t durch A ersetzt, der

Satz 49.5 (Cayley-Hamilton) FEs sei F' € End(V) Endomorphismus eines
endlich-dimensionalen Vektorraums und Pr € K|t| das charakteristische Poly-
nom. Dann gilt Pr(F) =0 € End(V). Ausgedrickt durch Matrizen: Fiir beliebige
A € M(n, K) mit charakteristischem Polynom Py € K[t] gilt Pa(A) = 0.

Der Beweis findet sich z.B. in G. Fischer, Lineare Algebra, §4.5. g

In Beispiel hatten wir P4(t) = (t — 1)(t + 1) und damit (A — E3)(A +
F3)? = 0. Tatséchlich gilt bereits (A— F3)(A+ E3) = 0 fiir ein Polynom kleineren
Grades. Allgemein 148t sich zu F' € End(V) ein eindeutiges Minimalpolynom

Mp[t] finden mit Mp(F) = 0 bzw. Ma(A) = 0. Das Minimalpolynom ist stets
Teiler des charakteristischen Polynoms und ein wichtiges Hilfsmittel in Beweisen.

Zum Abschlufl der Betrachtungen zur Diagonalisierbarkeit untersuchen wir
folgendes Problem: Gegeben seien zwei diagonalisierbare Endomorphismen

92

Preliminary version — 14. Juli 2018



F,G € End(V). Unter welchen Bedingungen sind F,G simultan diagonalisier-
bar, d.h. es gibt eine Basis von V' aus Eigenvektoren von F' und G gleichzeitig?

Satz 49.6 Zwei diagonalisierbare Endomorphismen F,G € End(V) sind genau
dann simultan diagonalisierbar, wenn sie miteinander kommutieren, d.h. wenn

FolG=GoF.

Beweis. (=) Sind F,G simultan diagonalisierbar, dann existiert eine Basis
B = (vi,...,v,) von V mit F(v;) = \jv; und G(v;) = p;v;. Dann gilt fiir einen
beliebigen Vektor v =3 kjv; € V

(Fo@)(v) = F(G(Z Kiv;)) = Z Nikipiv; = (G o F)(v) .

(<) 1) Wir zerlegen den Vektorraum V' in die Eigenrdume:
V =Eig(F;\) @ - - @ Eig(F; A\p)
= Eig(G; 1) @ - - - @ Eig(Gs ) -
Kommutieren F' und G, dann gilt F'(Eig(G; 1)) C Eig(G; p;) fiir alle 1 < j <1,
denn fiir w; € Eig(G; p; ) folgt
G(F(w;)) = F(G(wy)) = F(ujw;) = pi F(w;) -

2) Sei nun W;; = Eig(F; \;) NEig(G; p;). Dann ist W;; C V ein Untervektor-
raum, und es gilt Eig(F; ;) = Wi @ --- @ Wy;. Denn sei v; € Eig(F; \;), dann
gibt es wy € Eig(G;pq),...,w; € Eig(G; ) mit v; = wy + -+ - + w; (verwende
Basis von V' aus Eigenvektoren von G). Anwenden von F liefert
Nun ist F'(w;) C Eig(G; p;), und da Vektoren wj, w} linear unabhéngig sind fiir
Jj # j, folgt F(w;) = \w; fir alle 1 < j < [. Damit ist w; C Eig(F;\;),
also Eig(F; \;) = Wi + - - - 4+ Wy, und aus der linearen Unabhéngigkeit folgt die
Behauptung. - -

3) Sei B;; = W\ vgfg)) eine Basis von W;;, dann ist

(6117"'7Bll78217"'762l7"'78k17"'78kl>

eine Basis von V, in der F' und G simultan diagonalisierbar sind, mit F(v,(,ij)) —
At und mit G0l = o). -

Simultane Diagonalisierbarkeit (in verallgemeinerter Form) ist wichtig in
der Quantenmechanik, wo man in einem System zwei physikalische Grofien
nur dann gleichzeitig messen kann, wenn die entsprechenden Endomorphis-
men (des Hilbert-Raums) miteinander kommutieren. Im Wasserstoffatom sind
das die Energie, der Gesamtdrehimpuls, eine Komponente des Drehimpulses
(iiblicherweise die z-Komponente) und der Spin. Entsprechend schreibt sich der
Hilbert-Raum als direkte Summe von Eigenunterrdumen der linearen Abbildun-
gen, welche diesen physikalischen Groflen entsprechen.
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50 Trigonalisierung

Diagonalisierbarkeit eines Endomorphismus erfordert zwei Bedingungen:

(1) Das charakteristische Polynom zerféllt in Linearfaktoren.

(2) Die Vielfachheit der Nullstellen ist gleich der Dimension der Eigenrdume.
Wir werden nun sehen, dafl fiir Endomorphismen, die nur (1) erfiillen, eine Basis
existiert, so daf} die darstellende Matrix eine obere Dreiecksmatrix ist. Das geniigt
zur Losung von Differentialgleichungssystemen.

Definition 50.1 Sei F' € End(V). Ein Untervektorraum W C V heit F-invariant,
wenn F(W) C W,

Offenbar sind die Eigenrdume Eig(F'; \) automatisch F-invariant. Fiir die Tria-
gonalisierung sind invariante Unterrdume interessant, die keine Eigenrdume sind.

Satz 50.2 Sei W C V ein F-invarianter Unterraum und Fly : W — W die
BEinschrinkung von F auf W. Dann ist das charakteristische Polynom Pgy,, (t)
ein Teiler von Pp(t).

Beweis. Sei dim(V) = n und dim(W) = r < n. Wir ergénzen eine Basis By von
W zu einer Basis B = (B|w, B’) von V. Sei Aly = Mg“x’(ﬂw), dann gilt

A *
a-age = (A5
Damit ist Ps(t) = det(A —t- E,) = Pay,, (t) - det(A" —t- E,_,). O

Sei F' € End(K™) in der Standardbasis durch eine obere Dreiecksmatrix A €
M(n, K), d.h. a;; = 0 fiir i > j, dargestellt. Definieren wir W; := span(e, ..., e,),
dann gilt F(W,) C W,, d.h. alle W, mit 1 < r < n sind F-invariant. Abstrakter
formuliert:

Definition 50.3 Eine Fahne (V) in einem n-dimensionalen Vektorraum V ist eine
Kette
{0}=WCVich - CV,=V

von Untervektorrdgumen mit dim(V,) = r. Ist F' € End(V), dann heiBt die Fahne
F-invariant, wenn F(V,) C V, fiir alle 0 < r < n.

Jede Basis von V definiert eine Fahne. Entscheidend ist, daf§ in einer F-
invarianten Fahne gilt F(V}) C V; mit dim(V}) = 1, so daf} es einen Eigenvektor
von F' geben muf. Aus der Definition folgt direkt:

Satz 50.4 Fir F € End(V) sind folgende Bedingungen dquivalent:

i) Es gibt eine F'-invariante Fahne von V.
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ii) Es gibt eine Basis B von V, so daff ME(F) eine obere Dreiecksmatrix
15t.

Ist das der Fall, dann heifst F' trigonalisierbar.

Nun der entscheidende Satz:
Satz 50.5 Fir F' € End(V) mit dim(V) = n sind folgende Bedingungen
dquivalent:
i) F st trigonalisierbar.

i) Das charakteristische Polynom von F zerfillt in Linearfaktoren, d.h.

Pe(t) = (1"t = AD)(E—X) - (E— M)y Al €K

Insbesondere gilt: Jeder Endomorphismus eines endlich-dimensionalen komplexen
Vektorraums ist trigonalisierbar.

Beweis. 1)=>ii) ist klar, denn ist die darstellende Matrix A von F beziiglich der
Basis B aus Satz eine obere Dreiecksmatrix, so gilt Tr(t) = Pa(t) = det(A —
t-E,) = (a1 —t) - (any, — t), d.h. N; = ay.

ii)=-1) durch Induktion nach n = dim(V’). Der Fall n = 1 ist klar. Sei also
n > 2, dann wihlen wir einen Eigenvektor v; zum Eigenwert (Nullstelle) A\; und
erginzen v; zu einer Basis B = (vy, wy,...,w,_1) von V. Dann ist

V=VieW mit Vj :=span(vy) , W = span(wy, ..., w,_1) .
Nun ist Vj ein F-invarianter Untervektorraum, W im allgemeinen aber nicht:

)\1‘011 ¢ P |

0

A=MEm=| L
0

Diese Darstellung definiert zwei lineare Abbildungen
n—1
G:W-—->W, G<wj):ZBij'wi7
i=1

H:W =V, H(wj) =a;-v .

Nun gilt fiir das charakteristische Polynom P4(t) = —(t—A1) Pg(t). Da P4(t) nach
Voraussetzung in Linearfaktoren zerfillt, zerféllt auch Pg(t) in Linearfaktoren.
Nach Induktionsvoraussetzung ist die durch B definierte lineare Abbildung G €
End(W) trigonalisierbar. Es gibt also eine G-invariante Fahne {0} = W, C W; C
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- CWoy =W. Wirsetzen V, :=Vi+W,_ fiir 1l <r <n.Istv=pv+w eV,
also w € W,_1, dann gilt
F(v) = pF(v1) + F(w) = pAv, + G(w) + H(w) € Vi + W,

wegen H(w) € Vi und G(w) € W,_;. Somit ist {0} =V CV; C---CV, =V
eine F-invariante Fahne, und F' ist trigonalisierbar. O

Beispiel 50.6 Eine geddmpfte Schwingung wird durch die Differentialgleichung
T (t) + 2ui(t) + wix(t) =0, z(0) = zo, ©(0) = vy

beschrieben. Wir setzen y;(t) = z(t), y2(t) = 4(t), dann ergibt sich ein System
von zwei gekoppelten linearen Differentialgleichungen erster Ordnung

- ) . . Y1 . 0 1 . Zo
y=A-y  mit y—<y2), A—(_WQ —2u>’ y(O)—<UO)-

Da A unabhéngig von t ist, ist die formale (und korrekte) Losung gegeben durch

o0 tn
y(t) = exp(At) - y(0) mit exp(At) = Ep+ ) —de A,
n=1

n

jedoch lassen sich diese Produkte so nicht leicht berechnen. Der Ausweg besteht
in der Trigonalisierung von A.
Zunichst hat P4(t) = t* + 2ut + w? die komplexen Nullstellen A\, = —p =+

\/ 1? — w?. Fiir p = w hat die Nullstelle A = —p die Vielfachheit 2, die uns néher
interessieren wird. Fiir 4 = w bestimmen wir den Eigenraum zu A = —w:

(A+w~E2)'U:(_C:ﬂ _lw)(z;>:(8>
(L)) (L)

Damit ist dim(Eig(A; —w)) = 1, aber die Nullstelle hat Vielfachheit 2. Folglich
ist A nicht diagonalisierbar.
Zur Trigonalisierung wéhlen wir die Basis B = (v, e3), dann ist

1 0 —w 1 1 0
A_<—w 1)(0 —w)(wl)'
T ————
g—1

Somit gilt
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O e—wt

—wt —wt
=exp(At) =S ( c te ) St

und damit insbesondere

_ et temvt _
o= )5
Unter Verwendung von S~y = ( w4 ) erhalten wir fiir die 2. Komponente
wz + & = e (wrg + vg)
d
= e_wt%(emx) = e “"wrg + vg)
= (e“'z) = const + t(wzg +1v9), t=0 = const =z
= z(t) = e (zo + twxg + tvg) .
Die Losung beschreibt die Auslenkung z(t) im aperiodischen Grenzfall. <

Fiir grofies n enthélt eine allgemeine obere Dreiecksmatrix T € M (n, K)
noch immer zu viele Eintrage # 0, so dafl Berechnungen von Polynomen oder
Potenzreihen in T' zu aufwendig werden. Es 148t sich zeigen, dafl die Basis derart
gewihlt werden kann, dafl die zugehorige darstellende Matrix eines trigonali-
sierbaren Endomorphismus F' block-diagonal ist, wobei die Blocke selbst obere
Dreiecksmatrizen sind:

iy =| 9 =] A e M K.
. c. c. : .. .. *k
O ... 0O 1T 0O ... 0 N\

Dabei sind die r; genau die Vielfachheiten der Nullstellen \; im charakteristischen
Polynom. Fiir Polynome und Potenzreihen werden deshalb nur Potenzen von T; €
M (r;, K) benétigt. Diese sind durch folgende Uberlegung leicht zu berechnen: Es
gilt T, = ME,, + N;, wobei N; € M(r;, K) eine obere Dreiecksmatrix ist, deren
Diagonalelemente identisch Null sind. Fiir eine solche Matrix gilt N¢ = 0 fiir
alle d > r;. Allgemein heiflen Endomorphismen N, fiir die es ein d € N gibt mit
N¢ =0, nilpotent. Da AEr, und N; kommutieren, gilt einfach

min(p,r;—1)
"= Y <P) NINT
= N

SchlieBlich kann man durch geeignete Basiswahl den nilpotenten Endomorphis-
men N = (nyg) eine Standardform geben, die Jordansche Normalform. In dieser
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sind auch alle Eintrége oberhalb der ersten Nebendiagonalen gleich 0, d.h. ny; =0
fiir alle [ # k+1, und in der ersten Nebendiagonalen (I = k+1) stehen abwechseln-
de Folgen von 1 und 0. Genauer gibt es zu N = (ny;) € M(r, K) mit N = 0, d mi-
nimal, eindeutig bestimmte s1,...,sq € Nmit r = dsg+(d—1)sq_1+- - -+252+ 51
und eine Basis J von K", so da MJ(N) = (ji6yk+1) mit

<j17"'7j7’*170>
:(1, 1,0,...,1,...,1,0,1,...,1,0,...,1,....1,0,..., 0 ..., 0 )
~~ 7 N\ -~ - - / ~~ ~—~
. d d d—1 d—1 1 L
;; le 51

51 Selbstadjungierte und unitire Endomorphismen

Definition 51.1 Sei V ein euklidischer bzw. unitérer Vektorraum und F' € End(V).
Ein Endomorphismus F* € End(V') heiBt zu F' adjungiert, wenn

(v, F(w)) = (F*(v),w) Yo,weV .
Satz 51.2 Sei V' ein euklidischer bzw. unitdrer Vektorraum. Falls der zu F ad-
jungierte Endomorphismus F* € End(V') existiert, so gilt:
i) F* ist eindeutig.
i) ker(F*) = (im(F))*+
i) im(F*) = (ker(F))*
Beweis. 1) Gébe es zwei Losungen F} und Fy mit (v, F(w)) = (Ff(v),w) =
(F5(v),w) fur alle v,w € V, so folgt
0= (F(v),w) — (F;(v), w) = (F{'(v) — F3 (v), w)
fiir alle v, w, insbesondere fiir w = F}(v) — Fy(v). Damit ist F} = Fy.
ii) Sei v € (im(F))l, so ist 0 = (v, F(w)) = (F*(v),w) fir alle w € V, und
damit ker(F*) = (im(F))".

iii) Sei w € ker(F'), dann ist 0 = (v, F(w)) = (F*(v),w) fiir alle v € V. Das
bedeutet im(F*) = (ker(F))*. O

Satz 51.3 Sei V' ein endlich-dimensionaler euklidischer bzw. unitdrer Vektor-
raum. Dann gibt es zu jedem F € End(V) den adjungierten Endomorphismus
F*, und beziiglich einer Orthonormalbasis B von V. gilt M (F*) = (ME(F))* =

(ME(F))".
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Beweis. Nach Satz besitzt V' eine Orthonormalbasis B = (vy,...,v,). In
dieser Basis sei F'(v;) = Y. a;jv;, d.h. ME(F) = (a;;). Dann gilt

n n

(0, F(03)) =)~ aij (e, vi) = arg = Y (@ivi, v5) -

i=1 i=1

Damit hat F*(vy,) := > | biyv; mit by, = ay; die Eigenschaft eines adjungierten

Endomorphismus, und ME(F*) = (b;j) = (ai;)* O

Definition 51.4 Essei (V. (, )) ein endlich-dimensionaler euklidischer oder unitarer
Vektorraum. Ein Endomorphismus F' € End(V') heiBt

i) selbstadjungiert (fir K = R auch symmetrisch), wenn F' = F* gilt, d.h.
(v, F(w)) = (F(v),w) fiir alle v,w € V,

ii) orthogonal bzw. unitir, wenn F o F* = F* o F = idy gilt, d.h.
(F(v), F(w)) = (v,w) fiir alle v,w €V,

i) normal, falls F o F* = F* o F gilt.

Orthogonale, unitdre und selbstadjungierte Endomorphismen sind folglich auch
normal. Die Definition {ibertrégt sich wegen Satz auf Matrizen: Eine Matrix
A € M(n, K) heifit selbstadjungiert oder hermitesch, wenn A = A* = At gilt, und
orthogonal bzw. unitir, wenn A* = A~! ist. Es folgt | det A| = 1 fiir orthogonale
bzw. unitire Matrizen. Die Bedingungen A'- A = E,, bzw. A*- A = E,, bedeuten,
daBl die Spalten von A eine Orthonormalbasis von K" bilden. Analog bedeutet
A-A'=FE, bzw. A- A* = E,,, daf} die Zeilen von A eine Orthonormalbasis von
K" bilden.

Satz 51.5 e O(n) :={A € GL(m;R) : A~' = A'} ist Untergruppe der
GL(n;R) (orthogonale Gruppe).
e SO(n) = {A € O(n) : detA = 1} ist Untergruppe der GL(n;R)
(spezielle orthogonale Gruppe).
e U(n) == {A € GL(n;C) : A~!' = A*} ist Untergruppe der GL(n;C)
(unitire Gruppe).
e SU(n) .= {A € U(n) : detA = 1} ist Untergruppe der GL(n;C)
(spezielle unitire Gruppe).
Beweis. Fir A,B € O(n) ist (AB)™! = B 'A™! = B'A' = (AB)' sowie
(A7)t = A = (A™YH!, damit ist O(n) Untergruppe. Fiir A, B € SO(n) ist
det(AB) = (det A)(det B) = 1, damit ist SO(n) Untergruppe. Analog fiir U(n)
und SU(n). O
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Beispiel 51.6 Im R? mit dem kanonischen Skalarprodukt ist die Standardbasis
eine Orthonormalbasis. Die Bedingung fiir orthogonale Matrizen lautet

0(2)::{A:<CCL 5) : abc,deR, A'-A=F,
& a2+b2:c2+d2:1undac+bd:0}.

Setzen wir a = cos ¢, b = sin¢, ¢ = sinf, d = cos, so verbleibt sin(¢ + ) = 0
mit den beiden verschiedenen Losungen ¢ = —# und ¢ = 7 — 0. Somit gilt:

0(2) = {( Z?jg —C(s)isnee ) c0¢€ [0,271'[} U {( Z?ﬁi _Slcléf(b ) NONS [O,QW[}.

Die erste Menge beschreibt Drehungen im R? und die zweite eine Kombination
aus Drehungen und einer Spiegelung. Das sind gerade die Transformationen im
R? welche Winkel und Abstinde erhalten. Die Gruppe SO(2) besteht nur aus
der ersten durch 6 parametrisierten Menge. <

Satz 51.7 Ist F' € End(V') orthogonal bzw. unitir, so gilt
D E@I = llol - veeV.

ii) Ist umgekehrt |[F(v)|| = ||v|| fir alle v € V, so ist F' orthogonal bzw.
unitar.

i) v Lw = F(v) L F(w).
iv) F st Isomorphismus und F~1 ist ebenfalls orthogonal bzw. unitir.

v) Ist A € K Eigenwert von F, so ist |[\| = 1.

Beweis. 1) und iii) sind klar.
ii) In euklidischen oder unitéren Vektorrdumen gelten die Polarisationsformeln

(v, w) = 1 (v +wl* = v —w|* = illv +iw]* +ifv - iw]?)  firK=C,

(v, w0) = Lo + wl]? = [lo - w]]?) fiir K = R

Somit folgt aus ii) auch (F(v), F(w)) = (v, w) fur alle v,w € V.

iv) Aus i) folgt, dal F' injektiv ist: Ware F(v) = F(w), so ist 0 = [|[F(v —
w)|| = |[v—wl||. Wegen F(F*(v)) = v ist F surjektiv, also bijektiv. Die Ersetzung
v+ F~1(v) liefert Orthogonalitiit/Unitaritéit von F 1.

v) Ist v Eigenvektor von F' zum Eigenwert A, so ist

[0l = [[E@)[| = Il = Allloll = [Al =1 wegen v # 0. u

Damit erhalten orthogonale/unitéire Endomorphismen die Normen, Abstédnde
und Winkel und haben somit eine wichtige geometrische Interpretation als Iso-
metrien.
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Satz 51.8 Ist F' € End(V) selbstadjungiert, dann sind alle Figenwerte von F
reell. Insbesondere hat eine hermitesche Matrix nur reelle Eigenwerte.

Beweis. Ist F(v) = Av mit v # 0, so gilt
Mv,v) = (v, F(v)) = (F(v),v) = Mo, v)
und damit A = \. O

Satz 51.9 FEs sei (V,( . )) ein endlich-dimensionaler euklidischer oder unitdirer
Vektorraum und F € End(V') normal. Dann gilt:

i) ker F' = ker F*

ii) Ist A Eigenwert von F, dann ist M\ FEigenwert von F*, und es gilt
Eig(F; \) = Eig(F*; \).

iii) Sind A, Ay FEigenwerte von F mit Ny # Xo, so gilt Eig(F;)\;) L
Eig(F; \s).

Beweis. 1) Sei v € ker F, so folgt
0= (F(v), F(v)) = (F" o F(v),0) = (F o F"(v),v) = (F"(v), F"(v)) ,

also auch v € ker F*. Ebenso ker Fi C ker F'.
ii) Es gilt (F' — Aidy)* = F* — Midy. Mit F ist auch F' — Aidy normal. Dann
folgt aus i)

Eig(F;\) = ker(F — \idy) = ker(F — Midy)* = ker(F* — Xidy) = Eig(F*; \) .
Sei v € Eig(F; A1), w € Eig(F'; \y), so folgt
Ao, w) = {0, Aqw) = {0, F(w)) = (F*(v),0) = (v, w) = Ay (v, w)
also 0 = (A — A1) (v, w). O
Trigonalisierung ist entscheidend fiir:

Theorem 51.10 Es sei (V,(.)) ein endlich-dimensionaler unitirer Vektorraum
und F € End(V') normal. Dann besitzt V' eine Orthonormalbasis B = (vy, ..., v,)
aus Figenvektoren von F'. Insbesondere ist F diagonalisierbar.

Es seien Ay, ..., \; die paarweise verschiedenen Eigenwerte von F' und Eig(F’; \;),
i =1,...,k die zugehorigen paarweise orthogonalen Eigenrdume. Nach Satz

besitzt Eig(F'; \;) eine Orthonormalbasis B; = (v;1, ..., v, ). Nach Satz ist
B'= By U---UDB, ein Orthonormalsystem aus Eigenvektoren von F'. Wir zeigen:
B’ ist Orthonormalbasis von V.

Sei W := @le Eig(F; \;). Nach Satz BEZTTist V = W @ W+. Angenommen,
es giibe ein 0 # v € W=, Dann gilt fiir beliebiges w € W die Identitiit (F(v), w) =
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(v, F*(w)) = 0, da F*(W) € W. Somit ist F| ,, € End(W") und damit nach
Satz in W+ trigonalisierbar. Insbesondere besitzt F ’W , einen Eigenvektor
(Definition BO.3)). Dieser ist aber auch Eigenvektor von F' € End(V') und damit
bereits in W enthalten, Widerspruch. 0

Wir kénnen nicht erwarten, dafl sich dieses Theorem auf den reellen Fall
iibertrdgt, da Endomorphismen eines reellen Vektorraums nicht trigonalisierbar
sein miissen. Insbesondere lassen sich die Matrizen aus SO(2) nicht diagonalisie-
ren. Es gilt aber:

Satz 51.11 Jeder  selbstadjungierte — Endomorphismus  eines  endlich-
dimensionalen euklidischen Vektorraums V' ist diagonalisierbar.

Beweis. Wie im vorigen Theorem bis zur Konstruktion von F € End(W).
Einziger Unterschied ist, da W+ = V sein kénnte. Offenbar ist F' ’W . auch
auf W+ selbstadjungiert. Das charakteristische Polynom zerfillt zunichst iiber
C in komplexe Linearfaktoren. Nach Satz sind alle Eigenwerte reell, d.h.
das charakteristische Polynom zerféllt sogar in reelle Linearfaktoren. Damit ist
F ’W . € End(W+) in W+ reell trigonalisierbar, und es gibt einen Eigenvektor.[(]

Satz 51.12 Ist A € M(n,K) eine reelle symmetrische bzw. hermitesche Matriz,
dann gibt es eine orthogonale bzw. unitire Matriz T € O(n) bzw. T € U(n) mit

A 0
A=TAT", A= )
0 An

wobei \; € R die Figenwerte von A sind.

Beweis. Die Matrix A = Af = (a;;), also a;; = @;, definiert einen selbstadjun-
gierten Endomorphismus F' = F* € End(K") durch F(e;) = Y1, a;;e;, wobel
(é1,...,e,) die Standardbasis ist. Sei (vy, ..., v,) eine orthonormale Basis von K"
aus Eigenvektoren von F', d.h. F(v;) = A\v;. Wir zerlegen v; nach der Standard-
basis: v; = > ;_, triex. Aus der Orthonormalitét folgt (v;, v;) = > 0 _; teitk; = 0ijs
und damit T*T = E,, fir T = (t;;). Andererseits gilt nach der Parsevalschen
Gleichung

n

Oy = (ex, €5) = Z(ekavi><via ej) = Ztkia7
i=1

i=1

also TT* = E,, und damit T € O(n) bzw. T € U(n). Nun gilt

F(Uk) = thkF<ej> = Z tjkaijei = )\kvk = Z )\ktlkel .
j=1 =1

ij=1
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Da die e; linear unabhéngig sind, folgt Z?Zl a;jtir = ti Ay fiir alle k. Wir multi-
plizieren mit ¢, und summieren iiber k:

Z Qi ]ktlk =a; = thk)\ktlk = (TAT*) O
k,j=1
Wir wissen, daf§ die Spalten (vy,...,v,) von T eine Orthonormalbasis bilden,

mit Av; = \v;. Die Matrix T' dreht also die Standardorthonormalbasis (e;) in
die Eigenbasis (vy, ..., v,), in der A diagonal ist. Diese Drehung heiit Hauptach-
sentransformation. Sie ist z.B. wichtig bei der Rotation asymmetrischer Korper.
Solchen Korpern 148t sich ein Tréagheitstensor zuordnen, was im wesentlichen einer
symmetrischen Matrix I = (Iy,;) entspricht. Dann 148t sich das Trégheitsmoment
des Korpers beziiglich Rotation um eine durch den Schwerpunkt gehende Achse
w = (w1, ws,ws) berechnen zu

1
o = e 0 = g 2|| Z T

Wir wissen, daf8 I als symmetrische Matrix diagonalisierbar ist und der R? eine
Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von I besitzt. Diese Basisvektoren heiflen
die Haupttrdigheitsachsen des Korpers. Es zeigt sich, dafl im allgemeinen nur die
Rotation um zwei orthogonale Achsen stabil ist, namlich um die Eigenvektoren
von I zum grofiten und kleinsten Eigenwert. (Aus physikalischen Griinden sind
samtliche Eigenwerte von I positiv.)

Die Drehung der Standardbasis in die Basis der Haupttragheitsachsen vermit-
telt durch ein 7" € SO(3) parametrisiert man zweckméfiigwerweise durch Euler-
sche Winkel:

cosy —siny 0 1 0 0 cosa —sina 0
T = |siny cosy 0 0 cosfB —sinpg sina cosa 0
0 0 1 0 sinf cosf 0 0 1

Zuerst wird die ONB (eq, €3, €3) um einen Winkel o um e3 gedreht. Es entsteht
die ONB (€], €}, e3). Es folgt eine Rotation um den Winkel g um e} zur ONB
(€], e5,€4). SchlieBlich dreht man um den Winkel v um ej.

Ist (V,(, )) ein euklidischer bzw. unitérer Vektorraum, dann definiert jeder
Endomorphismus F' € End(V') eine Abbildung L : V x V — K durch L(v, w) :=
(v, F(w)), die linear in der 2. Komponente (Axiom (S1) aus Definition 51
und semilinar in der 1. Komponente ist. Abbildungen L : V x V — K mit
diesen beiden Eigenschaften heiflen Bilinearformen bzw. Sesquilinearformen. Gilt
zusatzlich (S2) aus Definition [5] so heifit die Bilinearform symmetrisch bzw.
die Sesquilinearform hermitesch. Wegen

(v, F(w)) = (F*(v), w) = (w, F*(v))
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(falls F'* existiert) gilt (S2) fiir L(v,w) := (v, F(w)) genau dann, wenn F selbst-
adjungiert ist. Schliellich kann man sich fragen, wann (S3) gilt:

Definition 51.13 Sei V' ein Vektorraum iiber K. Eine symmetrische Bilinearform
bzw. hermitesche Sesquilinearform L : V x V' — K heiBit

e positiv semidefinit, wenn L(v,v) > 0 fiir alle v € V,
e nicht ausgeartet, wenn L(v,v) =0 <& v =0,
e positiv definit, wenn L positiv semidefinit und nicht-ausgeartet ist.
Ein Skalarprodukt auf V' ist damit eine positiv definite symmetrische Bilinearform
bzw. positiv definite hermitesche Sesquilinearform.
Wir interessieren uns nun fiir die Frage, wie man entscheiden kann, ob ei-

ne symmetrische Bilinearform positiv definit ist (und somit ein Skalarprodukt
definiert).

Satz 51.14 FEssei (V,(, )) ein euklidischer bzw. unitirer Vektorraum. Die durch
einen selbstadjungierten Endomorphismus F = F* € End(V) dber L(v,w) =
(v, F(w)) definierte Bilinearform bzw. Sesquilinearform L ist genau dann positiv
definit, wenn alle Figenwerte von F positiv sind.

Beweis. Nach Theorem BLI0 bzw. Satz BELTI besitzt V eine Orthonormalbasis
B = (v1,...,v,) aus Eigenvektoren von F. Es sei F'(v;) = \v; mit \; € R nach
Satz Dann gilt fiir einen beliebigen Vektor v = vy + -+« + ppv, € V

L(v,v) = (v, F(v)) = <Z,ujvj7 ZIU/ZF(UZ)> = Z T i N (v, V)

ij=1

= )‘1|M1|2 +oet )‘n|ﬂn|2 .
Daraus folgt die Behauptung. O

Allerdings ist die Bestimmung der Eigenwerte meist nur numerisch moglich.
Ein einfacheres Kriterium im reellen Fall kann wie folgt erhalten werden:

Satz 51.15 Sei A € M(n,R) eine symmetrische Matriz und Ay, € M(k,R) die
linke obere Teilmatrix von A aus k Zeilen und Spalten. Dann ist A genau dann
positiv definit, wenn det Ay > 0 fir alle 1 < k <n.

Beweis. (=) Ist A = A' € M(n,R) positiv definit, dann ist det A = det(TAT") =
det A(detT)? = Ay -+ An > 0. Die Matrix Ay beschreibt die Einschriankung
der durch A definierten Bilinearform auf den Untervektorraum

V}C::{l‘:(l‘l,...,l’n)ERn . xk_'_l:...:xn:O}.

Ist A positiv definit, dann ist auch (x, Az) > 0 fiir alle 2 € V}, mit « # 0. Folglich
ist det A, > 0.
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(<) wird durch Induktion nach n bewiesen. Sei in Blockdarstellung

A:At:<%’%) €eMnR) B=B'e€eMnh-1R), ceR

b € R* ! (Spaltenvektor) .

Nach Induktionsvoraussetzung folgt aus det Ay =det By > 0 fiir 1 <k <n —1,
daB B positiv definit ist. Damit gilt B = TAT*, wobei T' € O(n — 1) und A €
M(n — 1,R) eine Diagonalmatrix mit positiven Eigenwerten Aq,...,A,—1 von B
auf der Diagonale ist. Dann ist

Al AT (T]0Y

S\ 0]1 VT | ¢ 01

C(T]0\ [ E.1 |0 [(A] 0 By | AT (T |0\
S \O0 1) \WTA 1) \0 | c—bTAT 0 | 1 01/~

Nun ist det A = (det T)*(det A)(c — b'TA~'T'h) genau dann positiv, wenn ¢ —
BTA-'T! > 0. Andererseits ist Az > 0 fiir alle # € R" genau dann, wenn

A | 0
t . n
?/<0‘C_thA_1Ttb)y>0furalleyER. =

E,_1 | A7'T"
0 | 1
Matrix fiir b # 0, so daB Ay, ..., Ay, ¢ — B'TATIT nicht die Eigenwerte von A

sind!

Achtung: In obiger Darstellung fiir A ist < ) keine orthogonale

52 Lineare beschrinkte Operatoren auf Hilbert-Ridumen

Hilbert-Réaume sind unitére (oder euklidische) Vektorrdume (H,({ , )), die
beziiglich der durch das Skalarprodukt induzierten Metrik vollsténdig sind, d.h.
jede Cauchy-Folge von Vektoren aus H ist konvergent. Diese Vollstindigkeit er-
laubt es, viele der in endlich-dimensionalen Vektorrdumen vorgestellten Struk-
turen zu iibertragen. Hilbert-Rdume besitzen immer Orthonormalbasen. In ei-
ner wichtigen Klasse, den separablen Hilbert-Raumen, sind diese ONB (v;,)nen
abzéhlbar und durch das Verfahren von Gram-Schmidt konstruierbar. Da-
mit besitzt jeder Vektor v € H eine konvergente Fourier-Entwicklung v =
> o{Un, v)v,. Wir behandeln in diesem Abschnitt das Analogon der Endomor-
phismen endlich-dimensionaler Vektorrdume. Dabei spielt der Dualraum eine ent-

scheidende Rolle.

Definition 52.1 Es sei (V|| ||) ein normierter Vektorraum iiber K. Eine lineare
Abbildung f : V' — K heiBt beschrinkt, wenn es ein 0 < C' < oo gibt, so daB fiir
alle v € V gilt | f(v)| < C||v]|.

105

Preliminary version — 14. Juli 2018



Satz 52.2 FEs sei (V.|| ||) ein normierter Vektorraum iber K. Die Menge
V' =B(V,K):={f:V =K : f linear und beschrinkt }

aller linearen beschrdankten Abbildungen von V' nach K ist ein Banach-Raum
beziiglich der Operator-Norm

[fllop:= sup [f(v)].

veV, |lvf|<1

Dieser Banach-Raum V' heifit der Dualraum von V.

Beweis. Betrachtet man nur die Linearitét, dann ist V' = Hom(V,K) als Ho-
momorphismus von Vektorrdumen selbst wieder ein Vektorraum. Zu zeigen ist
jedoch, dafl aus f,g € V' auch f + g € V' folgt. Das ergibt sich jedoch aus dem
Beweis, dafl || ||, eine Norm ist. [|Af]|,p = |[Alll f]lop ist klar. Die Dreiecksunglei-
chung folgt aus

[f+gllop=""sup [f(v)+g@)]<  sup (|f(v)|+]|g(v)])
veV | |vlI<1 veV | |lulI<1
< sup  |f@I+  sup  |g(0)] = [fllop + lgllop -
VeV, |lulI<1 weV , [lw[|<1

SchlieBlich bedeutet |f|l,, = 0, daB f(v) = 0 fiir alle v € V, also ist f die
Nullabbildung.

Wegen |f(v) — f(w)| < ||fllopllv — w]| ist f Lipschitz-stetig mit Lipschitz-
Konstante || f||,p, insbesondere stetig. Sei X = {v € V' : |v]| = 1} die Ein-
heitssphére in V', dann ist die Einschrankung f|y : X — K ebenfalls stetig. In
SatzBZA hatten wir bewiesen, daf fiir einen metrischen Raum X der Vektorraum
Co(X) ={f : X = Kstetig : || f]| := supgex |f(2)| < oo} vollsténdig ist. Hier
ist X ={veV : ||v]| <1} der Einheitsball und || f|| = || f||op- O

In Hilbert-Raumen (vollsténdigen unitéren/euklidischen Verktorrdumen) ent-
steht der Dualraum durch eine besondere Konstruktion. Ein Untervektorraum U
eines Hilbert-Raums heifit abgeschlossen, wenn U C H als Teilmenge metrischer
Réaume abgeschlossen ist, d.h. wenn der Grenzwert jeder in H konvergenten Folge
von Punkten aus U bereits in U enthalten ist.

Satz 52.3 Sei (H,(, )) ein Hilbert-Raum und U C H ein abgeschlossener Un-
tervektorraum. Dann gilt:

1) Zu jedem v € H ezistiert genau ein w € U mit ||[v — w]|| = min,ep ||v —
ul| =:d(v,U).

ii) Es gilt v—w € UL, so daf Py(v) := w die orthogonale Projektion von v
auf U definiert.

iii) H=U® U+,

106

Preliminary version — 14. Juli 2018



Beweis. 1) Sei v := inf ¢y |[|[v — ul|. Dann gibt es eine Folge (uy,)nen von Vektoren
u, € U, so dal die Folge (v,)nen mit 7, := ||v — u,|| gegen v konvergiert. In
jedem unitiaren Vektorraum gilt die Parallelogrammgleichung

v+ w|* + [lv — wl|]* = 2||v||* + 2||w|)? fir alle v,w € V.

Somit gilt
= wall* = [ (v = ) = (v = wm) |
= 2[[v — un® + 2lJv — wml* — 4flv = 5 (un +um)|* -

Wegen 3 (u, + tm) € U ist v < [l — 5 (un + wm)|| < 3(JJv = wn|| + ||v — up]]). Da
v — || und ||v — uyy, || gegen v konvergieren, konvergiert auch [[v — £ (uy, + up,)||?
gegen v und ||u,, — u,||* gegen 0 fiir m,n — oco. Somit ist (u,),en eine Cauchy-
Folge. Wegen der Vollstindigkeit konvergiert diese gegen ein w € H, und wegen
der Abgeschlossenheit von U gilt sogar w € U.

Wir zeigen anschlieBend v — w € U+, dann folgt die Eindeutigkeit von w wie
in Satz

ii) Sei also 0 # u € U beliebig und A := £=%% ¢ K. Dann bedeutet die

[[u]l?

Minimalitét [|o — wl||? < ||lv — w — Au||®. Andererseits ist

[o —w — ul|* =l — w] + [AP]Jul]* = Mo — w, u) — Au,v —w)
= flo—w|* = IXP[lul?
also A = 0 und damit v —w € UL,

iii) Somit ist v = (v — Py(v)) + Py(v) € Ut + U, also H = U + U+ und
UNUL = {0} nach Satz EZT1 O

Satz 52.4 (Riesz) Sei H ein Hilbert-Raum, (H',|| ||op) sein Dualraum und j :
H — H' definiert durch j(v)(w) := (v,w). Dann gilt:

i) j ist antilinear, d.h. j(Av + pw) = \j(v) + 17 (w).

ii) j ist isometrisch, also injektiv.

iii) j ist surjektiv, also ein Anti-Isomorphismus. (gilt nicht fir Prd-Hilbert-
Rdume!)

Beweis. 1) folgt aus der Definition.

ii) Zu zeigen ist ||j(v)|l,p = ||v| fiir alle v € H. Das ist klar fiir v = 0.
Ansonsten (v # 0) betrachten wir
li)llop = sup — |j(w)(w)| = sup |(v,w)| <|Jof],
weH, |w|<1 wel , [w]|<1

v

also ||7(v)]lop < ||v||. Andererseits ist fiir die spezielle Wahl j(’U)(W) = ||v|| und
damit, [|5(v)l[op = [[2]]-
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iii) Sei 0 # f € H' und sei U := ker f C H. Nach Definition ist f Lipschitz-
stetig mit Lipschtz-Konstanten || f||op, also stetig und deshalb U = f~1{0} abge-
schlossen als Urbild einer abgeschlossenen Menge unter einer stetigen Abbildung.

Da f # 0, gibt es Vektoren 0 # v € H mit f(v) # 0, insbesondere ist U # H.
Wegen H = U @ Ut gibt es 0 # v € UL mit [jv|| = 1. Sei A := f(v). Dann gilt
fiir alle w € H

F(fw)o = fw)w) = f(w)f(v) = fv)f(w) =0,

also f(w)v — f(v)w € U und weiter

0=(_, fwv—fuw) = fw)ll]* - fv){v,w),

-~

EUJ‘ cU

also f(w) = Mo, w) = (w, w) und damit f = j(\v). O

Man kann zeigen, dafl eine Norm auf V' genau dann aus einem Skalarprodukt
auf V hervorgeht, wenn die Parallelogrammgleichung gilt, und in diesem Fall
liefern die Polarisationsformeln das Skalarprodukt zuriick. Da in H’ die Paralle-
logrammgleichung gilt, wird H' mit dieser Konstruktion wieder ein Hilbert-Raum.

Wir nutzen den Rieszschen Darstellungssatz, um die Existenz des adjungierten
Operators zu beweisen.

Definition 52.5 Es sei H ein Hilbert-Raum. Ein linearer beschrankter Operator A
auf H ist eine lineare Abbildung A : H — H mit [[A|lop 1= sup,ey . o<1 AV < o0,
Mit B(H) wird die Menge aller linearen beschrankten Operatoren auf H bezeichnet.

Analog zu Satz beweist man, dafl B(H) ein Banach-Raum ist.

Satz 52.6 Es sei H ein Hilbert-Raum und A € B(H) ein linearer beschrankter
Operator. Dann existiert genau ein linearer beschrinkter Operator A* € B(H),
der zu A adjungierte Operator, mit (A*v, w) = (v, Aw) fir alle v,w € H. Es gilt
[ A" lop = [ Allop-

Beweis. Fiir jedes v € H ist das lineare Funktional f, : H — K mit f,(w) :=
(v, Aw) beschrénkt wegen

[fo(w)] = [{v, Aw)| < Jv[[[[Aw]] < [|Allopl[0][|w]]

Nach dem Rieszschen Darstellungssatz existiert genau ein Vektor A*v € H mit
fo = j(A*), d.h. f,(w) = (v, Aw) = (A*v,w). Die so konstruierte Abbildung
A* . H — H ist linear:

<A*()\1’U1 + )\21)2), U)> = <()\1’U1 + )\21)2), Aw> = )\_1<’Ul, A’UJ) + )\_2<’UQ, Aw)

AL (A" (1), w) + Ao (A" (v2), w) = (MA"(01) + A2 A (v2), w),
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also (A*(Ajv1 + Aavg) — (A A*(v1) + Ao A*(v2)), w) = 0 fiir alle w € H, und daraus
A*(Av1 + Agvg) = A\ A*(v1) + Ay A*(vy). Fiir die Operatornormen sei v € H mit
|v]] <1 gegeben, dann gilt mit Cauchy-Schwarz

[A™0]|* = (A™v, A™v) = (v, AA™) < [[ol|[|AA]| < [|Allopll A0l

also || A*||op < ||Allop. Durch analoge Abschitzung von [|Aw|| beweist man die
Umkehrung [|A*||op < ||Allop- Daraus folgt A* € B(H). O
Satz 52.7 Fir A€ B(H) gilt:
i) 4 Al = |42, (C*-Bigenschaft
ii) ker A = (im A*)*
iii) ker A* = (im A)*
Beweis. ii)+iii) folgen wie in Satz Wegen [[A*All,, = sup,, <1 A" Av|

und [[A*Av|| < [[A|op[|Av] < [l A" [opl| Allopl|v]| sOWie [[A™][op = [[Allop folgt
|A*Allop < ||A]|2,. Fiir die Umkehrung gilt mit Cauchy-Schwarz

| Av[|* = (Av, Av) = (A" Av,v) < [|A*Av]| [lv]] < [[A"Allop [[0]|*

und dann [|A||,, = SUD,e By, [Av]] < /]| A*Allop- -

Die folgenden Definitionen besonderer Operatoren sind von grofler Bedeutung:
Definition 52.8 Sei H Hilbert-Raum und A, N, E, P,U,S € B(H). Mit idyg €
B(H) werde der identische Operator bezeichnet, idyv = v fiir alle v € H.

i) A heiBt selbstadjungiert (oder hermitesch), falls A = A*.
ii) N heiBt normal, falls N*N = NN*.
iii) E heiBt idempotent, falls E* = E.
)

iv) P heiBt (Orthogonal-)Projektor oder (orthogonale) Projektion, falls P =
P? = p*.

v) U heiBt unitar, falls U*U = idy und UU* = idy.

vi) S heiBt isometrisch oder Isometrie, falls S*S = idy.

vii) S heiBt partielle Isometrie, falls S*S = P Projektor ist.
Einige offensichtliche Konsequenzen sind:

i) Jeder selbstadjungierte Operator (somit jeder Projektor) und jeder
unitidre Operator ist normal.

ii) Fiir jeden Operator B € B(H) ist B*B € B(H) selbstadjungiert. Fiir
B € B(H) ist B + B* selbstadjungiert.
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iii) Ist H komplexer Hilbert-Raum, dann besitzt jeder Operator B € B(H)
eine eindeutige Zerlegung B = A;+iAs mit Ay, Ay selbstadjungiert: Setze
Ay :=1(B+ B*) und Ay := +(B — B*).

iv) Jeder unitédre Operator ist isometrisch.

Lemma 52.9 Sei P € B(H) Projektor. Dann gilt:
i) P=0 oder ||P|lo, =1
ii) im P = ker(idy — P), insbesondere ist im P abgeschlossen.
iii) H =im P @ ker P.

Beweis. i) folgt aus [|Pllop = [ P*[lop = [1P* Pllop = [IPII5,-

ii) Sei w € im P, also w = Pu fiir ein v € H. Dann gilt (idyg — P)w =
(P — P?)v =0, also im P C ker(idyg — P). Ist umgekehrt (idg — P)w = 0, dann
w= PweimP.

iii) H = ker P @ (ker P)* = ker P ® im P* = ker P @ im P. O

Man kann zeigen:

Satz 52.10 In einem komplexen Hilbert-Raum H ist A € B(H) genau dann
selbstadjungiert, wenn (v, Av) reell ist fir alle v € H. Es gilt ||All, =

SUPyeH : |o|<1 (v, Av)|.

Definition 52.11 Ein Operator A € B(H) heiBt positiv, geschrieben A > 0, falls
(v, Av) > 0 fiir alle v € H. Fiir selbstadjungierte Operatoren A, B € B(H ) schreiben
wir A> B, falls A— B > 0.

Aus der Definition folgt, daf§ in einem komplexen Hilbert-Raum jeder positive
Operator auch selbstadjungiert ist. Sind A, B positiv und «, € R, so ist auch
aA+ BB > 0. Fir alle B € B(H) ist A = B*B positiv, denn (v, B*Bv) =
(Bv, Bv) > 0 fiir alle v € H. Insbesondere ist jeder Projektor positiv wegen
P = P*P.

Definition 52.12 Sei H komplexer Hilbert-Raum und A € B(H). Eine komplexe
Zahl \ € C heiBt Spektralwert von A, wenn die lineare beschrankte Abbildung A —
AMidy : H — H nicht bijektiv ist. Die Menge sp(A) aller Spektralwerte von A heiBit
das Spektrum von A. Dabei heiBt \ Eigenwert, falls ker(A — Aidgy) # {0}, d.h. wenn
A — Xidg nicht injektiv ist. Ein Vektor 0 # v € ker(A — Aidy) heiBt Eigenvektor.

Es 1aBt sich zeigen, dafl das Spektrum von A eine lichtleere kompakte Teilmenge
der Kreisscheibe {z € C : |z|| < ||A]lop} ist. Im Gegensatz zum endlich-
dimensionalen Fall gibt es Spektralwerte A, fiir die A — Aidy zwar injektiv, aber
nicht surjektiv ist.
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Beispiel 52.13 Das Standardbeispiel ist der Verschiebungsoperator S. Sei
(Un)nen eine abzdhlbare ONB in H, so wird durch Sv, := wv,;; der Opera-
tor S € B(H) eindeutig definiert, und nach Zerlegung v = Y~ ¢,v, folgt
(Sv,Sv) = (v,v). Somit ist S eine Isometrie, S*S = idy. Dann ist S — Aidy
fiir beliebige A injektiv. Aber S ist nicht surjektiv, denn vy liegt nicht im Bild
von S. Somit ist 0 Spektralwert, aber es gibt keinen einzigen Eigenwert. <

Man kann zeigen:

Theorem 52.14 Sei H Hilbert-Raum.

i) Ein Operator A € B(H) ist genau dann selbstadjungiert, d.h. A = A*,
wenn das Spektrum von A eine kompakte Teilmenge des reellen Intervalls

(=l Allop, 1A ]lop]-

ii) Fin Operator A € B(H) ist ganau dann positiv, wenn sp(A) eine kom-
pakte Teilmenge des reellen Intervalls [0, || Al|op] ist.

iii) Ein Operator P € B(H) ist genau dann Projektor, wenn sp(P) C {0,1}
héchstens aus den Zahlen 0 und 1 besteht.

iv) Ein Operator U € B(H) ist genau dann unitir, d.h. U*U = UU* = idy,
wenn das Spektrum von U eine kompakte Teilmenge des Einheitskreises
St C C ist.

Ferner gilt fir normale Operatoren N:sp(N*) = {\ : X € sp(N)}. Ist N
invertierbar, dann gilt sp(N=') = {\7! : A €sp(N)}.

Eine zentrale Rolle spielen sogenannte Funktionalkalkiile. Ist f : V' — C
in einer Umgebung V' des Spektrums eines Operators A € B(H) erklart und
dort stetig, so lafit sich der Operator f(A) € B(H) definieren. Damit kann z.B.
der Betrag |A| := (A*A)z cines Operators eingefiihrt werden. Es gilt dann die
Polarzerlegung A = S|A|, wobei S € B(H) eine partielle Isometrie (von (ker A)+
nach (ker A*)1) ist.

Die Spektraltheorie linearer Operatoren auf Hilbert-Réumen bildet die
Grundlage fiir die mathematische Beschreibung der Quantenmechanik. In verein-
fachter Betrachtung werden die Zustédnde eines Systems durch Vektoren v € H
im Hilbert-Raum beschrieben, und physikalische Gréfien sind lineare Operatoren
A auf H. Eine Messung der Grofle A iiberfithrt den urspriinglichen Zustand v in
einen Eigenzustand v, von A, und der zugehorige Eigenwert A\, von A zum FEi-
genvektor v, ist der MeBwert. Dieser wird mit einer Wahrscheinlichkeit |(v., v)|?
gemessen. Tatsédchlich benétigt die Quantenmechanik unbeschrdinkte Operatoren
und ihre Spektraltheorie, welche einige abweichende Eigenschaften hat.
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