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Aufgabe 1. Wir betrachten C3 mit dem Standard-Skalarprodukt und fassen Projektio-
nen PU : C3 → U für Untervektorräume U ⊆ C3 als Abbildungen PU : C3 → C3 auf.

(a) Sei u =
(

x
y
z

)

∈ C3 und ‖u‖ = 1 sowie U = span(u). Bestimmen Sie die Darstel-

lungsmatrix von PU : C
3 → C3 bezüglich der Standard-Basis von C3.

(b) Seien u1 =
(

1
0
0

)

, u2 =
(

1
3
4

)

und U = span(u1, u2). Bestimmen Sie die Darstellungs-

matrix von PU : C3 → C
3 bezüglich der Standard-Basis von C

3.

(c) Bestimmen Sie den Abstand von v =
(

1
2
1

)

zu U .

Aufgabe 2. Für A =





1 2 2
2 8 0
2 0 10



 und x, y ∈ R3 werde durch 〈x, y〉A := 〈x,Ay〉 ein

neues Skalarprodukt 〈 , 〉A : R3 × R3 → R definiert, wobei 〈 , 〉 das Standardskalarpro-
dukt auf R3 bezeichnet.

(a) Bestimmen Sie durch das Verfahren von Gram-Schmidt bezüglich des Skalarpro-

dukts 〈 , 〉A eine Orthonormalbasis von U := span(v1, v2) mit v1 =
(

1
0
0

)

, v2 =
(

0
1
0

)

.

(b) Bestimmen Sie bezüglich des Skalarprodukts 〈 , 〉A das orthogonale Komplement U⊥

von U in R
3.

(c) Berechnen Sie bezüglich des Skalarprodukts 〈 , 〉A den Abstand des Vektors v =
(

0
0
1

)

zu U .

Aufgabe 3. Das Kreuzprodukt v×w zweier Vektoren v = (v1, v2, v3) und w = (w1, w2, w3)
im R3 ist der Vektor

v × w =





v2w3 − v3w2

v3w1 − v1w3

v1w2 − v2w1



 .

Zeigen Sie, daß für alle u, v, w, x, y ∈ R3 gilt:

(a) v × w ist orthogonal zu v und w.

(b) ‖v × w‖2 = ‖v‖2‖w‖2 − 〈v, w〉2.

(c) ‖v×w‖ = ‖v‖‖w‖ sinα, wobei α den (kleineren) Winkel zwischen v und w bezeichne.

(d) Der Abstand zweier windschiefer Geraden u + Rx und v + Ry ist gegeben durch
|〈u− v, x× y〉|/‖x× y‖.
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Aufgabe 4. Wir betrachten C([−1, 1]) als unitären Vektorraum mit dem Skalarprodukt

〈f, g〉 :=

∫

1

−1

dx f(x)g(x).

Die Legendre-Polynome sind gegeben durch

Pn(x) :=
1

2nn!

√

2n+ 1

2

dn

dxn
(x2 − 1)n für alle n ∈ N.

(a) Zeigen Sie, daß das Gram-Schmidt-Orthonormierungsverfahren für die Polynome
1, x, x2, betrachtet als Elemente von C([−1, 1]), die Polynome P0(x), P1(x), P2(x)
liefert.

(b) Sei U = span(1, x). Berechnen Sie PU(x
3) sowie d(x3, U).
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