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Aufgabe 1. Wir betrachten C([−π, π]) als unitären Vektorraum mit dem Skalarprodukt

〈f, g〉 =
1

2π

∫
π

−π

dx f(x)g(x).

Seien f, en ∈ C([−π, π]) definiert durch f(x) = x und en(x) := einx für alle n ∈ Z,
x ∈ [−π, π].

(a) Berechnen Sie die Fourier-Koeffizienten f̂n := 〈en, f〉 für alle n ∈ Z.

(b) Berechnen Sie ‖f‖2. Welche Gleichung für π2 folgt aus der Gleichung ‖f‖2 =∑
n∈Z |f̂n|

2.

Aufgabe 2. Sei f : R → C eine 2π-periodische und stückweise stetige Funktion, θ ∈ R

und g : R → C definiert durch g(x) = f(x− θ) für alle x ∈ R.

(a) Welcher Zusammenhang ergibt sich zwischen f̂(k) und ĝ(k)?

(b) Folgern Sie: Ist θ ∈ R \ (Qπ) und f = g, so muß f konstant sein.

Aufgabe 3. Sei f : [−π, π] → R eine stückweise stetige Funktion. Zeigen Sie:

(a) Die Fourier-Reihe von f hat dann die Gestalt

(Sf)(x) =
a0

2
+

∞∑
k=1

(ak cos(kx) + bk sin(kx)).

Wie berechnen sich die Koeffizienten ak, bk aus den Fourier-Koeffizienten von f?
Wie direkt aus f durch Integration?

(b) Was läßt sich über die Koeffizienten ak und bk aussagen, wenn f gerade oder unger-
ade ist?

Aufgabe 4. (a) Berechnen Sie die Fourier-Entwicklung der Funktion f : [−π, π] → R,
x 7→ x4.

(b) Begründen Sie, daß f(π) = (Sf)(π), und folgern Sie die Gleichung

∞∑
n=1

1

n4
=

π4

90
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