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14. Ubungsblatt zur Vorlesung “Geometrie von Eichtheorien”
(Zusammenhang im quaternionischen Hopf-Biindel, Instantonen)

Abgabe der Losung bis Montag, 6.2.2006, vor Vorlesungsbeginn im Briefkasten 79 des
Ubungsleiters.

49. Aufgabe (7 Punkte)

Betrachtet werde das quaternionische Hopf-Biindel mit Strukturgruppe SU(2) aus Auf-
gabe 35. Fiir die Biindelmannigfaltigkeit ST C H? realisiert durch p = {(¢q,7) €
H?, ||g||*+]|r]|* = 1} werde die kanonische Zusammenhangsform durch w,,y = ¢*dg+r*dr
definiert. Diese symbolische Schreibweise ist folgendermaflen zu verstehen:

Quaternionen ¢ € H sind darstellbar durch ¢ = ¢gof + 12?:1 0:q;, wobei o; die Pauli-
Matrizen sind und I die 2 x 2-Einheitsmatrix ist. Die Identifikation von ¢ € H mit ¢ € R*
ist dann durch ¢ = (qo, ¢1, g2, g3) gegeben. Das Produkt von ¢,r € H ist dann
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wobei €;;, antisymmetrisch unter Transposition zweier Indizes ist und €193 = 1 gilt. Mit
diesen Bezeichnungen folgt
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Beweisen Sie, dal w tatsédchlich eine Zusammenhangsform ist. Stellen Sie dazu A € g =
su(2) (Lie-Algebra von SU(2)) durch Pauli-Matrizen dar und bestimmen Sie das funda-
mentale Vektorfeld o(,,)(A). Zeigen Sie dann wyy)(0(4r)(A)) = A sowie (Y;w)qn(X) =
Ad(g7Y) (wign (X)) fiir g € SU(2) und X € T(,S".

50. Aufgabe (5 Punkte)
Zeigen Sie, dafl fiir das lokale Eichpotential A = s*w gilt
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Hinweis: Die Biindelmannigfaltigkeit S* des Hopf-Biindels wurde iiber die Projektion
7n(q,7) = gr~' € HU oo erhalten, wobei H U oo iiber die stereographische Projektion
mit S* identifiziert wird. In einer lokalen Trivialisierung brauchen wir diese Identifikation
nicht vorzunehmen, so daf§ wir z € U = R* ~ H betrachten und den kanonischen Schnitt
s : H — S7 suchen. In Aufgabe 35 wurde gezeigt, da$ fiir s(z) = (¢,r) dann x(s(z)) = T

ist. Das liefert » = ||r|[I = 7ol fiir den kanonischen Schnitt. Andererseits haben wir
lz||? = ||7(q,7)||* = llqlI*/||I7||* = Hrlllz — 1, also ||r]| = lj” = Damit ist der kanonische
€T

Schnitt durch
reH,

@) = (mme vomr)

gegeben. Es gilt z*x = [|z]|*] = Zizo(a:#)QI.

51. Aufgabe (8 Punkte)

Berechnen Sie die lokale Feldstérke F zum betrachteten Zusammenhang (Hinweis: Es gilt
Zizl €nij€nkl = O0i0j — 0;0;,) und untersuchen Sie F, fiir x — oo. Beweisen Sie, daf
die Feldstérke selbstdual ist, d.h. F = *F fiir den Hodge-Operator, der durch die flache
Metrik g,,, = d,, auf R* gegeben ist. Berechnen Sie das Integral fR4 FAF (welches auch
die Yang-Mills-Wirkung ist). Das Skalarprodukt in der Lie-Algebra su(2) ist dabei durch
die Spur des Produkts der Matrizen gegeben.



