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Teil 1
Grundlagen

1 Mathematische Beweise

Die Mathematik basiert auf einer Reihe von Axiomen, d.h. als “wahr” angenom-
menen Grundaussagen, aus denen dann durch logische Verkniipfungen weitere
Aussagen bewiesen, d.h. als “wahr” erkannt werden. Eine mathematische Aussa-
ge ist entweder wahr oder falsch, niemals beides.

Sei B eine mathematische Aussage (z.B. 5 > 2). Um zu beweisen, daf} B
wahr ist, ist eine bereits als wahr erkannte Aussage A zu suchen, aus der B folgt
(geschrieben: A = B). Meist sind in Beweisen mehrere Aussagen zu verkniipfen.

Definition 1.1 Es seien A, B Aussagen. Dann werden Verkniipfungen AA B (und),
AV B (oder), = A (nicht), A = B (folgt) und A < B (&quivalent) definiert durch
die Wahrheitstafel

In der Analysis miissen wir entsprechende Verkniipfungen fiir Mengen von
Aussagen untersuchen. Dazu einige Bezeichnungen fiir Mengen: Endliche Mengen
kann man durch eine vollstdndige Liste ihrer Elemente angeben, Schreibweise
X = {x1,%9,...,2,}. Dabei ist die Reihenfolge beliebig, und das gleiche Element
darf nicht mehrmals auftreten. Die x;, i = 1,...,n, heiflen Elemente der Menge
X, Schreibweise z; € X. Wenn x kein Element von X ist, schreiben wir x ¢ X.
Die leere Menge @ enthélt kein Element. Eine Menge Y heifit Teilmenge einer
Menge X, wenn fiir jedes Element y € Y gilt y € X. Ist Y C X, dann ist das
Komplement X \ Y definiert als die Menge der € X mit « ¢ Y. Das direkte
Produkt von Mengen Xi,..., X, ist erklart als die Menge aller geordneten n-
Tupel:

Xy x Xgx oo x X, i={(x1,29,...,2,) : z; € X;}.

Speziell schreiben wir X" := X x --- x X.
—_——

Viele der Konstruktionen aus eﬁdlichen Mengen lassen sich auch auf unend-
liche Mengen iibertragen. Wir benotigen vor allem folgende Zahlbereiche: die
Menge N = {0,1,2...,} der natiirlichen Zahlen, die Menge Z = {0, £1,+2,...}

der ganzen Zahlen, die Menge Q der rationalen Zahlen sowie die Menge R der
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reellen Zahlen. Wir werden spéter im Detail darauf eingehen und insbesondere
auch die Menge C der komplexen Zahlen definieren.

Definition 1.2 (fiir alle; es gibt) Es sei I eine beliebige Indexmenge und
{A; : i€ I} ein System von Aussagen.

i) Die Aussage (Vi € I gilt A;) ist wahr genau dann, wenn alle Aussagen A;
wahr sind.

ii) Die Aussage (Ji € I mit A;) ist wahr genau dann, wenn mindestens eine der
Aussagen A; wahr ist.

Also ist V die Verallgemeinerung von A und 3 die Verallgemeinerung von V. Einige
Folgerungen aus der Definition sind:

e (ANB)= AVB

(A< B)= (A= B)

(A< B)< (AANB)V (mAN-B))
AN(BVC)& (AANB)V(ANC)
AV(BAC)& (AVB)A(AVO)
(A= B) & (-B=A)

Die letzte Eigenschaft ist die Grundlage des indirekten Beweises: Um B zu
beweisen, suchen wir eine falsche Aussage A und zeigen, da3 A aus der Verneinung
von B folgt, also =B = A.

Beispiel 1.3 (Irrationalitit von v/2) Es sei B die Aussage: /2 ist eine irra-
tionale Zahl. Wir gehen von der Negation =B aus: Angenommen, v/2 wiire eine
rationale Zahl, also v/2 = § mit p,q € Z und g # 0. Durch Kiirzen kann erreicht

werden, dafl p oder ¢ ungerade ist. Es gilt 2 = (\/5)2 = 5_27 also p? = 2¢%. Damit

ist p? und dann auch p gerade. Somit ist nach Voraussetzung ¢ ungerade. Da p
. . . . . . 2

gerade ist, gibt es ein » € Z mit p = 2r. Nun ergibt sich 2 = A‘q%, also ¢® = 212,

d.h. ¢® und damit auch ¢ ist auch ungerade! Wir haben also gezeigt:

(V2€Q) = (3¢ € Z,q# 0, mit ¢ ist gerade und ungerade )  ist wahr.

(. (. J

-~

-B A

Da A falsch ist, kann =B = A nur dann wahr sein, wenn —B falsch ist, also B
wahr, d.h. \/5 ist irrational. O

Wichtig in indirekten Beweisen ist die korrekte Verneinung der Aussage. Dabei
gelten:

° —|(A/\B)<=>ﬁA\/—\B
° —|(A\/B)<:>—\A/\—\B
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o ~(Vielgilt A;) < Ji €l mit -4,

e ~(J €l mit A;) & Vielgilt -4
Beispiel 1.4 Es sei (ay,)nen eine Folge reeller Zahlen. Die Folge (ay,)nen heifit
konvergent, wenn gilt:

Es gibt ein a € R, so daf fir alle e > 0 ein N € N existiert mit |a, — a| < € fir
alle n > N.

Die Verneinung ist nicht: “Es gibt kein a € R ...”, sondern:

Die Folge (ay,)nen ist nicht konvergent, wenn fiir alle a € R gilt: Es gibt ein € > 0,
so daB fur alle N € N ein n > N existiert mit |a, — a|] > €.

2 Natiirliche Zahlen und vollstindige Induktion

Die Struktur der Menge N der natiirlichen Zahlen wird als bekannt vorausgesetzt.
In dieser Vorlesung ist 0 € N, fiir die natiirlichen Zahlen ohne 0 schreiben wir
N\ {0}. Die wichtigste Eigenschaft von N ist, da8 fiir jede Zahl n € N genau ein
Nachfolger n + 1 existiert, und startend mit 0 wird mit 0,1,2,...,n,n+ 1,...
jede natiirliche Zahl genau einmal durchlaufen. Daraus ergibt sich das

2.1 Beweisprinzip der vollstindigen Induktion. FEs sei N € N, und zu je-
der Zahlmn € N mit n > N sei eine Aussage A, gegeben. Alle Aussagen A, sind
richtig, wenn man (10) und (I1) beweisen kann:

(I0) Ay ist wahr (Induktionsanfang).

(I0) Fiir beliebiges n > N gilt: Falls A, wahr ist, so ist auch A,i1 wahr
(Induktionsschritt).

Beispiel 2.2 Fir jedes n € N gilt die Aussage Ap,: 0+ 1+---4+n = %n(n +1).

Beweis. 1) Wahle N = 0. Offenbar ist Ay wahr.
ii) Unter der Annahme, dafl A, gilt, folgt

1 1
O+1+---+@+(n+1):§n(n—|—1)+(n+1):§(n—|—1)(n+2),
An

also die Aussage A, 1. O

Da Summen wie in Beispiel 2.2 haufig vorkommen, vereinbart man das Sum-
menzeichen X: Ist fiir jede natiirliche Zahl k € Z mit m < k < n eine reelle Zahl
ar gegeben, dann setzt man

i _Joant+ap+---+a, fallsn>m
= 0 falls n < m
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(Dabei bedeutet “:=", daf der links stehende Ausdruck durch die rechte Seite

erklart wird.) Insbesondere ist Z ar = a,, und

k=m
n+1 n
g ap = E ap + Apiq - (*)
k=m k=m

Durch letzte Eigenschaft kann man das Summenzeichen rekursiv dhnlich zum
Prinzip der vollstdndigen Induktion definieren: Man wahlt als Induktionsanfang

m—1
Z ar := 0 und (*) als Induktionsschritt. Weitere Beispiele rekursiver Defini-
k=m

tionen sind die Potenzen einer reellen Zahl als ! := x (Induktionsanfang) und
2"t = g - 2" (Induktionsschritt). Fiir z # 0 definiert man auflerdem z° := 1.
(Der Ausdruck “0°” ist nicht definiert. Jedoch werden wir im weiteren Verlauf
des Semesters z¥ definieren und ¥ fiir x,y — 0 untersuchen.) Mit diesen Vorbe-
reitungen beweisen wir

Satz 2.3 (geometrische Summenformel) FEs seix eine von 0 und 1 verschie-
n 1 — n+1
dene reelle Zahl und n € N. Dann gilt Zxk = <

k=0

1—=x

Beweis. i) Induktionsanfang: Fiir n = 0 steht auf der linken Seite 2° = 1 und
auf der rechten Seite }:—i = 1, die Aussage ist also wahr unter der Voraussetzung
x#0undx #1.
ii) Induktionsschritt:

n+1 n—1 n+2

n+1 n
1 — gttt l—2 1—=z A

k __ k n+1: n+1 —
%x —gx T l1—2z T 11—z 11—z + 1l—=x

1_ n+2
- O
1—=z

(Die linke Seite ist auch fiir x = 1 sinnvoll und ergibt Y ;_ ;1 = n + 1. Fragen
wie nach dem Wert der rechten Seite fiir z — 1 sind typisch fiir die Analysis.)

Ahnlich zum Summenzeichen wird auch das Produktzeichen (mit sonst glei-
chen Bezeichnungen wie zuvor) eingefiihrt als

ﬁa. {am-am+1--~an falls n > m
k=

P 1 falls n < m
m—1 n+1 n
Die rekursive Definition ist H ap = 1 und H ap "= Qpyq - H ai. Besonders
k=m k=m k=m

wichtig ist fir n € N\ {0} der Ausdruck n! := Hk = 1-2---n, gesprochen
k=1
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“n-Fakultit”. AuBerdem definiert man 0! := 1. Uber die Fakultit bildet man fiir
n, k € N die Binomialkoeffizienten

n!

0 falls n < k
Insbesondere gilt (g) = <n) =1 fiir alle n € N. Ist n > k£ > 1, so ergibt sich
n
—1eeo(n—k=+1
(Z) = n(n—1) kfn +1) , was fiir konkrete Berechnungen sinnvoller ist.

N L (nt1l\  (n n
Lemma 2.4 Firn,k € N gilt (k:+1>_(k>+(k:—l—1)

1
Beweis. Fir k£ = 0 ist auf der linken Seite ni_ ) =n -+ 1 und auf der rechten

Seite <g> + (?) = 1+ n, d.h. die Formel gilt fir ¥ = 1. Fiir n = k sind

beide Seiten der Gleichung gleich 1 und fiir £ > n verschwinden beide Seiten der
Gleichung. Damit verbleibt der Fall n > k£ > 1:

(Z) * (kil) - k!(nni PIRRCE 1)!(nni (k+ 1)

nl(k+1) nl(n — k)
S kK(k+1D)(n—k)! (k+D(n—k)(n—k-1)
nl(k+1)+nln—k) (n+1)!
 (k+DIn—k)) (k+D(n+1—(k+1))

n+1
= ) 0J
(i)
Das Lemma ist der Hintergrund fiir das Pascalsche Dreieck zur Veranschaulichung
der Binomialkoeffizienten.

Satz 2.5 (Binomialentwicklung) Fir reelle Zahlen x,y # 0 und n € N gilt

(z+y)" = Zn: (Z) zhyn k.

k=0

Beweis. Durch Induktion nach n. i) Induktionsanfang: Fiir n = 0 ist (z+y)° =1

0
und Z (2) ahy ™ = 1.
k=0
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ii) Induktionsschritt:

n n . n n— - n n —
ot = e = 3 (1 )ar e 3o () )t
k=0 k=0

k-1l kDl

n+1 n n
_ I nt1-1 I, nt+1-l
3 ( 1 ()

=1 1=0
= { (l n 1) i (7>}x1yn+l—l i < ) 20 4 <g) 0y

l:1 N - ~ J/ N J/ N J/

=("1) =(r1) =(")

n+1
1
_ Z (”‘l“ )xlynJrll .
1=0

3 Reelle Zahlen

Die reellen Zahlen bilden aufgrund ihrer Vollstindigkeit die Grundlage der Ana-
lysis. Die Erweiterung von N zu Z bewirkt, dafl die Subtraktion stets ausfiithrbar
ist. Dadurch bildet Z eine sogenannte kommutative Gruppe.

Definition 3.1 Eine Menge G zusammen mit einer Verkniipfung * heiBt Gruppe,
falls die folgenden Axiome erfiillt sind:

(G1) (axb)*xc=ax*(bx*c)fir alle a,b,€ G (Assoziativgesetz)

(G2) Es gibt ein neutrales Element e € G mit exa =a fir alle a € G

(G3) Zu jedem a € G gibt es ein a™' € G (das zu a inverse Element) mit

altxa=e

Die Gruppe heiBt kommutativ (oder abelsch), falls auBerdem a x b = b * a fiir alle
a,b € G. In diesem Fall schreibt man meist + fiir die Verkniipfung, 0 fiir das neutrale
Element und —a fiir das zu a inverse Element.

Die Erweiterung von Z zu Q bewirkt, dafl die Division durch von Null verschiedene
Elemente ausfithrbar wird. Auflerdem sind die beiden Verkniipfungen + und -
kompatibel. Man sagt, Q ist ein Korper:

Definition 3.2 Eine Menge K zusammen mit zwei Verkniipfungen

+:KxK— K, +:(a,b) —a+b (Addition)
K x K — K, - (a,b)—a-b (Multiplikation)

heiBt Korper, wenn folgendes gilt:
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(K1) K zusammen mit der Addition ist eine kommutative Gruppe. lhr neutrales
Element wird mit O bezeichnet und das zu a € K inverse Element mit —a.
(K2) Sei K* := K'\{0}, dann ist fiir a,b € K* auch a-b € K*, und K* mit dieser
Multiplikation ist eine kommutative Gruppe. Ihr neutrales Element wird mit 1

bezeichnet und das zu @ € K* inverse Element mit a=! = 1/a. Man schreibt
aucha/b=at-b=b-a L

(K3) Es gelten die Distributivgesetze
a-(b+c)=a-b+a-c und (a+b)-c=a-c+b-c
fur alle a,b,c € K.

Offenbar sind Q und R Korper, Z ist es nicht. Spéter werden wir den Koérper
C der komplexen Zahlen einfithren. In der Algebra werden noch viele weitere
Korper untersucht, z.B. kann man die zweielementige Menge Z, := {0,1} zu
einem Korper machen. In Q, R, C schreiben wir die Multiplikation meist als ab
statt a - b.

Die rationalen und reellen Zahlen sind dadurch gekennzeichnet, dafi gewisse
Elemente als positiv ausgezeichnet sind:

Definition 3.3 (Anordnungs-Axiome) Ein Korper K heit angeordnet, falls
eine Teilmenge K} C K existiert mit folgenden Eigenschaften:

(A1) Fiira € K* := K \ {0} ist entweder a € K oder —a € K.
(A2) Aus a,b € K folgen a +b € K% und ab € K7.

Die Elemente a € K heiBen positiv, Schreibweise a > 0.

Offenbar sind Q und R angeordnete archimedische Korper. Man vereinbart

a>b, fallsa — b >0
b<a, falls a > b

a <b, falls a < b oder a = b
a>Db, fallsa > boder a = b

Ist —a positiv, also a < 0, so heifit a negativ. Ist a > 0, so heifit a nichtnegativ. Die
Menge der nichtnegativen rellen Zahlen wird mit R, bezeichnet, die der positiven
rellen Zahlen mit R%. AuBerdem ist R* := R\ {0}. Die Anordnung ermoglicht
die Darstellung der rellen Zahlen auf der Zahlengeraden

Alle Regeln fiir das Rechnen mit Ungleichungen folgen aus diesen Axiomen.
Hier eine Auswahl ohne Beweis.

Lemma 3.4 FEs sei K ein angeordneter Korper (z.B. R oder Q). Dann gelten:
i) Fiir beliebige a,b € K gilt genau eine der Relationen a > b, a =b, a < b.
i) Aus a > b undb > c folgt a > ¢ (Transitivitat).

7
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iii) Aus a > b folgen é < %, a+c > b+ c fir alle c € K sowie ac > be fir
c € K% und ac < be fiir —c € K7.

iv) Ausa > b und c > d folgt a+c > b+d und im Fall b,d > 0 auch ac > bd

v) Fiira # 0 gilt a*> > 0

Analoge Regeln gelten fir “>”. Indem man n € Nmit nl :=1+---+1 € K
—_——

n mal
identifiziert, kann man N als Teilmenge jedes geordneten Korpers K auffassen,

analog auch Z. Indem man ~ € Q7 fiir p € N, ¢ € N'\ {0} mit (pl)(q1) ' € K

identifiziert, kann man Q7 und analog auch Q als Teilmenge jedes geordneten
Korpers K auffassen.

Lemma 3.5 (Bernoullische Ungleichung) Fs sei K ein angeordneter Korper
(z.B. R oder Q).

i) Fir alle x € K mit x > —1 und x # 0 und n € N mit n > 2 gilt
(I14+x)">1+nz.

ii) Fir allex € K mitx > —1 undn € N gilt (1 4+ z)" > 1+ nx.

Beweis. Wir beweisen 1) durch Induktion nach n. (1) Induktionsanfang: Fiir n = 2
ergibt ist (1 +2)? =14 2z + 2? > 1 + 22 wegen 2° > 0.

(2) Induktionsschritt. Die Bernoullische Ungleichung gelte fiir n. Dann folgt unter
Verwendung von 1+ 2 > 0 und 2 > 0

(1+2)" = (1 +2)"(1+2) > (1+nz)(1+2) = 1+ (n+1)z+nz* > 1+(n+1)z .
N——
>14nx

Der Beweis von ii) ist analog. O
Definition 3.6 Ein angeordneter Kérper K heiBt archimedisch, wenn zusatzlich gilt:
(A3) Zu jedem Element a € K gibt es eine natiirliche Zahl n, so daB n —a > 0.

Offenbar sind Q und R archimedisch angeordnet.

Satz 3.7 FEs sei K ein archimedisch angeordneter Korper und q, R,e € K und
n € N. Dann gilt:

i) Ist ¢ > 1, so gibt es zu jedem R € K ein N € N mit ¢" > RVn > N.
ii) Ist 0 < g <1, so gibt es zu jedem € > 0 ein N € N mit ¢" <e Vn > N.
iii) Zu jedem € > 0 gibt es einn € N mit 0 < % < €.
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Beuweis. 1) Setze ¢ = 14 2 mit « > 0. Nach (A3) gibt es ein N € Nmit £ < N,
also No > R. Nach Bernoulli gilt ¢ > 1+ Nz fir N > 2, N € N. Fiir Nz > R
ergibt sich ¢ > 14+ R > R und damit ¢" > R fiir alle n > N > 2.

i) Fiir 0 < ¢ < 1ist ¢ > 1. Nach i) gibt es ein N € N mit ()" > R := ¢ fiir
alle n > N. Damit ergibt sich 0 < ¢" < % = e firallen > N.

iii) Nach (A3) gibt es ein N € Nmit 0 < £ =t R < N. Dann ist N > 1, und
esfolgt0<%§%<}%:efﬁraﬂen2N, OJ

Der Vergleich positiver Zahlen ¢ > 0 wird im weiteren eine grofie Rolle spielen.
Dazu bendétigen wir

Definition 3.8 (Absolutbetrag) Fiir a € R ist der Absolutbetrag |a| € R,

erklart als
a = a fallsa >0
]l —a falls a < 0

Lemma 3.9 Fiir den Absolutbetrag gilt |a| = | —al, a < |a|, —a <al, |a +b] <
la| 4+ |b| (Dreiecksungleichung), |ab| = |a||b|, und ||a] — |b|| < |a —b| Va,b e R.

Beweis. Die ersten drei Beziehungen folgen aus der Definition, die Dreiecksunglei-

chung dann aus Lemma 3.4.iv, |ab| = |a||b| dann durch Fallunterscheidung nach
a 2 0und b 2 0. Aus der Dreiecksungleichung folgt |a| = |a —b+b| < |a—b|+ |b]
bzw. |a| — |b| < |a — b|. Vertauschen von a, b liefert |b| — |a| < |b — a| = |a — b),
zusammengefaf3t damit die letzte Ungleichung. O

Die Dreiecksungleichung (und ihre Verallgemeinerungen) werden wir oft
benstigen.

Alle bisher eingefithrten algebraischen Strukturen gelten gleichermafien fiir
beide archimedisch angeordneten Korper Q und R. Der wesentliche analytische
Unterschied ist die Vollstindigkeit von R. Wir definieren die Vollstandigkeit
zunéchst geometrisch iiber Intervallschachtelungen, spéter iiber sogenannte Fun-
damentalfolgen (was sich auf andere Beispiele verallgemeinern la8t).

Definition 3.10 i) Beschrankte Intervalle. Seien a,b € R mit a < b. Wir
setzen
la,b] :={x eR : a <z <b} (abgeschlossenes Intervall)
Ja,b[:=={z €R : a<xz<b} (offenes Intervall)
la, 0] :=={z €eR : a<x<b} (rechts halboffenes Intervall)
la,0] :={z €R : a<xz<b} (links halboffenes Intervall)

Die Intervalle [a,b] nennt man auch kompakt. Fiir alle diese Intervalle I =
[a,b],]a,b], ... heiBen die Punkte a,b die Randpunkte und die x € R mit
a < x < b die inneren Punkte. Fiir jedes dieser Intervalle I ist I := [a, b] der
AbschluB. Die relle Zahl || := b — a heiBt Lange des Intervalls I.
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ii) Unbeschrankte Intervalle. Sei a € R. Wir setzen

[a,00[:={z€R : a <z} Ja,c0[:={z €R : a<uz}
| —o0,a:={zeR : z<a} | —o0,a[:={zreR : z<a}
und | — oo, 00[ = R.

Die in i) und ii) angegebenen Intervalle heiBen auch echte Intervalle im Unterschied
zum unechten Intervall [a,a] ={x € R : a <z <a} ={a}.

Manchmal werden offene Intervalle auch als (a, b) geschrieben.

Definition 3.11 Eine Intervallschachtelung ist eine Folge Iy, I, I5, . .., kompakter
Intervalle, kurz (1,,),en, mit folgenden Eigenschaften:

(11) 1,41 C I, fiir alle n € N,
(12) zu jedem € > 0 gibt es ein Intervall I,, mit der Lange |I,| < e.

Eine Formulierung der Vollstindigkeit der reellen Zahlen besteht in der
Giiltigkeit des

3.12 Intervallschachtelungsprinzip. Zu jeder Intervallschachtelung (I,)nen
i R existiert ein x € R mit x € I, fir alle n € N.

Die so erhaltene reelle Zahl x ist eindeutig bestimmt: Gébe es zwei solche Zahlen
x1, T2 Mit X1 < o, so miiBte das Intervall [y, 23] in allen [, enthalten sein, und
jedes dieser [,, hitte eine Liange > x5 — z1 im Widerspruch zu (12).

Eine erste Anwendung der Vollstandigkeit ist die Existenz der k-ten Wurzeln
positiver reeller Zahlen.

Satz 3.13 Zu jeder reellen Zahl x > 0 und jeder natiirlichen Zahl k > 1 gibt es
genau eine reelle Zahl y > 0 mit y* = z. (Diese wird als y = x% oder y = {/x
geschrieben. )

Beweis. Da aus y; > y, > 0 die Relation 4% > y§ > 0 folgt, kann es hichstens eine
positive Losung geben. Fiir x = 1 ist y = 1 die einzige Losung. Wir betrachten
zunéchst den Fall z > 1 und konstruieren eine Intervallschachtelung (1,),en mit
folgenden Eigenschaften:

(15) afz <z < bfz

(271) |]n| = QLTL|]O|
Wir beginnen mit Iy := [1,z] als Induktionsanfang. Dann ist (2y) offenichtlich,
und aus 1 < z folgt 1¥ < 2 < 2*. Induktionsschritt von n auf n + 1: Gegeben ist
I, = [an, by] mit (1,,) und (2,). Setze ¢, := %(an +b,) =a, + %(bn — a,) und

Upi1 = Cn, bypr =0, fallsck <ux,
Upi1 = Qp , bpy1 =c, fallscf >z,
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Diese Konstruktion erfiillt (1,41) und wegen |I,41| = 3|I} auch (2,41). Nach
Satz 3.7 erfilllt (I,),en die Eigenschaften einer Intervallschachtelung (Definiti-
on 3.11), und nach dem Intervallschachtelungsprinzip gibt es genau ein y € R
mit y € I, fiir alle n € N.

Bleibt zu beweisen, daf8 4* = x. Dazu zeigt man, da8 auch (J,,),ey mit J, =
[a® bk] eine Intervallschachtelung ist. Der Einschlufl J, 1 C J, ist klar, und fiir

n-n

die Léngen gilt fir £ > 1

| T = 0F —af = (b, — an) (VFa + 08 2al + -+ 00aF) < 221 .

Q n-n J omn

~
=[In| <kxk

Nun liegen nach Konstruktion sowohl x als auch y* in jedem Intervall J,. Da
diese in allen Intervallen der Schachtelung liegende reelle Zahl eindeutig ist, gilt
k

Y’ =

Ist 0 < z < 1, so konstruiert man zu % > 1 die k-te Wurzel y > 1 mit y* = %
Dann ist ; die k-te Wurzel aus z, denn ()" = & = 1/%]: =z O
Definition 3.14 (obere und untere Schranken) Eine Teilmenge M C R
heiBt nach oben beschrinkt bzw. nach unten beschrinkt, wenn es ein s € R gibt, so
daB fiir alle z € N gilt

r<s bzw. T>s.

In diesem Fall heiBt s eine obere Schranke bzw. eine untere Schranke. Die Menge M
heiBt beschrankt, wenn M nach oben und unten beschrankt ist.

Beispiel 3.15 Fiir a,b € R sind die offenen, halboffenen und abgeschlossenen
Intervalle ]a,b[, [a,b], ]a,b] und [a,b] beschriankt, damit auch nach oben oder
unten beschrénkt. Aus dem archimedischen Axiom folgt: Die Intervalle [a, 0]
und Ja, co] sind nach unten beschréinkt, aber nicht beschrankt. Die Intervalle
| — 00,b] und | — 00, b] sind nach oben beschriankt, aber nicht beschrinkt. Das
Intervall | — 0o, 00| ist weder nach oben noch nach unten geschréinkt.

In einer beschrankten Menge braucht es eine grofite oder kleinste Zahl nicht zu
geben. Ist I = ]0,1[, dann gibt es zu jeder Zahl = € I eine groBere, z.B. 2 > z.
Damit ist s = 1 eine obere Schranke von I (und jede reelle Zahl s > 1 ist ebenfalls
eine obere Schranke), aber 1 ¢ I. Aber 1 ist die kleinste obere Schranke von I:

Definition 3.16 (Supremum und Infimum) Eine Zahl s € R heiBt Supremum
der Menge M C R, geschrieben s = sup M, wenn s die kleinste obere Schranke fiir
M ist, d.h.

i) M ist beschrankt und s ist eine obere Schranke fiir M.
ii) Jede Zahl s’ < s ist keine obere Schranke fiir M.

Entschrechend ist das Infimum von M C R die groBte untere Schranke, geschrieben
inf M.
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Beispiel 3.17 Fiir die Intervalle I gegeben durch |a, b|, [a, b, |a, b] und [a, b] mit
a < b gilt jeweils sup/ = b und inf [ = a. Auf der nach oben abgeschlossenen
Seite von [a, b] und |a, b] wird das Supremum b in I angenommen, es liegt dann
ein Maximum vor, wobei max M := {z € M : y <z Vy € M}. Es gilt dann
sup(]a, b]) = max(]a,b]) = b. Dagegen gilt sup([a,b]) = b, aber [a, b besitzt kein
Maximum.

Satz 3.18 Jede nach oben (unten) beschrinkte nichtleere Teilmenge M C R
besitzt ein Supremum (Infimum).

Bemerkung: Das ist eine Formulierung der Vollstéandigkeit und gilt somit nicht
fir M C Q.

Beweis (fiir das Supremum). Analog zum Existenzbeweis der k-ten Wurzel
(Satz 3.13) konstruiert man eine Intervallschachtelung (I,,)nen mit I, = [ay, by
derart, daf3 b,, € R eine obere Schranke ist und a,, € M keine obere Schranke ist.
Man startet mit einem beliebigen ay € M und einer beliebigen oberen Schranke
by und konstruiert per Induktion das Intervall I,,,; durch Halbierung von I,,. Eine
der Hélften hat die geforderten Eigenschaften. ([l

Umgekehrt folgt das Intervallschachtelungsprinzip aus der Existenz eines Supre-
mums und Infimums fiir beschrinkte Mengen: Es sei (I,)nen mit I, = [ay, by]
eine Intervallschachtelung. Die Menge A := {ayg, a1, . .. } ist nach oben beschrankt
durch jedes der oberen Schranken b;. Dann gibt es das Supremum s = sup A € R
(kleinste obere Schranke) mit a, < s < b, fiir alle n € N.

4 Komplexe Zahlen

Die komplexen Zahlen stellen eine Erweiterung der reellen Zahlen dar, in der die
Gleichung 22 + 1 = 0 l6sbar ist. Viele Bereiche der Analysis lassen sich ohne
Modifikation von den reellen auf die komplexen Zahlen erweitern, und manche
Eigenschaften im Reellen lassen sich iiber den “Umweg” der komplexen Zahlen
besser verstehen.

Fiir den zu bestimmenden Erweiterungskorper C der reellen Zahlen fordern
wir:

i) 22+ 1 =0 ist 16sbar, und i bezeichne eine Losung dieser Gleichung.

ii) Fiir jede reelle Zahl x € R gilt auch = € C.

Dann ist fir z,y € R auch z := x + iy € C. Die Kérperaxiome (insbesondere
Kommutativitit und Distributivitit) sowie i* = —1 liefern fiir z,y, u,v € R:
(o) + (utiv) = (o+w)+i(y+v) . (a-+iy)-(uiv) = (su—yo)+ilzv-+yu)

Damit ist die Menge der Elemente der Form x + iy abgeschlossen unter Addition
und Multiplikation. Aus (z +1iy) = (u+iv) folgt (z —u)?> = —(y —v)?, also x = u

12
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und y = v. Die beiden reellen Zahlen x,y in z = x + iy sind durch z eindeutig
definiert. Das formalisiert man wie folgt:

Definition 4.1 Eine komplexe Zahl ist ein Element z = (z,y) € R? = R x R mit
folgender Addition und Multiplikation:

(x,y) + (u,v) == (r +u,y +v), (x,y) - (u,v) = (zu — yv,zv + Yu) .

Satz 4.2 Die mit dieser Addition und Multiplikation definierte Menge der kom-
plexen Zahlen bildet einen Korper, der mit C bezeichnet wird.
Beweis. Es sind die Korperaxiome nach Definition 3.2 zu {iberpriifen. Man findet:
e 0= (0,0) ist das neutrale Element der Addition.
e 1 =(1,0) ist das neutrale Element der Multiplikation.

e —z = (—ux,—y) ist beziiglich der Addition das zu z = (z,y) inverse
Element.

e Nicht so offensichtlich ist das zu z # 0 beziiglich der Multiplikation
inverse Element: Dieses ist gegeben durch z7! = d.h. es

gllt (:1:2+y2’ _%W) ’ (I’,y) = (17 O)
(Man kann allgemein zeigen, dafi das neutrale und inverse Element einer Gruppe
eindeutig ist.) Durch Nachrechnen zeigt man die Distributivgesetze. O

(%ﬂﬁ’ - 2+y ),

Die durch ¢ : © — (z,0) definierte Abbildung ¢ : R — C ist injektiv. Wegen
(,0) + (u,0) = (x 4+ u,0) und (z,0) - (u,0) = (zu,0) kann man deshalb R mit
seinem Bild ¢(R) = R x {0} C C identifizieren und somit die reellen Zahlen als
Unterkorper der komplexen Zahlen auffassen.

Unter Verwendung der imagindren Einheit i := (0,1) € C, mit i* = (-1,0)
—1, kann man eine komplexe Zahl schreiben als z = (z,y) = (x,0)+(0,1)-(y, 0)
t(x) +i(y), oder kurz als z = x + iy.

Definition 4.3 Fiir z =z + iy € C heiit
e Re(z) :=x € R der Realteil von z,
e Im(z) :=y € R der Imaginarteil von z
e Z :=1x — iy die zu z konjugiert komplexe Zahl.

Die Abbildung z — Z heiBt komplexe Konjugation.

Es gilt
ZH+w=z+w, Z-w=z-w,
z 4z = 2Re(2) , z —z = 2ilm(z) ,
zZ=2z, zeR & z=12%
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Fir z =z +iyist z-z = (v +1iy) - (z — iy) = 2? + y? stets eine nichtnegative
reelle Zahl. Es 148t sich deshalb die Wurzel ziehen, und wir definieren

|z| =Vz-z=+22+y? € R,
als den Betrag von z.

Satz 4.4 Fiir beliebige z,w € C gilt
i) 2| >0 & z#0,

i) |z = |z],
i) [Re(z)] <lz[,  [Im(z)| < 2],
iv) |z w| = |z] - wl,
v) |z +w| < |z| + |w] (Dreiecksungleichung).

Beuweis. 1),ii),iii) sind klar. Zu (iv) betrachte |zw|* = zwzw = zzww = |z|*|w|?.
Bleibt die Dreiecksungleichung:

|z +w|® = (z+w)(2—|—w) |22 + 2w + 2w + |w|? = |2* + 2Re(zw) + |w]?
< |2 + 2 2w] + [w]* = [2]” + 2l2]Jw| + [w]* = (J2] + |w])* . O

Es ist nun sehr intuitiv, eine komplexe Zahl z = z + iy als Punkt (x,y)
in einem kartesischen Koordinatensystem in der Ebene (Gaufische Zahlenebene)
darzustellen. Nach Pythagoras ist dann |z| gerade der Abstand dieses Punktes
vom Ursprung 0 = (0,0).

(z,9)

>

0 Tz

Ist z # 0, dann ergeben sich Real- und Imaginérteil in Polarkoordinaten zu
x = |z| cosa und y = |z|sin «, so dafl wir folgende Darstellung einer komplexen
Zahl erhalten:

z = |z|(cosa +isina) , 0<a<2rm.

14
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Die Addition (z,y) + (u,v) := (x + u, y + v) entspricht geometrisch der Addition
von Vektoren:

Im

w

I >
>

0 1 Re

Die Dreiecksungleichung |z +w| < |z| +|w| entspricht der Tatsache, daf in einem
Dreieck die Summe zweier Seitenlédngen grofler ist als die Lénge der verbleibenden
Seite.

Die Multiplikation schreibt man am besten in Polarkoordinaten: Ist z =
|z|(cos @ +isina) und w = |w|(cos f + isin ), dann ergibt sich

zw = |z||w|((cos o cos B — sin asin B) + i(cos asin B + sin a cos )
= |z|lw|(cos(a + B) +isin(a + 8)) ,

wobei im letzten Schritt die Additionstheoreme verwendet wurden. Folglich ergibt
sich in Polarkoordinaten das Produkt zw durch Multiplikation der Radien und
Addition der Winkel von z und w. Alternativ kann man sich iiberlegen, daf fiir
festes w € C die durch f : z +— zw definierte Abbildung f : C — C wegen
|f(21 — 22)| = |w]| |21 — 29| eine Ahnlichkeitsabbildung ist: Alle Langen werden um
|w| gestreckt/gestaucht, damit bleiben Dreiecke kongruent und allgemein bleiben
die Winkel zwischen Vektoren erhalten. Da der Ursprung erhalten bleibt und
1 in w iiberfithrt wird, ist die Abbildung z — wz fir w = |w|(cos 5 + isin )
zusammengesetzt aus einer Drehung von z um den Ursprung mit Drehwinkel 3
und einer anschlieBenden Skalierung um den Faktor |w|.

Uber diese geometrische Deutung der Multiplikation findet man die n-ten
Einheitswurzeln, also komplexe Zahlen mit 2" = 1. Nach der Eindeutigkeit der
reellen Wurzeln gilt |z;x| = 1 fiir jede Losung zj: die Einheitswurzeln liegen auf
dem (Einheits-) Kreis mit Radius 1 um den Ursprung. Damit gilt z; = cos oy +
isin o und nach der Multiplikationsregel 2z} = cos(nag) +isin(nay). Aus 2 =1
folgt nun nay = 27k mit £ € Z, und die Menge der verschiedenen Losungswinkel
ist somit o = {% : k=0,1,2,...,n — 1}. Folglich hat 2" = 1 die n Losungen
2, = cos ZE 4 isin 2% mit k = 0,1,...,n — 1. Insbesondere hat z* = 1 die
Losungen z = {1,—1}, und 2* = 1 hat die Losungen z = {1,i,—1, —i}. Die
Tatsache, dal 2" = 1 genau n Losungen hat, steht in Verbindung zum

4.5 Fundamentalsatz der Algebra. FEs sein > 0. Jede Gleichung
2"y 2" aiz 4 ag =0

mit komplexen Koeffizienten besitzt in (?5mz'ndestens eine Lésung.
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Teil 11
Folgen und Reihen

5 Folgen und Grenzwerte

Unter einer Folge (a,)nen komplexer Zahlen versteht man eine Abbildung a :
N — C, d.h. jedem n € N wird eine komplexe Zahl a,, € C zugeordnet. Analog
ist eine Folge reeller Zahlen definiert.

Definition 5.1 Eine Folge (a,)nen heiBt konvergent, wenn es eine Zahl a € C gibt
mit folgender Eigenschaft: Zu jedem € > 0 gibt es ein N € N, so daB |a,, — a| < e fiir
alle n > N. Die Zahl a heiBt Grenzwert oder Limes der Folge (ay,)nen, geschrieben
a = lim a,. Eine Folge, die gegen 0 konvergiert, heiBt Nullfolge. Eine Folge, die

n—oo

nicht konvergent ist, heiBt divergent.

Wichtig ist, dafl das N € N in der Definition von e abhéngt. Verkleinert man e,
dann mufl im allgemeinen N vergréflert werden.

Im Fall der Konvergenz ist der Grenzwert einer Folge eindeutig: Angenommen,
a,b wiren Grenzwerte der Folge (an)nen, dann gibt es zu jedem € = $la — b > 0
ein N € N mit |a, —a|] < € und |a, — b|] < e. Nach der Dreicksungleichung gilt
aber |a —b| = |(a — a,) + (a, — b)| < |a, —a| + |a,, — b| < 2¢, im Widerspruch zu
2¢ = %|a — b|. Geometrisch bedeutet Definition 5.1, daB alle Folgenglieder a,, mit
n > N in der Kreisscheibe

K (a):={2z€C : |z—a] <€}

in C mit Mittelpunkt a und Radius € liegen, bzw. fiir reelle Folgen im offenen
Intervall I.(a) = {z € R : |z —a| < €} mit Mittelpunkt a und halber Lénge (Ra-
dius) e. Die Teilmengen K.(a) C C bzw. I.(a) C R heiflen auch die e-Umgebungen
von a.

Beispiel 5.2 i) Die konstante Folge (a,)neny mit a, = a fir alle n € N
konvergiert gegen a.

ii) Die Folge (7 )nen konvergiert nach Satz 3.7.ii) gegen 0, ist also eine
Nullfolge.

iii) Die Folge ((—1)"),en divergiert: Angenommen, a € C wire Grenzwert
dieser Folge, dann gébe es fiir e = 1 ein N € N mit [(—=1)" — a|] < 1 fiir
alle n > N. Damit wére nach der Dreiecksungleichung

2

(=)™ = ()" = (=)™ —a+a—(-1)"]
(_1)n+1 —al+la—(-1)" <2, Widerspruch.

IN
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Ist (a,)nen konvergent gegen a und gibt es fiir die Folge (b, )nen €in m € Z mit
Ay = byy fiir alle n > N so ist auch (b, )neny konvergent mit lim b, = a. Damit

n—oo

konnen in einer konvergenten Folge die Folgenglieder a, mit n < N beliebig
abgeéindert werden, insbesondere auch weggelassen oder endlich viele Glieder vor
a, eingeschoben werden, ohne Konvergenz und Grenzwert zu dndern.

Satz 5.3 Es seien (an)nen und (by)neny Folgen mit lim a, = a und lim b, = b.

n—oo n—oo

Dann gilt:
i) lim (a, +b,) =a+0b

n—oo

ii) lim (ay, - b,) = ab

iii) Ist b # 0, dann gibt es ein N € N mit b, # 0 fir alle n > N, und
lim 2N _ ¢
note by b

Beweis. i) Zu gegebenem € > 0 gibt es ein N € N mit |a, —a| < § und |b, —b| < §
fir alle n > N (man wahle die groflere der Schranken N beider Folgen). Die
Dreiecksungleichung liefert

an + by — (@ +0)| < |an —al +[b, —b] < §+ 5 fir allen > N .

ii) Wahle N derart, da8 |a, — a| < min(l,m) und |b, — b < R
alle n > N. Dann ist |a,| = |a, —a +a| < |a, —a| + |a|] < ]a| + 1 und
la,b, — ab| = |a, (b, —b) + (a, — a)b| < |a,(b, —b)| + |(a, — a)b]
€ €
= |a,| |b, — b n— allb] < 1 bl <e.
anl b = 8+ aw = al o < (ll + Dt + bl <

iii) Sei ¢ := 3[b| > 0. Wihle N derart, da8 |b, — b] < min(c, §[b|?) fiir alle
n > N. Fiir diese n gilt dann |b] = [(b — b,) + by| < |b — by| + |by|, also |b,| >
|b| — |b—b,| > %|b| > 0. Weiter folgt fiir n > N

‘_}b—b |b, — b  2|b, — b
[b] [0n] ]
Somit gilt lim = —, und mit ii) folgt die Behauptung. 0

n—aoo bN—i—n b
Satz 5.4 (elementare Grenzwerte) Im folgenden sein € N\ {0}.

1
i) lim — =0 fir alle s € Q%. (Dabei ist na = /nP € R.)

n—oo N
i) lim /a =1 fir alle a € R%.
i) lim /n = 1.

17

Preliminary version — 7. Februar 2008



iv) lim 2" =0 fir alle z € C mit |z| < 1.

k
V) hmn——Ofuralleze(szt|z|>1undallekEN

n—oo gZn
Beweis. 1) Zu gegebenem € > 0 wihle nach dem Archimedischen Axiom N eN
derart, dafl N > ¢~ 5. Dann gilt fiir n > N zunéchst % < &, dann ni < &7 und

D
\/ np \) NP’

ii) Fiir a > 1 setze x,, := a — 1 > 0. Nach der Bernoullischen Ungleichung
ist a = (1 +2,)" > 1+ nax,, damit 2, < ¢ und 0 < [{/a — 1| = x,, < € fiir alle

< €.

n

1
n>N>%2Fir0<a<1gilt lim {/— = 1. Die Behauptung folgt dann aus

n—oo a
Satz 5.3.111).
iii) Sei n > 2. Nach der Binomialentwicklung gilt fiir x,, := /n—1>0

-1
=(14z,)">1+ (Z)xi: 1—}—%9&2,
alson—1> @xi und schlieflich z,, < \/% fiir n > 2. Wihle N > 6%, so folgt
|&/n — 1| =z, < € fiir allen > N.
iv) Es gilt |z — 0| = |z|". Die Aussage folgt aus Satz 3.7.ii).
v) Betrachte n > 2k + 1 und |2| = 1 + 2 mit z > 0. Dann ergibt die Bino-
mialentwicklung

n nn—1)---(n—k) nyk+l gkt
1 nS k1 _ k1 S (_) ’
(1+2) (k:+1)$ CET 2) G+
also’ ‘<% WahleNENm1tN>max(%-%, 2k—|—1),dann
folgt‘z—n‘<efijrallen2N. O
Beispiel 5.5 Es sei n € N\ {0}.
lim 2 3
L 2nP43n . 2+3 IMZ2do 9
i) 11m32—4:hm3 = =3
nee OnT e n lim 34 —
n—00 n
ii) Fiir k € N gilt: lim ¥nk = lim ({/n)F = (lim (/n))* =1
Einige weitere Rechenregeln fiir Grenzwerte:
Satz 5.6 i) Die Folge (ay)nen konvergiere gegen a € C. Dann gilt
lim |a,| =la|, lim @, =a, lim Re(a,)=Re(a), lim Im(a,)=1Im(a).

Insbesondere sind die Grenzwerte reeller Folgen reell, und es gilt

hm ap = lim Re(a,) +1- lim Im(ay,) .
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) Es gelte hm a, = a und lim b, = b, ferner gebe es ein N € N mit

n < by fur alle n> N. Daq;;zoogzlt a<b.
iii) Zu einer Folge (cn)nen gebe es konvergente Folgen (an)nen und (by)nen
und ein N € N derart, daf$ a, < ¢, < b, fir alle n > N. Gilt lim a, =

n—o0

lim b, = a, dann konvergiert auch (¢,)neny mit lim ¢, = a.
n—oo

iv) Fir eine Folge (ay)nen komplexer Zahlen gebe es ein N € N und ein
0 <q <1, sodaf firallen > N gilt a, # 0 und |*21| < q. Dann gilt
lim a, = 0.

Beweis. i) Nach Satz 4.4/ gilt |Re(a,,) — Re(a)| = |Re(a,, — a)| < |a, — a|, damit
folgt aus der Konvergenz von (a,),en die Konvergenz von (Re(ay))nen. Analog
fiir Im(a,) und @,. Fiir die Betréige folgt die Aussage aus Lemma3.9: ||a,|—|a|| <
|a,, — a|. Der zweite Teil ist klar.

ii) Nach Voraussetzung gibt es zu e > 0 ein N € N, so daf gleichzeitig a,, < b,
sowie |a, — a| < e und |b, — b| < € gilt fiir alle n > N. Nach Fallunterscheidung
bedeutet das —e < a,, —a < e und —e < b, — b < €, somit schlieflich a — € <
a, < b, < b+ €. Das ergibt a — b < 2e¢ fiir alle ¢ > 0, also a — b < 0.

iii) Wie inii) gilt a—e < a,, < ¢,, < b, < a+efiirallen > N, also |c, —a| <e.

iv) Aus [*5| < g folgt |an41] < glan|, damit fir n = N + k die Relation

a
an] < dlan sl < Plon sl < Plax] = g2

Zu jedem € > 0 gibt es nach Satz3.7.ii) ein N’ € N mit ¢" < e fur allen > N'.

Damit gilt |a,, — 0| < € fiir alle n > max(N’, N). O
Beispiel 5.7 i) Fir s € Qf gilt 1 < ¥/n® < VnF fiir ein £ > s und damit
lim v/ns = 1.

i) Fir 0 < a < bogilt b < Yar+bn < /2(0") = by/2, damit
lim Va™+ b" = b.

n—oo

Entsprechend der allgemeinen Definition beschrénkter Teilmengen heifit eine
Folge (a)nen beschriankt, wenn es ein s € R gibt mit |a,| < s fiir alle n € N.

Satz 5.8 Jede konvergente Folge ist beschrdnkt.

Beweis. Es sei a der Grenzwert einer konvergenten Folge (a,),en, dann gibt es

zu e =1en N € Nmit |a, —a| <1 fur alle n > N. Dann ist |a,| = |a, —
a+al <|a, —al+|a|] < |a|+ 1 fur alle n > N, und insgesamt gilt |a,| < s :=
max (’a0|7’a1’7"-7’aN|7’a‘+1)' O

Die Umkehrung wire falsch: Aus der Beschrinktheit einer Folge folgt nicht
die Konvergenz, wie das Beispiel ((—1)")nen zeigt.
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Definition 5.9 Eine Folge (a,)nen reeller Zahlen heiBt

i) monoton wachsend bzw. streng monoton wachsend, wenn fiir alle n € N gilt
ap < py1 bzw. ay < apyr;

ii) monoton fallend bzw. streng monoton fallend, wenn fiir alle n € N gilt
(p 2 Opg1 bzw. a,, > An41;

iii) (streng) monoton, wenn sie (streng) monoton wachsend oder (streng) mo-
noton fallend ist.

Bemerkung: Monotonie kann nicht fiir Folgen komplexer Zahlen definiert werden.

Satz 5.10 Jede beschrinkte monotone Folge (ay,)nen konvergiert
i) gegen sup A, falls die Folge monoton wachsend ist,
ii) gegen inf A, falls die Folge monoton fallend ist,
wobei A :={a, : ne€ N} CR.
Beweis. i) Sei s := sup A, d.h. die kleinste obere Schranke. Dann gibt es zu

jedem € > 0 ein ay € A mit s — € < ay. Da (a,)neny monoton wachsend ist, gilt
s—e<a, <s,dh |a, —s| <e furallen > N. ii) ist analog. O

Satz 5.11 (Eulersche Zahl ¢) Firn € N\ {0} sei a, := (1 + ). Dann gilt:
Die Folge (ay)n>1 ist konvergent, und fiir ihren Grenzwert e := lim (1 + )" gilt
2<e<3.

Genauer gilt: e ist irrational mit e = 2, 71828.... Wir werden spéter sehen, dafl
e in der Analysis eine wichtige Rolle spielt.

Beweis. Wir zeigen: (a,)nen ist monoton wachsend und beschriankt. Monotonie
folgt aus

an, (tdyn n o tEn n /n?—1\n» n 1\"
N e O
an-1 (GH) o n—1\2 n—1\ n? n—1 n?
Bernoulli n <1 _ ni) 1 7
n—1 n?

d.h. a,, > a,_ fiir alle n > 2. Weiter gilt nach der binomischen Formel fiir n > 2

1IN = /n\ 1 “n n—1 n—-k+1 1 "1
1 _): — =1 . L— <] —_
() =X (= e

k=0

1— 1L

n n—1
y- § .
k=1 k=0

Dabei wurde fiir £ > 1 die Ungleichung Ték < 2,%1 sowie im letzten Schritt
die geometrische Summenformel benutzt. Also ist a,, beschrankt mit a,, < 3, und
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nach Satz 5.10 konvergiert die Folge. Eine untere Schranke ergibt sich z.B. fiir
n=2zm(14+3)°>=%>2 O

Oft sind Folgen rekursiv definiert durch einen Startwert ag (oder mehrere
Startwerte ag, ai, .. .,ay) und eine Rekursionsformel.

Satz 5.12 (Folge zur Berechnung der Quadratwurzeln) Es sei a € R?.
Fiir einen beliebigen Startwert xy > 0 konvergiert die rekursiv definierte Folge

1
Tyl i= 5 (xn + g) firn e N

n

gegen v/a € RY, d.h. lim z, = V/a.

Beweis. Nach Induktion ist x,, > 0 fiir alle n € N. Weiter gilt

9 1 a \2 1 a \2
anrl_a:Z(xn—i__) _a:Z(Tn__) 207

d.h. 2, > /a fiir alle n > 1. Damit ergibt sich, daf§ die Folge (x,),>1 monoton
fallend ist:
1(2 a)>0 n>1
Ty — Tpy1 = — (x5, — >1.
Nach Satz [5.10/ konvergiert (x,),en gegen einen Grenzwert x > (/a. Fiir diesen

Grenzwert gilt die Gleichung z = %(x + 4), mit der positiven Losung = = y/a. O

Das Rekursionsverfahren hat mehrere interessante Eigenschaften: 1) Es ist stabil,
also unabhéngig vom Startwert. 2) Man kann zeigen, dafi die Folge sehr schnell
(quadratisch) gegen den Grenzwert konvergiert, so dafl schon wenige Folgenglieder
eine brauchbare Ndherung liefern.

Allgemeiner gilt (Beweis ist analog):

Satz 5.13 (Folge zur Berechnung der k-ten Wurzeln) Es seia € RY. Fir
einen beliebigen Startwert xo > 0 konvergiert die rekursiv definierte Reihe

1 a
Tpg1 = E((k — Dz, + xk—1> firn e N
gegen {/a € R, d.h. lim z, = V/a.

6 Der Satz von Bolzano-Weierstraf3. Cauchy-Folgen

Definition 6.1 Es sei (a,),en eine Folge komplexer Zahlen und ng < ny < ny <
. eine aufsteigende Folge natiirlicher Zahlen. Dann heiBt die Folge (a,, )ken =
(Gngy Qny s Ay, - - . ) eine Teilfolge von (ap)pen-
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Direkt aus der Definition folgt, daf§ jede Teilfolge (ay, )ren einer konvergenten
Folge (an)nen konvergent ist gegen den gleichen Grenzwert, d.h. fiir konvergente
Folgen gilt lim a, = klim p. -

Definition 6.2 Eine Zahl h € C heit Haufungspunkt der Folge (a,)nen, wenn es
eine Teilfolge (ay,, )ren gibt, die gegen h konvergiert.

Satz 6.3 Eine Zahl h € C ist genau dann Hiufungspunkt der Folge (ap)nhen,
wenn fir alle e > 0 gilt: Die Menge {n € N : |h — a,| < €} ist unendlich.

Beweis. (=) Es gebe eine gegen h konvergente Teilfolge (a,, )ren. Also gibt es
zu jedem € > 0 ein N € N mit |a,, — h| < € fiir alle & > N. Die Menge
{nr € N : k> N} ist unendlich.

(<) Jede e-Umgebung von h enthalte unendlich viele Folgenglieder. Wir kon-
struieren induktiv eine Abbildung k& — ny mit ng1 > ng und |a,, — h| < ﬁ,
also eine gegen h konvergente Teilfolge.

i) Induktionsanfang: Wegen {n € N : |a,, — h| < 1} # @ gibt es ein ny € N mit
|an, — h| < 1.
i) Induktionsschritt k — k+1: Sei a,,, gewéhlt mit |a,, —h| < 5. Nach Voraus-

setzung ist die Menge {n € N : |a, — h| < ;25 unendlich, insbesondere enthilt

sie eine Zahl m > ny. Setze ng,1 := m. O

Beispiel 6.4 i) Die alternierende Folge (ay,)neny mit a, := (—1)" besitzt
die beiden Haufungspunkte 1 und —1, denn (ag,),en konvergiert gegen
1 und (ag,11)nen gegen —1.

ii) Die durch a, := (—1)"+ 5 gegebenen Folge hat ebenfalls 1 und —1 als

1
Héufungspunkte, denn lim as, = lim (1 + ?) =1 und lim ag, 1 =
n n—oo

n—oo n—oo
1

lim (=14 ——) = —1.
(-1 22

iii) Die durch a, = n definierte Folge hat keine Haufungspunkte: jede Teil-
folge enthélt unendlich viele Elemente, die paarweise einen Abstand > 1
haben.

iv) Eine konvergente Folge hat ihren Grenzwert als einzigen Haufungspunkt,
da jede Teilfolge gegen den gleichen Grenzwert konvergiert.

Satz 6.5 (Bolzano-Weierstraf3) Jede beschrinkte Folge komplexer Zahlen be-
sitzt eine konvergente Teilfolge.

Beweis. Wir zeigen den Satz zunéchst fiir Folgen reeller Zahlen a,, € R. Wegen
der Beschrénktheit der Folge gibt es reelle Zahlen ¢ < d mit a, € [c,d] fur al-
le n € N. Wir konstruieren induktiv eine Intervallschachtelung (Ij)gen, so daf
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I, = [ck, di] unendlich viele Folgenglieder a,, enthélt, sowie eine zugehorige Folge
(nk)ken natiirlicher Zahlen mit ny4q > ng und a,, € Ij.
i) Induktionsanfang: Wahle Iy = [¢o, dg| mit ¢y := ¢ und dy = d sowie ein a,, € .
ii) Induktionsschritt & — k + 1. Sei I = [cg,di] bereits konstruiert und
my = %(ck + dj) der Mittelpunkt. Da I unendlich viele Folgenglieder enthélt,
konnen nicht beide Teilintervalle [cx, my| und [my, di] nur endlich viele Folgen-
glieder enthalten. Setze Iy 1 := [Cri1, dgr1] Mit cxpq := ¢, und diyq := my, falls
[ck, my| unendlich viele Folgenglieder enthilt, ansonsten Iy 1 := [cgy1, dy1] mit
Cer1 = my und dyyq := di. Offenbar gilt I3 C I und |Ix4 4| = %|Ik| = 2k%|]0|.
Da die Menge {n € N : a,, € I} unendlich ist, enthilt sie ein Element m > ny,.
Setze ngy1 :=m, d.h. es gilt a,, , € l41 und ngyy > 0y

Nach dem Intervallschachtelungsprinzip gibt es eine eindeutig bestimmte Zahl
h € R mit h € I, fiir alle £ € N. Dann gibt es zu jedem ¢ > 0 ein N € N mit
Iy C [h— € h+¢ firalle k > N, d.h. |a,, —h| < e < 2¢ fir alle £ > N. Das

bedeutet klim an, = h, und der Satz von Bolzano-Weierstrafl ist im reellen Fall
—00

bewiesen.

Ist (@, )nen eine beschriankte Folge komplexer Zahlen, dann bildet (Re(ay,))nen
eine beschrinkte Folgen reeller Zahlen. Nach obigem Beweis gibt es eine kon-
vergente Teilfolge (Re(ay, ))reny mit limg .o Re(an,) = hi. Die Folge der Ima-
gindrteile (Im(ap, ))ren ist ebenfalls eine beschriankte Folge reeller Zahlen und
enthélt somit eine konvergente Teilfolge (Im(an,),))ien mit limy_o Im(a(n,),) =
hy. Dann gilt auch lim;_.. Re(a,,),) = h1 als Teilfolge einer konvergenten Folge.
Insgesamt ist eine konvergente komplexe Teilfolge (a(n,),)ien von (an)nen konstru-
iert mit lli)rgo A(ny), = M1 +1hy. [

Nach Definition 6.2 kann man den Satz von Bolzano-Weierstrafl auch so
formulieren, dafl jede beschridnkte Folge komplexer Zahlen mindestens einen
Haufungspunkt besitzt. Der Beweis nutzt ganz entscheidend das Intervallschach-
telungsprinzip. Unter Verwendung des Satzes von Bolzano-Weierstrafl beweisen
wir nun das Cauchysche Konvergenzkriterium, das es auch ohne Kenntnis des
Grenzwertes erlaubt, die Konvergenz von Folgen zu entscheiden.

Satz 6.6 (Cauchysches Konvergenzkriterium) Fine Folge (a,)nen komple-
xer Zahlen konvergiert genau dann, wenn es zu jedem € > 0 ein N € N ¢ibt, so
dafs |ay, — ap| < € gilt fir alle n,m > N.

Beweis. (=) Die Folge (a,,)nen sei konvergent mit Grenzwert a. Dann gibt es zu
jedem € > 0 ein N € N mit |a, —a| < § und |a,, —a| < § fiir alle n,m > N. Die
Dreiecksungleichung liefert |a, —apn,| = |a, —a+(a—ap,)| < |a, —a|+|am—al < €.

(<) Es gelte |a, — a,,| < € fiir alle n,m > N. Dann ist die Folge (a,)nen
beschrénkt, denn zu € = 1 gibt es ein N € N mit |a, — ay| < 1 fiir alle n > N;
somit gilt |a,| < max(|ag|, |a1], ..., |an],|an| + 1). Nach dem Satz von Bolzano-
Weierstraf besitzt (a,)nen eine konvergente Teilfolge (ay, )rey mit a := kh_}rgo p, -
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Wir zeigen, dafl auch (a,),en gegen a konvergiert: Zu beliebigem € > 0 gibt es ein
N'" € N, so daf gleichzeitig gilt |a,, —a,,| < § fiir alle m,n > N" und |a,, —a| < §
fiir ein ny, > N'. Die Dreiecksungleichung liefert |a,, —a| = |a, — an, + (a,, —a)| <
lan, — an, | + |an, —al <e. O

Definition 6.7 Eine Folge (a,),en komplexer Zahlen heiBt Cauchy-Folge (oder
Fundamentalfolge), wenn zu jedem € > 0 ein N € N existiert, so daB |a,, — a,,| < €
fir alle n,m > N.

Nach Satz 6.6 sind in C genau die Cauchy-Folgen die konvergenten Folgen. Der
Beweis benutzt Bolzano-Weierstrafl, wobei der entscheidende Teil fiir reelle Folgen
bewiesen wird, wo das Intervallschachtelungsprinzip zur Verfiigung steht. Damit
wird das Cauchysche Konvergenzkriterium letztendlich auf die Vollstandigkeit
von R zuriickgefiithrt. Bemerkenswert ist, dal auch die Umkehrung gilt:

Satz 6.8 Fiir einen archimedisch angeordneten Korper folgt das Intervallschach-
telungsprinzip aus dem Cauchyschen Konvergenzkriterium.

Beweis. Es sei ([ay, by|)nen eine Intervallschachtelung. Zu e > 0 gibt es ein N € N
mit |ay — by| < €. Wegen a,, < by fir alle n > N gilt |a, — a,,| < € fiir alle
m,n > N, d.h. (a,)nen ist eine Cauchy-Folge. Sei s := lim,,_,, a,, der Grenzwert.
Da (ay)ney monoton wachsend ist, gilt a,, < s fiir alle n € N. Aus a; < b, und
Satz 5.6 fiir die konstante Folge (b,)r = b, folgt s < b, fiir alle n € N. Somit gilt
s € [ay, b,] fir alle n € N. O

Dadurch wird es sinnvoll, die Vollstéandigkeit eines Raumes iiber die Konver-
genz von Cauchy-Folgen zu definieren. Dazu wird in der allgemeinsten Version
ein sogenannter Abstand benoétigt, fiir den wir im wesentlichen die Dreiecksun-
gleichung fordern:

Definition 6.9 Eine Menge X mit einer Abbildung d : X x X — R, dem Abstand,
heiBt metrischer Raum, wenn fiir alle z,y, z € X gilt

(D1) d(z,y) =0 <« z=y,
(D2) d(z,y) = d(y,x) (Symmetrie),
(D3) d(z,z) < d(z,y) +d(y,2) (Dreiecksungleichung).
Die Axiome liefern insbesondere d(z,y) > 0. Beispiele sind die durch Betrige

definierten Absténde in R und C, d.h. d(z,y) = |z — y|, aber auch der durch
Pythagoras gegebene Abstand im R3, d.h.

d((w1, 2,23), (1,92, 9)) = V(w1 — y1)? + (22 — 12)? + (25 — 13)? .

Die Definition der Konvergenz einer Folge und die Definition einer Funda-
mentalfolge {ibertriagt sich sofort auf beliebige metrische Rdume, so dafl deren
Vollstandigkeit charakterisiert werden kann:
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Definition 6.10 Es sei (X,d) ein metrischer Raum und (a,)nen eine Folge von
Elementen a,, € X.

e Die Folge (a,)nen heiBt Cauchy-Folge (oder Fundamentalfolge), wenn zu
jedem € > 0 ein N € N existiert, so daB d(a,, a,,) < € fiir alle n,m > N.

e Die Folge (a,)nen heiBt konvergent, wenn es ein a € X gibt mit folgender
Eigenschaft: Zu jedem € > 0 existiert ein N € N, so daB d(a,,a) < € fir
allen > N.

Ein metrischer Raum (X, d) heiBt vollstindig, wenn jede Cauchy-Folge von Elementen
a, € X in X konvergent ist.

Im Sinne dieser Definition haben wir mit Satz /6.6 und Satz 6.5 die Vollstandigkeit
von C bewiesen. Ebenso wiirde man die Vollstandigkeit von R” zeigen.

Offenbar gibt es metrische Rdume, die nicht vollstdndig sind. Ein Beispiel ist
Q mit dem Abstand d(q,r) = |¢—r| fiir ¢, € Q. Jedoch gilt ganz allgemein, daf
man einen beliebigen metrischen Raum (X, d) vervollstandigen kann zu einem
metrischen Raum (X , cZ), indem man Aquivalenzklassen von Cauchy-Folgen hin-

zunimmt. Dazu erklart man einen Pseudo-Abstand zweier Cauchy-Folgen (a,,)nen
und (b, )ney in X als

A

d((an), (b)) := lim d(an, by) .

n—oo

Dieser Abstand ist wohldefiniert, es gilt die Dreiecksungleichung, aber aus
d((an), (by)) = 0 folgt natiirlich nicht die Gleichheit (a)nen = (bp)nen der Fol-
gen. Jedoch bilden Cauchy-Folgen mit Abstand 0 eine Aquivalenzrelation, und
(X,d) ist die Menge dieser Aquivalenzklassen mit obigem Abstand (der wirklich
(D1)-(D3) erfiillt!). Reprasentanten fiir Elemente a € X sind z.B. die konstanten
Folgen a,, = a. Auf diese Weise kann man R als Vervollstandigung von Q mittels
d(q,r) = |q¢ — r| definieren.

7 Reihen

Ist (an)nen eine Folge komplexer Zahlen, so werden durch
So ‘= Qg , 51::a0+a1, e sm::Zak
k=0

die sogenannten Partialsummen definiert. Diese bilden dann die Folge der Partial-
summen (Sp,)men, die wieder auf Konvergenz untersucht werden kann. Eine solche
Folge der Partialsummen heifit (unendliche) Reihe, und fiir diese schreibt man

Z a,. Das Symbol hat eine doppelte Bedeutung: Zum einen ist Z a, gleichbe-

n=0 n=0

m
deutend mit der Folge der Partialsummen (s,,)mnen mit s, := Z ay. Konvergiert
k=0
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diese Folge, dann meint man mit Z a, auch den eindeutig bestimmten Grenz-
n=0

wert der Folge der Partialsummen. Uber das Cauchysche Konvergenzkriterium

fiir Folgen erhalten wir:

Satz 7.1 (Cauchy-Kriterium fiir Reihen) FEine Reihe Z a, 1st genau dann

n=0

konvergent, wenn es zu jedem € > 0 ein N € N gibt, so dafS ‘ Z ak‘ < € fiir alle

k=n
m>n>N.
m
Beweis. Klar wegen |s,, — $,_1| = ‘ Z ak‘. O
k=n
o0
Daraus ergibt sich, daf§ aus der Konvergenz von Z a, auch die Konvergenz

n=0

von Z a, folgt, und umgekehrt (wenn alle a,, definiert sind).

n=p

o
Satz 7.2 Die geometrische Reihe Zz” konvergiert fir z € C mit 0 < |z| < 1,
n=0
1

din di Fall gilt "= .
und in diesem Fall gi Zz T

n=0

Beweis. Nach Satz: 2.3 (analog zu beweisen fiir z € C\ {0, 1}) sind fiir z ¢ {0,1}
die Partialsummen gegeben durch

1— Zn—i—l

n
k
sn::E 2=
1—2
k=0

1_Z7L+1

und nach Satz 5.4.iv) ist die Folge (52 )neN fiir |z] < 1 konvergent mit dem
angegebenen Grenzwert. O

Beispiel 7.3 (periodische Dezimalbriiche) Fiir ¢ = 0.162 := 1622 103"
n=1

. _ 162 | N\ 3n 162 1 162 _ 18 _ 6
gilt ¢ = 1555 * 22n=0 107" = 560 * T=16=% = o9 — 111 — 37
=1
Satz 7.4 Die harmonische Reihe E — ist divergent.
n
n=1
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Beweis. Wir zeigen, daf die Folge der Partialsummen keine Cauchy-Folge ist. Fiir
beliebige N € N\ {0} gilt

2N 1 2N 1 1
NS DL 32 D gy =y
k=N+1 k=N+1

Wiire (s, )n>1 eine Cauchy-Folge, so géibe es zu € = % ein N € N mit |s, —s,,] < %

fiir alle n,m > N, Widerspruch. O
Es ist im allgemeinen leichter, die Konvergenz einer Reihe zu beweisen, als

den Grenzwert konkret anzugeben. Fiir den Konvergenzbeweis stehen mehrere
Kriterien zur Verfiigung.

Lemma 7.5 Sind Zan und Z b, konvergent, so gilt

n=0 n=0
Z(an—i-bn) = Zan+2bn und Z(zan) :zZan (2 €C).
n=0 n=0 n=0 n=0 n=0
Beweis. Folgt aus Satz 5.3. 0J

Lemma 7.6 Ist Zan konvergent, so bildet (a,)nen eine Nullfolge.

n=0
Beweis. Es sei s der Grenzwert der Reihe. Zu jedem € > 0 gibt es ein N € N mit
|5, — s| < § fiir alle n > N. Aus a,, = 5, — 5,1 folgt |a, — 0] =[5, — 51| =
|sn — s+ (s — $p-1)| < |sp — 8| + |sp—1 — s| < € fiir alle n > N. O

Das ist niitzlich in negierter Form: Ist (a,),en keine Nullfolge, so kann die Reihe

(o]
Zan nicht konvergent sein. Daraus ergibt sich, da8 fiir z € C mit |z| > 1 die
n=0

Reihe Z 2" nicht konvergieren kann, da (2"),en dann keine Nullfolge ist.
n=0
Die Umkehrung von Lemma 7.6/ wire falsch: Ist (a,)neny Nullfolge, so kann

zunéchst nichts iiber die Konvergenz gesagt werden, wie das Beispiel der harmo-
nischen Reihe zeigt.

o0

Lemma 7.7 FEine Reihe Z a, mit positiven reellen Gliedern a,, > 0 konvergiert

genau dann, wenn die Folg_e der Partialsummen beschrinkt ist.

Beweis. Fiir a,, > 0 ist die Folge der Partialsummen monoton. ([l
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1
Beispiel 7.8 Die folgende Reihe ist konvergent: Z —+1) = 1.
n(n

Beweis. Wegen = % — k—il (Partlalbruchzerlegung) gilt

k(k+1)

1 71l 1 1
= _= — - =1 —
om — k(k+1) Zk Z(k+1) m+ 1

Die Folge (1 — n>1 ist konvergent mit dem angegebenen Grenzwert.

1
)

Satz 7.9 Firsc Q7 st

i 1 konvergent  fir s > 1
— s divergent  fir s <1

Beweis. Fiir s < 1 gilt fiir die Partialsummen

und fiir die (divergente) harmonische Reihe ist die Folge der Partialsummen un-
beschrénkt.

Fiir s > 1 betrachten wir die Teilfolge s,x_; der Partialsummen. Durch Zu-

sammenfassen der Summanden as;, . . . agi+1_; entsteht
1 1 1 1 1 1
Spe_y =1+ (2—+3—> + <E+"'+%) ot (W++W>
< 1+2-§+4-%+---+2’“‘1- (2;@11)5
S R _ 1
- g (23')371 o g (2371)j T 1 =951 1 —9s—1"°

Damit ist die Teilfolge (syx_;)x>1 beschriinkt. Da jedes n € N durch ein 28 —1 > n
abgeschétzt werden kann und die Folge der Partialsummen monoton ist, ist auch
(Sn)nen selbst beschrankt und damit konvergent. ]

o0

1
Die Reihe ((z) := Z — heifit Riemannsche Zeta-Funktion, wobei zunéchst z €
/rLZ

n=1
Q mit z > 1 ist. Spéter wird sich zeigen, dafl die Reihe auch fiir gewisse z € C
sinnvoll ist. Uber die Grenzwerte kt')nnen wir zunéchst nicht viel sagen. Spater

werden wir z.B. ¢ E — = — zeigen.
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Satz 7.10 (Konvergenzkriterium von Leibniz) FEs sei (a,)nen €ine mono-

ton fallende Nullfolge (insbesondere a, € Ry ). Dann ist die Reihe Z(—l)"an

n=0
n

konvergend, und fiir den Grenzwert s gilt ’3 — Z(—l)jaj
=0

< Qpy-

Solche Reihen heiflen alternierend.

Beweis. Fiir die geraden Partialsummen gilt Sopy o — Sop = o192 — agr1 < 0, d.h.
die Teilfolge (sox)ren ist monoton fallend. Fiir die ungeraden Partialsummen gilt
Sok+3 — Sok+1 = —Q2k+3 T Qokya > 0, d.h. die Tellfolge (S2k;+1)k€N ist monoton
wachsend. Weiter gilt sori1 — Sop = —aokyr1 < 0, d.h. s9p > s9p11 > s fiir alle
k € N. Da also (sax)reny monoton und beschrinkt ist, konvergiert die gerade
Teilfolge gegen einen Grenzwert s,, und analog konvergiert (sgx)ren gegen einen
Grenzwert s,, < s,. Nach Satz /5.3 gilt s,—s, = ’}LIEO(SQk_SQk+1> = klggo aopy1 = 0.

Damit konvergiert die gesamte Folge der Partialsummen gegen den gemeinsamen
Grenzwert s = s, = s,,.

Die Fehlerabschéatzung ergibt sich daraus, dafl s zwischen s; und sii; liegt
und sy — Sg41| = apy- d
Beispiel 7.11 Die alternierende harmonische Reihe Zfzo(—l)"%ﬂ ist konver-
gent. Der Grenzwert liegt zwischen s; = % und sg = 1. Mit spéter bereitgestellten

Methoden kann man Zfzo(—l)"%ﬂ = In2 zeigen.

Die alternierende Reihe 77 (—1)"5.5 ist konvergent. Der Grenzwert liegt

zwischen s; = % und so = 1. Mit spéter bereitgestellten Methoden kann man

2210(_1)”2711“ = 7 zeigen.

8 Absolute Konvergenz von Reihen

Definition 8.1 Eine Reihe Zan heiBt absolut konvergent, wenn auch die Reihe

n=0

o0
Z |a,,| konvergent ist.

n=0

Satz 8.2 (Majorantenkriterium) Es seien Z a, und Z b, Reihen und p €
n=0 n=0

N derart, daff |a,| < |by| fir alle n > p.

o o o0
i) Ist Z |b,,| konvergent, so konvergieren auch Zan und Z |a,|, und es

n=0 n=0 n=0
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qgilt

oo x [o@)
> <D lal <Y Ibl
n=p n=p n=p

Insbesondere ist jede absolut konvergente Reihe auch konvergent.

) Ist Z a, divergent, so ist auch Z |by,| divergent.
n=p n=p
Das Beispiel der alternierenden harmonischen Reihe zeigt, dafl aus Konvergenz

nicht absolute Konvergenz folgt.

Beweis. ii) folgt aus i) durch Negation.
i) Zu jedem € > 0 gibt es nach dem Cauchyschen Konvergenzkriterium ein

N € Nmit N > p, so dal Z |bg| < € fiir alle m > n > N. Nach der Dreiecksun-

k=n
gleichung gilt fiir die endliche Summe

m

m m
‘Zak‘ :‘an"i_"_am‘ S ‘an“i_"_lam‘zzyak’ Sz‘bk“ <€7
k=n k=n k=n

o0 [ee)
so dafl Z a, und Z |a,,| nach dem Cauchyschen Konvergenzkriterium konver-

n=p n=p
gent sind. Aus Satz 5.6.1) folgt schliefSlich

o m
‘ E an| = | lim g an| =
m—0o0
n=p n=p n=p
m = E [

< Jim > o x O
n=p < lim Y [ba| =Y |bal
m Oon:p —
> nl
Beispiel 8.3 i) ™ st konvergent, da fiir n > 2 gilt:
n’n
n=1
1 2 -1 2 .
r_-.z. = n —2 Z ist (absolut) konvergent.
nr n n n
ii) i; ist divergent, da ——— > —— und die harmonische
— /n(n_|_ ]_) ! n(n+1) — n+1’
Reihe ist divergent.
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Satz 8.4 (Quotientenkriterium) Es sei Z a, eine Reihe mit a,, # 0 fir alle
n=0

n € N, und es gebe ein N € N und ein 0 < ¢ < 1, so dafs < q fiir alle

An+1
an

n > N. Dann konvergiert die Reihe absolut.

Beweis. Fiir n > N gilt dann |a,| < gla,_1] < ... (¢)" V|ay], so daB die Reihe

[e.e]

Z |a,,| durch die konvergente Reihe Z q

Rlan]  lan]

= majorisiert wird. [l
N T 1—g Y v

Die Eigenschaft ‘QZ—:l‘ < ¢ fiir ein 0 < ¢ < 1 ist automatisch erfiillt, wenn die

Folge (]**|)nen gegen ein a < 1 konvergiert: Nach Definition des Grenzwertes

an

gibt es dann zu @ < ¢ < 1 ein N € N, so da8 |%| = ‘%—ow%a‘ <

o+ |aZ—:1 — oz’ < ¢ fir alle n > N. Gilt lim,,_, |“221’ = ¢ > 1, dann ist (a,)nen

keine Nullfolge, und die Reihe divergiert.
Wichtig ist, dafl das ¢ im Quotientenkriterium unabhéngig von n sein muf.

1
Fiir die Reihe Z — mit s € Q7 ist zwar ‘(%)ﬂ < 1 fiir alle n > 1, aber zu
ns "
n=1
jedem ¢ < 1 findet man ein N € N mit ¢ < |(%5)°| < 1 fiir alle n > N. Uber die
Konvergenz kann das Quotientenkriterium in diesem Fall keine Aussage machen.
Die Reihe ist fiir s > 1 absolut konvergent und fiir s < 1 divergent.
Die Konvergenz der geometrischen Reihe kann nicht mit dem Quotientenkri-

terium begriindet werden!

k .
.. — 1
Beispiel 8.5 (komplexe Binomialreihen) Uber (Z) = 1_[u fiir
: J
Jj=1

k € Nund a € C lassen sich komplexe Binomialkoeffizienten definieren (sie-
he Aufgabe 1 im Ubungsblatt 2 fiir reelle o). Wir betrachten fiir z € C die
zugehorige binomische Reihe

Ba(z) = i (2‘) o

n=0
die fiir @ € N bei k = a abbricht und in die binomische Formel iibergeht. Das
Opt1 a—n

= lim ‘ " Z
an, n—oo | n + 1
mische Reihe fiir |z| < 1 absolut konvergent ist und fiir |z| > 1 divergiert.

Quotientenkriterium liefert lim

n—oo

‘ = |z|, so daB die bino-

Satz 8.6 (Wurzelkriterium) Fir eine Reihe Zan existiere ein N € N und
n=0
ein 0 < q <1, sodafy {/|a,| < q fir alle n > N. Dann konvergiert die Reihe
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[e.9]

Z a, absolut.

n=0

Ist {/|a,| > 1 fir unendlich viele n € N, so ist (a,)nen keine Nullfolge, und die
Reihe ist divergent.

o o0
Beweis. Die Reihe Z |a,| besitzt die konvergente Majorante Z q". O

Die Eigenschaft {/|a,| < ¢ fir ein 0 < ¢ < 1 ist automatisch erfiillt, wenn
der grofite Haufungspunkt von ({/|a,|)nen kleiner als 1 ist, insbesondere wenn

({/]an])nen gegen a < 1 konvergiert.

Beispiel 8.7 Die Reihe anz” fir z € C mit |z| < 1 ist absolut konvergent:

Wir betrachten Y/ |Inkzr| = V/nk|z|. Wegen lim,, .o, Vn* =1 gibt es ein N € N,
so daBl VnF < L Damit kann im Wurzelkriterium ¢ = ﬂﬂ‘ < 1 gewahlt

1+z]
werden.

Es sei Zan eine Reihe und 7 : N — N eine bijektive Abbildung. Dann

n=0
oo

nennt man die Reihe Z ar(ny eine Umordnung der Reihe. Im Gegensatz zu end-
n=0

lichen Summen gilt das Kommutativgesetz “Z an, ZaT 7 mnicht immer.

n=0
Wir zeigen, dal es bei absolut konvergenten Reihen gilt und zumindest fiir die

alternierende harmonische Reihe nicht gilt.

o0

Satz 8.8 (Umordnungssatz) FEs sei Zan eine absolut konvergente Reihe.

n=0
Dann st auch jede Umordnung dieser Reihe absolut konvergent mit dem glei-
chen Grenzwert.

[e.9]

Beweis. Es sei s = Zan und 7 : N — N bijektiv. Zu jedem e > 0 gibt es wegen
n=0

der absoluten Konvergenz ein N € N; so dafl Z la,| < % Dann gilt
n=N
N—

‘ s — an,
n=0

—_

o0 o0 €
:’Zan§2|an|<§.
n=N n=N
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Sei nun ein N’ € N so gewahlt, dal {0,1,...,N — 1} C {7(0),7(1),...,7(N")},
dh. N > max(r7(0),...7 (N — 1)}. Dann gilt fiir alle m > N’ nach der
Dreiecksungleichung

m m N-1 [e'S)
€
7(n) S T(n) = n n - < n =< ’
DIUEREL) STRFES SEATE) SYAF D SUAPEF
n=0 n=0 = n=0 n=N
N-1
denn in ZaT — Z heben sich ag,aq,...,any_1 gegeneinander weg und
n=0
die Summe uber die verbleibenden Terme ist wie angegeben beschrinkt. Damit
konvergiert ZGT(”) gegen den gleichen Grenzwert s. Die absolute Konvergenz
n=0
folgt durch Wiederholung des Beweises fiir die Reihe Z |zl O

n=0

Wir zeigen nun am Beispiel der alternierenden harmonischen Reihe, die kon-
vergent, aber nicht absolut konvergent ist, dafl der Umordnungssatz in diesem
Fall nicht gilt. Wir betrachten folgende Umordnung;:

e T(")
_ 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
E _1_§+§_Z+<5+7_6>+<§+ﬁ+1_3+ﬁ_§>+"'

n=1

1 1 1 1
+ <2"+1 + 2713 toot g 2n+2> +..

In dieser Umordnung kommen alle negativ zu zdhlenden Glieder Tlﬂ vor,
aber immer mehr verzogert gegeniiber den positiven Gliedern. Nun gilt die
Abschéatzung

1 1 1 n— 1 R R |
<2n+1 + 2743 + + ontl_q 2n+2> > 2 +1 2n+2 4 2n+2
> % fiirn > 2.

Wie schon im Divergenzbeweis der harmonischen Reihe ist damit fiir e = % das
Cauchysche Konvergenzkriterium verletzt, so daf§ die umgeordnete Reihe diver-
giert. Man kann {ibrigens fiir die alternierende harmonische Reihe zu jedem x € R
eine Umordnung derart finden, dal die umgeordnete Reihe gegen x konvergiert.

9 Polynome

Ein Polynom in z mit Koeffizienten in C ist ein formaler Ausdruck der Form
f(.T)Ianxn—kanilxn*l—|—~'-—|—a1x—|—a0:Zaixi’ aieC.
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Die Menge aller solcher Polynomome wird mit C[z] bezeichnet, bzw. mit R[z]
wenn a; € R. Die Unbestimmte x werden wir zunéchst als + € C oder x € R

auffassen; spiter werden Verallgemeinerungen wichtig. Es gibt eine offensichtliche
Addition

= ) m A max(m,n) |
(;aml) + (;bﬂv) = ZZ:; (ai+bi)x 7

wobei a; = 0 fiir ¢ > n und b; = 0 fiir ¢ > m gesetzt wird. Das Nullpolynom
f(z) = 0 (alle a; verschwinden) ist das neutrale Element. AuBlerdem erhélt man
durch Ausmultiplizieren und Ordnen nach Potenzen von x eine Multiplikation

n m m—+n k
< E aixz) . ( E bjx9> = E cpx” Cp = E ag—jbj .
i=0 §=0 k=0 =0

(Es wird wieder a; = 0 fiir ¢ > n und b; = 0 fiir j > m gesetzt.) Die auftretenden
Summanden ergeben sich aus den Diagonalen im folgenden Schema (mit &k =
max(m,n)):

G,kbo akbl e akbk

N

CLQbO a2bk

(Ilbg \albl e albk
NN N
aobo CLDbl a0b2 Ce aobk

Fiir x = 1 erhalten wir das folgende Produkt endlicher Summen:

n m m+n min(k,m)
S-S ey 3
=0 j=0 k=0 i+j=k j=max(0,k—n)

Der maximale Exponent von z, fiir den der Koeffizient in f(z) ungleich Null
ist, heifit der Grad des Polynoms und wird mit deg(f) bezeichnet. Genauer ist

fiir f(z)=>"1",a;x’

[ fir f=0
deg(f) = { max{i € N : a; #0} sonst

Konstante, aber nichtverschwindende, Polynome haben den Grad 0. Es gilt

deg(f +g) < max(deg(f),deg(g)),  deg(f-g) = deg(f) + deg(g)

(mit (—oc0) +n = —oo und (—o0) + (—0) = —00).
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Satz 9.1 (Division mit Rest) Sind f,g € Clz| und ist g # 0, dann gibt es
eindeutig bestimmte Polynome q,r € Clx] mit

f=q-g+7r,  deg(r) <deg(g) .

Beweis. 1) Wir beweisen zunéchst die Eindeutigkeit. Sei f =q-g+r=¢ -g+ 1’
mit deg(r) < deg(g) und deg(r’) < deg(g), dann folgt

(g—q)-g=r"—r.

Wiire g # ¢/, dann ist der Grad der linken Seite deg((¢—¢’)-g) > deg(g), wahrend
der Grad der rechten Seite deg(r’ —r) < deg(g) ist, Widerspruch. Also ist ¢ = ¢’
und dann r = 7’

ii) Existenz der Polynome durch explizite Konstruktion mittels “Division mit

Rest”. Sei f = Zaixi und g = Zbiwi, mit a,,b,, # 0. Firn < mist ¢ =0
i=0 i=0
und r» = f. Sei also n > m. Wir setzen
an n—m
gy =t foy=F—a0 9.
Da der hochste Koeffizient von f durch Subtraktion entfernt wurde, gilt
deg(fa)) < deg(f). Auf diese Weise konstruiert man eine Folge von Monomen
gy = cxa’ ™), so daB fir fuy = fu-1) — q) - 9 gilt deg(fu)) < deg(fz—1))- Das
Verfahren bricht im I-ten Schritt ab, wenn deg(fq)) < deg(g). Dann ist r := f,

und q := gy + -+ q). 0
Beispiel 9.2 Es sei f = 2% und g = 22? + z, also ag = 1 und b, = 2. Dann ist
qu) = a7 = tzund fo) = f — 2 (22 + ) = — 12 Im néchsten Schritt ist

1
qo) = 52’ = —% und fo) = f) + }1 - (22? + x) = . Hier bricht das Verfahren
ab. Somit gilt * = (32 — 1)(22? + ) + 2.

Ist » = 0 in Satz 9.1, so heifit g ein Teiler von f.

Definition 9.3 Eine Zahl a € C heiBt Nullstelle eines Polynoms f = "7  aa",
wenn f(a) = D1 a,a’ = 0.

Satz 9.4 Eine Zahl o € C ist genau dann Nullstelle eines Polynoms f € Clz],
wenn x — « Teiler von f ist.

Beweis. Fir deg(f) = 0 hat f keine Nullstellen, fiir deg(f) = —oo ist f = 0 und
x — « ein Teiler fir beliebige o € C. Verbleibt deg(f) > 1. Die Division mit Rest
liefert eindeutig bestimmte Polynome ¢,r € Clz] mit f = ¢- (x — a) + r und
deg(q) = deg(f) — 1, deg(r) < deg(z — a) =1, also r € C. Dann ist f(a) =r. O
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Hat auch ¢ eine Nullstelle as, so lafit sich ein weiterer Linearfaktor x — as
abspalten, usw. Aus der Abbruchbedingung der Division mit Rest folgt, dafl ein
Polynom vom Grad n > 0 hochstens n Nullstellen haben kann.

Satz 9.5 (Identitéitssatz fiir Polynome) Stimmen die Werte der Polynome
f(z) = Z a;x" und f(z Z bix' an n+ 1 verschiedenen Stellen diberein, dann

i= =0
gilt a; = bi fir allei =0,...,n und somit f(x) = g(x) fir alle x € C.

Beweis. Das Polynom f — g hat n + 1 verschiedene Nullstellen und einen Grad
< n. Damit ist f — g das Nullpolynom. 0

Der Identitatssatz liefert die sehr wichtige Methode des

9.6 Koeffizientenvergleich. Gibt es fiir ein Polynom zwei Darstellungen, so
sind die entsprechenden Koeffizienten einander gleich.

Satz 9.7 (Additionstheorem der Binomialkoeffizienten) Fiir alle s,t € C

und n € N gilt
Zn (s)( t ) <s—|—t)
k) \n—k n '
k=0

Beweis. 1) Sei zunéchst s,t € N. Dann gilt

s+t
(14 2)*t = Z <S +t)x”
n

n=0

(14+z)°- (1+2) = (;( ) lt C) n: 2 (Z) (;))x”

Die Behauptung folgt aus Z ( ) ( ) ( ) ( ) und Koeffizienten-
k=0

k+l=n
vergleich.

ii) Sei s € C und ¢t € N. Interpretieren wir beide Seiten des Additionstheorems
als Polynome in s, dann stimmen diese nach i) in unendlich vielen Stellen iiberein,
nach dem Identitétssatz dann fiir alle s € C.

iii) Fr s,t € C werden schlieflich beide Seiten bei festem s als Polynome in ¢
aufgefafit, die nach ii) an unendlich vielen Stellen {ibereinstimmen, damit {iberall.

O

10 Potenzreihen
Potenzreihen sind Verallgemeinerungen von Polynomen auf unendliche Sum-

men, also Reihen, P(z) = Zanz” mit a, € C und einer Unbestimmten
n=0
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oo

z € C. Beispiele sind die geometrische Reihe Zz” und die binomische Reihe
n=0

= /s
z) = Z (n) 2". Spater werden auch die in einen anderen Ursprung 2z, € C

n=
[o.9]

verschobenen Potenzreihen P(z, zg) = Z an(z— 2p)" betrachtet. Im allgemeinen

n=0
werden diese Reihen nicht fiir alle z € C konvergieren.

Satz 10.1 Konwvergiert eine Potenzreihe P(z Zan " in emnem Punkt zo €

C, dann konvergiert sie absolut in jedem Punkt z 6 (C mit |z < |zo].

Beweis. Die Folge (a,2{ )nen ist als Nullfolge insbesondere beschrénkt, d.h. es gilt
lanz| < S fiir alle n € N. Dann ist |a,2"| = ¢"|an ”\ <¢"Smit ¢ :=[Z| <L

Damit besitzt Z a,z" die konvergente Majorante Z q"S, so daf die Reihe fiir

n=0
z| < |z absolut konver ent ist. ]
2] < |20l g

Dieser Satz liefert fiir jede Potenzreihe P(z) die Existenz eines Konvergenz-
kreises mit Radius

R(P) :=sup{r € R : P(r) konvergiert } € Ry U{oo} .
Man nennt R(P) den Konvergenzradius von P.

Satz 10.2 Die Potenzreihe P ist fiir alle z € C mit |z| < R(P) absolut konver-
gent und fir alle z € C mit |z| > R(P) divergent.

Beweis. 1) Fiir |z| < R(P) gibt es ein r € R mit |z| < r < R(P), so daf§ P(r)
konvergent ist. Dann ist P(z) absolut konvergent nach Satz [10.1.

ii) Sei |z| > R(P). Wére P(z) konvergent, so wére nach Satz[10.1 P(r) (sogar
absolut) konvergent fiir alle R(P) < r < |z|, im Widerspruch zur Supremumsei-
genschaft von R(P). O

Der Konvergenzradius einer Potenzreihe P(z) kann unendlich sein; in diesem
Fall ist P(z) absolut konvergent fiir alle z € C. Der Konvergenzradius R(P) ist

0, wenn P(z) nur fiir z = 0 konvergiert. Die Bestimmung des Konvergenzradius
o0

von P = Z a,z" kann iiber das Wurzelkriterium oder das Quotientenkriterium

n=0
versucht werden:

i) R(P) = %, wenn ¢ der grofite Haufungswert der Folge {/|a,|}n>1 ist
(Cauchy-Hadamard),
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i) R(P) =, wenn {|*]},>; gegen ¢ konvergiert (Euler).

Uber Konvergenz von P(z) auf dem Rand des Konvergenzkreises, d.h. fiir |z| =
R(P), kann keine Aussage gemacht werden.

Beispiel 10.3 Fiir P(z) := Zz” ist nach Satz 7.2 R(P) =

n=0
oo

Fir P(z) = Bu(z) := Z (a) 2" ist nach Beispiel 8.5/ R(P) =
n

n=0

[e.9] n

Fiir den Polylogarithmus P(z) = Lis(2) := E © st R(P) =
nS
n=1

Absolut konvergente Reihen konnen nach Satz 8.8 beliebig umgeordnet wer-
den. Dadurch wird es moglich, zwei Reihen innerhalb des gemeinsamen Konver-
genzkreises zu multiplizieren und nach gemeinsamen Potenzen von z umzuordnen,
dghnlich zum Produkt von Polynomen auf Seite [34:

Satz 10.4 Konvergieren die Potenzreihen f(z Zanz und g(z Zb 2"

im Punkt z € C absolut, so gilt

f(z) - g(z) = ( Z_: An— kbk>

Beweis. Siehe Forster: Analysis 1 (§8 Satz 3) fiir z = 1. Man muf dhnlich zum
Beweis des Umordnungssatzes die Reihen entsprechend dem Schema fiir Summen
auf Seite 34 in anderer Reihenfolge aufsummieren. Absolute Konvergenz sichert
die Gleichheit der umgeordneten Reihen. 0

Beispiel 10.5 (Multiplikation der Binomialreihen) Fiir alle s,t € C und
z € Cmit |z| <1 gilt nach Satz 9.7

Bu(2)- Bi(z) = i (i (Z) <n ! k))z” - i (S Z t) 2" = Boi(2) .

n=0 k=0 n=0

Daraus folgt Bs(x) = (1 + z)® fiir alle x € R mit |z| < 1 und alle s € Q: Aus
By(z) = (14 ) fiir p € N folgt mit s = und ¢ € N'\ {0}

QI

(z)--- Be(z) = By(x) = (1 +2)",

J/

B

q mal

also Be(x) = (1 + x)§ wegen der Eindeutigkeit der Wurzel reeller Zahlen. Fiir
negative s benutzt man Bs(z) - B_g(z) = By(z) = 1.
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Daraus ergibt sich z.B.

ViTroS (e b2 6D, 3 G062
1 1 1-3 1-3.5
:1 5 - 2 3_ 4 ..
Tt o T T 6" 2168

Als weiteres Beispiel konnen wir die (sehr wichtige) Exponentialreihe

einfiihren und untersuchen:

Satz 10.6 i) Fir alle z € C ist die Exponentialreihe exp(z) = Zz—'
n!
n=0
absolut konvergent, und es gilt |exp(z)| < exp(|z|).
ii) Fir alle w,z € C gilt exp(w) - exp(z) = exp(w + 2).
iii) Fir mit |z 5 gilt |exp(z) — Y —| < ———.
2 PRSP T 2] = (V)
iv) Es gilt exp(z) = lim (14 2)", insbesondere e = exp(1).
Beweis. 1) Das Quotientenkriterium liefert lim,, |a”“| = lim,, .o n|i+|1 0<1,

damit ist exp(z) fir alle z € C absolut konvergent. Die Ungleichung |exp(2)] <

exp(|z]) folgt aus Satz [8.2.
ii) Fiir ¢t € C ist nach Satz [10.4

exp(wt) - exp(zt) = i <kzn; (:)i;)' zk—]:)t” _ i%( " (Z) wn*kzk)tn

3
I
o

iii) Fiir [2] < 222 gilt

N o [e'e) ‘Z’n
o) =35 <[ 3 S 3 B
Zo n! Z n!

n=N+1 n! n=N+1
SR sy U
(N +1)! N+2 (N+2)(N+3)

|Z|N+1 °°< |Z| >k: |Z|N+1 o0 1 B 2|Z|N+1
N+1‘k:0 N+2 (N+Dte=2k  (N+ 1
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iv) Aus ii) folgt exp(z) = (exp(%))" fiir alle n € N\ {0}. Damit gilt

‘ exp(z) — (1 + %)n‘ = ‘(eXp<§))n - (1+2)

= ‘(exp( Z exp(Z) —)nik*l

<Jexp(2) = (1+2)[ 3 (exp(2))* (1 + )"

k=0
Offenbar gilt 1 + lzl | < exp(| ‘) und deshalb
n—1
Z exp 1—|- %)n_k < (exp(| ‘)) < (exp(| ‘)) =nexp(z) .

SchlieBlich gilt nach iii) fiir N =1 und |Z| < 3, also n > 3|z|,
|2
2n?

lexp(2) — (1+2)[ <255

|2I”

und damit —5-nexp(z). Fiir n — oo folgt die Behauptung.
n

O

exp(z)— (l—i-%)n

Diese Eigenschaften haben mehrere Folgerungen.

i) Wegen exp(0) = 1 existiert fiir alle z € C das Inverse (exp(z)) =
exp(—=z) € C, damit ist exp(z) # 0 fiir alle z € C.

ii) Die Exponentialreihe konvergiert sehr schnell; im Schritt sy — sy der
Partialsummen verbessert sich die Konvergenz um den Faktor N + 2.
Damit kann die Eulersche Zahl e numerisch gut berechnet werden. Die
Folge e = nhi& (1+ £)" konvergiert viel schlechter.

iii) Es gilt exps = e® fir alle s € Q.

iv) Im Reellen folgt aus 7, > x5 > 0 die Beziehung exp(z;) > exp(zs). Uber
exp(—z) = m folgt dann exp(z1) > exp(z2) fiir alle 1 > x9. Damit
ist die zugehorige reelle Exponentialfunktion streng monoton wachsend
auf R.

Restgliedabschétzungen wie bei der Exponentialfunktion werden oft benétigt.

Lemma 10.7 FEine Potenzreihe P(z) = Zanz" habe einen Konvergenzradius

n=0
R(P) > 0. Dann gibt es zu jedem 0 < r < R(P) und jedem p € N eine Konstante

(e}
¢y €R, so dafs ‘ Zanz”
n=p

fiir alle z € C mit |z| <.
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oo o0
Beweis. Setze ¢, := g |ag4p|r”. Dann gilt ) E anz
k=0 n=p

oo
<Y anllzt =
n=p

o0
D lanspll2lM2l? < ¢l 2P m
k=0
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Teil 111
Funktionen und Stetigkeit

11 Funktionen

Definition 11.1 Unter einer komplexwertigen Funktion auf einer Menge X versteht
man eine Vorschrift f, die jedem Element x € X in eindeutiger Weise eine komplexe
Zahl f(z) € C zuordnet. Dafiir schreibt man f : X — C und z — f(x). Die Menge
X heiBt Definitionsbereich, die Teilmenge f(X) := {f(z) € C : x € X} heiBt
Wertebereich von f. Analog sind reellwertige Funktionen f : X — R definiert. Als
Graph von f : X — C bezeichnet man die Menge G(f) := {(z, f(z)) : x € X} C
X x C.

Fiir X C Rund f: X — R ist der Graph eine Kurve im R2.
Die iiblichen Rechenregeln fiir komplexe Zahlen iibertragen sich punktweise
auf Funktionen f,g: X — C (mit ¢ € C):

(f+9)(@) = f@) +g9(x), (f-9)(x):=f2)-g(x), (cf)z):=c-flx),

g(x) = L)) falls g(x) # 0 fur alle x € X,

fl@) = f(x), (Re f)(x) := Re(f(x)) ,  (Im f)(z) := Im(f(z)) .

Definition 11.2 Sind f: X — Cund g : Y — C Funktionen mit f(X) C Y, dann
ist die zusammengesetzte Funktion go f : X — C erklart durch (go f)(z) := g(f(z)).

Beispiel 11.3 i) Polynome f € C[z] mit x € X C C, also f(x Z a;x’.
ii) Potenzreihen f(z) = Z a,z", wenn X Teilmenge des Konvergenzkreises
n=0

(eventuell ohne den Rand) der Potenzreihe ist, z.B. f(z) = exp(x) fur
z € C oder f(zr) = Bs(z) fur x € C mit |z] < 1 und s € C oder
€]l—1,1[CRund s €Q.
iii) Rationale Funktionen. Sind f,¢g € Clx ] Polynome, dann heifit die auf
C \ A definierte Funktion R(z) = f ( eine rationale Funktion, wobei
A C C alle Nullstellen von g enthalt urch Polynomdivision 148t sich
der Definitionsbereich maximal erweitern.

iv) Potenzfunktion mit rationalen Exponenten: Ist X C R, und s € QQ, dann
wird durch f: 2z + 2* die Potenzfunktion f : X — R, definiert

v) Zusammensetzungen dieser Funktionen, wenn Definitions- und Wertebe-
reich passen, z.B. f : x +— 2% + 2x + 3 fiir * € R (reelles Polynom ohne
Nullstelle) und g : y — /¥ fiir y € Ry, dann ist go f : R — R gegeben

durch (go f)(z) = Va? + 2z + 3.
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vi) Die Bildung von Real- und Imaginérteil sind Funktionen Re : C — R und
Im : C — R. Die Bildung des Betrags ist eine Funktion abs : C — R,.

Fiir rationale Funktionen gilt

Satz 11.4 (Partialbruchzerlegung) Fir ag,aq,...,a, € C und vy,...,v, €
N\ {0} sei f(x) = ap(z —ay)"* - -+ (x — )" ein Polynom vom Grad deg(f) =
1+ -+ v,. Dann gibt es zu g € Clz| ein eindeutig bestimmtes Polynom q vom
Grad deg(g) — deg(f) (mit ¢ =0 falls deg(g) < deg(f)) und eindeutig bestimmte
Koeffizienten by j, € C mit k = 1,...,n und j, = 1,... v, so daf$8 fir alle x ¢
{ag, ..., a,} gilt

Vg

iU by, i1 bk,2 bk,u
fx +ZZ [B—éfk +Z<x—@k (33—04k)2+m+(x_o‘l)yk>.

k=1 jr=1

Diese Darstellung heifst Partialbruchzerlegung.
Beweis. Das Polynom ¢ wird durch Division mit Rest erhalten, g = ¢ - f + r.
Damit geniigt es, den Satz fiir rationale Funktionen £ 7 mit deg(g) < deg(f) und

q = 0 zu beweisen. Fiir r = 1 ist dieser Beweis die Ubungsaufgabe 2a von Blatt
7, der sich dann auf den allgemeinen Fall iibertragen 148t. U

Definition 11.5 Essei X C C.
i) Eine Funktion f : X — C heiBt injektiv, wenn aus f(x) = f(y) folgt
r=y¢€X.

i) Ist f : X — C injektiv, dann heiBt die eindeutig bestimmte Vorschrift g,
die jedem y € f(X) das Urbild x € X mit g(f(z)) = x zuordnet, die
Umbkehrfunktion zu f.

Definition 11.6 Sei X C R. Eine Funktion f: X — R heift

i) monoton wachsend bzw. streng monoton wachsend, wenn fiir alle z,y € X
mit z <y gilt f(z) < f(y) bzw. f(z) < f(y);

ii) monoton fallend bzw. streng monoton fallend, wenn fiir alle z,y € X mit
z <y gilt f(z) > f(y) baw. f(z) > f(y);

i) (streng) monoton, wenn sie (streng) monoton wachsend oder (streng) mo-
noton fallend ist.

Jede streng monotone (reellwertige) Funktion auf X C R ist injektiv und
besitzt damit eine Umkehrfunktion g : f(X) — R, die im gleichen Sinn streng
monoton ist. In diesem Fall gehen die Graphen von f und g durch Spiegelung an
der Diagonalen y = x auseinander hervor:
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12 Stetigkeit
12.1 Definition und Beispiele

Bisher war der Definitionsbereich einer Funktion eine beliebige Menge X. Wir
werden nun zusétzliche Informationen iiber die Funktion erarbeiten fiir den Fall,
daBl der Definitionsbereich eine Teilmenge D C C oder D C R ist.

Definition 12.1 (Stetigkeit) Eine Funktion f : D — C heiBt stetig im Punkt
xog € D, wenn es zu jedem ¢ > 0 ein 6 > 0 gibt, so daB gilt:

|f(z) = f(zo)| <e  furallex € D mit |z — x| <.

Eine Funktion f heiBt stetig in D, wenn sie in jedem Punkt von D stetig ist.

Zu beachten ist, dafl § von € und im allgemeinen auch von xy abhéngt: wird € ver-
kleinert, so muf} im allgemeinen auch § verkleinert werden, damit die Relationen
richtig bleiben. Die Stetigkeitsforderung besagt, daf§ das immer moglich ist.

Wir diskutieren die geometrische Bedeutung der Definition fiir eine reellwer-
tige Funktion f: D — R mit D C R.

zro—0 x9 To+0 r1—0 x1 T1+0

Die abgebildete Funktion ist stetig in xg, aber unstetig in ;. Denn fiir die abgebil-
dete Wahl von € ist zu jeder Wahl von § > 0 das Bild des Intervalls |z; — 9, 21 + ]
nicht enthalten” im Intervall | f(z1) — ¢, f(z1) + €[.

Beispiel 12.2 Die Funktion f(z) = 2* ist stetig in ganz C.

Beweis. Sei zp € C fest gewahlt und € > 0 beliebig. Es gilt |f(2) — f(20)| =
122 — 2% = |2 — 20| |2 + 20] < |z — 20/(]z — 20| + 2]20]). Es geniigt deshalb,

3(0 + 2|z0]) < € zu wihlen, z.B. 0 := min(I, o) O

!Das Beispiel zeigt auch, daf§ die Formulierung der Stetigkeit in 21 nicht lautet: Aus | f(z) —
f(z1)] < € folgt |z — x1] < J. So etwas wiire erfiillt.
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Beispiel 12.3 Die Funktion f(z) = exp(z) ist stetig in ganz C.
Beweis. Sei zp € C fest gewédhlt und € > 0 beliebig. Es gilt

| exp(z) — exp(z0)] = [exp(20) - (exp(z — 20) = 1)| < exp(|z0])] exp(z — 20) — 1] -

Nach der Abschétzung in Satz[10.6Liii) fiir NV = 0 gilt fir |z — 29| < 1 die Relation

| exp(z — 20) — 1] < 2|z — zo|. Somit geniigt es, 0 := min(1, 7 zu wihlen. [J

Beispiel 12.4 Fiir eine Funktion f : D — C gebe es eine Konstante L > 0,
so daB |f(x) — f(y)| < L|x — y| fir alle z,y € D. Eine solche Funktion heifit
Lipschitz-stetig. Jede Lipschitz-stetige Funktion ist stetig: Man wiéhle § := £ fiir
L#0und =1 fir L=0.

Insbesondere sind folgende Funktionen stetig:
i) die konstante Funktion f(z) = ¢ (mit L = 0),
ii) lineare Funktionen f(x) = axz + b (mit L = |al),

iii) f(z) = |z|, f(z) = Re(x), f(z) = Im(x), f(z) =T jeweils mit L =1

Beispiel 12.5 Fiirk € N\{0} ist die Wurzelfunktion f: R, — Ry, f(x) := ¥z
stetig.

Beweis. Sei xg > 0. Fiir y > 0 gilt y* < (1+y)* — 1, also ({/£-1)* < Z —1und
Vx— ¥ry < Yw — xg fiir © > 29 baw. (Tausch g — ) [z — ¥zo| < /|2 — 0]

fiir alle , 9 € Ry. Dann geniigt es, 6 = €* zu wihlen. O

Ein historisch bedeutsames Beispiel ist die nirgends stetige Funktion f : R —
. |1 firze@
letf(x)_{o fir z ¢ Q

12.2 Folgenkriterium der Stetigkeit

Satz 12.6 (Folgenkriterium der Stetigkeit) FEine Funktion f : D — C ist
genau dann stetig in & € D, wenn fir jede Folge (x,)nen von Punkten x, € D
mit im,, o x, = T gilt lim,, ., f(z,) = f(Z).

Beweis. i) Sei f stetig in Z. Dann gibt es zu jedem € > 0 ein § > 0, so dafl
|f(z) — f(Z)] < e fur alle z € D mit |x — Z| < 6. Ist (z,,)nen eine beliebige
gegen T konvergente Folge in D, dann gibt es nach Definition des Grtenzwertes
ein N € N, so daf} |z, — 2| < 0 fiir alle n > N. Also ist |f(z,) — f(Z)| < € fiir
alle n > N wegen der Stetigkeit von f in &, und f(Z) ist Grenzwert der Folge
(f (n))nen-

ii) Sei die Folgenbedingung erfiillt. Angenommen, f wére nicht stetig in z.
Das bedeutet: Es gibt ein € > 0, so daf§ fiir alle 6 > 0 gilt: Aus | — Z| < ¢ folgt
|f(x) — f(Z)] > €. Wihle 6 = n+r1 und fiir jedes n € N einen Punkt z,, € D mit
|z, — 7| < n+r1 Damit gibt es eine gegen Z konvergente Folge (z,)nen, fiir die gilt
|f(z,) — f(Z)| > € fur alle n € N, im Widerspruch zu lim,, ., f(z,) = f(z). O
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Definition 12.7 Eine Umgebung V eines Punktes & € D ist eine Teilmenge V C
D, die eine Menge der Gestalt D N K, (%) enthilt; dabei ist K.(Z) :={2€ C : |z —
z| < €} C C die offene Kreisscheibe mit Mittelpunkt Z und Radius € > 0.

Die Rechenregeln fiir Grenzwerte aus Satz 5.3 iibertragen sich auf stetige
Funktionen:

Satz 12.8 Die Funktionen f,qg: D — C seien stetig in & € D. Dann gilt:
i) Die Funktionen f + g, f - g sind stetig in .

ii) Ist g(Z) # 0, so ist auch g(x) # 0 in einer Umgebung V' C D von Z, und
die Funktion g .V — C ist stetiginz € V.
iii) Ist die Komposition g o f definiert und sind f : D — C stetig in & und
g: D' — Cmit f(D) C D stetig in f(Z), dann ist auch go [ stetig in .
Beweis. 1) Ist (2,)nen eine beliebige Folge in D mit lim, .z, = %, so gilt

lim, o f(x,) = f(&) und lim, . g(x,) = ¢(Z). Satz [5.3 liefert hmnﬂoo(f +
9)(z,) = (f 4+ ¢)(2) und lim,, . (f - 9)(xn) = (f - 9)(Z). Nach dem Folgenkriteri-
um sind dann f + g und f - g stetig.

ii) Wir zeigen: Ist g stetig in £ € D, dann ist V := {& € D : |g(z)] >
19(%)} C D eine Umgebung von . Fiir g(zo) = 0 ist V = D, ansonsten gibt es
zue = 1g(Z) ein 6 > 0, so daB fiir alle 2 € D mit |z —z| < ¢ gilt [g(x) —g(T)| < e.
Dann gilt (Lemma [3.9)

l9(2)] > | |g(2)| = lg(= (@)]| = fir [x — 2| <0 .
Somit ist DN{z € C : |zr—Z| < §} C V. Zum Beweis der Behauptung geniigt es

zu bemerken, dal x,, € V fiir alle n > N € N gilt. Damit konvergiert (§($n))neN
gegen g(i)
iii) Konvergiert (z,)nen gegen Z, dann konvergiert (f(z,))nen gegen f(Z) und
schlieBlich (g(f(zn)))nen gegen g(f(Z)). O
Einige Folgerungen:
i) Jedes Polynom ist auf ganz C stetig.
) Jede rationale Funktion ist stetig auf ihrem Definitionsbereich.
iii) Die reellwertige Funktion f(x) = 2° fiir € RY und s € Q ist stetig.
)

iv) Mit f sind auch |f|, f, Re f und Im f stetig als Komposition mit den
stetigen Funktionen ¢(y) = |y| usw.

v) Fiir stetige Funktionen f, g sind auch max(f,g) = +(f+g+|f — g|) und
min(f, g) = 5(f +g — [f — g]) stetig.
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o0

Satz 12.9 Jede Potenzreihe f(z) = Zanz" st im Inneren thres Konvergenz-
n=0
kreises stetig.
Beweis. Es sei R(f) der Konvergenzradius von f(z) und |zo| < r < R(f). Wegen
[ee)

der absoluten Konvergenz der Reihe gibt es zu € > 0 ein N € N mit Z la,|r" <

n=N
. N-1
3 Da das Polynom Zanz” stetig ist, gibt es ein r — |z] > & > 0, so dafl
=0
N-1 N-1 !

’ Z an2" Z an 2y

|z—zo|—|—|zo| <5+|zo| <, so daB

N-1 N-1
) = Fel <[ D anz" =" ansp

12.3 Funktionsfolgen

< § fir alle z € C mit |z — 2| < J. Dann ist |z| <

e¢] e}
+ > lanzl+ ) lanzl <e. O
n=N n=N

Wir betrachten nun Folgen (f,)nen stetiger Funktionen f, : D — C. Eine sol-
che Folge heifit punktweise konvergent, wenn in jedem Punkt z € D die Folge
(fn(2))nen der Funktionswerte konvergiert. In diesem Fall wird punktweise durch

f(x) = lim f,(z), reD,

die Grenzfunktion f : D — C definiert. Diese ist im allgemeinen aber nicht stetig:

Beispiel 12.10 Durch f,(z) := 2™ fir « € [0, 1] ist eine Folge stetiger Funktio-
nen gegeben. Die punktweise gebildete Grenzfunktion

f(z) = lim 2" =

n—oo

0 fir0<z<l1
1 firz=1

existiert, aber sie ist unstetig im Punkt 1 € [0, 1].

Definition 12.11 Eine Folge (f,)nen stetiger Funktionen f, : D — C heiBt
gleichmaBig konvergent gegen die Grenzfunktion f : D — C, wenn es zu jedem
e >0ein N € N gibt, so daB | f,,(z) — f(z)| < € fiir alle z € D und alle n > N.

Satz 12.12 Fine Folge (f,)nen stetiger Funktionen konvergiere gleichmdf$ig ge-
gen die Grenzfunktion f: D — C. Dann ist [ stetig.

47

Preliminary version — 7. Februar 2008



Beweis. Wir zeigen, dafl f in jedem Punkt € D stetig ist. Zu € > 0 gibt es wegen
der gleichméfiigen Konvergenz ein N € N, so dafl | f,,(z)—f(x)| < § fiirallen > N
und alle » € D. Da f, in T stetig ist, gibt es ein § > 0 mit |f,,(z) — fu(2)] < §
fir alle x € D mit |x — Z| < §. Dann folgt aus der Dreiecksungleichung

[f (@) = f(@)] < [f(2) = fa(@)| + [fa(@) = fu(@)] + [fa(Z) = f(2)] <€

fir alle z € D mit |z — Z| < 0. O

13 Grenzwerte von Funktionen

Stetigkeit ist eng verbunden mit dem Begriff des Grenzwertes fiir Funktionen.

Definition 13.1 Ein Punkt zy € C heiBt Haufungspunkt einer Menge D C C,
wenn fiir jedes ¢ > 0 gilt: Die e-Umgebung K.(zo) := {z € C : |zg — 2| < €}
enthalt unendlich viele Punkte aus D.

Ein Haufungspunkt von D ist nicht notwendigerweise in D enthalten. Fiir die
offene Kreisscheibe D = K, (a) := {# € C : |a — z| < r} sind alle Punkte des
abgeschlossenen Kreises K, (a) :== {z € C : |a — z| < r} Haufungspunkte, aber
die Randpunkte |z — a| = r gehoren nicht zu D.

Definition 13.2 Essei z € C ein Haufungspunkt von D. Eine Funktion f : D — C
hat in & den Grenzwert a, wenn

i) es zu jedem € > 0 ein § > 0 gibt, so daB |f(z) — a| < € fiir alle z € D mit
|z — &| < 6, oder
ii) fir jede Folge (z,)neny mit lim, o x, = Z gilt: lim,, ., f(z,) = a.

In diesem Fall schreibt man a = lim f(x).

r—x

Wie im Satz [12.6] sind beide Versionen i) und ii) des Grenzwertes dquivalent.
Gehort & zum Definitionsbereich von f, dann ist f nach Satz [12.6 in & genau
dann stetig, wenn lim, .; f(z) = f(&). Damit gibt es folgende Moglichkeiten fiir
Unstetigkeiten einer Funktion f im Punkt z:

i) f hat in & keinen Grenzwert,
ii) f hat in & einen Grenzwert ungleich f(Z).

Die Bedeutung des Grenzwertes von Funktionen besteht darin, dafl man Funk-
tionen unter Umstédnden stetig {iber den Definitionsbereich hinaus fortsetzen
kann.

Beispiel 13.3 Fiir z € D := C\ {0} sei f(z) = M fir ¢ € C. Wir zeigen:
lim, .o f(2) = ¢. Auf D gilt

o0
exp cz)
Z =c
zn'
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Nach Lemma 10.7 gibt es zu » = 1 ein ¢; € R mit

exp(cz) =1 c) < )i c(ez) '

z

fiir alle 2] < 1. Wahle 6 = min(1, £).

Man kann iibrigens beweisen, dafl f(z) = exp(cz) die einzige Losung der
beiden Bedingungen f(w)f(z) = f(w+ z) fir alle z,w € C und lim,_ @ =c
ist (siehe Konigsberger, Analysis 1, §8.1).

exp(cz) =1 .. 0
Damit ist die Funktion F'(z) = { > ur z # stetig auf ganz C.
c fir 2 =10

Fiir des Rechnen mit Grenzwerten gelten die iiblichen Regeln (der Beweis ist
dghnlich wie in Satz 5.3/ und Satz 12.8.

Satz 13.4 Giltlim, .z f(x) = a undlim,_; g(x) = b, so folgtlim,_z(f+g)(x) =
a+0b, lim,_;:(f-g)(x) =a-bund, falls b # 0, lim,_; g(x) = 2.
Ist die Komposition go f definiert und ist lim,_; f(x) = a und g stetig in a,

dann folgt lim,_; g o f(z) = g(a).

Im Reellen kann man zusétzlich einseitige Grenzwerte definieren:

Definition 13.5 Es sei & ein Haufungspunkt von D C R und D_ := DN ]—o0, 7|
und D, := DN |Z,00]. Eine Funktion f : D — C hat in & linksseitig bzw. rechtssei-
tig den Grenzwert a, falls die Einschrankung von f auf D_ bzw. D, den Grenzwert
a hat. In diesem Fall schreibt man

a= li/m flx) = f(z-) bzw. a= li\m flx) = f(z+) .
Ist Z € D und f(z) = f(Z—) bzw. f(Z) = f(Z+), dann heiBt f in & linksseitig bzw.
rechtsseitig stetig.

Beispiel 13.6 Es sei f(z) = [z] € Z der ganze Teil einer reellen Zahl z, d.h.
[z] =sup{g € Z : g < x}. Dann hat f in g € Z linksseitig den Grenzwert g — 1
und rechtsseitig den Grenzwert g und ist rechtsseitig stetig.

Uber die einseitigen Grenzwerte kann man den Grenzwert einer im Reellen
definierten Funktion in +oo definieren:

Definition 13.7 Der Definitionsbereich D C R einer Funktion f : D — C sei nach
oben unbeschrénkt. Eine Zahl a € C heiBt Grenzwert von f in oo, wenn es zu jedem
€ > 0ein N gibt mit |f(z) —a| < efiir alle z € D mit x > N. In diesem Fall schreibt
man lim,_ . f(z) = a. Analog ist ein Grenzwert in —oo definiert.
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Beispiel 13.8 lim (V22 +z —z) = 1 fiir x > 0.

Beweis. Fiir x > 1 gilt unter Verwendung der Binomialreihe

m—x—x(\/:—l>—xz< )E_%juil( > >_

Da der Konvergenzradius gleich 1 ist, gibt es nach Lemma 10.7 ein ¢; € R mit
DIENE

Dieses Beispiel demonstriert bereits das allgemeine Prinzip der Zuriickfithrung
von Grenzwerten in oo auf Grenzwerte in 0:

<cl— fir alle z > 1. O

Lemma 13.9 Setzt man g(&) = f(%) fiir % € D, dann gilt: f besitzt genau dann
i oo einen Grenzwert, wenn g rechtsseitig in 0 einen Grenzwert besitzt, und dann

gilt lim f(x) = g(0+).
AnaZOg gilt gegebenenfalls lim f(z) = g(0—).

T——00

Schlieflich fithren wir +oco als uneigentliche Grenzwerte reellwertiger Funk-
tionen ein:

Definition 13.10 Eine Funktion f : D — R hat in g € R U {—00,00} den
uneigentlichen Grenzwert oo bzw. —oo, wenn es zu jedem M € R eine Umgebung
V C D\ {xo} gibt, so daB fiir alle x € V gilt f(z) > M bzw. f(z) < M.

Beispiel 13.11 Fiir Polynome f(z) =>"" ja;z" mit n > 1 gilt

) oo fallsa, >0
xlggof(x) - { —oo fallsa, <0
Ist a, > 0, so gilt
: B oo falls n gerade
ZEEHOO )= { —oo falls n ungerade

Fir a, < 0 tauschen sich die Vorzeichen.

14 Stetige Funktionen auf Intervallen und auf kompakten
Mengen

14.1 Zwischenwertsatz

Satz 14.1 (Zwischenwertsatz) FEs seien a < b reelle Zahlen und f : [a,b] — R
stetig. Dann existiert zu jedem v € [f(a), f(b)] bzw. v € [f(b), f(a)] ein ¢ € |a, b
mit v = f(c).
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Beweis. (fiir f(a) < f(b)) Durch Intervallhalbierung konstruiert man eine Inter-

vallschachtelung ([an, bn))nen mit ag = a, by = b und |[ay,, b,]| = 5+ |[a, b]|, so daB
flan) < v < f(b,). Die Folgen (ay,)nen und (by,)nen konvergieren gegen den in

jedem Intervall enthaltenen Punkt ¢ € [ay,, b,]. Wegen der Stetigkeit von f gilt

fle) = lim f(a,) <~ und f(e) = lim f(b,) >,

also f(c) = 1. O

Der Zwischenwertsatz beschreibt die anschauliche Tatsache, dafl man steti-
ge Funktionen liickenlos durchzeichnen kann. Das ist eine weitere Version der
Vollstédndigkeit von R. Der Zwischenwertsatz ist niitzlich in vielen Existenzbe-
weisen:

Satz 14.2 (Existenz n-ter Wurzeln) Jedes reelle Polynom P(z) = 2" —a mit

a > 0 hat eine positive Nullstelle.

Beweis. Es ist P(0) = —a < 0und P(1 +a) = (1+ «)” —1 > 0 (binomische
Formel). Da Polynome stetig sind, hat P in [0, 1 4+ «] mindestens eine Nullstelle
y mit y" = a. 0

Die Eindeutigkeit der Nullstelle ergibt sich aus der Monotonie von P(x).

Satz 14.3 Jedes reelle Polynom P(x) = ZZQZBLI a;z' ungeraden Grades (agn1 #
0) besitzt in R mindestens eine Nullstelle.

Beweis. (fiir ag,+1 > 0) Wegen lim,_, P(z) = oo und lim,_,_,, P(z) = —oo gibt
es reelle Zahlen a < b mit P(a) < 0 und P(b) > 0. Nach dem Zwischenwertsatz
gibt es mindestens eine Punkt ¢ € [a, b] mit P(c) = 0. O

Satz 14.4 Sei I C R ein (méglicherweise unbeschrinktes) Intervall und f : 1 —
R stetig. Dann ist auch f(I) C R ein Intervall.

Beweis. Sei B := sup,¢; f(z) € RU {oo} und A := inf,¢; f(z) € RU{—00}.
Wir zeigen: |A, B[ C f(I). Sei y € ]A, B[ beliebig. Dann gibt es a,b € I mit
f(a) <y < f(b), und nach dem Zwischenwertsatz gibt es ein z € I mit f(z) = y.
Je nachdem, ob Supremum und Infimum angenommen werden, ist f(I) somit

eines der Intervalle |A, B[, [A, BJ, ]A, B] oder [A, B]. O

Satz 14.5 Essei D C R ein Intervall und f : D — R eine stetige streng monoto-
ne Funktion. Dann bildet f das Intervall D bijektiv auf das Intervall D' := f(D)
ab, und die Umkehrfunktion f~' : D' — D ist ebenfalls streng monoton (im
gleichen Sinn) und stetig.
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Beweis. Nach Satz[14.4list D' := f(D) ein Intervall, so da8 f als streng monotone
Funktion D bijektiv auf D’ abbildet. Wir beweisen die Stetigkeit von f~! fiir f
streng monoton wachsend. Sei zunéchst b € D’ ein innerer Punkt. Dann ist auch
a := f71(b) ein innerer Punkt. Sei ¢ > 0 derart, daBl [a — €,a + ¢] C D. Mit
by := f(a—¢€) und by := f(a+€) gilt by < b < by, und f bildet [a — €,a + €
bijektiv auf [by, bo] ab. Also bildet f~! das Intervall [by, by| bijektiv auf [a—e¢, a+ €]
ab. Somit gilt fiir § := min(b—by, by —b), daB |f~ (y) — f~1(b)| < e fiir alley € D’
mit |y—b| < §, d.h. f~1ist stetig in jedem inneren Punkt von D’. Ist b Randpunkt
von D', so ist auch a = f~!(b) Randpunkt von D, und der Beweis verlduft analog
tiber die Intervalle [a, a + €] bzw. [a — €, al. O

14.2 Satz vom Maximum/Minimum

Stetige Funktionen auf kompakten Mengen haben besondere Eigenschaften. Wir
geben hier nicht die allgemeine Definition kompakter Mengen, sondern nutzen
die Tatsache, dal kompakte Teilmengen von R und C genau die beschriankten
abgeschlossenen Mengen sind.

Definition 14.6 Eine Teilmenge A C R oder A C C heiBt abgeschlossen, wenn
der Grenzwert jeder in C bzw. R konvergenten Folge (x,,)nen von Punkten z,, € A
ebenfalls in A liegt. AuBerdem wird die leere Menge als abgeschlossen definiert.

Man kann zeigen, dafl die Vereinigung endlich vieler abgeschlossener Mengen und
der Durchschnitt beliebig vieler abgeschlossener Mengen wieder abgeschlossen
sind.

Definition 14.7 Eine Menge K C C bzw. K C R heiBt kompakt, wenn K abge-
schlossen und beschréankt ist (K beschrankt < 3JM € R mit |z| < M fir alle
z € K). AuBerdem wird die leere Menge als kompakt definiert.

Satz 14.8 (vom Maximum und Minimum) Fs sei K C C bzw. K C R eine
kompakte Menge. Dann gilt: Jede stetige Funktion f : K — R ist beschrdankt und
nimmt thr Maximum und Minimum an, d.h. es gibt Punkte p,q € K mit

f(p) =sup f(z),  flg) = inf f(z).
reK zeK
Beweis. (fir das Maximum) Es sei s := sup,¢,, f(z) € R U {oo}. Dann gibt
es eine Folge (x,)neny von Punkten z, € K mit lim, .. f(x,) = s (eventuell
uneigentlich). Die Folge (z,)nen ist beschrankt und besitzt nach dem Satz von
Bolzano-Weierstrafl eine in C bzw. R konvergente Teilfolge (x,, )ren. Wegen der

Abgeschlossenheit von K liegt dieser Grenzwert in K, d.h. limy_ . 2,, =: p.
Wegen der Stetigkeit von f gilt f(p) = limy_ f(xn,) = s, d.h. f ist nach oben
beschriankt und nimmt das Maximum in p an. Analog fiir das Minimum. 0

Fiir komplexwertige Funktionen gibt es kein Minimum/Maximum; es gilt aber
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folgende Verallgemeinerung, die wir nicht beweisen:

Das Bild f(K) einer kompakten Menge K C C unter einer stetigen Funktion
f: K — C st ebenfalls kompakt.

Der Satz vom Minimum/Maximum ist ein méchtiges Hilfsmittel in Beweisen.
Wir kénnen hier einen Beweis angeben fiir den

Satz 14.9 (Fundamentalsatz der Algebra) Jedes Polynom vom Grad > 1
mit komplexen Koeffizienten besitzt in C mindestens eine Nullstelle.

Beweis. Es geniigt, das Polynom P(z) = 2"+a,_12" "' +. .. a1 2+ag zu betrachten.
i) Wir zeigen: |P| nimmt auf C ein Minimum an. Fiir |z| > 1 gilt:

P(z)=z2"(1+1r(2)), r(z) = —l—---—i—z— ,

Ir(2)] < % mit A = |ap,_1| + -+ |ao] -

Damit gilt |r(z)| < 3 fiir |z| > R := max(1,2A) und weiter [P(z)| > % > A fiir
alle z € C mit |z| > R. Auf der kompakten Kreisscheibe Ky(R) um 0 mit Radius
R nimmt die stetige Funktion |P(z)| ein Minimum an, wegen |P(0)| = |ag] < A
ist dieses dann das Minimum in ganz C.

ii) Wir zeigen: Ist P(zy) # 0, dann hat |P(z)| in zo kein Minimum. (Also wird
das Minimum |P(z)| = 0 in einem Punkt zo € Ky(R) angenommen.)
Dazu betrachten wir das Polynom Q(w) := Plwtz) Wegen Q(0) = 1 gilt Q(w) =

P(z9)
1+ byw! + -+ + b,w™. Da P nicht konstant ist, verschwinden nicht alle b;. Sei
1 < k < n der kleinste Index mit by, # 0. Durch Skalieren?® w — Sw mit g% = —i

erreicht man Q(fw) = 1 — wk + w1 Q' (w) fiir ein neues Polynom @'(w). Dieses
ist auf Ko(R) beschrankt: |Q'(w)| < ¢ mit ¢ > 0. Somit gilt |[w* Q' (w)| < |w|?
fiir alle w € C mit 0 < |w| < min(1, %, R). Wihlt man w, € R mit 0 < wy <
min(1, $, R), so ergibt sich

|[P(Bwo)| <1 —wg + Jwg™ Q' (wo)| < 1,

also |P(z + fwg)| < |P(20)]. O

14.3 Gleichméflige Stetigkeit

Definition 14.10 Eine Funktion f : D — C heiBt gleichmabBig stetig auf D, wenn
es zu jedem € > 0 ein § > 0 gibt, so daB |f(z) — f(2')| < e fiir alle z,2" € mit
|z — 2’| <.

’Eine komplexe Zahl b # 0 schreibt sich als b = |b|(cosa + isina), dann gilt ¥ = b fiir

8= m(cos +isin ).
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Der Unterschied zur bisher betrachteten Stetigkeit (Definition 12.1)) ist, dafl 6 nur
von €, nicht aber von einem Punkt aus D abhéngt. In den Beispielen [12.2 und
12.3l hatten wir jeweils eine zo-Abhéangigkeit von 0 erhalten. Die Beispiele 12.4
und 12.5/ sind gleichméfig stetig.

Satz 14.11 Jede stetige Funktion f: K — C auf einer kompakten Menge K st
sogar gleichmdf$ig stetig.

Beweis. Angenommen, f ist nicht gleichméfiig auf K, d.h. es gibt ein ¢ > 0, so
daf fiir alle § > 0, insbesondere fiir § = n%l gilt: Es gibt x = 2,2 = 2/, € K
mit |z, — | < =5 und |f(z,) — f(z],)] > e. Wegen der Beschrénktheit von K
besitzt die Folge (x,,)nen nach dem Satz von Bolzano-Weierstra$l eine konvergente
Teilfolge (2, )ren, und wegen der Abgeschlossenheit von K liegt ihr Grenzwert
¢ in K. Wegen |z, — 2| < n+r1 konvergiert auch (z, )Jren gegen den gleichen
Grenzwert &. Da f stetig ist, gibt es nach dem Folgenkriterium ein N € N; so
daB |f(w,,) — f(€)] < § und |f(;,, ) — f(§)] < 5 fiir alle k > N. Dann ist nach

Dreiecksungleichung [ f (zn, ) = f (27, )| < |f(2n,) = fF(E)|+ | (27,) = f(E)] <€ im
Widerspruch zur Annahme, dal f nicht gleichméBig stetig ist. 0

Beispiel 14.12 Die Funktion f(z) = 1 ist stetig in jedem Punkt z € |0, 1], aber
nicht gleichméafig stetig: Zu ¢ = 1 und 4,, = n+r1 gilt fir z, = g und z, = §
einerseits |z — 2’| < == und andererseits |f(z,) — f(},)| =n+1> 1.

15 Die Exponentialfunktion

15.1 Logarithmus und komplexe Potenzen

o0 n

Die Exponentialfunktion exp(z) := Z Z—| ist nach Beispiel 12.3/in jedem Punkt
n!

z € C stetig. Insbesondere ist aucﬁ é)ie reelle Exponentialfunktion exp : R —
R stetig und nach Bemerkung iv) im Anschluf§ an Satz [10.6/ streng monoton
wachsend. Wegen exp(0) = 1 und lim,_,, exp(z) = oo nimmt exp auf Ry jeden
Wert y > 1 genau einmal an. Dann folgt aus exp(—z) = Wl(xy daf exp auf R_

jeden Wert 0 < y < 1 genau einmal annimmt, d.h. exp : R — R ist bijektiv.
Somit existiert die Umkehrfunktion, der (natiirliche) Logarithmus:

In:RY =R mit In(z):={yeR : exp(y) =z},

und nach Satz[14.5/ist In : R} — R stetig und streng monoton wachsend. Speziell

ist In(1) = 0.

Satz 15.1 FEs gilt die Funktionalgleichung In(zy) = In(x) + In(y) fir alle z,y €
In(1+ x)

R% sowie lim ———~ =
x—0 x

o4
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Beweis. 1) Setze & := In(z) und 7 := Iny, dann ist exp(§ + 1) = exp(§) - exp(n) =
x - . Einsetzen in In liefert die Behauptung.
ii) Sei (2, )nen eine Nullfolge mit x,, # 0 fiir alle n und y,, := In(1+x,,). Wegen

In(1) = 0 ist auch (y,)nen eine Nullfolge. Dann gilt ln(l‘;x”) = o (3;’:1)_1, und nach
Beispiel [13.3 konvergiert (exp(ZZ)q)nGN gegen 1. O

Die Funktionalgleichung des Logarithmus fiithrt auf folgende Definition allge-
meiner komplexer Potenzen:

¥ :=exp(zlnz) , reR,, zeC.
Insbesondere gilt e* = exp(z) fiir alle z € C und 2° = 1 fiir alle z € R%. Die so
definierten komplexen Potenzen haben folgende Eigenschaften:

i) Als Komposition stetiger Funktionen ist x +— z* stetig in jedem Punkt
x € R* (dabei ist z festgehalten), und z — 27 ist stetig in jedem Punkt
z € C (dabei ist z festgehalten).

ii) Fiir reelle Exponenten a € R ist x — 2% streng monoton wachsend falls
a > 0 und streng monoton fallend falls a < 0 (fiir « = —b mit b > 0 gilt
17" = exp(—blnz) = —=— = =). Folglich bildet die Funktion z — 2°

exp(blnz)

den Definitionsbereich R bijektiv auf R ab.
iii) Fiir z,y € R, a,b € R und z,w € C gelten die Identitéten

(xa)b — xa-b ’ % - yz — (xy)z )
1) (%)% := exp(bln(z?)) = exp(bln(exp(alnz))) = exp(balnz) = 2%,
dabei ist 2 € R7 entscheidend.
2) 2* - y* = exp(zlnz) - exp(zlny) = exp(z(lnz + lnz)) =
exp(z In(zy)) = (zy)*.

iv) Es gelten folgende Grenzwerte:

I o J oo fiira>0 lim 2% — 0 fira>0
e T 0 fira<0 07 T oo fira<0
limln—x:O fiir a > 0, lirr(l)xaln:c:O fiira > 0.
z—o0 ¢ T

Die erste Zeile folgt aus der Tatsache, dal x +— 2 streng monoton ist
und R bijektiv auf R* abbildet. In der ersten Gleichung der zweiten

Zeile verwende lim,_, #(ay) =0 fiir a > 0 und setze y = In x.

v) Als Konsequenz aus lim, .oz® = 0 fiir a > 0 kann z — z% stetig nach
x firz >0

0 ficz =0 eine stetige

x = 0 fortgesetzt werden, so dafi f,(z) = {
Funktion f, : R, — Ry ist (fiir a > 0).
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Satz 15.2 Fir alles € C und x € | —1,1] gilt

(1+$)5:Bs($):i (S)a:” ln(l—i—x):iﬂx”.

n=0 n n=1 n
Beweis. Fir z € C mit |z| < 1 und s € C* schreiben wir
By(z) =1 & C1fs\ . (s=1)-(s—n+1) ,
s - ;fn(saz) ) fn(svz) T s (n)z - n! Z.
Es gilt Jur(5:2)| |8_n|\z\, so dafBl fir |z] < 1 und |s] < M die Reihe
fn(s, 2) n+1

Z fn(s, z) nach dem Quotientenkriterium absolut konvergent ist. Sie definiert

n=1
deshalb fiir festes s eine stetige Funktion in z, andererseits kann sie fiir festes

z umgeordnet werden in eine Potenzreihe in s, die in jedem Punkt s € C mit
(=yr!

|s| < M, insbesondere in s = 0, stetig ist. Wegen f,,(0, z) = *—=—2" gilt somit
By(2) =1 &= (=1)"!
L(z) = lim 2222 =S e <1.

Zusammen mit dem Additionstheorem Bj,,(z) = Bg(z) - By(z) folgt aus Bei-
spiel 13.3, daB fir festes z gilt Bs(z) = exp(sL(z)). Fiir s = 1 ergibt sich
Bi(z) = (1+2) =exp(L(2)) fiir alle z € Cmit |z| < 1. Fir z =z € | — 1, 1] wird
durch Logarithmieren In(1+ z) = L(z) und dann Bs(z) = exp(sL(z)) = (1 +x)*
erhalten. U

15.2 Trigonometrische Funktionen

Fiir die Exponentialfunktion gilt exp(z) = exp(Zz), deshalb fiir rein imaginére
Zahlen z = iz mit x € R zunéchst exp(izx) = exp(—iz) = also

1
exp(iz)’

’eixf = exp(iz) exp(—iz) = 1.

Damit liegt jeder Punkt e auf dem Einheitskreis S* = {z € C; |z| = 1}. Wir
definieren

cosx := Re(e) = 5(6“‘ +e ), sinz := Im(e) = 5(6”3 —e 7).
i
Damit gilt fiir alle x € R
e = cosx +isinx , cos’x +sinz=1.

Insbesondere sind sin, cos : R — [—1, 1] stetige Funktionen.

o6
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Satz 15.3 Es gelten die Additionstheoreme
cos(x 4+ y) = cosxcosy —sinxsiny , sin(x + y) =sinxcosy + coszsiny ,

die Potenzreihendarstellungen

00 00
2k ZE2k+1

cose =3 (Vg e =3 0 gy

k=0 k=0

sin x
=1.

sowie der Grenzwert lim
z—0

Beweis. Zum Beweis der Additionstheoreme zerlegt man e!®**¥) = ¢l* . ¢ nach

Real- und Imaginérteil. Die Potenzreihen ergeben sich aus der Exponentialfunk-

tion unter Beachtung, dafl " reell ist fiir n gerade und rein imaginér fiir n un-

gerade. Der Grenzwert lim,_o ¥22 = 1 folgt aus der Reihendarstellung des Sinus

x

und Lemma [10.7. O

Wir kommen nun zur Definition der Zahl 7:

Satz 15.4 Der Cosinus hat im Intervall [0,2] genau eine Nullstelle, die mit %
bezeichnet wird. Es gilt cos 5 = 0 und sin § = 1.

Beweis. Wir zeigen, dafi cos : [0,2] — [—1,1] streng monoton fallend ist mit
cos(0 =1 > 0und cos2 < 0. Der Zwischenwertsatz liefert dann die Existenz einer
Nullstelle, aus der Monotonie folgt ihre Eindeutigkeit. Insbesondere is 0 < 7 < 4.

Die Reihen fiir cos und sin sind alternierend. Fiir x € ]0, 2] bilden die Betrige
der Summanden ay, in der Cosinusreihe bzw. der Sinusreihe eine streng monoton
fallende Nullfolge ab £ = 1 bzw. k£ = 0. Nach der Fehlerabschitzung im Leibniz-
Kriterium (Satz 7.10) gilt damit fiir z € ]0, 2]

1 x2< <1 x2+x4 x3<' <
—_ COS T _ - —_— Xr— — Sin T X
2 2 24’ 6 ~
N’ N e’ N— S0
s1 S3 S1

insbesondere ist cos2 < —% und sinz > 0 fiir z € ]0,2]. Die Monotonie des
Cosinus folgt aus folgenden Differenzengleichung

cosz — cosy = cos(SHY + T¥) — cos(HF¥ — ¥) = —2sin T sin T
Ist 0 <y <z <2, 50 ist die rechte Seite negativ. 0
Somit gelten e% =1iund damit ™ = -1, e = —iund €*™ = 1 und damit
ci+3) _ iz : pilatm) _ iz : ez‘(x+37“) — el : pilz+2m) _ i
57

Preliminary version — 7. Februar 2008



Zerlegung nach Real- und Imaginérteil liefert die folgenden Periodizitéiten fiir
Cosinus und Sinus:

w

cos(z+%) = —sinx , cos(x+m) = —cosx, cos(z+3) =sinz,  cos(z+2m) = cosz,
s

w

sin(z+%) =cosx,  sin(x+rw) = —sinzx, sin(z+=)= —cosz, sin(zx+27) =sinzx.

[SIERNSTE

2
Wegen cos z = cos(—x) sind £7 die einzigen Nullstellen des Cosinus im Intervall
[—Z 3 7] Aus cos(z+m) = —cosx folgt dann, dal z;, = (2k+1)” mit k£ € Z die

einzigen Nullstellen des Cosinus sind, und entsprechend sind x;, = k7 die einzigen
Nullstellen des Sinus.

Satz 15.5 ¢* =1 & z = 2irk fir k € 7.

Beweis. (<) ist klar. Umgekehrt sei z = o + iy mit z,y € R, dann gilt |e*| =
e®le| = e, also x = 0 und dann 1 = ¥ = cosy + isiny. Folglich ist cosy = 1
und siny = 0, der Sinus liefert zunéchst y = kr mit k € Z, wegen cos(0 + m) =
—cos(0) = —1 und der 27-Periodizitét sind aber nur y = 27k Losungen. O

Folglich besitzt jede komplexe Zahl z # 0 die Darstellung z = re'® mit r = |2| €
R% und ¢ € R, wobei ¢ nur bis auf Addition eines Vielfachen von 27 bestimmt
ist.

15.3 Weitere trigonometrische und hyperbolische Funktionen

AuBerhalb der Nullstellen von cos bzw. sin werden Tangens und Cotangens defi-
niert als

sin x

t = , eR\{(k+YHm, keZ
ang = —— zeR\{(k+3)m ¥
COS T
to = R\{km, ke Z
cotar = ——, re€R\{kr, keZ}

Diese sind stetig und m-periodisch, und als Hauptzweig wéhlt man das Intervall
| — Z, %[ fiir den Tangens und das Intervall |0, 7| fiir den Cotangens.

22

Satz 15.6 i) cos ist im Intervall [0, 7] streng monoton fallend und bildet
somit [0, 7] bijektiv auf [—1,1] ab. Die damit ezistierende stetige Um-
kehrfunktion ist arccos : [—1,1] — [0, 7].

ii) sin dst im Intervall [—3, ] streng monoton wachsend und bildet somit
[—5,5] bijektiv auf [-1,1] ab. Die damit existierende stetige Umbkehr-
funktion ist arcsin : [—1,1] — [0, 7].

iii) tan ist im Intervall | — 7, 3| streng monoton wachsend und bildet] — 7, 5|

bijektiv auf R ab. Die damit existierende stetige Umbkehrfunktion st
arctan : R — ] — 2, 7.

o8
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Beweis. i) cos ist nach dem Beweis von Satz 15.4/streng monoton fallend in [0, 7],
und wegen cos(m —) = — cos(—x) = — cos x ist cos auch in [T, 7] streng monoton
fallend.

i) folgt aus i) mit sinz = cos(§ — ).

iii) Da sin in [0, §[ streng monoton wéchst und cos dort streng monoton fallt
und beide nichtnegativ sind, ist tan streng monoton wachsend in [0, 7|. Wegen

tan(—x) = —tanz ist tan streng monoton wachsend in [—7, 7. Wegen sin § =1
und cos § = 0 ist tan nach oben unbeschrénkt in [0, 7[, so daf tan das Intervall
] = 5, 5[ bijektiv auf R abbildet. O
Satz 15.7 Es gilt arctanz = Z (=1" o fiirx €] —1,1[.
- 2n + 1
Beweis. Zunichst ist tanx = %zz;z:z = ez:} Auflésen nach €% ergibt
2ix — 1 + ?tanx a::arzcgany e2iarctany — 1 + ly )
1 —itanz 1—1y

Im Beweis von Satz [15.2 haben wir (1 + z) = exp(L(z)) fir z € C mit 2] < 1
o0 _1 n—1 1 .
gezeigt, wobei L(z) = Z %z” Somit gilt ] i— 3 = exp(L(iy) — L(—iy)).

n=1
Fiir gerades n = 2k ist (iy)?* = (—iy)?*, deshalb heben sich in L(iy) — L(—iy) die
geraden Potenzen von y auf und die ungeraden verdoppeln sich:

- S - (5D
L(iy) — L(—iy) y)? = 2i Z A T
0 — 2n+1

Aus exp(2iarctany) = exp(L(iy) — L(—iy)) und Satz [15.5 folgt

0 _1)"
arctany + 2km = Z uy2"+1 , keZ

— 2n+1
fiir alle y € R. Einsetzen von y = 0 liefert k£ = 0. U
Interessant ist der Punkt z = 1, denn tan§ = Sinfs;%) = EZZE = 1, also
4 4

% = arctan 1. Die Arcustangensreihe ist fiir z = 1 nicht mehr absolut konvergent,

1
jedoch konvergent nach dem Leibniz-Kriterium. Da )tanx - 27]:[:0 %x%“

|z‘2N 3
2N+3

stetig ist und durch den nachfolgenden Term abgeschétzt werden kann,

konvergiert die Reihe fiir z = 1 gegen arctan 1, also % = Z 2(;4_) T Uber das

Additionstheorem des Tangens kann 7 = 4arctan : — arctan 2—39 gezeigt werden,

was eine sehr viel schneller konvergierende Relhendarstellung liefert.
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Aus der Exponentialfunktion werden auch die folgenden hyperbolischen Funk-
tionen Cosinus hyperbolicus, Sinus hyperbolicus, Tangens hyperbolicus, Cotan-
gens hyperbolicus erhalten:

sinh z

1 1
coshz := §<€x +e "), sinh = §(€$ - tanh := coshz ’

Alle diese Funktionen sind stetig in R, und cothz = SSBZ jst stetig in R*. Es

" sinhz
gelten cosh? x — sinh? z = 1, die Additionstheoreme

cosh(x + y) = cosh x coshy + sinh z sinh y |
sinh(x + y) = sinh x coshy + cosh x sinh v |

die Potenzreihendarstellungen
o
22k p2k+1

COth:kZ_O(Qk)! , sjnhxzzm

. . sinhz
sowie der Grenzwert lim

z—0 €x

i) cosh wichst streng monoton auf R, mit Bild cosh(R) ={y e R : y >
1}, die Umkehrfunktion ist arcosh: {y e R : y > 1} — R,

= 1. Weiter gilt:

ii) sinh wéchst streng monoton auf R mit Bild sinh(R) = R, die Umkehr-
funktion ist arsinh : R — R,

iii) tanh wichst streng monoton auf R mit Bild tanh(R) = | —1,1[, die
Umkehrfunktion ist artanh : | — 1, 1] — R.

Diese Umkehrfunktionen lassen sich durch den Logarithmus darstellen:

arcosh(x) = In(x + Va2 — 1), arsinh(z) = In(x + V2?2 4+ 1) |
1.1
artanh(z) = = In e :
2 1—-u
60
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Teil IV
Differentialrechnung

16 Die Ableitung

Wir behandeln hier die Differentiation von Funktionen, die auf Intervallen I C R
definiert sind. Die Funktionen diirfen aber komplexwertig sein, z.B. f(z) = «*
fir s € C und f(z) = €@, jeweils mit x € I C R.

Definition 16.1 Eine Funktion f : I — C heiBt differenzierbar im Punkt xq € I,

wenn der Grenzwert lim0 M existiert. Dieser Grenzwert heiBt Ableitung
ro T — X
TH#T(Q

oder Differentialquotient von f in xo und wird mit f'(xq), (Df)(zo) oder %(mo)

bezeichnet. Die Funktion f heiBt differenzierbar in I, wenn sie in jedem Punkt zy € |
differenzierar ist.

. 1

Aquivalent dazu ist f'(x) = (Df)(z) = lim E(f(xo + h) — f(xp)). Dabei ist h
h#0

so zu wahlen, dafl zo + h € I gilt. Zur Vereinfachung der Schreibweise werde

vereinbart, daf§ lim, o und lim,_,, stets h # 0 und = # xy bedeuten. Fiir
reellwertige Funktionen ist % die Steigung der Sekante des Graphen von
f durch die beiden Punkte (z, f(?b’)) und (xg, f(z0)). Im Grenziibergang z —
geht die Sekante in die Tangente an den Graphen im Punkt xg iiber.
Beispiel 16.2 Es sei a < 0 und b > 0. Die Funktion f(x) = |z| ist nicht diffe-
f@)—fao) _ |« _ J 1 firz>0

T—o x —1 firz <0
Zu jedem ¢ € C und € = 3 gibt es fiir alle 6 > 0 ein z € [a, b] mit [z — 0] < § und

renzierbar in zo = 0 € [a, b]. Denn

|% —¢| > 1. Dagegen wire f(z) = |z| differenzierbar in [a,0] und in [0, b] mit
Ableitung f'(x) = —1 bzw. f'(x) = 1.

Satz 16.3 i) f(x)=a2" firt eRundneN = f(z)=na""!
(und f'(x) =0 firn=20)

i) f(z) =e* firx eRundce C = f'(x)=ce™”
(insbesondere f(x) =a® = f'(z) =a"lna)

i) f(z) =Inz firzeRy, = f(z)=1

Beweis. 1) &5 = Sor—y ak€n=17k Die rechte Seite konvergiert fiir € — x gegen

3
nax" L.
ii) W = eC“ChT_l. Nach Beispiel 13.3 ist limy_q eChh_l = c.
n(1+2 . .
jif) etnsne 120D Nach Satz 15.1)ist lim, o 25 = 1. 0

T
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Satz 16.4 (Lineare Approximierbarkeit) FEine Funktion f : I — C ist ge-
nau dann differenzierbar in xo € I, wenn es eine Konstante ¢ € C gibt, so daf fir
die Funktion ¢ : I — C mit f(x) = f(xo)+c(x —x0) + P(2) gilt limy_,, = (Z)

In diesem Fall ist f'(xq) = c.

Beweis. (=) Sei f differenzierbar in zo mit f/(z0) = c. Fiir # # xo gilt 2% =

T—x0
=G
(<) Es gelte f(z) = f(xg) + c(x — x0) + ¢(x) mit lim, ., f_(i)() = 0. Dann ist
f@)—f(zo)

f(@)=f(zo)
T—x0 Tr—xo

0). Der Grenzwert der rechten Seite fiir x — ¢ ist 0.

0 = lim, .4, ( c), d.h. der Grenzwert ¢ = lim,_,,, existiert. OJ

Fiir reellwertige Funktionen f : I — R ist der Graph der Funktion g(z) =
f(xo) + f'(xo)(z — x) die Tangente an den Graphen von f im Punkt x.

Satz 16.5 Ist f: I — C differenzierbar in xg € I, dann ist f in xqg auch stetig.

Beweis. Nach Satz 16.4] gilt insbesondere lim,_,,, ¢(x) = 0, also lim,_,, f(z) =
lim, g, (f(20) + c(z — xo) + ¢(2)) = f(0). O

Satz 16.6 Die Funktionen f,g : I — C seien in x € I differenzierbar. Dann
sind auch f+ g, f-g und fir g(z) # 0 auch 5 differenzierbar in x, und es gilt

(f +9)(z) = f'(x) + g'(x)
)

(f-9)(x) = fl(x)g(x) + f(x)d (z) (Produktregel bzw. Leibniz-Regel)

(Quotientenregel)

Beweis. Man schreibt die Differenzenquotienten wie folgt:

(f+9)ath) = (f+9)(@) _ flath) = fx)  gleth) - g(z)
h h h ’
)

LDt D= 9e) S = Iy gy g9t =9(0).
(L)(z+h) = (L)(=) 1 flz+h) — f(z) g(z+h) — g(x)
; - )g(ﬁh)( () - fa) T ),

Da g nach Satz [16.5/in z stetig ist, ist in der letzten Gleichung nach Satz [12.8ii)
g(x + h) #0 fiir 6 > h > 0. Nach Satz [13.4 haben die Grenzwerte fiir h — 0 die
behaupteten Eigenschaften. 0

Beispiel 16.7 i) Polynome f(x Zak:p sind differenzierbar in jedem
k=0

Punkt z € R, und es gilt f'(x Z kayzt~
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> h—g "
%o bt
halb der Nullstellen des Nennerpolynoms, und es gilt f'(x) =
2 k=0 Zflo(k*l)akf;zxk“_l
(Z?lo blxl)
legung (Satz 11.4) entstehenden elementaren Funktionen g(z) =

daB ¢'(z) = ﬁ

ii) Rationale Funktionen f(z) = sind differenzierbar aufler-

. Insbesondere gilt fiir die in der Partialbruchzer-

(z—a)k>

iii) cos, sin sind als Summen von Exponentialfunktionen differenzierbar in
jedem Punkt z € R, und es gilt cos’(z) = —sin(x) und sin’(z) = cos(z).
1

(Verwende (el” + e7*)" = 1(ie” — ie7'*) und analog fiir sin).

iv) tan und cot sind als Quotienten der differenzierbaren Funktionen
sin und cos differenzierbar in jedem Punkt des Definitionsbereiches,

und es gilt tan'(z) = Sin/(x)COS(C?SQ(S;(QC)COS/(I) = COS%(I) und cot'(z) =
cos’(z) sin(z)—cos(z) sin’ (x) _ 1
sin? () sin?(x) "

Satz 16.8 (Kettenregel) Die Funktion f : I — J C R sei differenzierbar in
xo € I, und die Funktion g : J — C sei differenzierbar in f(xq) € J. Dann ist
auch die zusammengesetzte Funktion go f : I — C differenzierbar in xo, und es

gilt (g o f')(xo) = g'(f(0)) - f'(%0).

)
9'(yo) firy=uyo
Funktion v : J — C definiert. Da g in y, differenzierbar ist, ist v in y, stetig, und
es gilt g(y) — g(yo) = (y — yo)y(y) fiir alle y € J. Dann erhalten wir

9(f(@)) = g(f(x0)) _ . 7(f(2)) - (f(z) — f(20))

werde eine

9y)—g(yo) g
Beweis. Sei yy = f(zp). Durch ~(y) := { fiir y # yo

(9o f)(zo) = lim

T—x0 T — X T—T0 T — X
= Jim (1) i O
=7(f(w0)) - f'(wo) = ¢'(f (o) - ['(wo0) - 0
Beispiel 16.9 i) Fiir f(z) = 2* mit z € C und = € R%. gilt f/(z) = za*:

zlnx

Setze g(y) = e und g(x) = Inz, dann ist f(z) = (gog)(x) =e und

— 1 1
f’(x) — erlnz 1

ii) Fur f(z) = V142 mit z > —1 gilt f'(z) = ﬁ: Setze g(y) = y2 mit
g(y) = $y>"" und j(z) =1 +x.

Satz 16.10 (Differentiation der Umkehrfunktion) Es seig = f~! die Um-

kehrfunktion einer streng monotonen Funktion f : 1 — R. Ist f differenzierbar

inyo € I mit f'(yo) # 0, dann ist g differenzierbar in xo := f(yo), und es gilt
1 1

9@0) = 705 = Tl
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fW)—fwo) g
Beweis. Wie im Beweis von Satz[16.8 ist ¢(y) := { Y=o ﬁfr y7 Y eine in
f'(yo)  fiir y = yo

yo stetige Funktion ¢ : I — R mit f(y) — f(yo) = (v — vo)#(y) fir alle y € I und
f'(yo) = é(yo). Wegen der strengen Monotonie von f und ¢(yo) # 0 ist ¢(y) # 0
fiir alle y € 1. Dann folgt mit y := g(z) und = = f(y)

Y — Yo g(x) — g(xo) 1

fy)—flw)  z—xz0  o(g(x))

Fir x — x( folgt aus der Stetigkeit von ¢ in zy und der Stetigkeit von ¢ in

Yo = g(zo) die Behauptung,. 0
1 2, _ cos?y . 1 1
tan’(y) COSTY = o2 y+sin?y ~— l+tan2y ~ 1+a22°

ii) arcsin’(r) = \/1;_7 fir x € ] = 1,1[. Mit y = arcsinz und y € | — 7, 7]
. . . 1 1 1 _ 1
gilt arcsin’(z) = @) sy \fiemty | VIS

Satz 16.12 Es seien f, : I — C differenzierbare und Lipschitz-stetige Funktio-

nen mit 0 < W < L, < o0 fiir allen € N und alle x,y € I. Wenn

) Z fn(x) konvergent ist in jedem Punkt x € I und

i) Z fr(xg) und ZL” konvergent sind,

n=0 n=0
dann ist die Funktion f = Y 0" f, in xo differenzierbar, und es gilt f'(x) =
S Fyla). }

Insbesondere ist jede Potenzrethe f(x) = Y > a,a"™ mit Konvergenzradi-
us R > 0 in jedem Punkt x € | — R, R| differenzierbar, und es gilt f'(z) =

S n—1
Yoy NART" T

Beweis. Zu € > 0 gibt es ein N € N, so daf} gleichzeitig gilt ZZO:N—H L, < 5 und
> v J'(xo) < 5. Dann gilt fiir beliebige « € I\ {zo}

FEL-S rw)
<§: fal® x_iz xo)_fqlz(ffo)‘ﬂL i Ln—l-) f: f’(mo)’.

n=N-+1 n=N+1
Wegen der Differenzierbarkeit der f, mit 0 < n < N gibt es ein gemeinsames
§ > 0,s0daB SN ‘f"—f”m fli(x )) < g fiir alle x € I'\{zo} mit |z —x0| < 9.

r—x0

Somit ist |{@=f(ze) _ ano fr (o)

T—x0

< e fir alle x € I mit |z — 0| < 9.
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Fiir Potenzrelhen ist fn = ap2”, und fir z,y € | —r,r[ mit 0 < r < R gilt
}“"z —d | = | S0 ey k| < mla,rt =: L,. Nach dem Wurzelkriterium

und hmn_m Yn = 1 besitzt die Rethe > 7 na,z" ' den gleichen Konvergenz-
radius R, so daf die Reihen Y>>0 f/(z0) = > oo na,xy " mit |zo| < r und
S Ly =Y 0 na,r" ! konvergieren. Dann folgt die Behauptung aus dem all-

gemeinen Teil mit I = | — r,r[, denn jeder Punkt —R < zy < R liegt in [ fiir
r= —|x°|2+R < R. [
Beispiel 16.13 Die Funktionen f(z) = > 7, COSTE?Z und g(z ) Yo Smygﬁx)
sind fiir alle s > 2 differenzierbar in R mit f'(z) = —> 7, Sl:;”f und ¢'(z) =

Zoo cos(nx)
n=1 ns—-1 °

Zum Beweis der Lipschitz-Bedingung verwende man |%7;°S("y)

S””"‘ = 1. Der letz-

L =1und 1> $r >1——furr€]0 5] nach dem
Leibniz-Kriterium. Analog fur g.

sinr

| sin ”(Hy) || sin "(x_y)\ < NSUPers |2 ’ <n SuPre]O I

|z — y\

17 Lokale Extrema, Mittelwertsatz

Extrama von Funktionen lassen sich zunéchst fiir beliebige Definitionsbereiche
definieren; fiir Intervalle liefert dann die Differenzierbarkeit ein wichtiges Krite-
rium.

Definition 17.1 Eine Funktion f: D — R hat in g € D

i) ein globales Maximum bzw. globales Minimum, wenn f(z) < f(z¢) bzw.
f(z) > f(xp) fiir alle z € D,
ii) ein lokales Maximum bzw. lokales Minimum, wenn es eine Umgebung U von
xo gibt mit f(x) < f(xo) bzw. f(x) > f(zo) fur alle x € UN D.
Ein lokales/globales Extremum ist ein lokales/globales Minimum oder Maximum. Gilt

in i) und ii) das Gleichheitszeichen nur fiir den Punkt = = x, so hat f in z ein
strenges Extremum.

Satz 17.2 FEine Funktion f : |a,b] — R besitze in xo € la,b| ein lokales Extre-
mum und sei differenzierbar in xo. Dann gilt f'(x¢) = 0.

Beweis. (fur lokales Maximum) Es gibt eine Umgebung U von z mit f(z) —
f(zg) < 0 fiir alle x € U, und U enthélt Punkte x > 2y und Punkte y < x.
Somit gilt

fla) — flan) _

<0 fir alle z € U mit x > xg

T — o
MEO fiir alle y € U mit y < zg
Yy — o
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Da f in x, differenzierbar ist, folgt aus beiden Ungleichungen f’(xq) = 0. O

Bemerkungen:

i) Stetige Funktionen f : [a,b] — R nehmen ihr globales Maximum und
Minimum an. Als Kandidaten dieser Extremalpunkte kommen die Rand-
punkte a,b und, falls f differenzierbar ist, die Losungen von f’(x) = 0
in Frage. Fiir ein globales Extremum an Randpunkten a oder b mufl
f'(a) =0 bzw. f'(b) = 0 nicht gelten.

ii) f'(x) = 0 ist notwendig, aber nicht hinreichend fiir das Vorliegen eines
lokalen Extremums im Punkt z. Z.B. gilt fiir f(z) = z* zwar f'(0) =
0, aber f besitzt als streng monoton wachsende Funktion kein lokales
Extremum.

Beispiel 17.3 (Fermatsches Prinzip und Brechungsgesetz) Gesucht ist
der schnellste Weg zwischen einem Punkt (0,h;) und einem Punkt (a, —hs),
wenn der Betrag der Geschwindigkeit v; ist in M; := R xRY und vy in MpR xR,
und die Bewegung in M; und M, geradlinig verlduft.

Die Zeit fiir einen Weg durch (z,0) ist t(x) = i\/h% + :1:2—1-%\/}1% + (a — z)2.
Diese Funktion ist in |0, a[ differenzierbar. Liegt ein lokales Extremum in z € |0, a

vor, so gilt dort

, 1 x 1 a—x
0=1'(z) = ——= =— ——= =
Vi \/hi+ 22 V2y/hi+ (a—x)
also die geometrische Bedingung f}—; = %

hy

>

0 wh

— 12

Satz 17.4 (Mittelwertsatz der Differentialrechnung) Die Funktion f

la,b] — R sei stetig auf dem kompakten Intervall [a,b] und differenzierbar auf

f(b) = fla

IO 1D _ ey
FEin wichtiger Spezialfall ist der Satz von Rolle: Gilt zusdtzlich f(a) = f(b),

so gibt es ein € € la,b] mit f'(§) = 0.

dem offenen Intervall |a,b[. Dann gibt es ein € € |a,b] mit

Beweis. i) fiir den Satz von Rolle. Ist f konstant auf [a,b], so ist f/(§) = 0
fiir alle £ € ]a, b[. Ansonsten nimmt f als stetige Funktion nach dem Satz vom
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Maximum/Minimum ein Maximum und ein Minimum an, und zumindest eines
ist von f(a) = f(b) verschieden. Damit wird dieses Extremum in einem Punkt
¢ € la, bl angenommen, und wegen der Differenzierbarkeit von f in & gilt f'(£) = 0.

ii) Man betrachte die Funktion F(x) = f(x) — W(x —a). Diese ist wie f
stetig auf [a, b] und differenzierbar auf |a, b[, auBlerdem gilt F'(a) = F(b) = f(a).
Nach dem Satz von Rolle gibt es £ € ]a,b[ mit 0 = F'(§) = f/(§) — W d
Satz 17.5 (Schrankensatz) FEs sei f : [a,b] — C stetig und differenzierbar
auf la, b mit beschrankter Ableitung |f'(z)| < L fir alle x € ]a,b[. Dann ist f
Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstanten L, d.h. |f(x) — f(y)| < L|x —y| fir alle
z,y € [a,b].

Fiir reellwertige differenzierbare Funktionen f : [a,b] — R gilt unter sonst
gleichen Voraussetzungen: Ist m < f'(x) < M fir alle x € |a,b[, so gilt m(xy —
x1) < f(xz2) — f(z1) < M(x9 — 21) fiir alle x1, x5 € [a,b] mit 21 < xs.

Beweis. ii) Die Aussage fiir reelle Funktionen ist eine Umformulierung des Mittel-
wertsatzes, insbesondere werden fiir m, M nur innere Punkte £ € ]a, b[ benotigt.
i) Sei f(x) # f(y), insbesondere x # y, sonst ist nichts zu zeigen. Setze

c = % € C mit |¢| = 1 und ¢ := Re(cf). Nach dem Mittelwertsatz gibt

es zu x,y € [a,b] ein & € |x,y[ mit ¢(x) — P(y) = (x — y)¢'(§). Somit gilt

() = f)l = cf (2) — cf(y) = d(x) — d(y) = (z —y)¢'(£)

< |z —y| sup |¢'(z)] < Llz —y|
g€lz,yl

wegen [Re(cf')(x)] < [f'(z)| < L. O

Satz 17.6 Sei f : [a,b] — C stetig und differenzierbar in |a, b mit f'(x) =0 fir
alle x € ]a,b[. Dann ist f konstant.

Insbesondere gilt: Zwei differenzierbare Funktionen f,g : [a,b] — C mit
f'(z) = ¢ (z) fir alle x € ]a,b] unterscheiden sich nur um eine Konstante,
f — g = const.

Beweis. Nach dem Schrankensatz ist f(x) = f(y) fir alle z,y € [a, b]. Der zweite
Teil folgt aus dem ersten fiir die Funktion f — g. O

Als Anwendung geben wir eine weitere Charakterisierung der Exponential-
funktion als eindeutige Losung einer Differentialgleichung zu gegebener Anfangs-
bedingung:

Satz 17.7 Es sei f : R — C eine differenzierbare Funktion, und es gelte f'(x) =
cf(x) fir alle x € R und ein c € C. Ist f(0) =: A€ C, so gilt f(x)=Ae™.

Beweis. Fiur F(x) := f(x)e® gilt nach Produktregel F'(z) = f'(x)e " —
cf(x)e=® = 0 fiir alle z € R. Dann ist F' nach Satz[17.6 eine konstante Funktion,
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also F(x) = F(0) = f(0) = A fur alle z € R. Also gilt f(z) = Ae™ fiir alle
z € R. U

Satz 17.8 (Verallgemeinerter Mittelwertsatz) Die Funktionen

fyg 1 [a,b] — R seien stetig auf [a,b] und differenzierbar auf ]a,b], und es

gelte g'(x) # 0 fir alle x € |a,b[. Dann ist g(a) # g(b), und es gibt ein & € |a, ]
f0) =) £

g9(0) —g(a)  g'(&)

Beweis. Wire g(b) = g(a), so gébe es nach dem Satz von Rolle ein ¢ € Ja, b mit

g'(&) = 0, Widerspruch. Wir kénnen deshalb den Satz von Rolle auf die Funktion

mit

F(z) = f(x) — %(g(m) — g(a)) anwenden. Es gilt F(a) = F(b) = f(a),
. . . R ) o . f(b) B f(a) /
also gibt es ein £ € |a, b] mit 0 = F'(§) = f'(§) O] q'(&). O

Die folgende Rechenregel erlaubt in vielen Fillen eine einfache Berechnung
von Grenzwerten:

Satz 17.9 (Regel von de I’'Hospital) Die Funktionen f,g : |a,b] — R seien
differenzierbar, und es gelte ¢'(x) # 0 fir alle x € la,b|. In beiden Fdallen
i) lim,\, f(2) =0 und lim,\ 4 g(z) =0

ii) sowie lim,\ , f(x) = 0o und lim,\ , g(z) = o0

!/

x
gilt: Existiert der Grenzwert lim so existiert auch lim M, und es gilt

: wN\a g'()” o g(2)
lim m = lim f/(z) Analog fiir x / a sowie v — oo und r — —oQ.
wN\a g(x)  2Na g'(1)

Beweis. 1) Definieren wir f(a) := 0 und g(a) := 0, so sind die Funktionen f,g
stetig in a. Damit sind zu jedem z € |a, b| die Voraussetzungen des verallgemei-
nerten Mittelwertsatzes fiir f, g : [a, 2] — R erfiillt, und es existiert ein £ € |a, x|

mit % = %. Nach Voraussetzung existiert der Limes x \, a und hat die
behauptete Eigenschaft. /
ii) Nach Existenz des rechtsseitigen Grenzwertes A := lim,, % gibt es

zu € > 0 ein § > 0, so daB fur alle x € Ja,a+ [ gilt |§:Eg — A| < e. Nach

dem verallgemeinerten Mittelwertsatz gilt dann auch ‘% — A| < ¢ fiir alle
x,y € |Ja,a+ 6] mit z # y. Wir betrachten

flx)  flx)— fly) f(flr)—f(w( _%—Q

(v)  glw)—gly) \1 - %
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Wir halten y fest und lassen x gegen a gehen. Wegen limx\a f(z) = oo und
g(y)

lim,\ 4 g(2) = oo gibt es ein ¢’ mit 0 < ¢’ <y —a < d, so daBl } f(y 1} <
7@)

fiir alle € ]a,a + §'[. Damit ergibt sich

1) f@) F@) - fw)| @) - f)
0 =l o= s A
@) — fly)|L— 45
<‘ (x) g(y)” % 1‘+€<26
fir alle z € Ja,a + J'[. O

Beispiel 17.10 Fiir o > 0 untersuchen wir Existenz des Grenzwertes 1{n x*Inz.

Die Regel von de I'Hospital ist anwendbar fiir die Funktionen f(z) = —Inz und
g(x) = 2= mit lim,\ o f(x) = oo und lim,\ o g(z) = oo, und es gilt
/ 1 «
i D) g e g

2N\0 ¢ () x{r(l) —ar—* 1 N0 «

Somit erhalten wir h{% z%Inz = 0 fur alle « > 0.

18 Monotonie, héhere Ableitungen, Konvexitit

Satz 18.1 (Monotoniekriterium) Es sei f : [a,b] — R stetig und in ]a,b]
differenzierbar. Dann gilt:

"> 0in]a,b] = f wichst in ]a,b] streng monoton,
f' <0 nla,bl = f fillt in |a, b] streng monoton,
>0 in]a,b] & f wichst in ]a, b] monoton,

' <0inl]a,b] < f fillt in ]a,b] monoton.

Beweis. (=) folgt jeweils aus dem Mittelwertsatz bzw. Schrankensatz. (<) folgt
aus Definition des Grenzwertes. U

Das Beispiel der streng monoton wachsenden Funktion f(x) = z® mit f/(0) = 0
zeigt, daf in den ersten beiden Implikationen in Satz[18.1 die Umkehrungen (<)
nicht gelten.

Die Ableitung f' : I — C einer auf I C R differenzierbaren Funktion f :
I — C kann erneut auf Differenzierbarkeit in xq € I untersucht werden, und
gegebenenfalls heifit die Ableitung von f’ in zy die zweite Ableztung von f in
xo. Man schreibt f”(xq) = (f')(xo) oder auch (DDf)(xo) oder —f(:EO) Die n-te
Ableitung f™ von f wird dann rekursiv definiert als £ (zo) := (f™9) (z),
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falls f~Y in z, differenzierbar ist. Dabei ist f(*)(zq) := f(2¢) und fM(zo) :=
f'(z0). Ist die n-te Ableitung f™ stetig, so heifit f n-mal stetig differenzierbar.

Existiert f fiir alle n € N, so heifit f beliebig oft differenzierbar (Stetigkeit
ist automatisch). Nach Satz16.12/ist jede Potenzreihe f(z) = >~ a,z" beliebig

oft differenzierbar im Inneren ihres Konvergenzkreises, und dort gilt f(k)(a:) =

!

Z ﬁanmn_k. Die Menge der beliebig oft differenzierbare Funktionen ist
n—k)!

n=k

“oroBer” als die Menge der durch Potenzreihen darstellbaren Funktionen. Eine

niitzliche beliebig oft auf R differenzierbare Funktion ist die Einschaltfunktion

. e fiirz >0
f(x)—{ 0 firz<O0

Satz 18.2 FEine in |a,b[ differenzierbare Funktion f :)a,b] — R sei in xo € ]a,b]
zweimal differenzierbar, und es gelte f'(x¢) = 0 sowie f"(x¢) # 0. Dann besitzt f
in xo ein strenges lokales Extremum, und zwar ein strenges lokales Minimum fir
f"(x0) > 0 bzw. ein strenges lokales Mazimum fir f"(xq) < 0.

/ ol
Beweis. (fiir f"(zq) > 0). Wegen f”"(z9) = lim F@) = F(xo)
I )
!/
€ > 0, so da unter Verwendung von f’(zy) = 0 gilt ) > (0 fiir alle z € |a, b]
T — X
mit 0 < |x — x¢| < e. Nach Satz 181 ist f" in |xy — €, 2o streng monoton fallend

und in |xg, xg + €] streng monoton wachsend, besitzt also in xq ein strenges lokales
Minimum. ]

> 0 gibt es ein

Definition 18.3 Eine Funktion f : I — R heiBt konvex auf dem Intervall I C R,
wenn fiir alle 1 < 29 € I und alle A € ]0, 1] gilt

Gilt sogar die Relation ‘<’, so heiBt f streng konvex. Eine Funktion f : I — R heiBt
(streng) konkav, wenn — f (streng) konvex ist.

Setzen wir z = Azy + (1 — A\)zo, dann ist 1 < < 23 und A\ = P Somit
ist  — Af(z1) + (1= N f(22) = flaa) + L2212 (5 2.) die Sekante durch

Tr1—T2

(21, f(z1)) und (22, f(x9)). Folglich bedeutet Konvexitat, daf (x, f(x)) unterhalb
der Sekante durch (z1, f(z1)) und (z2, f(z2)) liegt, und zwar fiir beliebige x4, x5 €
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I mit 1 <z < xs.
y

| T

Die Definition von Konvexitét erfordert keine Differenzierbarkeit: Z.B: ist f(x) =
|z] in jedem Punkt z € R konvex. Fiir differenzierbare Funktionen haben wir

Satz 18.4 (Konvexitdtskriterium) FEine in [a,b] stetige und in |a,b| differen-
zierbare Funktion f ist genau dann konvex in [a,b], wenn f’ in ]a,b][ monoton
wdchst.

Beweis. (=) Sei f konvex und x; < xo Punkte aus Ja,b[. Dann gilt f(z) <
fx2) + f@)—f(22) f(”)(m —T9) = f(x1) + fe)-fz) (x — x1) fiir alle x € |xy, 25, also

f(z) — f(z1) <f(9€2)—f($1) <f(902)—f($)'

Fiir « ™\, z; einerseits und x " x5 andererseits folgt aus der Differenzierbarkeit
in 1,z die Relation f'(z7) < M < f'(z2). Da 1 < x5 beliebig sind,
To — X1
wiachst f/ monoton.
(<) Sei f’ monoton wachsend und x; < x < xo Punkte aus [a,b]. Nach dem
Mittelwertsatz gibt es Punkte & € |zq, 2] und & € |x, z5[ mit

T 2T ey T2 e

1 T X
Es ist & < & und damit f'(&) < f/(&), also (12 ﬁ“) < (x;) 1@ iy alle
x € |xy, zo[. Dannist z—x1 = (1—\)(za—x1) und 90—z = )\(1'2—1’1) fiir \ € 10, 1],
also A(f(z) = f(21)) < (1= A)(f(22) — f(2)) und dann f(Azy + (1 = A)zs) <

A (z1) + (1= X) f(xa). O

Satz 18.5 FEs sei f : [a,b] — R stetig und zweimal differenzierbar in |a,b[. Dann
qgilt:

i) f">01in]a,b] < f ist konvez in [a,b].

i) f">01inl]a,b] = f ist streng konvex in |a,b].
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Beweis. 1) ist Satz 181! fiir f’ zusammen mit Satz [18.4.
ii) f ist zumindest konvex. Ware f nicht streng konvex, so gibt es 1 < x <
x9 € [a,b] mit f(”;:ﬁ“) = (‘Ei)ii(xl) = f(sz /@) Nach dem Mittelwertsatz gibt

es dann Punkte & € |z1,z[ und & € |z, 29| mit

flx) = fle) _ fae) = f(2)

r — T To — X

f/(fl) = = f/(fz) )

im Widerspruch zur strengen Monotonie von f’ nach Satz [18.1 fiir f. 0J

Beispiel 18.6 Die Funktionen f(z) = 2" mit n € N\ {0} sind streng konvex
auf R wegen f”(z) = 2n(2n — 1)2?2 > 0. Ebenso ist f(z) = e® streng konvex
auf R wegen f”(x) = e® > 0. Schlielich ist f(z) = Inz streng konkav auf R* , da
(—Inz)" =% >0.

Definition 18.7 Eine stetige Funktion f : [a,b] — R hat in xy € Ja,b| einen
Wendepunkt, wenn es Intervalle |o, o[, |20, B[ C |a, b] gibt, so daB eine der folgenden
Bedingungen erfiillt ist:

i) fistin Jo, xo[ konvex und in ]zq, 3] konkav, oder

ii) fistin Ja, o[ konkav und in |xg, 3] konvex.

Ist f zweimal differenzierbar in |a, b[, so sind die Bedingungen i) und ii) dquivalent
Al

') f">0in]a,zo[ und f” <0 in |z, 5[, oder
ii’) f” <0in Jo, xo[ und f” > 0 in |z, B].
In diesem Fall ist f”(xo) = 0 eine notwendige Bedingung fiir einen Wendepunkt

in xq.

Beispiel 18.8 Die Funktionen f(z) = 2*"*! mit n € N\ {0} haben in 25 = 0
einen Wendepunkt.

Eine wichtige Anwendung der Konvexitét ist das Newtonsche Iterationsver-
fahren zur numerischen Berechnung von Nullstellen.

Satz 18.9 (Newtonsches Iterationsverfahren) Fine stetige und konvexe
Funktion f : [a,b] — R mit f(a) < 0 und f(b) > 0 sei zweimal stetig diffe-
renzierbar in |a,b[. Dann gilt:

i) Es gibt genau ein £ € |a,b] mit f(§) =

ii) Ist xy € |a,b| ein beliebiger Punkt mit f(xo) > 0, dann ist die durch

n

rekursiv definierte Folge (x,)nen wohldefiniert und konvergiert monoton
fallend gegen &.
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Bemerkung: Analoge Aussagen gelten fiir konkave Funktionen und/oder fiir
f(a) > 0und f(b) < 0. Man kann zeigen, dafl das Verfahren quadratisch konver-
giert, d.h. x,, approximiert ¢ fiir grole n auf 2n Dezimalstellen genau.

Beweis. 1) Nach dem Zwischenwertsatz gibt es zumindest eine Nullstelle £ von f
in |a, b[. Auerdem gibt es nach dem Satz vom Minimum in ¢ € [a, b] ein globales
Minimum mit f(q) < f(x) fiir alle € [a, b]. Damit ist f(q) < 0. Ist ¢ # a, so hat
f in g ein lokales Minimum, d.h. es gilt f'(¢) = 0. Nach Satz [18.4/ und Satz [18.5
ist f’ monoton wachsend in |a, b, also gilt f'(z) < 0 fiir alle x € [a, q]. Somit
liegen alle Nullstellen von f in g, b[.

Angenommen, es gibe zwei Nullstellen £; < &. Nach dem Mittelwertsatz gibt
esein t € |¢g, & [ mit f/(t) = f(%):f;(q) = glff‘g > (. Daraus folgt f'(x) > 0 fiir alle
x € [t,b], insbesondere ist f in [{;, b] streng monoton wachsend und kann keine
zweite Nullstelle besitzen.

ii) Fiir den Anfangspunkt der Folge gilt 2o > £. Wir zeigen durch vollstandige
Induktion f(z,) > 0und ¢ < z, < x,_; fiir alle n > 1.
a) Aus z, > ¢ folgt f'(z,) > f'(€) > 0, also 222 > 0 und somit 2,4, =

fen) re)

b) Die Funktion ¢, (z) := f(z)— f(z,)— f'(xn)(x—z,) beschreibt die Differenz
von f(x) zur ihrer Tangenten in z,,. Es gilt ¢/ (z) = f'(z) — f'(x,), also ¢} () <0
fir x < x,. Aus ¢,(z,) = 0 folgt dann ¢, (x) > 0 fiir x < x,,, insbesondere 0 <
On(Tny1) = f(@ni1) = f(zn) = f(20)(Tni1 — 20) = f(p11). Damit ist 2,1 > &,
so dafl (z,)nen eine monoton fallende und durch € nach unten beschréinkte Folge
ist. Sei x* := lim,, ., ©,, ihr Grenzwert, dann folgt aus der Stetigkeit von f und
/" in ]a,b] die Gleichung z* = z* — ff’ii*))’ also f(z*) =0 und damit z* =¢. O
Beispiel 18.10 Fiir # € N mit k¥ > 2 und a € R betrachten wir die durch
f(x) = 2% — a definierte Funktion f : R, — R. Diese ist konvex auf R, mit
f(0) = —a < 0 und f(1 + a) > 0. Das Newtonsche Iterationsverfahren zur
Berechnung der Nullstellen ist damit anwendbar und liefert die Folge

k
Ty —a 1 a
Tpt1 ‘= Ty — b1 = E ((k‘ - 1)3371 + F) s

die fiir einen beliebigen Startwert zy mit x§ > a monoton fallend gegen /a

konvergiert. (W&hlt man 0 < zf < a, dann ist ¥ > a, und das Verfahren

konvergiert ebenfalls. Siehe Satz 5.13)
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Teil V
Integralrechnung

Es gibt verschiedene Integralbegriffe, die sich unterscheiden hinsichtlich der Men-
ge der integrierbaren Funktionen. Wir behandeln hier das Riemann-Integral. Eine
andere Moglichkeit ware das Regelintegral. Dieses ist einfacher einzufiihren, wenn
bereits der Begriff des normierten Vektorraums zur Verfiigung steht. Da wir das
erst im Anschlu8 an die lineare Algebra einfiihren, entscheiden wir uns hier fiir
das Riemann-Integral.

19 Das Riemannsche Integral

Definition 19.1 Eine Funktion ¢ : [a,b] — C heiBt Treppenfunktion, wenn es
eine Unterteilung a = 29 < 3 < --- < x, = b von [a,b] derart gibt, daB ¢ auf
jedem offenen Teilintervall |z, x5 1| konstant ist. Die Werte von ¢ an den Punkten
xg, ..., T, dirfen dabei beliebig (aber beschrankt) sein.

Die Menge aller Treppenfunktionen auf [a, b] werde mit 7 [a, b] bezeichnet. Es gilt:
i) Die Nullfunktion ¢(x) = 0 liegt in 7 [a, b].

ii) Aus ¢,v € Tla,b| folgt ¢ + ¢ € T|a,b].

iii) Aus ¢ € Ta,b] und A € C folgt A\p € T|a,b].
i) und iii) sind klar, zum Beweis von ii) betrachte man die Unterteilung
{zo,...,zn} 2upund {zf, ...,z } zu und bilde die Unterteilung {t¢, ..., tx} :=
{zo,...,zn} U{x),...,2),} mit k < m+n—1undt; < tj4;. Dann sind ¢, ¢
und damit ¢ + ¢ Treppenfunktionen beziiglich der gemeinsamen Unterteilung

{to,...,tx}. In der Sprache der lineren Algebra bedeuten i)-iii), dal 7 [a,b] ein
(unendlich-dimensionaler) Vektorraum ist.

Definition 19.2 (Integral fiir Treppenfunktionen) Sei ¢ € 7a,b] definiert
beziiglich der Unterteilung a = xg < xy < --- < x, = b, und auf den Teilintervallen
|1, x| habe ¢ den Wert ¢;. Dann setzt man

/ab dz ¢(x) := Zn:ck(:ck — T 1) .

b
Fiir reellwertige positive Treppenfunktionen ist das Integral / dx ¢(zx) gleich

dem Inhalt der Fliache, die vom Graphen von ¢ und den Geraden = = a, xr=2>
und y = 0 begrenzt wird. Streng genommen mufl noch gezeigt werden, daf§ das so
definierte Intgral unabhdngig von der gewdhlen Unterteilung der Treppenfunktion
ist. Das geschieht durch Zuriickfiihren zweier Unterteilungen auf eine gemeinsame
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noch feinere Unterteilung und Beriicksichtigung der Tatsache, dafl die endlich
vielen Randpunkte der Teilintervalle zum Integral nicht beitragen. (Fiir positive
Funktionen haben die Kanten {x} x [0, ¢(xy)] die Flache 0, was sich dann auf
allgemeine Funktionen iibertrégt.)

Fiir reellwertige Funktionen f, g : [a,b] — Rerklirenwir f < g < f(z) <
g(x) fur alle = € [a, b].

Satz 19.3 Fir Treppenfunktionen ¢, € T[a,b] und Zahlen o, 3 € C gilt:

b b b
i) / dx (agp + ) (z) = a/ dx ¢(z) + B/ dx Y (z) (Linearitdt)

ii) ’/ab dx qﬁ(x)‘ <(b—a)- sup |p(x)] (Beschrdnktheit)

z€[a,b]

iii) Sind ¢, reellwertig mit ¢ <, so gilt
b b
/ dz ¢(x) §/ dx () (Monotonie)

(Man sagt: Das Integral ist ein lineares, beschranktes und monotones Funktional
auf 7[a, b].)

Beweis. Nach Wahl gemeinsamer Unterteilungen sind das die iiblichen Eigen-
schaften endlicher Summen. U

Definition 19.4 (Ober- und Unterintegral) Sei f : [a,b] — R eine be-
schrankte reellwertige Funktion. Dann heiBt

/:bdxf(a:) ::inf{/abdxqﬁ(x)  peTlab], <Z52f}

das Oberintegral von f und

/abd:cf(:c) ::sup{/abdxqb(:c) : ¢ €Tla,b], ¢§f}

*

das Unterintegral von f. (Dabei sind die Treppenfunktionen ¢ € 7 [a, b] reellwertig.)

b b
Es gilt stets / “dr f(z) > / _ dx f(x) wegen der Monotonie des Integrals nach

Satz 19.3.iii).
b b
Fiir reellwertige Treppenfunktionen ¢ € 7 [a, b] gilt / " dx Y(x) = / . dx ¥(x),

denn die Treppenfunktion selbst realisiert das Infimum und Supremum.
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Definition 19.5 Eine beschrankte reellwertige Funktion f : [a,b] — R heiBt
Riemann-integrierbar, wenn ihre Ober- und Unterintegrale libereinstimmen; in die-

sem Fall setzt man
b b b
/ dx f(z) = /* dr f(z) = /* dx f(z) .

Eine beschrankte komplexwertige Funktion f : [a, b] — C heiBt Riemann-integrierbar,
wenn Re f und Im f Riemann-integrierbar sind; in diesem Fall setzt man

/abdf” fla) = /abdm (Ref>(:r)+/abda: (Im f)(z) .

Damit ist jede Treppenfunktion auch Riemann-integrierbar, und ihr Riemann-
Integral stimmt mit dem Integral nach Definition [19.2 {iberein. Im folgenden
meinen wir mit ‘integrierbar’ stets ‘Riemann-integrierbar’.

Satz 19.6 FEine Funktion f : [a,b] — R ist genau dann integrierbar, wenn zu
jedem € > 0 reellwertige Treppenfunktionen ¢, € T |a,b] existieren mit ¢ < f <

Y und
b b
[ dovta) - [dnow <

Beweis. (=) Nach Definition von inf und sup gibt es eine Treppenfunktionen

b b
W > f mit / dx (z) — /* dzx f(z) < % und eine Treppenfunktion ¢ < f mit

forso™ [ oo

b b
(<) Nach Definition ist /* dr f(x) — /* dx f(z) < e fur jedes € > 0, also
stimmen Ober- und Unterinteg;ral fiberein. OJ

| N

€
2

Satz 19.7 Jede stetige Funktion f : [a,b] — R ist integierbar.

Beweis. Nach Satz[14.11 sind stetige Funktionen auf kompakten Intervallen auch
gleichméfig stetig. Also gibt es zu € > 0 ein § > 0 mit |f(z) — f(y)| < ;= fiir alle
z,y € [a,b] mit |z —y| < §. Wihle n € Nmit =% < § und die Untertellungsstellen
T = a+ kb*T“ mit 0 < k < n. Fir 1 <k < nsetze ¢, := SuD,e(y 0 f(T)
und ¢, = inf,ep, 2, f(2). Konstruiere die Treppenfunktionen ¢, mit der
Unterteilung {xq,...,z} derart, da ¢ auf [z_1, 2] den Wert ¢ hat und ¢
auf [zy_1, xx] den Wert ¢).. Nach Konstruktion gilt ¢ < f <.

Nach dem Satz vom Minimum/Maximum wird das Supremum und Infimum
angenommen, d.h. es gibt &, &, € [xp_1, 2] mit ¢ = f(§) und ¢, = f(&).
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Wegen [§), — &,| < d ist |ep — ¢)| < 3= fiir alle & und deshalb ¥(z) — ¢(z) < 3=
fir alle € [a,b]. Dann gilt nach Satz 19.3

/dxwﬂ—/P®¢@%—/dww—¢Wﬂ§®—®sw!W@—¢@N<ﬂ

z€la,b]

Nach Satz [19.6 ist f integrierbar. 0

Satz 19.8 Jede monotone beschrinkte Funktion f : |a,b] — R ist integrierbar.

Beweis. (fur f monoton wachsend) Wir wéhlen eine dquidistante Unterteilung
T =a+ k ¢ und die Treppenfunktionen

o(z) = f(zr_1) fir o, < x < 23
U(x) = f(xp) fir xpy < < wy

und ¢(b) = (b) = f(b). Dann gilt ¢ < f <1 und

[ dr vt~ [ o o) = Yo we)  flan) o - o)

k=1

=S ) — Fla)) =

k=1

b—a

n

(f(b) = f(a)) -

n

Wihle n > (b —a)(f(b) — f(a)), dann ist f integrierbar nach Satz [19.6. O

Beispiel 19.9 Wir betrachten die monotone Funktion f : [0,b] — R mit f(x) =
22. Dann ist mit den Bezeichnungen im vorigen Beweis

[ =23 () = F e = g

k=1

3
-0+ D0+ 5).
n—1

/Obda:¢(:c)=b - ((k;—l)b>2:b_32k2:b_3(n—1)n(2n—1)

n n3 n3 6
k=1 k=0

b
fiir alle n € N'\ {0}, also / dr x* = 3
0
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Wir werden nun grundlegende Eigenschaften des Riemann-Integrals zeigen.
Diese Beweise beruhen auf der Einschachtelung integrierbarer Funktionen durch
Treppenfunktionen und sind leider etwas miithsam.

Satz 19.10 Seien f,g : [a,b] — C integrierbare Funktionen und o, 3 € C. Dann
st auch die Funktion of 4+ (B9 integrierbar, und es gilt

/abd.r (af + Bg)(z) = oz/abd:v f(l")+ﬁ/abda: g(z)

Beweis. Es geniigt, den Satz fiir reellwertige f,¢g und «,3 € R zu beweisen.
Der allgemeine Fall 148t sich dann mit Definition 19.5 darauf zuriickfiihren. Wir
betrachten zunéchst o, 3 € R’. Nach Voraussetzung gibt es zu € > 0 Treppen-
funktionen ¢y, 2,91, 9, mit ¢ < f <9y und @ < g < 9y sowie

[wow-[wowss. [ wonw- [aonwss

Dann ist a¢; + Bps < af + Bg < arpy + [Bi)o, und nach Satz 19.3 gilt

/‘dx(awy+ﬁwﬁtw-—/ndw(a¢1+ﬁWQﬂw)£€

b
Damit ist af + (B¢ integrierbar. Sowohl I} = / dr (af + Bg)(z) als auch

b b b
I, = a/ dr f(x) + B | dx g(x) liegen zwischen / dx (agy + Beo2)(x) und
b a a a
dx (a1 + Bio)(x), also gilt I = Is.

* Mit f ist auch —f integrierbar durch Wahl der Treppenfunktionen —;
—f < —¢1, so daBl die Aussage auch fiir & < 0 und/oder 3 < 0 gilt.

RV

Satz 19.11 Seien f,g : [a,b] — R integrierbare Funktionen. Dann gilt:

b
i) Ist f <g, sofolgt/ dx f(z / dx g(x
ii) Die Funktionen f, := max(f,0) und f, = max(—f,0) sowie |f| =
b
f+ + [ sind integrierbar, und es gilt ‘/ dx f(m)‘ §/ dx | f(z)].

iii) Fir jedes p € [1,00] ist die Funktion |f|P integrierbar.
iv) Die Funktion fg ist integrierbar.
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Beweis. i) Es ist ¢ — f > 0 eine integrierbare Funktion, deren (Unter)integral >
dem Integral der Treppenfunktion 0 ist. Also ist / ’ dx (g — f)(x) > 0.

i) Aus ¢ > f > ¢ folgt vy > fr > oy unccll ¢_ > f_ > 1_. Dann gilt
¢b—¢ = (¢+—¢—)—(¢Z+—¢—) =Y — o + (- —¥-) > Py — ¢y, also
/ dr (Vs — oy)(x) < / z (Y — ¢)(z) < e. Damit ist f, integrierbar, analog
anch f- = (~f); und damit [f| = f. + f_. Wegen [ < |f] und —f < |/

sclten / iz f(z) < / dz [f(x)| und — / iz f(x) < / dz | f(x)], folglich

| [ o )] < [ @i a

iii) Die Funktion f ist beschrénkt, |f| < M. Wegen der Linearitdt geniigt es,
0 < f <1 zu betrachten. Nach Voraussetzung gibt es Treppenfunktionen ¢, ¢ mit
b

b
0<op<f<y<l1 und/ dx w(x)—/ dx ¢(z) < ]E) Die Funktionen ¢* und

sind wieder Treppenfunktilonen mit ¢P Sa | f|P < ¢P. Nach dem Schrankensatz17.5
fiir die Funktion A : ¢ — 9P mit 0 < b/ < p auf [0, 1] gilt ’{Z:ip < p und damit

[t -@<p [@@-owse

Damit ist |f|P integrierbar.
iv) Verwende fg = 1((f +9)* — (f — 9)*). O

Insbesondere sind auch max(f, g) = %(f+g+ |f —¢g|) und min(f, g) = %(f—i—g —
|f — g|) integrierbar.

Wir zeigen nun, dafl eine approximierende Treppenfunktion weitgehend belie-
big ist, solange die Unterteilung geniigend fein wird.

Satz 19.12 (Riemannsche Summen) Sei f : [a,b] — R eine integrierbare
Funktion. Dann gibt es zu jedem € > 0 ein & > 0, so daff fir eine beliebige
Unterteilung a = xo < x1 -+ < &, = b von |a,b] mit |xy — xp_1| < 0 und beliebige
Wahl von Stiitzstellen & € [xg_1, xx] gilt

‘/da:f ngk p—wp)| < e

Beweis. 1) Sei zunéchst f eine Treppenfunktion, die beziiglich einer Unterteilung
a=ty <ty < <ty =>definiert ist, und M := sup,c(,, |f(2)]. Sei a = z¢ <
x1 < --- < x, = beine Unterteilung von [a, b] mit |z —z,_1| < J, und fiir beliebige
Wahl von Stiitzstellen & € [rg_1,z)| definieren wir eine Treppenfunktion ® €
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T la,b] durch &(x) =

n

= [l
Z f&)(on — 1) = / dx ®(x) und

‘ /ab dr f(x) — i F(&) (zr — Tp1)

Die Funktionen f und ® stimmen auf jedem offenen Intervall |zy_1, zx[ iiberein,
fiir das [zy_1, x)] keinen Punkt ¢; enthélt. Damit ist f — ® # 0 hochstens auf 2m
Teilintervallen. Deren Gesamtliange ist < 2md. Wegen |f(x) — ®(z)| < 2M fiir
alle x € [a, ] folgt

p) fir zp1 < x < 2, und ®(a) = f(&). Dann gilt

< [ de|f(@) - o)

/ do | f(x) — ®(x)| < 4M35 .

ii) Sei nun f wieder eine beliebige integrierbare Funktion. Wihle 0 < g7 fiir
€

die beiden Treppenfunktion ¢, mit ¢ < f < 1 und / dr (Y — ¢)(z) < 7

Dann ist auch

Do)k —we1) < () (k= ar1) <Y (&) (k= )

d.h. es gilt

if(fk)(wk—xk_l) e] —§+/abdx ¢(x),§+/abda;¢($)[

Aus /bd:c P(z) < %—l—/bd:c f(z) und /bd:c o(z) > —g —l—/bd:v f(z) folgt die
U

a a a

Behauaptung.

Satz 19.13 Fir komplezwertige integrierbare Funktionen f : [a,b] — C gilt

IRSCIE /abdxm )| < 0a) sup [

z€[a,b)

Beweis. Angenommen,

’—/dx |f(z)| = € > 0. Wir wéhlen Rie-

mannsche Summen fiir Re f , Im f und | f| mit

n

b
dr (Re f)(x) = Y (Re f) (&) (@ — w51)| <

=1

R

dr (Im f)(z) = Y (Im f)(&) (@r — 25-1)| <

i=1

d$|f |—Z|ffk Tp = Tp-1)| <

A~
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Die ersten beiden Ungleichungen ergeben

(/dxf ngk Yz — ap1)| <

Wegen |a| = |8+ a — 8] < |B] + |a — f] fir alle «, § € C folgt

| /ab dr f(@)] < 5 +| Z F(E) (@n — 251)

RIS

<5+ D16 (i — i)
<+ [ alrl,

b
Widerspruch. Die Ungleichung / dz|f(z)] < (b — a) sup |f(z)| folgt aus

z€la,b]

| ()] < supepa 1f(2)]. 0

Satz 19.14 Sei a < b < c¢. Eine Funktion f : |a,c] — C ist genau dann
integrierbar, wenn f dber [a,b] und dber [b,c] integrierbar ist, und dann gilt

/acdx flz) = /abdm f(x)+/bcdx f(2).

Beweis. Folgt durch Unterteilung der approximierenden Treppenfunktionen in b.
O

Man setzt /adx f(z )'—Ound/ dz f(z) = /bda:f( ) fur b > a, falls f

tiber [a, b] integrierbar ist. Die Zusammensetzungsformel aus Satz[19.14 gilt dann
fiir beliebige a, b, ¢, wenn f iiber [min(a, b, ¢), max(a, b, ¢)] integrierbar ist. Daraus
erhalten wir im Beispiel [19.9

b 0 b b a 1
/dxeZ/dx:c2+/d:cx2:/dxx2—/d:c:v2:—(63—a3).
a a 0 0 0 3

Satz 19.15 (Mittelwertsatz der Integralrechnung) FEs sei f : [a,b] — R
eine stetige Funktion und g : [a,b] — R eine integrierbare Funktion mit g > 0.

b b
Dann gibt es ein € € |a, b mz’t/ dzx (fg)(x) = f(g)/ dx g(x). Fir g =1 gilt
speziell /b de f(x) = (a—0b)f(§) fir ein & € [a,b].

Beweis. Setzte M := sup,c(, f(2) und m = inf e (o) f(2), dann gilt mg < fg <
M g und folglich

n [ o) < [ o < [ g
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b b
Somit gibt es ein A € [m, M] mit / dx (fg)(x) = )\/ dx g(x). Die stetige

Funktion f : [a,b] — R nimmt ihr Supremum A und Infimum m an. Nach dem

Zwischenwertsatz gibt es dann ein & € [a, b] mit f(£) = . O

b
Man nennt M (f) : dx f(x) den Mittelwert der stetigen Funktion f :

~=al. b
/ d (f9)(2)
12 de g(x)

la,b] — R. Allgemeiner heifit M,(f) := der beziiglich g gewichtete

Mittelwert von f.

20 Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
20.1 Regelfunktionen

Definition 20.1 Eine Funktion f : [a,b] — C heiBt Regelfunktion, wenn es zu
jedem € > 0 eine Treppenfunktion ¢ € T la,b] gibt mit |f(x) — ¢(x)| < € fiir alle
x € [a,b].

b b
Wegen Re p—e < Re f < Re ¢+¢ sowie/ dz (Re (b—i—e)(x)—/ dr (Rep—e)(x) =

2¢(b— a) und analog fiir die Imaginérteile ist jede Regelfunktiaon integrierbar. Die

Konstruktionen in den Beweisen zu Satz [19.7 und Satz 19.8 zeigen, daf} jede
stetige Funktion und jede monotone Funktion eine Regelfunktion ist.

Satz 20.2 FEs sei f : [a,b] — C eine Regelfunktion. Dann ezistieren in jedem
Punkt xo € [a, b die rechtsseitigen Grenzwerte lim,~ ., f(z), und in jedem Punkt
xo € |a,b] existieren die linksseitigen Grenzwerte limg ., f(z).

]
Beweis. (fir rechsseitige Grenzwerte) Sei ¢ die Treppenfunktion mit |f(z) —
¢(x)| < 5 fiir alle € [a,b] und ]z, B[ das Intervall, auf dem ¢ konstant ist.
Dann gilt fiir alle x, 2" € ]zg, 3] die Abschitzung |f(x) — f(2')] < |f(x) — ¢(2)] +
lp(2") — f(2")] < e. Nach dem Cauchyschen Konvergenzkriterium existiert der
Limes lim,~ 4, f(2). O

Wir betrachten nun die Abhéngigkeit des Integrals von einer der Integrations-
grenzen als neue Funktion, die man auch unbestimmtes Integral nennt.

Satz 20.3 Sei F': [ — C eine Regelfunktion und a € I. Fir x € I werde durch
F(z) = / dt f(t) eine Funktion F : I — C definiert. Dann gilt: Die Funktion

F: I —='C ist stetig und in jedem Punkt xo € I sowohl linksseitig als auch
rechtsseitig differenzierbar mat

1 1
}111{% % (F($0+h)—F<:L'0)) - xh\gclo f(iL') ’ ilzl;% % (F(SCo—i—h)—F(l'o)) - xli/‘rgclo f(l') '
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Insbesondere ist ' differenzierbar in jedem Punkt x € I, in dem f stetig ist, mit
Fl(z) = f(x).

Beweis. Wegen |F(z1) — F(zg)| < |21 — @2 sup,e(y, 4 [f(@)] ist F auf jedem
abgeschlossenen Intervall Lipschitz-stetig und damit stetig.

Sei A := lim,~ 4, f(x). Zu € > 0 wéhle § > 0, so daB |f(z) — A| < € fiir alle
x € |xo, xo + d[. Dann gilt fir einen solchen Punkt x

PO - | [ ar ) - a)] < —— [Cawliw) - al<e.

T—X0 20 Tr—xg zo

r — I

Damit existiert der rechtsseitige Grenzwert limg g4, %ﬂm) und ist gleich A.

Analog fiir den linksseitigen Grenzwert. U

20.2 Stammfunktionen

Definition 20.4 Eine stetige Funktion F' : I — C, fiir die eine Regelfunktion
f I — C existiert mit
lim l(F(a;(ﬁ—h)—F(:Uo)) = lim f(x), lim l(F(x(ﬁ—h)—F(:lro)) = lim f(x),
r\O h o h,/0 h x /xo
heiBt Stammfunktion zu f.

Die Menge aller Stammfunktionen zu einer Regelfunktion f : I — C heiBt das

unbestimmte Integral zu f, geschrieben [ dx f(z).

Nicht jede differenzierbare Funktion ist eine Stammfunktion. Es 148t sich zeigen
(Konigsberger, Analysis I), dafl Funktionen, die mit Ausnahme abzdhlbar vieler
Punkte stetig differenzierbar sind, Stammfunktion sind.

Satz 20.5 Es sei F': [ — C Stammfunktion zu einer Regelfunktion f : 1 — C.
Fine weitere Funktion G : I — R ist genau dann Stammfunktion zu f, wenn
F — G konstant ist.

Beweis. (=) Nach dem Identitatssatz [17.6 fiir stetige und differenzierbare Funk-
tionen ist F' — GG konstant in jedem offenen Intervall, in dem f stetig ist. Wegen
der Stetigkeit von F) G ist F' — G dann auf ganz [ konstant.

(<) ist klar. O

Satz 20.6 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung) Es  sei
G : I — C eine beliebige Stammfunktion zu einer Regelfunktion f : I — C. Dann
gilt fiir beliebige a,b € 1

/ dz f(z) = G(b) — Gl(a) .
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Beweis. Das ist klar fiir die Stammfunktion F'(z) = / dx f(z). Fiir jede weitere
Stammfunktion G gilt G(z) = F(x) + ¢ fiir ein ¢ € C, und in der Differenz
G(b) — G(a) = F(b) — F(a) hebt sich die Konstante weg. O

Jede Ableitungsformel der Differentialrechnung liefert damit ein unbestimm-
tes Integral. Die Grundintegrale sind

s+1
/da:xs—x 1—1—0, reRfirseN, rzeR'firseZ, s<2,
s+ € RY fir s e C\ {-1}

1
/dw—zln]x\—l—c, r#0
x
1
/dxe“x:—e“"”—i—c, aeC
a
/dw sinx = —cosx + ¢,
/daz cosr =sinz + ¢,

1
/dxl—:arcsina:—l—c, lz] <1

1
/dm = arctanx + ¢,
1+ a2

1 T
d =t —+7Z
/ Ry anx + ¢, :c¢2+77

1

/dx —— = —cotx+c, x ¢
sin x

Uber den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung liefern diese unbe-

stimmten Integrale ein Riemannsches Integral, falls das Intervall [a, b] im Defini-

tionsbereich der Stammfunktion liegt. So erhalten wir z.B.

Wl

/ dx cosx = sin(j) —sin(0) =1,
0

/d:pex:e“—l.
0

Ist F' die Stammfunktion zu f, dann ist fiir das Riemannsche Integral die folgende
Schreibweise iiblich:
b

b
[ 1) = F@)| = F0) - Fla)

a
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! 1 7
also z.B. / dr —— = arctanz| = —.
0 1+ 22 o 4

20.3 Partielle Integration

Aus der Produktregel fiir das Differential gewinnt man die folgende Rechenregel:

Satz 20.7 (partielle Integration) . Es seien u,v : I — C Stammfunktionen
zu Regelfunktionen f = v : I — C und g = u' : I — C (die Ableitung ist im
Sinne von Definition 20.4 zu verstehen). Dann ist auch uv eine Stammfunktion,
und es gilt

[z @) = @) [ do @o)a).
/a ’ d () () = wo| — / 't (o) ()

a

Beweis. Folgt (mit einseitigen Grenzwerten) aus der Rechnung zur Produktregel
in Satz 16.6. O

Beispiel 20.8 [,(z) := /dx sin” x fiir n € N, n > 2. Wir setzen u = sin" ' z,

v = — cos x, dann folgt mit partieller Integration (die Konstante c ist weggelassen)
/dx sin"x = —sin" ' xcosx + / dz ((n — 1) coszsin™ 2 ) cosx
= —sin" tzcosz + (n—1) /d:p sin"? (1 — sin®z) .

Daraus ergibt sich die Rekursionsformel

1 n—1
I(z) = —=sin" 'xcosz + ——1I, o,
n n
aus der mit [y = xz und [; = — cos x die unbestimmten Integrale berechnet werden

2

1
kénnen, z.B. / dr sin“z = 5(9: —sinx cos z). Interessant sind die Riemannschen

Integrale (k € N\ {0})

™

3 2% —1)(2k —3)---1
AQkZ:/ dx Sin%:vz(kj )2k —3) -E,
0 %2k —2)---2 2
B i1 2k(2k—2)---2

A = 2d i = :
21 /0 T oy )k — 1) 3
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Wegen 0 < sin?**?z < sin?**'z < sin?*z < 1 fiir z € 0, 7] gilt 0 < Agjyp <

. A .
Agkrr < Ao < 5. Andererseits ist limg IZZZQ = lim;_ gi—ié = 1, also auch
. A

limy_ oo j’;zl = 1 und daraus

. (2k)2(2k — 2)2 -+ - 22
2 k1—>oo(2k+1)(2k— )(2k:—2+1)(2k—2—1)---(2+1)(2—1)

— 1
kEEO 14n2—1 1;[

Diese Formel heif3t Wallissches Produki.

Beispiel 20.9 /dx arcsin z. Wir setzen u = arcsinz, v = z, dann folgt mit

. . — 2/ _ T
partieller Integration und v'1 —2* = -
dxr arcsinz = xarcsinx — — =7 arcsinz + vV'1 — x2 .

" 1
Ahnlich zeigt man /dw arctan x = x arctanz — 3 In(1+ z?).

Beispiel 20.10 /dw V1 — a2 Wir setzen v = z, u = /1 — 22, dann folgt

(1-— 1
/dx\/l—x2:x\/1—z2— dr x - \/7—x\/1—x2 d:pﬁ

:x\/l—xQ—/dx V1 — 22+ arcsinzx

1 1
also /dx vV1—2? = 5:5\/1 — 22 + §arcsinx. Der Graph (z,v1 — a?) fiir

x € [0,1] beschreibt einen Viertelkreisbogen mit Radius 1. Dementsprechend

1
ist / dr V1 —22 = ( V1 — 22 + = arcsm :c) = % die Fliche der Viertel-
0

kreisscheibe, d.h. die Kreisscheibe vom Radlus 1 hat die Flache 7.

Satz 20.11 (Trapezregel) Essei f: 1 — R eine zweimal stetig differenzierbare
Funktion und a,b € I. Dann ist

/dxf() D=0 )+ fla)) -

2
b —a 3
/ (x —a)(b—x)f"(z) = (b—a) (&) fiir ein & € [a,b] .

L\Dlr—t
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Beweis. Setze g = %(:z: —a)(b—z) mit ¢'(x) = %(b+ a—2z) und ¢"(z) = —1.
Zweimalige partielle Integration liefert

R= / dr (gf")(x) = (of ) ()|’ / dx (¢ f)()

b—a
2

b b
- (@ H@[ + / dr (" f)(x) = "2 0) + fla)) - / dr f(z) |

Nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung ist

b b
5 | dremab-2)"@) = 57 [ dr @ -
=@ (S -5 )| =T e

O

Approximiert man eine viermal stetig differenzierbare Funktion f durch eine Pa-
rabel mit gleichen Funktionswerten in a, b, “TH’, so entsteht die Keplersche Fafsre-
gel

[0 ="5 00 s@ ey -r, r= Ut g

6 2880

fiir ein & € [a, b]. Sie liefert fiir Graphen kubischer Polynome eine exakte Formel
(d.h. R =0) zur Flachenberechnung.

20.4 Substitutionsregel

Aus der Kettenregel fiir die Ableitung einer zusammengesetzten Funktion gewin-
nen wir die sehr wichtige Substitutionsregel:

Satz 20.12 FEs sei f: I — C eine Regelfunktion, F' : I — C eine Stammfunktion
zu f undt: [a,b] — I eine stetig differenzierbare und streng monotone Funktion.
Dann ist F ot : [a,b] — C eine Stammfunktion zu (f ot)-t': [a,b] — C, und es
gilt
b £(b)
[ do sttt = [ ).
a t(a)
Beweis. Wir wiederholen den Beweis der Kettenregel in Satz[16.8 fiir rechtsseitige
Grenzwerte und ¢ streng monoton wachsend. Fiir zg € [a, ] sei yo := t(zg) € [

Fy)-Fyo) g
und A := limy\ g, f(y). Setze ¢(y) := { y;ilo gi 'Z i ZE Nach Vorausset-

zung gilt limyxy, ¢(y) = d(yo) = A und F(y) — F(yo) = (y — yo)o(y) fiir alle
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y € I mit y > yo. Dann erhalten wir

L F(H@) = Fle) | 6(t(@) - (1) = o)

AN T — X AN T — Xg
(@) — t(zo)
lim - lim ————~
x\maﬁ( (z)) L ——

= 6((w0)) - (o) = A+ ¥(z0) = lim f(t(z)) - (x)

Analog fiir linksseitige Grenzwerte und/oder t streng monoton fallend. Also ist
(Fot)(x) Stammfunktion zu ((fot)-t')(x). Nach dem Hauptsatz der Differential-
und Integralrechnung gilt

b t(b)
= F(0) = F(tta) = [ e g0 O

a

b
[ it ste@) @ = (Fota)

b
Beispiel 20.13 / dr f(axr + () mit a # 0. Setze t(z) = az + 0, t'(x) = «,

dann ist
b 1 ab+0
/dxfax+ﬁ /f —/ dt f(t) .
a @ aa+

'(z)

t
Beispiel 20.14 Oft gelingt es, Integrale in der Form / dx ; zu identifizieren
x

fiir eine stetig differenzierbare Funktion t : [a,b] — R mit t(x) # 0 fiir alle
z € [a,b]. Setzt man f(t) = 1, so ist

[t [ aw gowpei = [ s
dx :/dxftxtx:/ dt f(t) =1n ln‘—
o« U t(a) t(a)
Z.B. erhalten wir fiir [a,b] C | — 7, 7]
b b ’
/ da tanx:—/ s cos(ﬂn):_111 COSb"
a “ cos T cosa

Das entsprechende unbestimmte Integral ist / dr tanz = —In | cos z|+c. Analog

ist /dx cotx = In|sinz| + c.

b
1
Beispiel 20.15 / dx . Setze x = sinht, also t(z) = arsinhx =
¥ it )

In(x + V22 + 1). (Siehe den letzten Teil von 15.3.) Fiir die Ableitung der Um-

kehrfunktion gilt
1 1 1
arsinh’(z) = =

sinh’(t(z))  cosht(z \/1 + sinh? £( Vit
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Also ist f(t) =1 und

arsinh(b
b+vbr+1
dt 1 = arsinh(b) — arsinh(a) = In i

/ v1+ 1'2 /arsmh a—+ v CLQ

Das entsprechende unbestimmte Integral ist = arsinhz = In(z +

1
S
V14 22) + c. Analog zeigt man = arcoshz = In(z + Va2 — 1)+

fir |z| > 1.

\/7

Beispiel 20.16 (Integration rationaler Funktionen) Durch Partialbruch-
zerlegung (Satz [11.4) lassen sich rationale Funktionen darstellen als Summe von
Polynomen und Funktionen der Form ﬁ mit a,b € C und k € N\ {0}. Han-
delt es sich um eine reelle rationale Funktion so treten die zueinander komplex-
konjugierten Funktionen = b o) und )k in der Summe gemeinsam auf. Fiir

b
k > 2 wird fiir reelle und komplexe Nullstellen gleichermafien / dr ——— =

(x —a)k
b
1= Rz —a)1 + ¢ erhalten. Fiir ¥ = 1 und eine reelle Nullstelle ¢ € R hat

man [ dx oo =blnjr —a|+c Ist k=1 und a ¢ R, so mufl man, wenn
r—a

man komplexe Logarithmen vermeiden mochte, die beiden komplex-konjugierten
Funktionen wieder zusammenfassen zu
b b 2zRe(b) —2Re(ba) Bz +C

G-a) @-a) (& Re(@pPt(m@pP (@tp?ie

mit B,C,p,q € R und ¢ > 0. Man schreibt Bz + C = £(2z +2p) + (C — Bp), so

daf ein Term £ J;(( mit f(z) = (z + p)? + ¢* entsteht, der die Stammfunktion

Z1n|f(z)| hat. Der verbleibende Teil wird nach Substitution ¢ = xj;p zum arctan:

Bz +C B C — Bp T+p
de ————— = ZIn((x + p)* + ¢*) + ———= arctan .
/ (r+p)?2+q¢ 2 (@tp)+q) q q

In vielen anderen Féllen gibt es Substitutionen ¢(z), die auf rationale Funk-
tionen in ¢ fiihren:

Beispiel 20.17 Es sei / dxr R(cosz,sinx) fiir eine rationale Funktion R von

sinz und cos z. Setzt man

x 1—-t* 2t
t:tan§ = CcoSx =——, Slnx =

1
/ :_1 2
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so entsteht

b tan% )
: _ 1442 2t \_2
/ dx R(cosa:,smx)—/t dt R(1+t2’1+t2)1+t2'
a

a
an2

Eine solche rationale Funktion kann mit dem in Beispiel 20.16/ beschriebenen
Verfahren integriert werden.

Beispiel 20.18 /dx R(eP") fir p € R* und eine rationale Funktion R. Die

Transformation ¢ = eP* fithrt auf

b 1 epb 1
/a dx R(em) = ]_j/epa dt R(t)z .

Insbesondere lassen sich auf diese Weise rationale Funktionen von sinh 2 und
cosh x integrieren.

Beispiel 20.19 /dx R(z, /pr +¢q) fir n € N\ {0} und p € R*, ¢ € R. Die
Transformation t = /px + ¢ fiihrt auf eine rationale Funktion:

b N
/ dr R(z, /pr+q) = —/ dt R(t%,t)t"_l .
a D J %/patq

Beispiel 20.20 /dx R(x,\/pr? + qv +r) fiir p € R* und ¢, € R mit r # ?T;'

Durch quadratische Erginzung pz? + qr +r = p(x + 2%)2 +r— Z—; und linearer
Substitution t = | 4;1’_2 z ‘(334— Qip)2 entsteht je nach Vorzeichen von p und 4pr —¢?

eines der Integrale
/dt R(t, V2 +1), /dt R(t, Ve —1), /dt R'(t,V/1—1¢),

welches durch ¢ = sinhy, t = cosy bzw. t = sin y auf eine rationale Funktion von
e® bzw. siny und cosy zuriickgefiihrt wird.

21 Uneigentliche Integrale

Wir haben bisher nur Funktionen iiber kompakten (beschrankt und abgeschlos-
sen) Intervallen intgriert. Wiinschenswert wére aber auch die Integration iiber
offene Intervalle sowie iiber unbeschréankte Intervalle. Solche “uneigentlichen In-
tegrale” konnen iiber einen Grenzprozefl Riemannscher Integrale erhalten werden.
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Definition 21.1 Eine Funktion f : [a,00[ — C sei iiber jedes kompakte Intervall
R

la, R] mit R > a integrierbar. Existiert der Limes lim dx f(z), dann heiBt das

R—oo a

Integral/ dx f(x) konvergent, und man setzt/ dx f(z hm / dx f

Analog wird fir f : ] —o00,b] — C im Fall der Konvergenz das Integral

b
/ dx f(z) definiert.

.. > 1 . . :
Beispiel 21.2 Das Integral / dxr — konvergiert fiir s > 1. Es gilt
1 x®

R 1-s_ .
1 R 1
/da:—: — f.L}rs#l
1 xs InR firs=1

[e.¢]
Der Grenzwert fiir R — oo existiert genau fiir s > 1, und es gilt / dr — =
1 x

fiir alle s > 1.
s—1

Definition 21.3 Es sei f : [a,b] — C eine Funktion, die iiber jedes Teilinter-
vall [a,b — €] mit 0 < € < b — a integrierbar ist. Existiert der einseitige Grenz-

b—e b
wert li{%/ dx f(z), so heiBt das Integral / dx f(x) konvergent, und man setzt

b b—e
/a dx f(z) = 11\1%/@ dx f(x)

b
Analog wird fiir f : Ja,b] — C im Fall der Konvergenz das Integral / dz f(x)

definiert.

1
1

Beispiel 21.4 / dx Wik Die Funktion f(x) =
— 2

und auf dem kompakten Teilintervall [0, 1 — €] gilt

5 ist auf [0, 1[ definiert,

1—e 1 1—e
=arcsinz| = arcsin(l —¢) .

de ——
0 V1—22 0
Der arcsin ist stetig auf [—1,1], so daf gilt lime\ g arcsin(l — €) = arcsinl = 7
! 1 T
T —=—.
V1—22 2
Definition 21.5 Es sei f : ]Ja,b] — C eine Funktion mit —co < a < b < o0,

die liber jedes kompakte Teilintervall [, 5] C ]a,b[ integrierbar ist, und ¢ € |a,b].
Existieren die uneigentlichen Integrale

b Jé] c c
/ dx f(x):%i%/ dr f(z) und / dx f(x)zl{n/ dx f(z)
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b b
so heiBt das Integral / dx f(x) konvergent, und man setzt / dr f(z) =

a

c b
/ dx f(x)+/ dx f(z). (Die Definition ist unabhingig von der Wahl von ¢ € ]a, b].)

o 1
Beispiel 21.6 / dx
1+

—00

R
1
Zu betrachten sind die Integrale / dx =
0 ]. + ./LQ

x2
0

1
arctan(R) und / dx o2 = —arctan(—R’) = arctan R'. Der Grenzwert
R/ i
* 1

limgp_ ., arctan(R) = T existiert, somit gilt dx =7
R—o00 ( ) 2 g /—oo 1+ZE2

Satz 21.7 (Majorantenkriterium) Es seien f : [a,b] — C und g : [a,b] = R
b
Regelfunktionen mit |f| < g. Ezistiert das Integral / dx g(x), dann existiert

auch /bda: f(x).

Beweis. Seien I, G die Stammfunktionen zu f, g fiir kompakte Teilintervalle in
[a,b], d.h.

/dxf(x):F(u)—F(a), /dacg(x):G(u)—G(a), a<u<b.
b
Aus der Existenz von / dx g(z) folgt, daB es zu jedem € > 0 ein [ € ]a, b[ gibt,
so daB fiir alle u,v € ]B:lb[ gilt |G(u) — G(v)| < e. Fiir diese u > v gilt dann
Pl - Pl =| [ dr f@)| < [ drlf@)] < [ do o) = Gl - 60) <.

(G ist monoton wachsend wegen g > 0). Nach dem Cauchyschen Konvergenz-

b
kriterium existiert der Limes lim, » F'(u) und damit das Integral / dx f(x).
|:| a

Beispiel 21.8 Das Integral / dx S 1st konvergent.
0 x
sin x o
Beweis. Die Funktion f(x) = { H Ei i 7_“1) ist stetig auf R und damit

iiber jedes kompakte Teilinvervall von R integrierbar. Damit ist nur die obere
Integrationsgrenze kritisch, und es geniigt, das Integral iiber [1, co[ zu betrachten.
Partielle Integration liefert

R sin x cosST
dzx = —
1

1 2 T2

R R CcosS T cos R R Ccos
— dz =cosl — — dx .
x x 1 R 1
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R

1 1
< & fiir alle € [1,00[ und / dr— =1— s Damit ist das
1 T

COS T

Es gilt

Integral /
0
sinz T

berechnet werden; es gilt / dx =3
0 x
Das Integral ist aber nicht absolut konvergent. Zerlegung in Intervalle der
Lénge 7 ergibt

/0 dr smx‘_z/

~ 1 [ 2~ 1
>Zk7r/ dx’SIDx’:ZE/O dx sma:':;zz.
k=1 k=1

Die harmonischen Reihe divergiert, d.h. der Limes n — oo existiert nicht.

o0

SIIIZE‘

Satz 21.9 (Integralvergleichskriterium fiir Reihen) FEs sei f : [1,00[ —
R, eine monoton fallende Funktion. Dann konvergiert die Folge der Differen-

zen . .
an ::Zf(k)—/ dx f(z),
k=1 1

und fir ihren Grenzwert gilt 0 < lim a,, < f(1). Insbesondere konvergiert die

Reihe Zf(k’) genau dann, wenn das ]ntegml/ dzx f(x) konvergiert, und in

k=1 1
diesem Fall gilt

030~ [ o) < 1)

k+1
Beweis. Es gilt f(k) > / dx f(x) > f(k+ 1), da f monoton fallend. Damit
k

wichst (ay,)n>1 monoton, andererseits gilt

=Y - [ e f@) < S - k) = FQ)— f(n 1) < F(1).

Somit ist (ay),>1 konvergent mit Grenzwert zwischen 0 und f(1). O

Beispiel 21.10 Es existiert der Grenzwert v := lim,,_, (ZZ:1% —In n) mit

0 < v < 1. Zum Beweis verwende man den Satz 21.9 fiir f(z) = < und

lim, oo (In(n+1) —In(n))0. Der Grenzwert heiit Eulersche Konstante oder auch
Euler-Mascheroni-Konstante. Mit Methoden analog zur Trapezregel kann man
v =0.5772... berechnen.
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Teil VI
Wichtige Erginzungen

22 Gleichmiflig konvergente Funktionsfolgen und Reihen

Wir verallgemeinern zunéchst Definition 12.11 auf allgemeine Folgen von Funk-
tionen:

Definition 22.1 Eine Folge (f,)nen von Funktionen f,, : D — C heiBt gleichmaBig
konvergent gegen die Grenzfunktion f : D — C, wenn es zu jedem ¢ > 0 ein N € N
gibt, so daB |f,,(z) — f(z)| < e firalle x € D und alle n > N.

Eine Reihe Y., fx von Funktionen fx : D — C heiBt gleichmaBig konvergent
auf D, wenn die Folge der Partialsummen F,, :=>"}_ fi gleichmaBig konvergiert.

Nach Satz [12.12 ist die Grenzfunktion einer gleichméfig konvergenten Folge ste-
tiger Funktionen wieder stetig. GleichméfBiige Konvergenz kann mit dem Cauchy-
Kriterium tiberpriift werden:

Satz 22.2 (Cauchy-Kriterium) Eine Folge (f,)nen von Funktionen f, : D —
C ist genau dann gleichmdf$ig konvergent auf D, wenn es zu jedem ¢ > 0 ein
N €N gibt, so daf$ |fn(x) — fin(2)| < € fiir alle m,n > N und alle x € D.

Beweis. (=) durch Dreiecksungleichung fur f, — fo, = (fn — f) + (f — fin), wenn
f die Gremzfunktion ist.

(<) Grenzfunktion f existiert punktweise nach Cauchy-Kriterium. Fiir m —
oo ergibt sich |f,(x) — f(x)] < e fir alle n > N und alle x € D. O

Entsprechend gilt fiir Reihen, da8 ) ;- fi genau dann gleichméBig konvergent
ist, wenn es zu jedem € > 0 ein N € N gibt, so daf3 ) ka ‘ < e fiir alle m,n >

N und alle x € D. Insbesondere ist jede Potenzrelhe glelchmaﬁlg konvergent im
Inneren ihres Konvergenzkreises.

Bei der Untersuchung der gleichméfiigen Konvergenz und der Bestimmung der
Grenzfunktion sind Methoden aus der Integralrechnung oft hilfreich.

oo . k .

Beispiel 22.3 FEs gilt Z smg{; ?) _ I 5 a fir alle x € [0,2m— 3] mit 0 < 6 < 7.
k=1

Beweis. Es gilt

aneikt_eitl_emt B 612 ;th _61%
- : - . . t
1 — el 2isin £
k=1 2

gin Znbt 1 ¢t  cos Zntll
- (.—2,5——> +1(—COt——,—2t> y
2 sin 5 2 2 2 2sin 5
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gin 2ntDt 1 cosk — s 2t
aISOZCOS (k) :2SIT—§und Zsm kx) = QQSin% 2 Wegen
k. x
smg{; m) = / dt cos(kt) gilt fiir endliche Summen nach partieller Integration
; x n z s (2n+1)t
sin(ka) sin 2= 1
— [ at k)= [ dt <—2 - _>
k /n Z cos(kt) /,r 2sin & 2
k=1 k=1 2
_r—z 1 coswsc /mdtCOS@nT—H)t'(—COS%)

Punktweise fiir festes « € ]0, 27| erhalten wir im Limes n — oo die behauptete
Grenzfunktion. O

o0 . k:
Fiir z = 0 und « = 27 ist offenbar Z w = 0. Somit gilt unter Beachtung
k=1
der Periodizitat des Sinus
i sin(kr) 0 fir z € 277
~ k B w fir z € [2mn, 27(n + 1)]

d.h. die Grenzfunktion ist nicht stetig.

sin kx)

Beispiel 22.4 Z konvergiert auf [0, 2m — 6] mit 0 < § < 7 gleichmdfsig

gegen die Grenzfunktzon

Beweis. Es sei s,(x) := Z sin(kzx). Aus Beispiel 22.3 folgt |s,(z)| <
k=1
x € [0,2m — 0] und alle n € N. Wir schreiben fir m > n > 1 den Cauchy-Term

der interessierenden Reihe als

‘ ; singfk‘x) ) _ ‘ Z s(x) —ksk_l(x) ‘

(s (- + -5
<

(1 1 n 1 +1)— 2
_singn m+1 m+1 n _nsing'

M=+

T

n

Sm(x)
m-+1

Sp—1(x) ’

)| = 1)) +

NE

n

r—tﬁ

sin k::v)

Nach dem Cauchy-Kriterium ist Z gleichméBig konvergent auf [, 2m—4].

O
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Solche Summierungstechniken sind oft hilfreich bei der Untersuchung von Rei-

hen der Form Z ag(z) fr(z) fir monoton fallende reellwertige positive Funktio-
k=0

nen f; und komplexertige Funktionen a; mit kontrollierter Summe ’ > ho @k |-

Satz 22.5 FEs sei (fn)nen eine Folge integrierbarer Funktionen f, : [a,b] — C,
die gleichmafSig gegen eine Grenzfunktion f : [a,b] — C konvergiert. Dann ist
auch f integrierbar, und es gilt

b b
/ de f(x) = lim [ dz f.(x).

—
n—od a

Beweis. Es geniigt, reellwertige Funktionen zu betrachten. Nach Definition der
gleichméBigen Konvergenz gibt es zu € > 0 ein N € N, so daB |f(z) — f.(z)] <
@ fiir alle n > N und alle z € [a, b]. Aus der Integrierbarkeit von f,, folgt, dafl

b
es Treppenfunktionen ¢, € 7T [a, b] gibt mit ¢ < f,, <) und / dx (Yv—o)(z) <

a

ba <f<y+ ba)sovvle

/adx (¢+ﬁ)(m)—/{l dx (gb—m)(x)ﬁg—f—:%(b%a)/a drl=ce.

Somit ist f integrierbar. Damit gilt

‘/abd:cf(x)—/abdxfn(:c)’ S/abda:\f(:c)—fn(:cﬂgg,

d.h. Grenzwert und Integration vertauschen. 0

g Dann gilt auch ¢ —

Auf gleichméBige Konvergenz der Funktionsfolge kann nicht verzichtet werden.

Beispiel 22.6 Fiir n > 2 sei f, : [0,1] — R definiert durch f, := max(n —
n*lz—£|,0). Die punktweise gebildete Grenzfunktion ist lim, . fo(2) = 0. Denn
£(0) =0 fiir alle n > 2, und fiir jedes 2o € [0,1] gilt fir N > X mit N € N, daB
fn(xo) = 0 fiir alle n > N. Allerdings ist (f,,)n>2 nicht glelchmafﬁg konvergent
gegen 0, da es fiir e = 1 und fiir jedes N > 2 ein x € [0, 1] und ein n > N gibt,
z.B. x =L mit |f,(z) — 0] > 1. Fiir die Integrale haben wir

/Oldxfn@):/oidx (n—i—nz(x—%))—i-/idx (n—nZ(x_%))

1

1

= (’5)|

+ (an — nQZ’; )

aber fir die Grenzfunktion / dxr 0 =0.
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Entsprechend Satz 22.5! gilt:

Satz 22.7 Es sei Y -, fn €ine Reihe integrierbarer Funktionen f, : [a,b] — C,
die gleichmdflig gegen f : [a,b] — C konvergiert. Dann ist auch f integrierbar,

und es gilt
b o0 © b
[de > s =Y [Cde po)
a n=0 n=0"va

Beweis. Man wende Satz 22.5 auf die Folge der Partialsummen Fj = Zizo Sns
welche wieder integrierbare Funktionen sind, an.

Beispiel 22 8 (Wahrscheinlichkeitsintegral) Die Funktion W(z) :=
/ dt ez helﬁt Gauf$sches Wahrscheinlichkeitsintegral. Die Exponentialfunkti-

0
on ist gleichméBig konvergent in jedem kompakten Intervall [0, z] C Ry, so dafl
Integration und Summe vertauschen:

B T o0 (_1)kt2k B e (_1)k: /az ok o (_1)kx2k+1
W(z) _/0 dat z_: kRl z_: S z_: 2%(2k + 1)k!
k=0 k=0 k=0

Beispiel 22.9 (Elliptisches Integral) Die Berechnung der Schwingungsdau-
er T' des mathematischen Pendels als Losung der Differentialgleichung f”(x) +

T 2 1
w?sin(f(x)) = 0 fithrt auf das elliptische Integral kY

4 0 1 — k2?sin’x
mit Anfangsauslenkung & = sin 2. Unter Verwendung der Binomialreihen aus

Beispiel 10.5/ erhalten wir

/ dx \/W / ( %)(—k%in%)n:i(—nnc%)k?m%

us

2
mit den Integralen A,, = / dz sin®" x aus Beispiel 20.8. Damit gilt
0

T 2 1 “2n—1
v [y 21 +Z( =) e).
4 0 V1 —kZsin?z T2 +(2n)
Wir nutzen nun den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung, um eine

zu Satz 16.12 dhnliche Aussage iiber die Differenzierbarkeit von Funktionsreihen
zu erhalten:

Satz 22.10 FEs seien f, : I — C mit I C R stetig differenzierbare Funktionen,
fir die gilt:

i) Die Folge (fn)nen konvergiert punktweise auf I.
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i) Die Folge (f])nen konvergiert gleichmdfig auf I.
Dann ist die Grenzfunktion f = lim,_ f,. stetig differenzierbar, und es gilt
fi(x) = lim f(z).
Beweis. Die Grenzfunktion der Ableitungen f* := lim,_., f, ist nach Satz [12.12
stetig auf I. Fiir festes a € I gilt f,(z) = fu(a) +/ dt fl(t) fiir alle z € I.

a

Nach Satz 22.5/ wird im Limes n — oo daraus f(x) = f(a) +/ dt f*(t). Nach

dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung ist f differenzierbar mit
"= f*, also sogar stetig differenzierbar. O

Auf gleichméflige Konvergenz der Folge der Ableitungen kann nicht verzichtet
werden. Z.B. konvergiert die Folge der Funktionen f, = 5 +1) sin((n + 1)z)
gleichméBig gegen 0, aber die Folge der Ableitungen f, = cos((n + 1)z) hat
iiberhaupt keine Grenzfunktion.

o n

Beispiel 22.11 Wir berechnen erneut f(z) = Z Tt |z| < 1. Inerhalb des
n

Konvergenzradius R = 1 konvergiert f absolut, insbesondere auch punktweise.
o

Die Reihe der Ableitungen Zaz”’l ist fiir |x| < 1 absolut, damit gleichmé&Big,
n=1

konvergent gegen . Nach Satz22.10 gilt f'(z) = =, also f(z) = —In|1—z|+c

fiir ein ¢ € R. Die Integrationskonstante ergibt sich fiir x = 0 zu ¢ = 0, d.h. es

gilt Z—:—ln 1 —z) firallex e | —1,1[.

2

Beispiel 22.12 Fiir alle x € [0,2x] gilt Z cosk(z 7) = (W 5 x) — %, insbe-
k=1

sondere (2 Z 2= 7T—
k—1

- k

Beweis. Die Reihe f(z) = cosk(2 z) ist absolut konvergent auf R, damit auch
k=1

gleichméBig konvergent. Die Reihe der Ableitungen f'(z) = —Z % ist

k=1
nach Beispiel 22.4! gleichméBig konvergent auf [0, 27 — J] gegen die Grenzfunktion

2= Somit gilt fiir alle z € 0, 27 nach Satz 22,10/ die Beziehung f(z) = “= W) +c
fur ein ¢ € R. Da f als gleichméfBig konvergente Reihe stetig ist, gilt diese Bez1e—
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hung sogar fiir x € [0, 27|. Integration liefert

/OQTrda: flz) = <@ +cx>

Andererseits gilt nach Satz 22.5

2 co 1 2 0 1 ‘
/0 dr f(x) = ; ﬁ/o dx cos(kz) = Z ﬁsm(kx)

k=1

271' 7T3
= — + 27c.
6

0

21
=0.
0

Somit gilt ¢ = —7{—;. O

23 Die I'-Funktion

Satz 23.1 Das uneigentliche Integral I'(x) := /00 dt t*te "t ist konvergent fir
alle v € RY.. Es gilt ’

i) [(z+1) =2l'(2) fir alle x € R%

i) (1) =1 = T(n)=(n—1)! firaleneN\{0}
Beweis. Kritisch sind beide Integrationsgrenzen. Wegen lim,_,, t*"te™ = 0 gibt

es fiir jedes w € R ein ¢y € RY, so dafl trlemt < t% fiir alle t > t. Zerschneiden
des Integrals bei t, liefert fiir 0 < € < t,

to to 1 ® 1=
og/ dtt“etg/ dt!t=22—- <2
€ € T T
to

d.h. li{% dt t" ' e~ existiert fiir alle € R%. Fiir tp < R < oo gilt

R R
1 1R 1
0§/ dtt”ﬁ_le_tg/ dt — =—=| < —.
t to t tl — to

0

Somit ist I'(x) konvergent.
i) partielle Integration liefert fiir x > 0

R
/ dt t* et = —t et

Die Behauptung folgt aus lim. o €e* = 0 fiir z > 0.

R R d R
—l—/ dt a(tx) R Al e_€+x/ dtt*te .

€

ii) Es gilt
1 R 1 R
[(1)=1lim [ dte '+ lim dt e”" = —lime | — lim G_t‘ =lime “=1.
e\0 € R—o0 1 e\0 € R—o0 1 N0
O
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Die Funktion I' : R, — R interpoliert damit die Fakultit. Eine andere Inter-
polation wird wie folgt erhalten: Fiir x € N\ {0} und beliebige n € N\ {0}
gilt

(x4 n)! nln® n+1 n+a:>

(x_l)!:x(erl)"'(ern):$(93+1)"'(x+n)'< n "

Das bleibt auch im Limes n — oo richtig. Im Limes werden die Briiche 2
zu 1. LaBt man sie weg, dann kann man die so entstehende rechte Seite sogar
fiir komplexe Zahlen z € C definieren (mit n® = "), ZweckmiBigerweise
betrachtet man das Inverse:

2(z+1)---(2+n)
nln? '

Gn(z) =

Satz 23.2 Die Folge (G,)n>1 konvergiert an jeder Stelle z € C. Ihre Grenzfunk-
tion G : C — C mit G(z) := limy,—oo Gp(2) ist stetig und hat Nullstellen genau
in den Punkten 0,—1,—2,.... Es qilt

i) G(z+1)=1G(z) fﬂr alle z € C*

i) GL)=1 = Gn)=r= 1,fur alle n € N\ {0}

Beweis. Fir z € {0,—1,-2,...} konvergiert (G,) gegen 0. Sei also z € C\
{0,—1,...,} fest. Wdhle R, N € N mit N > 2R > 2|z|. Dann ist G, (z) # 0 fiir

N
alle 2R < n < N, und es gilt Gy(2) = Gon1(2) - [[ GGH—(?))
n—1\%

n=2R

— (1_1_3)@21“(1_%). Nach Satz15.2 gilt (14-2) =
n

Die Quotienten

sind

Gn(z)  z4n <n— 1)"‘
anl(z) a n n
L(3) fiir |z] < n und damit

GN(Z):GQRI eXP(Z(i k 12 Zi%))

=2R k=1 k=1

Die Summanden mit £ = 1 heben sich gegeneinander auf, und wir erhalten fiir
n > 2R > 2|z| die Abschitzung

[o.¢] o o0 k o0 ) 00 2
k—1 % 1 1 R R 1 4
S Y S e RY < () Y sy
k=2 k=2 k=2 k=2 k=0

Gn(2)
Somit ist die Reihe In ———~
e
|z| < R}, so daB die Grenzfunktion limy .., Gn(z) existiert und stetig in
jedem Punkt z € C ist.

gleichméBig konvergent auf Kg(0) = {z €
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i) folgt aus G, (z + 1) = #2HG,(2) und Grenzwertbildung.
ii) folgt aus G, (1) = % und Grenzwertbildung. O

Man definiert die Gamma-Funktion I': C\ {0,—1,-2,...} — C als I'(z) :=
ﬁ. Nach Satz 23.2 ist T" stetig und nullstellenfrei auf dem Definitionsbereich,
es gilt T'(z + 1) = 2I'(2) sowie I'(n) = (n — 1)! fir n € N'\ {O} Zu zeigen ist
allerdings, dafl auf R*, die Integraldefinition aus Satz23.1/mit & iibereinstimmt.
Der Beweis, den wir hler nicht angeben, beruht auf der Konvex1tat von InT.

Satz 23.3 Es gilt T'(5) = /7 sowie / dr e = Y2 und/ dz e ™ = /7.
0

Beweis. Fir € R\ N gilt

D(2)I'(1 —2) = (—2)0'(@)T'(—z) = (—x) (WOO I 1( >> (JLIEO Gn(l—x)>

= (=) im 5 —|—x)(0 —2)(1+z)(1—2)-- (n+z)(n— )

:—,}L%OHW

Mit dem Wallisschen Produkt [];_, 4k2 7 = 5 aus Beispiel 20.8 gilt fiir x = % die
Gleichung I'(3)? = 7. Aus der Nullstellenfreiheit von I folgt dann I'(5) = /7.
Nach Substitution #(z) = 2 mit ¢ = 2z = 21/t erhilt man

R 2 R ( ) 1 1 R2 1
dr e = / dr e 'O (p)— = —/ dt tz7te t |
/e € ( )2\/¥ 2 €2

Fiir e N\, 0 und R — oo folgt die Behauptung. O
Satz 23.4 (Stirlingsche Formel) Firn € N\ {0} gilt n! = 27m<ﬁ)ne“(")
e
mit 0 < p(n) < . (Wir zeigen nur 0 < pu(n) < g-.)
Beweis. Nach Trapezregel (Satz 20.11) fiir f(z) = Inz und (Inz)” = —= gilt
k+1 k+1
1 1 (x —k)(k+1—x)
dr Inz = —(Ink + In(k+ 1 = d
/k z lnx 2(n —i—n(—l—))—l—sz x o
fiir £ > 0. Summieren iiber k von 1 bis n — 1 ergibt
" - 1 " o)
de Inz =) Ink— =1
/1 T Inx ; n 5 nn—i—/l 2
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mit ¢ : Ry — Ry gegeben durch ¢(z) := (z — [2])(1 + [2] — x), wobei [2] € N
der ganze Teil von z € R, ist. Wegen

/ dx lnx-llenxw—/ dwlznlnn—n—i-l:l—i—ln(ﬁ)
1 1 €

n\”

sowie > ¢ Inn = In(n!) gilt In(n!) =In <(—) NOE cn> mit
e

¢ :zexp(l—/lndx %) .

Da0<o¢< % eine beschrinkte Funktion ist und das Integral / dz 72 kon-
1

Sx)y _ o
x2 >_nhi{>loa

oo
vergent ist, existiert der Limes ¢ := lim ¢, = exp (1 — / dx
1

n—oo

Fiir den letzten Bruch ergibt sich
2 (n)?(2n/e)*V2n  [2(n))%4" \ﬁ 2-4.--(2n)
con  (2n)!(nje)2n Vmn (2n)!  Vnl-3---(2n—1)
B 2(2n+1)\/ 2.2.4-4---(2n) - (2n)

n C2-1D2+1)-A-1D)@A+1)--2n—1)(2n+1)"

Im Limes n — oo entsteht unter der leztzten Wurzel das Wallissche Produkt
(Beispiel 20.8) fiir 7, d.h. es gilt lim S _ V2w, Somit ist die Behauptung

u(n) ;:/:de@.

2

bewiesen mit

Wegen 0 < ¢ < % gilt 0 < pu(n) < Sin, was sich unter Verwendung der Konvexitét
noch etwas verbessern laft. O

Bemerkung: Man kann zeigen, dafl die Stirlingsche Formel auch richtig bleibt

fiir die [-Funktion, d.h. fir z > 0 gilt T(z+1) = \/2m(§) ) mit 0 < p(z) <

L
12z

24 Taylor-Polynome und Taylor-Reihen

Nach Satz [16.4] liefern Funktionswert f(z) und Ableitung f’(xq) einer differen-
zierbaren Funktion f : I — C eine lineare Approximation der Funktion in der
Néhe des Punktes zy mit Kontrolle des Fehlers. Die Taylorsche Formel beschreibt
eine polynomiale Approximation der Funktion:
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Satz 24.1 (Taylorsche Formel) Es sei f : I — C eine (n + 1)-mal stetig
differenzierbare Funktion und a € I. Dann gilt fir alle v € 1

(a) f"(a) " (a)
f(z) = f(a) + 1 (z—a) + 9 n!
1

Roale) == [ St (- ) e p)

(x—a)®+ -+ (x—a)" + Rpi1(x) .

Beweis. Durch Induktion nach n € N. Die Formel gilt fiir n = 0 auf Grund
des Hauptsatzes des Differential- und Integralrechnung. Angenommen sie gilt bis
einschliefllich n — 1 > 0, dann ergibt partielle Integration des Restgliedes

Rula) = oty [ e =000 == [Car (e - 07) 100
==t 0|+ [t @ty
- f(TZl(a> (z —a)" + Rnja(z) O

(Tnf)($; CL) = f(a) + %(x—a) + %@(1‘-@)2 4+t

das Taylor-Polynom n-ter Ordnung von f mit Entwicklungspunkt a, und R, (x)

heiBt das Restglied (n + 1)-ter Ordnung. Fiir Potenzreihen f(z) = Zanx”
n=0
mit Konvergenzradius R > 0 stimmt wegen f*)(0) = kla; das Taylor-Polynom
N-ter Ordnung von f mit der bei N abgebrochenen Potenzreihe iiberein, d.h.
N

(Tnf)(x;0) = Z apx” fiir || < R. Fir das Restglied gibt es verschiedene For-

n=0
mulierungen, z.B.

Satz 24.2 (Lagrangesche Form des Restgliedes) Es sei f : I — R eine
reellwertige Funktion, die ansonsten die Voraussetzungen von Satz|24.1 erfiillt.
Dann gibt es ein & zwischen a und x mit

(n+1)
Roa(a) = @Tfff@: ay

Beweis. Man wende den Mittelwertsatz der Integralrechnung auf R, (x) an. O

Damit liefert die Taylorsche Formel Fehlerabschétzungen der folgenden Art:
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Beispiel 24.3 Fiir f(z) = sinz gilt f®(z) = (=1)*sinz und fCF+D(z) =
(—=1)*cosz, d.h. |[f™(&)] < 1 fiir alle ¢ € R und alle n € N. Unter Verwendung
der Sinus-Reihe gilt somit fiir alle z € Rund n € N

' (—1)kg2t+t |z
)Smx_z (2k + 1) ’— (2n+3)

k=0

|2n+3

Satz 24.4 (hinreichendes Kriterium fiir lokale Extrema) FEs sei f : [ —
R eine (n+1)-mal stetig differenzierbare Funktion. In einem inneren Punkta € 1
gelte f(a) = f'(a) = --- = fM™(a) =0, aber f("*V(a) # 0. Dann hat f im Punkt

a
i) ein strenges lokales Minimum, falls n ungerade ist und ™+ (a) > 0;
ii) ein strenges lokales Mazimum, falls n ungerade ist und f+9(a) < 0;

iii) kein lokales Extremum, falls n gerade ist.

Beweis. Einsetzen der Voraussetzungen in die Taylorsche Formel mit Lagrange-

schen Restglied ergibt f(z) = f(a)+L ((:2)(,5) (x—a)™*! fiir ein € zwischen x und a.

Wegen der Stetigkeit von f"*1) gibt es nach Satz [12.8.ii) eine Umgebung U C I
von a, in der f(*1)(¢) das gleiche Vorzeichen wie f("+1(a) hat. Ist n 4 1 gerade
und " (a) > 0, so folgt f(z) > f(a) fiir alle z € U \ {a}, d.h. f hat in a ein
strenges lokales Minimum. Analog fiir ii). Ist dagegen n + 1 ungerade und z.B.
fOtY(a) > 0, so folgt f(x) < f(a) fir ¥ < a und f(z) > f(a) fir z > a, d.h. f
hat in a kein lokales Extremum. U

Satz 24.5 Es sei f : I — C eine n-mal stetig differenzierbare Funktion und
a € 1. Dann gibt es eine stetige Funktion r : I — C mit r(a) = 0 und f(x) =

(Tf)(w;0) + (2 — a)"r(x).

Beweis. Stetigkeit von 7 in = # 0 folgt aus der Definition, so daf nur lim, ., r(x) =
0 zu zeigen ist. Nach Zerlegung in Real- und Imaginérteil geniigt der Beweis fiir
reellwertige Funktionen. Mit der Lagrangeschen Form des Restgliedes gilt

(g (n) (4
(F@) ~ G faza)) - LD oy = L e L0y
10 - P

fiir ein £ zwischen x und a, d.h. r(x) fir x # a. Mit z — a

n/
geht auch & — a, so da88 aus der Stetigkeit von f™ folgt lim,_, 7(z) = 0. O

Fiir diese Eigenschaft ist das Landau-Symbol “o” gebrauchlich, f(z) =
(T0f)(z;a) + o((x — a)™). Darunter versteht man

=o(g(x irx — a imm:
f(IE)— (g( )) f < }:—m g(l’) 0
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Definition 24.6 Es sei f I — C eine beliebig oft differenzierbare Funktion. Die

. f®(a)
Potenzreihe (T'f)(x; a) : Z u
a € I. Konvergiert (T'f)(x; a) gegen f(x) fiir alle x aus einer Umgebung U C I von
a, so sagt man: f besitzt in U eine Taylor-Entwicklung um a.

(z—a)* heiBt die Taylor-Reihe von f im Punkt

Warnung: Die Taylor-Reihe ist ein formaler Ausdruck! Wéahrend die Taylorsche
Formel mit Restglied exakt gilt, mufl die Taylor-Reihe fiir x # a nicht kon-
vergieren (der Konvergenzradius ist dann 0), und selbst wenn die Taylor-Reihe
konvergiert, mufl (T'f)(z;a) nicht gleich f(x) sein!

Beispiel 24.7 Wir erinnern an die schon in Abschnitt [18 eingefiihrte Einschalt-

funktion )
_Jer firx>0
fla) = { 0 firz<O0

Die Ableitungen in x > 0 sind von der Form f™(z) = Pn(%)e_%) fiir ein Polynom
P, vom Grad 2n in %, denn nach Produkt- und Kettenregel ist
(n+1) — (P (1 -1 ,_ P (1 1 P.(1 1 -1
Fro@) = (Pap)e= ) = (- PG) 5+ Pali) 5 e
Dabei ist die Ableitung P’ des Polynoms ein Polynom (2n — 1)-ter Ordnung.
Somit ist lim,~ o f™*V (x) = 0 fiir alle n € N und folglich (T'f)(x;0) = 0 # f(z).

Ist eine Funktion f durch eine Potenzreihe darstellbar, so stimmt die Taylor-
Reihe (innerhalb des Konvergenzkreises) mit f iiberein. Insbesondere lassen sich
die im Laufe des Semesters hergeleiteten Potenzreihen reproduzieren:

ex:i%k relR,
(=

i )k: 2k
cosT = o relR,
— (2k)!
. B e (_1)k$2k+1
SIHZE—ZW, IER,
k=0
2k
coshxzzm, reR,
X p2k+l
sinh :Z 2k 1 1)1 reR,
k:O
(1—1—3:)“:2(393:’“, reRfiraeN, ze|-11firacC,
k=0
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e (_1)k—1$k

1n(1+I):Z L ) l’e]—l,l},
k=1
20 (k-1 2k 41

arctanz = (Gl At , xe[-1,1],
— 2k +1

Zu beachten ist, dafl einige dieser Potenzreihen sogar fiir komplexe Zahlen x €
C \ R gelten, wihrend wir die Differentiation nur im Reellen eingefiihrt hatten.

Beispiel 24.8 (Reihe des Arcus sinus) Unter Verwendung der Binomialrei-
he und Vertauschbarkeit von Integration und Reihe nach Satz 22.7 gilt fiir |z| < 1

T T > 1
ing= [ dt (112 :/ dt <_5) — 1)k
arcsin x /0 ( ) i Z i (—1)

k=0
o 1 2k+1
=2 ( k2>(_1)k2mk L
k=0 +

25 Differentialgleichungen mit getrennten Variablen

Unter einer gewonlichen Differentialgleichung versteht man eine Gleichung zwi-
schen einer Funktion y, ihren Ableitungen 3/, v”,...y"™ und der Variablen z.
Viele Probleme der Physik lassen sich durch gewohnliche Differentialgleichungen
beschreiben. Beispiele sind eindimensionale Bewegungen in der Mechanik, die
durch das Newtonsche Gesetz

y'(x) = F(z,y(x),y'(x))

beschrieben werden. Dabei ist x die Zeit, y(z) der Ort, y/'(z) die Geschwindigkeit,
y"(x) die Beschleunigung und F die Kraft. Gesucht ist die Bahnkurve y(x). Man
mochte wissen, unter welchen Bedingungen die Bahnkurve existiert und durch
welche Bedingungen die Bahnkurve eindeutig bestimmt ist. Ein weiteres Beispiel
einer gewOhnlichen Differentialgleichung ist der radioaktive Zerfall, beschrieben
durch y'(z) = —Ay(x). Dabei ist wieder x die Zeit, y die Zahl der Teilchen und ¢/’
die Zerfallsrate. Ein dhnliches Gesetz 3/(x) = Ay beschreibt auch das anfangliche
Wachstum von Bakterienpopulationen.

Wir werden hier nur einen kurzen Einblick in die Losungsmethode fiir
einen besonders einfachen Typ von Differentialgleichungen geben. Die allgemeine
Losungstheorie folgt im 3. Semester.

Definition 25.1 (DGL 1. Ordnung mit getrennten Variablen) Seien
I,J C R offene Intervalle und f : I — R und g : I — R stetige Funktionen, wobei
g(y) # 0 fiir alle y € J. Dann heiBt

y'(x) = f(z)g(y)

Differentialgleichung mit getrennten Variablen.
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Formell kéonnen wir diese Differentialgleichung als

dy_ZU i
oy = @)

schreiben und beide Seiten getrennt integrieren, wobei gewisse Anfangsbedingun-
gen ins Spiel kommen.

Satz 25.2 Zu gegebenem Anfangspunkt (zo,vo) € IxJ definieren wir Funktionen
F:I—-Rund G:J— R durch

Py [ defe). awFAFE.

0 9(s)

Ist I' C I ein Intervall mit F(I') C G(J), dann gibt es genau eine Lisung
y : I' — R der Differentialgleichung vy = f(x)g(y) mit der Anfangsbedingung
y(xo) = yo. Diese Lisung erfillt die Gleichung

Gy(z)) = F(x) fiir allex € I'.

Beweis. Angenommen, y(z) ist eine Losung des Problems, d.h. es gilt ¢/(z) =
f(z) g(y(x)) und y(zg) = xo. Wir setzen x — ¢ und integrieren iiber ¢ von z

nach x:
[ty = [ 0

Nach Substitution s = y(t) ergibt sich

(ﬁ@fgzlyww,

also G(y(z)) = F(x). Zu beachten ist, dal wir die Zuléssigkeit der Substitution
s = y(t) nicht priifen! Das wird nun nachgeholt.

Wir nehmen die Giiltigkeit von G(y(z)) = F(z) an. Wegen G'(y) = @ # 0
fiir alle y € J ist G streng monoton (und stetig differenzierbar), so dafl die eindeu-
tig bestimmte Umkehrfunktion G=! : G(J) — R existiert und nach Satz [16.10
stetig differenzierbar ist. Somit gilt y(z) = G~'(F(z)) fiir alle x € I’, d.h. im
Fall der Existenz ist die Losung eindeutig. Fiir Y := G710 F': I’ — R gilt mit
Kettenregel und Satz 16.10

1

Y'(2) = (GY(F(x)) - F'(z) = - Fl(z) = g(Y(2)) - f(z),
(@) = (67 (F@) - F'@) = grgmmayy - P/ = o0@) - /(@)
d.h. Y erfiillt die Differentialgleichung mit der Anfangsbedingung Y (zo) =
G Y (F(z0)) = G71(0) = yo. Also existiert eine Losung. O
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Beispiel 25.3 Wir betrachten die Differentialgleichung ¢y = eYsinz zu be-
liebigem Anfangspunkt (xg,79) € R?. Damit ist F(z) = cosxy — cosz und
G(y) =e ¥ —e ¥ also

e ¥ = cosz — coszg + e Y0 .

Wegen e % > ( gibt es ein offenes Intervall I’ C R mit oy € I’ so da} cosz —
cosxg+e ¥ > 0 fiir alle x € I’. Dann ergibt sich die Lésung zu y = — In (cos x—
cos g + e*yo) fiir alle x € I'.

Definition 25.4 (lineare Differentialgleichung 1. Ordnung) Es seien [ C
R und a,b: I — R stetige Funktionen. Dann heiBt

Y (z) = a(x) y(x) + b(x)

eine lineare Differentialgleichung 1. Ordnung. Diese heiBt fiir b = 0 homogen, sonst
inhomogen.

Satz 25.5 Es sei xg € I und yo € R. Dann gibt es genau eine Léosung y : I —
R der Differentialgleichung y' = a(x)y mit der Anfangsbedingung y(xo) = o,

ndamlich .
y(x) = yoexp (/ dt a(t)) :

zo

Beweis. Es handelts sich um einen Spezialfall einer Differentialgleichung mit ge-
trennten Variablen. U

Der inhomogene Fall wird durch Variation der Konstanten gelost. Darunter
versteht man den Ansatz y(z) = g(z)u(x), wobei g(z) die homogene Gleichung
¥ = a(z)y mit §(zo) = 1 16st. Damit ergibt sich

Y(2) =7 (2) u(z) + §(2) v/ (z) = (alz) u(z) +u'(2))§(z)
= a(z) u(z) §(z) + b(z) ,

also v'g(z) = b(x) mit Anfangsbedingung u(z) = yo. Das ist wieder eine spezielle
Differentialgleichung mit getrennten Variablen mit der eindeutigen Losung

u(m)zyo—l—/x:dt%.

Somit ist bewiesen:

Satz 25.6 Es seien I C R ein Intervall, a,b : I — R stetige Funktionen sowie
xo € I und yo € R. Dann gibt es genau eine Liosung y : I — R der Differential-
gleichung v’ = a(x)y + b(x) mit der Anfangsbedingung y(x¢) = yo, namlich

y(x) = g(z) (yo + /x dt @) mit  g(s) =exp (/S dt a(t)) :

w0 U(t) 20
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Beispiel 25.7 Betrachtet werde die Differentialgleichung ¢ = 2zy+x mit y(0) =
c. Dann hat die homogene Gleichung ¢’ = 2zg mit §(0) = 1 die Losung

y(x) = exp </0zdt 2t> ="

Also erhalten wir

y(z) = (c + /Ox dt te_t2) = (c + %(1 - e_x2>>

2+1 o 1
= e’ ——.

2 2

Beispiel 25.8 (Freier Fall mit Reibung) Es sei = die Zeit. Der freie Fall ei-
nes Massenpunktes (in y-z-Ebene) wird bei geschwindigkeitsproportionaler Rei-
bungskraft beschrieben durch die Differentialgleichungen

mz" = —mg—rz", my’ = —ry .

Als Anfangsbedingung sei 2'(0) = v, und y'(0) = v, gegeben. Damit ergeben sich
die Geschwindigkeiten zu

/ ‘ T —Lx
@) =vyexp ([ de (- 1)) =ue i,
0

Z(z)=e m® (vz — / dt geﬁt> = v m? — @(1 — e m?) .
0

r

Fiir # — oo féllt der Massenpunkt also mit konstanter Geschwindigkeit ™ in
negative z-Richtung. Die Anfangsgeschwindigkeiten sind exponentiell gedampft.

Beide Losungen sind selbst Differentialgleichungen mit getrennten Variablen.
Sind die Anfangsbedingungen z(0) = h und y(0) = 0, dann ergibt sich

T
y(zr) = / dt vye m' = M(l - e_#”) :
0

,
_ ’ —ry . MY
z(x) = h—i—/o dt(vze . (1—e ))

=h+ vzrm <1 — e’%x> — @<x — T(l — e’%x)) .
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