
Vollständige Induktion

Gelten
Ä(If) für einN € N (InduküM)

und für beliebigm n € N n ä N
)

\ Ä(") -* Ä(n + 1) (lnduktiotdftruc)

m iet db Ary*agp ,{(") füf dh tt : ff *nhr.

Wiehüit: Induktiondrlus Elr# ftir ein helbb{ge*, fmtee n I N benrimn trrerd€e.
Man nennt defrcr

Ä(") die Indüftfkms*anaM
A(r* + 1) db kduhbrubehrrytw



B€ilBpi€l

Bele: H-, &: rryl)

Bew: (durch wlktändige lduktto")
Iefuktionannnhrne: F'ür n:1, t*r* - l - l(S1)

Induktioaenxrnn&rne: Für ein belbbdß n € N gelte die tsehsupüung. l

lu berreisen bt: [Hl X : ßt!$**3]
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ß:1 f*[
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(ll Rogü der (Abelsche Gruppo)

(a) o*(u*z): ("*y)*z
(b) c*s : u*r
(e) c*0 : 0+3 : r
(d) r*(*r) : (*")*r : 0

(ü) tugdn der lultlpllkdon

(s) ,.(u.z) - (r.a)-z
(b) f t 'y :  u.r
(c) r-t  :  L.r f f  n

(d) n.(*) : (*) " 
: 1 ("*o)

(tH| Dürtrtbu$vgccctz (Reg6ln (l)-(lll): l{orpor)

r '(V*"):tr 'A+s'z
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Defirdtfm: Zua€Rhrißt

r , ( ü fa&lralo
üal :ä 

I _a fah" i o
dü B€trre von a.
l'o - bl ' (ttklhtnsgätiw) Abstrnd dor Zetrlcn e,b auf der Zahlengerade.

@:
(1) l"l ) 0

(2) lol :O =+ o:0

(3) l"äl : lal lbl
(4) l*+ bl < l*l * lbl (Drelcckrungüetchung)

(5) Ur(o)::{*€tRIl"-al <e} (e>0)
: (a - €, a * e) (e-tJmgnbung vun a)



Urf;tru Süi Äa € L' rto ät *fr Trtnun m l.
l) urHt c € t mtltn lürffi üf "üf, tl gü:

Vue .ltf : uSc
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Brbplel: Sei I:a, lf, ):{r€Rl1< 0<2}
Dann irl

r irb zaürl c v 2 Gfum 0m sehrar*ec \ül r,

I i& ähl x ! I G*lr untere schranke ron r.

Also $ffi

s'tcp [1,2) * ) inf [1,2) : 1
Bübploli ttfut beFect*r die Mongo

M :s {t rR l" *, 1.+ -L ,, TL€ N} : {9 2.7l. rL ' rL * r) 
' 

l-, 6, L2,2o'30,...J
Daf,€r grffiü

sup u :1 inf M: e
2



Au$rbea

Aufipbe 1:
Ftts r € l{ gth' lr +f+32+ "'*nr = cn+}ä!rt+t}

Adsbc 2:
Für alle n € !l bü cr,* t + { + t' .m n$ihtle6u [Ehl'

Arfirbr 3-
Erffm Si€ - fCb wrhrndcn'ryX, i{dX, mtIX tftd frdilX

f d;AtPAa!fu;gmrml:

o I- {rlt - *, i c i l}

oX-lrprS16)
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ä"#tt SiE, h * rlle rcGn€n Zrhhr r,Y gft:

, llcl - h# g lr+rf S frl +frl

rp+tf+F-delcl +ltl

r Fl * r € l, r *2,,d* trh > IT#T1



Kompbxe Zahlenebene

Den Punkten einer
areidimensionabn Ebone
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Kompbxe Multiplikatbn

lrfutrplfl€tion ff# ,
anbgbntS-Mttng:

z4z* (q +iJtX*u +Wr\
= {.rr * F#z+i{q Tz* xzlJ
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; = x*$/
, ) J -r2zz=r-+y-{tl-
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rartrFr t h{E
Fd(*)rrrh*lb i€:

1. ftr r; € tr ria 1 5 rr < q < ||r < ... Lilc (.'r)i€i eiE 1Lflfü m (+,)ra.

t. IX, hN! (r.) Lr|r b...tt|rlt, hllr I cjr C > O riba rit:
h€r: h.l gd.

r. h. frfu {lr) fift forctprt re Grasr fiirrj c e €' lll

Vc > 0 ; lf - tr(a) e !t :Ytr ) lf : lri - rl < e

ee döc bautde ftb bA& lqrr.

1. EiD fr|e (o.) Ht CsEfhS, rL

Va > 0: 3JY - Jf(c) € N: Vrr,m I iV: fl - r*l < c

fonrrf:oryrca,

l. Dc C nlbirrdig i! rilt fir Folfr b C:
(a.) $ bmrrrre r.| (..) LtCrü"ft||)

2. Jcdc uodc rÄ ob.a b*tttc ( od -.aq t* mor*c lrr|rb, rAÖ'ü. h.*s.)
Folc rt hlqat.

3. Zu ida nb (cL pbc c: bcpdc hta (e)" und (l1) üd eia ]v € N Ütrt, des a* < c. < l1 ir rlc

n 2 lV . Gih ll\-.- cn = lihr-r- | - r' &sa bnwrtfxt uxü c" mit lin*--,- c. * 6.

f. lo. fmalpnr a c. - 0



E-piel:
D. ri (r.) 

"b 
hb dt dlr Eirr ü.ft, ö. rh I dt 0 < q < l a$rrt, o dr fih r& a e N jilt lc.+r - ql <
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A@isI 6. \ffi;swttg

t@d: Die@Rüftc fl oo : | *q*qz+...n q € C
k:O

kmwrgicrt filr lgl < 1, &ün ftir dic ktialzummeja Sik *qcn

rn

:n* - V* * (r - y) E rru-i N*x
i *L

mit g : t, y : g Ud m ss s * I

tp:äs&:T#
l="O

Daraus fslgt

I

I9p

fs*:
te{) L-q

FUr lql > l ist die @ Reihe divergent.



A@isI 6.tfug rc

Bctupld: DicffiRree
m

!K-\1 ..1 1 1
LF:r+ z+ I+ 4t "'

&-1

ist divergant.

Es gilt

f +=f 
1 * m-!*L +1 (*-*rc)

? k 
- kt trt fTt,

E-il t=rn

Demit ist das Calrchy-Xritcrium

m 
L . .  Lr--  n -rrr  la 

I
Io; konrrcrgent {+ Ve > 0' 3N i ffi,n ) ^A/ , l) -(rkf < e
fr:o lE* |

filre < l verlczt.
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*n$hn

*dgrbe 1:
Uss# ilhr ürftnÜra Rtffi sf lhnmtru:

üc)t.,S blmrnsmr
.€)ffnS {.€f} d} f,ErFt' (.e I,,0< l*l < l}
. c) t:,{-tft.r/TTi* y'r} 0 ff.,(-rp$}tt 5'St

Ä,ufo;rbe 2.
Dr ßi {L} ds6 FFIgadt dä tlip*n*, dü ftirFüo lm*ergede
Rrilc ffirr" rach dü ** ff.rrr\ tqnt. äc*ri*n
Sb, dä {L) ba*rtul* irt.

Aufgnbe 3:
Exfutiert ein c ) l, m dn (n'r.) b*önkt bt, H barergiert

Erlarl.



Stetigkeit

Definition:
Es sei c6 e la.,bl f : fa,bl -- IR heißt a^n der Stelle c6 stetig, wenn lim,-,. /(z) : /(rs) isi.

Kurz:
f ist an der Stelle re stetig:<+ Die F\nktionswefie f (r) sind beliebig wenig von /(ze) entfernt, wenn
z hinreichend wenig von r0 entfemt ist.

Folglich gilt:
f : D ---+ IR ist an der Stelle r0 stetig <+

!e>0 !ö>0 :lr-xsl<d+ l/(o)-/(zs)l <6

Rechnen mit stetigen Fhnktionen:
Summe, Diferenz, Produkt und Quotient stetiger Funktionen sind stetig (im Falle des Quotienten
da.rf kein Nenner 0 sein. Setzt man eine stetige F\rnktion ein in eine stetige Funktion, erhält man
wieder eine stetige F\rnktion.



Zwischenwertsatz:
Sei / stetig auf dem echten Intervall [a, b] und 4 € lR liege zwischen /(a) und /(ö). Da.nn gibt es ein
( e [4, b] mit /(0 : a).

' 
Eine andere Formulierung des ZWS ist die folgende:
Ist .I ein Intervall und / : f ---+ IR stetig, so ist /(f ein Intervall.
Kurz: Steige Bilder von Intervallen sind Interualle. ? |

Satz vom Maximum:
Es sei D c IR kompakt ( also abgeschlossen und beschränkt) und / : D -+ R. stetig. Da,nn existieren
64;4 ürd x^*e D derart, dass !("^r") < f (") < I @,,,,") für alle c e D.
Kurz: Stetige F\rnktionen nehmen ihr Ma:<imum und Minimum auf kompakten Mengen a.n.

Stetigkeit der Umkehrfunktion
Sei "I c IR ein Interv"all und / : f ---+ R streng monoton (also umkehrbar). Dann ist die Umkehrfunlfion

' 
l-1 , f(I) --+ l stetig.
Man beaclte, dass die Stetigkeit von / nicht gefordert werden muss.
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Eine Funktion ist an

unstetig,

1. ) wenn filn *o kein

den Stel le *o

Funkt ionswent

def inient ist .

2.) l renn die Funktion bei *o einen

endliehen Spnung maeht (hien-

unten fäIlt auch die hebbane

Unstetigkeit )  .

3. ) hrenn die Funktion ins Unend-

l iehe venläuft  (d.h. sie ist

in keinem Intenval l ,  das den

Punkt *o enthäIt , beschnänkt ) .

4. ) hrenn die Funktion bei Annähe-

nung an *o oszi l l ient und die

Anpli tude nicht gegen O geht.

t l
(53) Man zeige: y = f(x) = l l l  ist an den Stelle *o = 0 unstetig.

1. Lsg: f(0) ist nicht definient.
t * l

2. Lsg: +rq 3 existient nicht (vg1 . Bsp. (49))



Analysis I 7. Vorlesung 13

Beispiel 1: Betrachte die Funktion definiert drnch

(

f(*)-{ 
0 : tr <0 A r:r

l. 1 : sonst

Fär n + 0 existiert der Grenzwert der Funktion nicht! Weiter gilt

l'*f(")-1+f(r)
Notation: Sprungfunktion
Beispiel 2: Fär die Funktion.f ' R \ {0} ---+ IR, f (") - sin(1 l")
existiert weder der Grenzwert,$,. f @) noch 

,LT_ f @).
Beispiel 3: Für die Funlrtion /(") - 1l* existieren die beiden
eins eitigen uneigentlichen Grenzwerte

Iim 
1-*oo 

l im 
1--oo

r-0* fr n-+0- fr



Aufgabe 1:
Die Funktion / sei auf lR definiert durch

f (*) -
( ,a=tor2+g
1 xo-4r*3 n+I

\  A :  r : I
f. B : tr:J

undrls

Können A und B so gewählt werden, dass f aufrR stetig ist?
Aufgabe2:
Die Funktion / sei auf R definiert durch

( ,2-x

f@):1ffi : n #N
L # : n€N

Bestimmen Sie alle Stetigkeitsstellen.

Aufgabe B:
Es seien / und g stetige Funktionen auf einem Intervail .I, und es

ffi5tJ").: 
g(r) fiir alle n e I n Q zeigensie /(r) - s(r) 'ur

Aufgabe 4:
Die Funktion / sei beschränkt auf dem Intervat [0, 1]. Zeigen sie,dass die F\rnktion g, welche 

.für 
r e [0, 1] definiert lst äurch g(r) :xf (x), im Nullpunkt stetig ist.

Aufgabe b:
Die Funktion / sei auf R stetig und nehme nur rationare werte an.Zeigen Sie, dass / konstant ist.
Aufgabe 6:
sei D c lR' kompakt und f t D -+ D eine Funktion derart, dass
lf@)- f@)l < l"  -  al  f i i ral te x*y eD. Dannbesitzt /genau
einen Fixpunkt in D, d.h. es gibt genau ein a mit o - f (o). (Tipp:Betrachte die Fun\tior g(r)-: li(*) - rl und ben utze den sarzvom Maximum und Minimum.) 

' '


