Vollstandige Induktion

Gelten
A(N) fir einN € N (Induktionsannahme)

und fiir beliebiges n € Nn > N

An) = A(n+1) (Induktionsschluss)

so ist die Aussage A(n) fiir alle n > N wahr.

Wichtig: Induktionsschluss muss fiir ein beliebiges, festes n > N bewiesen werden.
Man nennt daher

A(n) die Induktionsannahme
A(n + 1) die Induktionsbehauptung

eie= opepr




Beispiel

Beh: Y5, k = 2ol

Bew: (durch vollstindige Induktion)
Induktionannahme: Fiir n=1: 3, _ k=1 = 1—(-1-211—)

Induktionsannahme: Fiir ein beliebes n € N gelte die Behauptung.
- Sl \n+1 n+1)(n+2
Zu beweisen ist: Y ;1 k = L—J%’Ll

Zksz +(n+1)zw+(n+1)z(n+1¥”+z)
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2.2 Reelle Zahlen

Erweiterung des Zahlenbereichs der natlrlichen Zahlen

e Ganze Zahlen Z

Bwil. -3-2+102.2% )

e Rationale Zahlen QQ

Q:z{—n—llmEZ,nEN}
n

Wie definieren wir den Zahlenbereich R der reellen Zahlen?
Verwende ein

Axiomensystem zur Definition reeller Zahlen



() Regeln der Addition (Abelsche Gruppe)

@ z+@W+2) = (z+y)+-=
(b) z+y = y+z
(c) z+0 = 04z =
d) z+(-2z) = (-z2)+z =0
() Regeln der Multiplikation
@ z-(y-2) = (z-y) =
(b) z-y = y-z
(¢) =z-1 = 1.z = z
(d) az(%) == (%)az = 1 (z3#0)

() Distributivgesetz (Regeln (I)—(lll): Korper)
- (y+z2)=z-y+z-2



(IV) Ordnungseigenschaften
(@ =z<yvy<sz

(b) z<=z

W z<pAy<z > z=y
) z<yAy<z =<z
e) z<y=>z4+z2z<y+z

$ z2SyAz220z-2<5y-2

(V) Vollstandigkeit Zu jeder Intervallschachtelung (1,,),en in R existiert ein z € R mit z € I, fir

alle n € N.

Eine Intervallschachtelung ist eine Folge Iy, I, I, ..., kompakter Intervalle, kurz
Eigenschaften:

® Iy) C I fir allen € N,

® zu jedem € > 0 gibt es ein Intervall /, mit der Léange |I,,| < .

(15 )nen mit folgenden
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Definition: Zu a € R heif’t
MP—{ a fallsa >0

—a fallsa <0
der Betrag von a.
la — b| = (nichtnegative) Abstand der Zahlen a, b auf der Zahlengerade.
Eigenschaften:
(1) la|>0

2 jalm0=a=0
(3) |ab| = |a| |b]
(4) |a+0b| <l|a| + |b| (Dreiecksungleichung)

(5) Ue(a) ={zeR||z—a|]<e} (e¢>0)
= (a —¢€,a+¢) (e~Umgebung von a)



Definition: Sei M C R, also M eine Teilmenge von R.
1) Die Zahl = € R heil’t obere Schranke von M, falls gilt:
VweM: w<zx
Analog definiert man den Begriff untere Schranke von M.

2) Die Menge M heift nach oben (bzw. nach unten) beschriankt, falls
es eine obere (bzw. untere) Schranke von M gibt.

3) Die Zahl s € R heift Supremum von M, falls s die kleinste obere
Schranke von M ist, d.h.
e s ist eine obere Schranke von M
e flr jede beliebige obere Schranke x von M gilt: s < z
Bezeichnung: s := sup M.

Analog definiert man den Begriff Infimum von M.
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Beispiel: Sei 7 :=[1,2) = {zeR|1<z<
Dann ist

. jede Zahl = > 2 eine obere Schranke von I .
e jede Zahl = < 1 eine untere Schranke von 1.
Also gilt

supf1,2) =2 inf[1,2)
Beispiel: Man betrachte die Menge

2}

=1

35S 7T 9 11

2'6'12'20'30" """

1 1
M:={seRjz=" . neNp={
{:r: | n+n+1 n e

Daher gilt
supM:i;s- inf M = 0




Aufgabén

Aufgabe 1:

Fiir n € N gilt: 12 4+ 2% + 3% + ... + n? = 2osijdns)
Aufgabe 2: - hE

Firallen € Nista, =§+5 + & eine natiirliche Zahl.
Aufgabe 3:

Jestimmen Sie - falls vorhanden- sup X, inf X, max X und min X
fiir die folgenden Teilmengen von R:
o X = {z]z = 4£,neN}
o X = {z|z'® < 16}
Aufgabe 4:
Zeigen Sie, dass fiir alle reellen Zahlen x,y gilt:
o ||z = lyll < |z +yl < ||+ 1yl
o |z +yl+lz—yl = |zl + |yl
e Fiir welche = € R, x # 2, gilth—fﬁ>ﬁ—l}E—_-l—‘



Komplexe Zahlenebene

* Den Punkten einer » Einheiten
zweidime_nsionalen Ebene (1,0) 1, (0’1) — ]
werden die komplexen Zahlen ;

+ Realteil
zugeordnet
¢ , x=Rez=rcosq
(x, y)z=x+ ) 4 * Imaginarteil
4 y=Imz=rsing
- * Betrag
E o 2 2
. | 1Z2fer= J X“+y
| y * Argument
A | arg(z) = @ = arctan 2
. . i ’ x
X
Ergénzungen zur Physik 2
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Komplexe Multiplikation

. Multiplikation mit 1 - Multiplikationsregeln
entspricht 90°-Drehung: i = i(O,l) - (__ 1,0) .

x') [cos(-90) sin(—90) Y x
y' o —-sin(—90) cos(—90) /A y

iz | _(0 _11,6)_(_},) 2147 = (xl +1) sz + Wz)

' b 1 0 e Y .

\ B B =X X, = VY, (X, y, + X, 3,)

2‘ Z A

« Konjugiert komplexe Zahl
« X' p- mens — 7
z=x+iy el b
: \ o 2 2 2
Z':lZ:—y-{—lx ZzZz = X ‘I"y :|Zl
Erganzungen zur Physik 3
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Konvergenz von Folgen:
Es sei (a,)nen eine Folge in C:
1. Fiir n; € Nmit 1 < n; < ng <ng < ... heift (an,)jen eine Teilfolge von (@n)neN-

2. Die Folge (a,) heift beschrinkt, falls es ein C' > 0 gibt mit:
VneN:la,| £ C.

3. Eine Folge (a,) heikt konvergent mit Grenzwert (Limes) a € C, falls
Ve>0:AN=N(e)eN:V¥n > N:|a,—a|l <e

Eine nicht konvergente Folge heilt divergent.

4. Eine Folge (a,) heift Cauchy-Folge, falls

Ve>0:IN=N()eN:Vnm> N : |a, — an| <¢
Konvergenzkriterien:

1. Da C vollstandig ist gilt fiir Folgen in C:

(a,) ist konvergent <=3 (a,) ist Cauchy-Folge

2. Jede monoton wachsende, nach oben beschrinkte ( und analog jede monoton fallende, nach unten beschrankte)
Folge ist konvergent.

3. Zu jeder Folge (c), gebe es konvergente Folgen (a), und (b,) und ein N € N derart, dass a, < ¢ < bum'ﬁir alle
n > N . Gilt lim, . @, = lim,, .o b, = @, dann konvergiert auch ¢, mit lim,, .o ¢, = a.

4. ¥ a, konvergent = a,, — 0.




Beispiel: .
Es sei (ay) eine Folge mit der Eigenschaft, dass ein ¢ mit 0 < ¢ < 1 existiert, so dass fiir alle n € N gilt |a,4; — an| <
glan, — a,_1|. Dann ist die Folge (a,) konvergent.
Bewelis:
Mithilfe vollstandiger Induktion zeigt man:
lans1 = an| < ¢"|a; — aol
Jetzt zeigt man, dass (a,) eine Cauchy-Folge ist.
Es sei € > 0 beliebig vorgegeben.
Waiihle jetzt ein N € N derart, dass ¢"|a; — ag| < €(1 — ¢) fiir alle n > N gilt.
Fiir alle n > N und p € N ergibt sich dann

n+p—1 n+p—1

|an+p = @a| = Z (41 —ag)| < Z (g1 — az)] <
k:-ﬂ k"—‘ﬂ.
+p-1
e~ n(l g qp)

< |ay — aq Z ¢" = |a1 — aolg ¥ oo <
k=n 7

Folglich ist (a,) eine Cauchy-Folge und somit konvergent.



Rechenregeln fiir konvergente Folgen:
Seien (a,,) und (b,) zwei konvergente Zahlenfolgen. Dann gilt:

1. ay — a, by — b, \, p € C = Aa,, + pb, — la + pb Die Summe zweier divergenter Folgen aber kann konvergent
sein.

2. a, > a, b, > b= |a,,|-—+|a|,a,b,,-—-»mb,%:-»%fa.llsb7é0

3. @, >0 < la,| — 0

4. Das Produkt einer Nullfolge und einer beschréiinkten Folge ist wieder eine Nullfolge.

Beispiel: Gegeben sei die Folge o
an=Vn*+5n+1-n

Eine Umformung ergibt:

- _(m*+5m+1)-n? 5+1

und damit
540

ki 5
o Rl . ot



Aufgaben

Aufgabe 1: '

Es sei 2 € C, 2 # 0. Geben Sie die Normaldarstellung folgender komplexer
Zahlen an:

a)l b)z+le)P+3

Aufgabe 2: =

Es seien 2, w € C.-Beweisen Sie |z + w|® + |z — w]* = 2(|2)* + |w/?)

Aufgabe 3:

Untersuchen Sie, ob die nachstehenden Folgen konvergieren, und berechner

Aufgabe 4:

Gegeben sei eine Funktion f : R — R. Existiert ein ¢ mit 0 < ¢ < 1, so dass
fiir alle z,y € R gilt |f(z) — f(y)| < gl — y|. Die Folge (a,) sei definiert durch
ag € R und a, := f(a,_;) fiir n > 1. Beweisen Sie, dass (a,) konvergent ist
und dass fiir den Grenzwert a gilt a = f(a).



Analysis T 6. Vorlesung

3.4 Konvergenzkriterien fiir Reihen

Definition: Sei (@n)nen, eine vorgegebene Folge mit a,, € R oder C.

Dann ist (s,,),en, mit
mn
Sn ‘= Z A
k=0
eine

Reihe (in R oder ©)

Die Elemente s,, der Folge (8n)nen, nennt man auch Partialsummen.

Ist die Folge (s, )nen, konvergent, lim,, ... s,, = s, s0 bezeichnet

oo
E ar = 8§
k=0

den Grenzwert der Reihe.



Analysis 1 6. Vorlesung

Satz: (Konvergenzkriterien fiir Reihen)

1) Cauchysches Konvergenzkriterium

o0 ™m
Zakkonvergent & Ye>0 IN : ma> N : Zak <e€
k=0 k'_____n

2) Notwendige Bedingung

oo

E ar konvergent = klim ar =0
K — 00
k=0

3) Linearitit

Sind ) ay, ) by konvergente Reihen, so konvergieren auch die
Reihen ) (ax + bx), > _(Aax ), und es gelten

T e e R T D R N AN R R b . o Py S TR s e = =0 SRRBSERUE e, o e Py R O, el i = i TS 9
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Analysis I 6. Vorlesung

3) Linearitat (Fortsetzung)

Z(ak +bk) = Zak +Zbk
k=0 k=0 k=0
Z(Aak) = A aj.
k=0 k=0

4) Leibnizsches Kriterium

Alternierende Reihen der Form Z(— 1) ay, ar > 0, fiir die
k=0
(ak)ken, eine monoton fallende Nullfolge ist, sind konvergent, und

es gilt die EinschlieBung:

2n—1 0 2n
2 (Ve < Y (-Dra < T (-1)a
k=0 k=0 k=0

TR e D R ——

B T L T, e e TR . T — B —
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Analysis 1 6. Vorlesung 9

Beispiel: Die geometrische Reihe Y ¢ =1+¢+¢*’+..., geC
k=0
konvergiert fiir |¢| < 1, denn fiir die Partialsummen gilt wegen

™ -t =fe—g) ) iy
i=1

mitz=1,y=qundm=n+1

& q'n+1

n
Sn:qu: 1—g

k=0

Daraus folgt

1

. W S
k=0 1—gq

Fiir |g| > 1 ist die geometrische Reihe divergent.

S e R Tl e PR iy RS S T R  eai A, e AR L



Analysis I 6. Vorlesung 10
Beispiel: Die harmonische Reihe

=k - St

ist divergent.

Es gilt

3

> \ m——n—{—l_}1 (m—»oo)

e
3

>

k=n

x
Il

n

Damit ist das Cauchy—Kriterium

oo

Zakkonvergent © Ve>0 dN : mn> N :
k=0

fiir e < 1 verletzt.




Analysis I 6. Vorlesung 11

Beispiel: Die alternierende harmonische Reihe

o0 1 N R
i) s =] = == - =4, ist kOOw t.
kZ::O( ) B+ 1 5 * E*2 + ... 1st konvergen

Dies zeigt man mit Hilfe des Leibnizschen Kriteriums.

Zur Erinnerung: alternierende Reihen, deren Folgenglieder eine
Nullfolge mit monoton fallenden Betrigen bilden, sind konvergent.

Der Grenzwert lautet:

. 1
~1)* —— =1n2=0.69314 ...
g;;( 4 ;- foke

< - A AT SR e R G e o 5 . Thm = gy e " e ey i A IRt e T T Tl L TGN T T kel L s e g S T i e S R i o N Gy R



Analysis I 6. Vorlesung

Definition: Eine Reihe ) a; heifit absolut konvergent, falls die
k=0

o0
Reihe > |ai| konvergiert.
k=0

Beispiel: Die alternierende harmonische Reihe

- 1 -
Nl e [N N
;)( £ %

ist konvergent, aber nicht absolut konvergent. Es gilt

o 111"
= {-1) k+ 1
und daher 1st
— 1 ] = - 1
1 1444 . . al &
2 |-v' k+1’ R Zk
k=0 k=1

gerade die harmonische Reihe, die nicht konvergiert.

v T T R e M, PR S S N i R R A e e B e e e 1 R R Sl e e SRR A o e AT T SATEEY iy e A SR A A
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Analysis I 6. Vorlesung

Satz: (Kriterien fiir absolute Konvergenz)

1) 5 ar absolut konvergent < (Z |a;,;|> beschriénkt.
k=0 k=0 n>0

2) Majorantenkriterium

o0 oo
lak| < bx A Z bi konvergent = Z aj absolut konvergent
k=0 k=0

3) Quotientenkriterium Seia, # 0 (Vk > ky)

Ak+1 S q < 1 (\v/k 2 k()) s Z A absolut konvergent
a k=0 '
4) Waurzelkriterium

Viee| <qg<1 (Vk2ky) = z ay, absolut konvergent
k=0



Aufgaben

Aufgabe 1:
Untersuchen Sie die folgenden Reihen auf Konvergenz:

°a) Ek-_-l %Q)’r b) ke '1‘3‘5’%‘(5:1'5
o)y B (@aeR) d) Y, k%" (aeR0< g <1)

°e) Zkzl(_l)k(v/ﬁ_ \/E) f) Ezil(_l)klngk—ﬂg—lngkg

Aufgabe 2:

Es sei (by,) eine Folge mit der Eigenschaft, dass fiir jede konvergente
Reihe 3, a, auch die Reihe Y >°  a,b, konvergiert. Beweisen
Sie, dass (bn) beschréankt ist.

Aufgabe 3:
Existiert ein a > 1, so dass (n®a,) beschriankt ist, so konvergiert

> ke lakl.




Stetigkeit

Definition:
Es sei zg € [a,b] f : [a,b] — R heifit an der Stelle zy stetig, wenn lim,_,,, f(z) = f(zo) ist.

Kurz:

f ist an der Stelle z stetig:<=> Die Funktionswerte f(x) sind beliebig wenig von f(x() entfernt, wenn
x hinreichend wenig von x( entfernt ist.

Folglich gilt:
f: D — R ist an der Stelle zq stetig <=
Ve>0 36>0 :|z—m) <d= |f(z)— flz)| <e

Rechnen mit stetigen Funktionen:

Summe, Differenz, Produkt und Quotient stetiger Funktionen sind stetig ( im Falle des Quotienten
darf kein Nenner 0 sein. Setzt man eine stetige Funktion ein in eine stetige Funktion, erhédlt man
wieder eine stetige Funktion.



Zwischenwertsatz:

Sei f stetig auf dem echten Intervall [a, b] und n € R liege zwischen f(a) und f(b). Dann gibt es ein
¢ € la, b] mit f(¢) =mn).

 Eine andere Formulierung des ZWS ist die folgende:

Ist I ein Intervall und f : I — R stetig, so ist f(I) ein Intervall.
Kurz: Steige Bilder von Intervallen sind Intervalle.

Satz vom Maximum:

Es sei D C R kompakt ( also abgeschlossen und beschrankt) und f : D — R stetig. Dann existieren
Tmin UNd Tpge € D derart, dass f(Tmin) < f(z) < f(Zmaz) fiir alle z € D.
Kurz: Stetige Funktionen nehmen ihr Maximum und Minimum auf kompakten Mengen an.

Stetigkeit der Umkehrfunktion

Sei I C Rein Intervall und f : I — R streng monoton (also umkehrbar). Dann ist die Umkehrfunktion
f71: f(I) — I stetig.
Man beachte, dass die Stetigkeit von f nicht gefordert werden muss.



4

Eine Funktion ist an der Stelle X A

unstetig, ////"—““-

1.) wenn fir X kein Funktionswert y N

Y

definiert ist. - A
2.) wenn die Funktion bei X, ginen
endlichen Sprung macht (hier- //// e
unter fdllt auch die hebbare g : 1
Unstetigkeit). t/

3.) wenn die Funktion ins Unend-
liche verlduft (d.h. sie ist Al >
in keinem Intervall, das den ///» \\
Punkt X enthélt, beschridnkt). M\V//’

4.) wenn die Funktion bei Ann&he-

~4 -~
rung an x_ oszilliert und die /o X

Amplitude nicht gegen 0 geht.

rei
(53) Man zeige: y = f(x) = l%— ist an der Stelle ue = 0 unstetig.
1. Lsg: £(0) ist nicht definiert.

2. Lsg: lim l§l existiert nicht (vgl. Bsp. (49))




Analysis 1 - 7. Vorlesung

Beispiel 1:  Betrachte die Funktion definiert durch

flz) = g < 0l ¢ =3

1 : sonst

Fur x — 0 existiert der Grenzwert der Funktion nicht! Weiter gilt
lim f(z) = 1# £(1)

Notation: Sprungfunktion
Beispiel 2:  Fiir die Funktion f : R\ {0} — R, f(z) = sin(1/x)

existiert weder der Grenzwert lim+ f(z) noch lim f(z).
z—0 z—0—

Beispiel 3:  Fiir die Funktion f(z) = 1/x existieren die beiden
einseitigen uneigentlichen Grenzwerte
1 1

lim -~ =400 lim — = —
z--0t T z—0— T

13



Aufgabe 1:
Die Funktion f sei auf R definiert durch

zolbedip T7#1lund x #3

T4—4z+3
fiz) = A : z=1
g v ees

Konnen A und B so gewahlt werden, dass f auf R stetig ist?

Aufgabe2:
Die Funktion f sei auf R definiert durch

.’L'Z—CL'
ik 223742 z ¢ N
/(@) { %:16 zeN

Bestimmen Sie alle Stetigkeitsstellen.

Aufgabe 3:

Es seien f und ¢ stetige Funktionen auf einem Intervall 7, und es
gelte f(z) = g(z) fir alle z € T N Q. Zeigen Sie f(z) = 9(z) fiir
alle z € I. ‘

Aufgabe 4:

Die Funktion f sei beschrinkt auf dem Intervall [0, 1]. Zeigen Sie,
dass die Funktion g, welche fiir z & [0, 1] definiert ist durch 9(z) =
zf(z), im Nullpunkt stetig ist.

Aufgabe 5:
Die Funktion f sei auf R stetig und nehme nur rationale Werte an.
Zeigen Sie, dass f konstant ist.

Aufgabe 6:

sei D C R kompakt und f 1 D — D eine Funktion derart, dass
|f(z) — fly)| < |z — y] fiir alle z Yy € D . Dann besitzt f genau
einen Fixpunkt in D, d.h. es gibt genau ein ¢ mit g = f(a). (Tipp:
Betrachte die Funktion 9(z) = |f(z) — z| und benutze den Satz
vom Maximum und Minimum.)



