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Aufgabe 1. Für n ∈ N \ {0, 1} sei fn : [0, 1] → R definiert durch

fn(x) :=
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Zeige: a) {fn}n≥2 ist Cauchy-Folge auf (C([0, 1]), ‖ ‖) mit ‖f‖ :=

∫

1

0

dt |f(t)|.
b) {fn}n≥2 ist bezüglich dieser Norm nicht konvergent.

Aufgabe 2 Es sei (X, d) ein metrischer Raum und ∅ 6= A ⊂ X eine Teilmenge. Für
x ∈ X sei d(x, A) := infy∈A d(x, y). Zeige:

a) Es gilt d(x, A) = 0 ⇔ x ∈ A ∪ ∂A.

b) Für x, y ∈ X gilt |d(x, A) − d(y, A)| ≤ d(x, y).

Aufgabe 3. Sei (X, ‖ ‖) ein Banach-Raum. Zeige:

a) Ist {xn}n∈N Folge von Elementen in X mit
∞

∑

n=0

‖xn‖ < ∞, so existiert y := lim
k→∞
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‖xn‖.

b) Ist f : X → X linear mit ‖f‖op < 1, so existiert (id − f)−1 : X → X, ist stetig und
erfüllt ‖(id − f)−1‖op ≤ 1

1−‖f‖op

.

Aufgabe 4. Für eine Matrix A ∈ M(m × n, R) sei

‖A‖op := max
x∈Rn, ‖x‖≤1

‖Ax‖ ,

wobei ‖ ‖ die jeweiligen euklidische Norm auf R
m bzw. R

n bezeichnet, und

‖A‖max := max{|aij| : 1 ≤ i ≤ m , 1 ≤ j ≤ n} .

Zeige: ‖A‖max ≤ ‖A‖op ≤
√

mn‖A‖max.
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