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Teil 1
Differenzierbare Abbildungen

Hier geht es um Differenzierbarkeit im Hoherdimensionalen. Wir hatten dazu be-
reits gegen Ende des ersten Semesters die partiellen Ableitungen kennengelernt.
Zentral bei differenzierbaren Abbildungen ist die lineare Approximierbarkeit in
Analogie zur Steigung der Tangente an eine eindimensionale Funktion. Diese li-
neare Approximierbarkeit 148t sich koordinatenfrei formulieren und kann deshalb
auch in unendlich-dimensionalen normierten Vektorrdumen definiert werden. Fiir
das totale Differential gibt es ein Analogon zur Kettenregel.

1 Differenzierbarkeit

Definition 1.1 Sei U C R" eine offene Teilmenge. Eine Abbildung f : U — R™
heiBt total differenzierbar (oder einfach nur differenzierbar) im Punkt z € U, falls
es eine lineare Abbildung A(x) : R” — R™ und eine auf einer offenen Umgebung V'
von 0 € R"™ definierte Abbildung ¢ : V' — R™ gibt, so dal3

flx4+&) = flx)+Alx)o &+ ¢(§) mit lim (&) 0 firalle € V.

agn TiEl

Dann heiBt die lineare Abbildung (Df)(xz) := A(z) das totale Differential (oder
einfach nur das Differential) von f im Punkt z.

Einige Bemerkungen:

e Um den Restterm nicht ganz so miihsam zu charakterisieren, schreibt
man einfach o(||¢||) und meint eine Abbildung ¢ : V' — R™ mit obigen
Eigenschaften.

e Da alle Normen auf endlich-dimensionalen Vektorrdumen &quivalent
sind, ist die Definition der Differenzierbarkeit unabhéngig von der Wahl
der Norm.

e Die lineare Abbildung A(z) : R® — R™ ist beziiglich der Standardbasis
durch eine (m x n)-Matrix gegeben, die wir mit dem gleichen Buchstaben
bezeichnen, A(z) = (a;;(x)) € M(m x n,R). Die Matrix A = D f heifit
Jacobi-Matriz. Variiert man den Punkt € U, so ist D f also durch m-n
Funktionen a;; : U — R bestimmt.

e Oft schreibt man auch df oder f’ fiir das totale Differential. Wir reser-
vieren d fiir das spéter einzufithrende duflere Differential.

Die Definition lafit sich auf unendlich-dimensionale normierte Vektorraume
verallgemeinern.

1
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Definition 1.2 Es seien (X, || ||x) und (Y, || ||y) normierte Vektorraume und U C
X eine offene Teilmenge. Eine Abbildung f : U — Y heiBt Fréchet-differenzierbar
im Punkt = € U, falls es einen linearen beschrankten Operator A(z) € B(X,Y") und
eine auf einer offenen Umgebung V' von 0 € X definierte Abbildung ¢ : V' — Y gibt,
so daB

flx+&) =f(x)+Ax)o &+ ¢(&) mit o) _ 0 firalle € V.

enex Jellx

Dabei ist die Konvergenz in Y beziiglich || ||y erklart. Der lineare beschrankte Ope-
rator (D f)(z) = A(x) heiBt dann die Fréchet-Ableitung von f im Punkt z.

Satz 1.3 Sei U C R" offen und sei f : U — R™ im Punkt x € U differenzierbar
mit f(z+§) = f(z) + A(x) - £+ o([[€]]) und D f(x) = A(z) = (ai;(x)). Dann gilt:
i) f ist im Punkt x € U stetig.
ii) Alle Komponenten f; : U — R von f = (f1,..., fm) sind im Punkt x
partiell differenzierbar mit (0;fi)(x) = a;;(x).
iii) f besitzt Richtungsableitungen in jede Richtung, und fir v = Z?:l
gilt (Df)(x) ov = (Dyf)(x) = 377 v;(9;f)(x).

Beweis. 1) Wegen limg_g A(x)-& = 0 und lime_o o(||€]]) = 0 gilt lime_o f(x+&) =
f(z). Damit ist f stetig.

ii) Ist e, der k-te Basisvektor der Standardbasis, dann ist A(z) o e; =
Yo aij(x)e;, so daB fiir E =h-ejund f =", fie; gilt

file + h-ej) = filz) +aij(z) -h+o(h) = (9;fi)(z) = a(z).
iii) Die Richtungsableitung ist

€5V

o1
(Do) = lim 5 (f(a + t0) — f(x)
1
= lim - ((DF)(@) o (1) + 6(10)) = (Df)(x) o

wegen ¢(tv) = o(|[tv||) = o(t). In der Standardbasis ist (D f)(z) ov = A(z)ov =
Doiny D vjaii(T)e;. O
Im Spezialfall f : U — R ist nach Satz das Differential gegeben durch Skalar-
produkt mit dem Gradienten von f:

f:U — R differenzierbar = (Df)(z)o& = ((grad f)(z),&) .

Nach Satz bietet sich folgende Strategie zur Uberpriifung der Differenzier-
barkeit einer Abbildung f : U — R™, U C R", an: Man bilde, falls existent, die
Matrix A(z) = (a;;(x)) der partiellen Ableitungen a;;(x) = 0;f;. Die Abbildung
f ist genau dann differenzierbar, wenn f(z + &) — f(z) — A(x) - £ = o(||€]||) fiir
alle £ € V.
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Beispiel 1.4 Es sei f(z,y) = ( xysggmy ) Es ergibt sich
(O1f1)(z,y) =siny , (Oaf1)(z,y) = xcosy ,
(alf2)(xa y) = y26z ) (a2f2)(xa y) = 2?/696 ’

siny xcosy

also A(z,y) = ( et et ) Wir betrachten

fle+&y+n) —floy) - A ( f])

_ ( (x +&)sin(y +n) —xsiny — Esiny — xncosy )
(y +n)%e™ — y?e” — y*e™€ — 2yne”

[ —2(z+ &) sinysin® L + Lcosysing + xcosy(sing —n) \ R
- ( y2€z(6§ — 1= 5) + Qyne:c(ef o 1) +7]26x+§ - O( f +77 ) )

da sdmtliche Eintrage der Matrix fiir 1/&2 + n? — 0 mindestens quadratisch gegen
0 gehen. Damit ist f differenzierbar mit (Df)(z) = A. <

Aus partieller Differenzierbarkeit folgt nicht die totale Differenzierbarkeit.
Zunéchst mufl die aus den partiellen Ableitungen gebildete Matrix nicht unbe-
dingt linear sein. Aber selbst wenn sie linear ist, kann es noch Probleme mit dem
Restglied geben:

Beispiel 1.5 Es sei

3

Y ,
flay) =4 Zrgr W@y #0,0)

0 fiir (z,y) = (0,0)
Kritisch ist der Punkt (x,y) = (0,0). Dort existieren alle Richtungsableitungen,

1 t*cosfsinf
D cos 0,sin 070 = lim — 3 =
( (cos6, e)f)( ) 0 ¢ 2 cos? 6 + t4sin? 0
Insbesondere ist f partiell differenzierbar in (0, 0) mit (9, f)(0,0) = (9,£)(0,0) =
0. Die aus den partiellen Ableitungen gebildete Matrix, die Nullmatrix, ist linear.
Deshalb ist das Restglied ¢(&,n) = f(&,n). Fiir die gegen (0, 0) konvergente Folge

(&> M) = (55 cos 0, 55 sin 0) ist

lim &(Eks i) —0
UNGET

aber fiir die ebenfalls gegen 0 konvergente Folge (&, mx) = (¢ cos 8, o sin §) haben
wir

lim O(&km) . g cost sin® 2" cos O sin? 6

N g - A
koo \/E 4+ f ko0 g (cos? ) + sin' 0) \/2% cos20 + sin2g  Cos?0+sintf

3
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Somit ist ¢(0,0) # o(||€]|), und f ist nicht differenzierbar in (0, 0). Q

Der Grund fiir die fehlende Differenzierbarkeit in Beispiel ist die Unstetigkeit
in (0,0).

Ist f : U — R™ differenzierbar, dann ist das Differential eine Abbil-
dung Df : U — Hom(R",R™). Auf dem endlich-dimensionalen Vektorrraum
Hom(R™ R™) der linearen Abbildungen von R™ nach R™ gibt es in natiirlicher
Weise die Operator-Norm (Satz im 2. Semester).

Definition 1.6 Sei U C R" offen. Eine differenzierbare Abbildung f : U — R™
heiBt stetig differenzierbar, wenn D f : U — Hom(R" R™) stetig ist.

Die Definition verallgemeinert sich auf Fréchet-differenzierbare Abbildungen zwi-
schen normierten Vektorrdumen. Das Differential ist stetig, wenn es zu je-
dem ¢ > 0 ein § > 0 gibt, so dafl fir alle y € U mit d(z,y) < ¢ gilt

I(Df) (@) = (D) y)llep < € baw. [(Df)(x) 0 & — (Df)(y) o &l < e fiir alle
£ € S"! C R Somit ist Stetigkeit von Df in z € U #quivalent zu: Fiir al-

le £ € R" ist die Abbildung U 3 z +— (D f)(z) o £ € R™ stetig.
Ein hinreichendes Kriterium fiir (stetige) Differenzierbarkeit ist stetige parti-
elle Differenzierbarkeit:

Satz 1.7 Sei U C R” offen und f : U — R partiell differenzierbar auf U. Sind
alle partiellen Ableitungen 0;f stetig im Punkt x € U, dann ist f im Punkt x
total differenzierbar, und das Differential D f ist stetig im Punkt x.

Beweis. Da U offen, gibt es ein § > 0 mit Ks(z) C U. Wir wéhlen ein § =
(€1,...,&,) € R* mit ||¢]| < & und betrachten die Punkte 2*) := 2 + Z?zlfjej.
Es gilt 29 = 2 und 2™ = z + £. Da sich benachbarte z*~Y und z*) nur in der
k-ten Koordinate unterscheiden, kénnen wir den Mittelwertsatz der Differential-
rechnung anwenden: Es gibt also ein ) € R mit [n®)| < &, so daB

FE) = ) =g @YY, g = D e

Das bedeutet

fla+8=f=)+> & O™

= (@) + D _@Oh)@) - &+ D (OH ™) = (Of)(@)) - &

()

Fiir £ — 0 strebt y, gegen x. Aus der Stetigkeit der partiellen Ableitungen folgt

?_If(l)(akf)(y(k)) = (Op.f)(z) und damit El{)r%n % —0.
€40
4
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Somit ist f differenzierbar in = mit (Df)(z) = ((81f)(z), ..., (0nf)(z)). Ins-
besondere ist (D f) stetig in x. O

Durch Kombination der Sitze und [C7 folgt, dafl jede stetig partiell diffe-
renzierbare Funktion f : U — R auf U auch stetig ist. AuBlerdem gelten folgende
Implikationen:

f U — R stetig partiell differenzierbar
= [ :U — R total differenzierbar
= f:U — R besitzt Richtungsableitungen in jede Richtung
= f:U — R partiell differenzierbar

Die Umkehrungen gelten im allgemeinen nicht.
Es gelten die iiblichen Linearitéts- und Produktregeln:

Satz 1.8 FEs sei U C R"™ offen und f1, fo : U — R™ sowie f,g: U — R differen-
zierbar in x € U. Dann gilt:
1) f1+ fa ist differenzierbar in x mit (D(f1 + f2))(x) = D fi(x) + D fao(x) ,
i) f-g ist differenzierbar in x mit (D(f - g))(z) = (Df)(x) - g(z) + f(x) -
Dg(z) ,

) 15 1(2) 0, dann st b difrensenbr in 3 it (D)(a) = ~ B

Beweis. Ahnlich zu Satz aus dem ersten Semester. i) ist klar. Zu ii):

=(flz+& —f@) g+ &)+ f(z)- (9(z+ &) —g(x))
= ((Df)(@)-E+0([9) - g(z+ &) + f(x) - (Dg(x) - €+ o([I]])
= (Df)(x) - g(x) + f(x) - Dg(x) + o(|[£]]) -

Analog ergibt sich iii). O

Satz 1.9 (Kettenregel) Seien U C R™ und V. C R™ offene Mengen sowie
f:U—=R™und g:V — R* Abbildungen mit f(U) C V. Die Abbildung f sei im
Punkt x € U differenzierbar, und g sei im Punkt f(x) € V differenzierbar. Dann
ist die Abbildung go f : U — R¥ im Punkt x € U differenzierbar, und es gilt

(D(g o f))(x) = (Dg)(f(x)) o (Df)(x) -

Beweis. Nach Voraussetzung gilt

fla+8) = f(2)+(Df)(@)-E+o(llEll) . g(y+n) = g(y)+(Dg)(y)-n+ollnl) -

bt
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Wir berechnen

(go fllx+¢) =g(f(z+£))

9( £@)+ D) €+ ollEll))
~~ ~

= g(f(x)) + (Dg)(f(x)) - (D)) - €+ o(ll¢])
+0(H Df)(x) - &+ o(llE]N]])
Linearitit = = (g0 f)(2) + ((Dg)(f(2)) - (Df)(2)) - €
+ (Dg)(f(x) - o(llE]D) + o([[(Df) () - €+ o(liEN]]) -

Da die letzte Zeile wieder o(]|£||) ist, folgt die Behauptung. O

Zu beachten ist, da8 (Dg)(f(z)) o (Df)(x) die Komposition linearer Abbil-
dungen bzw. die Multiplikation der entspechenden Jacobi-Matrizen ist. Die Rei-
henfolge von (Dg)(f(x)) und (D f)(z) darf nicht geéindert werden!

Beispiel 1.10 Es sei

f:R—R? gegeben durch ft) = (t,t* + 1,sint) ,
g:R* =R gegeben durch g(x,y,z) ="+ 2.

Zu bestimmen sei D(g o f)(m).
Da f, g stetig partiell differenzierbar sind, gilt

(Dg)(z,y,2) = (0x9, Oyg, 0.9) (x,y,2) = (ye™, ze™, 1)

O fi1 1
(D)) = (8tf2 )(t) = ( 2t )
O f3 cost

Somit nach Kettenregel

D(go f)(m) = (Dg)(f(m)) - (Df)(m)
1
= ((7® + )" gm0 1) | 2r
(= +1) ) ( o )
= (372 + 1"t 1 <

und

Ein wichtiger Spezialfall ist die Ableitung einer Funktion ldngs einer Kurve,
d.h. einer differenzierbaren Abbildung ¢ : I — U C R". Dann ist (Dc)(t) = ()
der Tangentialvektor:

Satz 1.11 Es seic = (¢1,...,¢,) : I — U eine int € I differenzierbare Kurve

und f: U — R"™ eine in x = c(t) differenzierbare Abbildung. Dann ist foc: I —

R™ differenzierbar in t mit D(f oc)(t) = (Df)(c(t)) - (). O
6
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Wir kénnen nun den Mittelwertsatz BT aus dem 1. Semester wie folgt ver-
allgemeinern:

Satz 1.12 (Integralform des Mittelwertsatzes) Es seien U C R™ offen, f :
U — R™ eine differenzierbare Abbildung und c : [o, f] — U eine differenzierbare
Kurve mit Randpunkten c¢(a) = a und ¢(8) = b. Dann gilt

8
ﬂ@—fw%i/dHDﬂ@WMWWX

Dabei ist das Integral komponentenweise (vektoriell) zu verstehen. Fir die Kurve
c(t) :==a+ (b—a)t € U gilt unter gleichen Voraussetzungen

f@—f@%jAdMDﬁw+®—®®ow—w-

Beweis. Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung ist Fj;(3) —
Fi(a) = faﬁ dt F!(t). Setzt man F' = foc, also F; = f;oc, so folgt die Behauptung
aus der Kettenregel (DF)(t) = (Df)(c(t)) o ¢ (t). O

Ist f: U — R sogar stetig differenzierbar in U, so ist (Df)(a + (b — a)t) stetig.
1
Wir werden spéter beweisen, dal dann auch das Integral g(z) = / dt (Df)(a+

0
(x — a)t) eine stetige Funktion g : U — R liefert. Also gilt in Komponentenform

fx) = fla) = Zgz(x)(xi — )

fur alle x € K,(a) C U und stetige Funktionen ¢ : K,(a) — R. Insbesondere ist
(0if)(a) = gi(a).

Fiir den folgenden Schrankensatz benétigen wir die Abschétzung

| [ ) < [Carison

fiir eine vektorwertige Funktion f : [a,b] — R™. Dabei ist || || die aus dem
Skalarprodukt erhaltene Norm. Sei v = fab dt f(t) € R™, dann gilt

rMszw:<L%wum§:/%uﬂmw

a

b b
(Cauchy-Schwarz) S/ dt [l fO)} [lof] = IIUH/ dt [ f @) -

7
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Satz 1.13 (Schrankensatz) Fs seien U C R" offen und f : U — R™ eine stetig
differenzierbare Abbildung. Mit || || werden die aus dem Standardskalarprodukt
erhaltenen 2-Normen auf R"™ bzw. R™ bezeichnet und mit || ||,, die Operator-
Norm einer linearen Abbildung. Sei c(t) := a+ (b —a)t € U fir alle t € [0, 1].
Dann gilt | f(b) — f(@)l| < M|}b— all mit M = sup,cioyy [(DF)(a-+ (b — a)t)llp.

Beweis. Nach Mittelwertsatz [LT2), obiger Abschitzung und Definition der Ope-
ratornorm (Satz im 2. Semester) gilt

1£0) = @l =|| [ @t (DPia+ G =apyo -0
S/o dtH(Df)(a—i—(b—a)t)o(b—a)”

< [ at D a+ b=l —al < Mlp—al [ d1. O

Aus dem Schrankensatz bzw. Mittelwertsatz folgt in Analogie zu Satz aus
dem 1. Semester folgender Identitétssatz fiir differenzierbare Abbildungen, den
wir zur Wiederholung der Begriffe der offenen und zusammenhéingenden Mengen
angeben:

Satz 1.14 Es sei G C R"™ offen und zusammenhdngend, und fiir eine stetig dif-
ferenzierbare Funktion f : G — R gelte Df = 0. Dann ist f konstant auf G.

Beweis. Wir miissen eine stiickweise stetig differenzierbare Kurve zwischen z,y €
G konstruieren. Dazu sei

U, :={y € G : Jstiickweise stetig differenzierbare Kurve von z nach y} .

Die Menge U, ist offen: Sei y € U, C G, dann gibt es ein € > 0 mit K.(y) C G.
Andererseits 148t sich die Kurve von x nach y fortsetzen zu einer Kurve von x in
jeden Punkt von K (y).

Angenommen, V, = G\ U, # @. Sei v € V, C G und € > 0 mit K (v) C G.
Dann ist auch K.(v) C V., denn gibe es einen Punkt w € K (v), der durch
eine stiickweise differenzierbare Kurve mit = verbunden wéire, so wére auch v
mit x verbunden, Widerspruch. Also sind U,, V,, offen, nichtleer und disjunkt mit
G = U, UV,. Damit wire G nicht zusammenhéngend, Widerspruch.

Somit gibt es eine stiickweise stetig differenzierbare Kurve zwischen zwei be-
liebigen Punkten aus G. Ist D f = 0 auf G, so ist nach Mittel- bzw. Schrankensatz

f(z) = f(y) = const. O

2 Der Satz iiber implizite Funktionen

Es geht nun um Funktionen, die implizit definiert sind, z.B. durch Gleichungen
der Form 0 = F(z, f(z)) = (f(x))? + 2> — 1. Wir werden untersuchen, unter

8
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welchen Bedingungen sich derartige Gleichungen zumindest im Prinzip nach f(x)
auflosen lassen und welche Differenzierbarkeitseigenschaften die Losungen haben.
Im obigen Beispiel ist offenbar f(z) = ++/1 — z2. Differentiation von F(z, f(x))
nach der Kettenregel liefert

0="F'(z, f(z)) = (O F)(z, f(z)) + (O F)(, f(2)) ' (x)
L ey PP SE)
(OoF) (@, f(z))  flo)
falls (0o F)(x, f(z)) invertierbar ist. Die Verallgemeinerung dieser Invertierbar-
keitsbedingung ist zentral fiir die lokale Auflosbarkeit.
Wir werden die Losung des impliziten Problems iterativ konstruieren. Dazu
bendtigen wir:

Satz 2.1 (Banachscher Fixpunktsatz) Sei A C X eine abgeschlossene Teil-

menge eines Banachraums X (d.h. eines vollstindigen normierten Vektorraums
(X, || I)). Die Abbildung ® : A — A sei eine Kontraktion, d.h. es gibt eine
Konstante 0 € 10, 1], so daf$

12(f) = 29| <OIlf —gll  firalle f,g€ A.
Dann gilt:

i) @ besitzt genau einen Fizpunkt f., d.h. es gibt ein eindeutig bestimmtes

fe € A mit ®(f,) = f..
i) Fir einen belieigen Anfangspunkt g € A konvergiert die durch
for=9, fir1=2(f) firkeN
definierte Folge (fi)ken gegen fi, d.h. limy_ o fr = f.

Beweis. 1) Wir beweisen zunéchst die Eindeutigkeit des Fixpunktes. Gébe es zwei
Fixpunkte f., g., dann ist

1fe = gull = 1 2(f) = @(g: )l < OIfs — gl
und damit || f, — g«|| = 0 wegen 0 < § < 1. Das bedeutet f, = g..

2) Sei (fx)ren wie oben definiert. Dann ist

| fre1r — fill = 19(fx — P(fre)|| <O fr — frmall <--- <O fr — foll -
Fiir m > [ betrachten wir
m—1 m—1 m—1
o = fill = || 32 (s - m” < 3 i = Bl < 320151 = fol
k=l

9
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Damit ist (fx)ren eine Cauchy-Folge, die wegen der Vollsténdigkeit des Banach-
Raums gegen einen Punkt f, konvergiert. Da A abgeschlossen, liegt der Grenzwert
f« sogar in A. Aus f, = limg_ fr und fr 1 = O(fr) folgt O(f.) = f.. O

Im Beweis des Satzes iiber implizite Funktionen werden wir den Banachschen
Fixpunktsatz auf den Banach-Raum der stetigen und beschrankten Funktionen
anwenden. Wir zitieren Satz aus dem 2. Semester:

Satz [2. Semester]. Es sei X ein metrischer Raum und

Co(X) i={f : X = Cstetig ,|f]|:= sup | (z)] < o}

der Vektorraum der stetigen und beschrinkten komplexwertigen Funktionen
auf X. Dann ist (Co(X),|| ||) vollstindig (d.h. Banach-Raum) beziglich der
Supremums-Norm || ||. Insbesondere ist (C(X), || ||) Banach-Raum, falls X kom-
pakt ist.

Satz 2.2 (iiber implizite Funktionen) Seien U; C R™ und Uy C R™ offene
Teilmengen und F = (Fy,..., F,) : Uy x Uy — R™ eine stetig differenzierbare
Abbildung. Es sei (a,b) € Uy x Uy ein Punkt mit F(a,b) = 0, und im Punkt (a,b)

sei die Jacobi-Matrix beziiglich der 2. Komponente

or oF
e oy T Oym

<6—>(a’ b) == : . : (a,b) € GL(m,R)
Oy O O
o O

wwvertierbar. Dann gibt es eine offene Umgebung Vi C Uy von a und eine Umge-
bung Vo C Us von b sowie eine stetig differenzierbare Abbildung g : Vi — Vo C R™,
so dafs

F(z,g(z))=0  firallex eV .

Mit anderen Worten: Ist eine implizit gegebene Gleichung F'(z, g(x)) = 0 in einem
Punkt a 16sbar mit g(a) = b und F(a,b) = 0, dann ist sie (unter den gegebenen
Voraussetzungen) sogar in einer Umgebung V; von a lésbar, und diese Losung ist
sogar differenzierbar.

Beweis. Wir setzen B := (%—I;)(a, b) € GL(m,R). Damit werde eine Abbildung
G : Uy x Uy — R™ definiert durch

G(z,y):==y—B™" - F(z,y), x€ly,yelyCR".
Die Jacobi-Matrix von G im Punkt (z,y) € Uy x U, ist

)(x,y) - Em—B_1-<a—F>(x,y) = <%>(a, b) =0 € M(mxm,R).

oG
<— y dy

dy
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Somit ist H <%> (a, b)HOp = 0. Wegen der Stetigkeit von % gibt es Umgebungen
W1 C Uy von a und Wy C U, von b, so daf

oG 1
[R— < _ .o '
H ( ay > (xa y) op >~ 2 fur alle (,Z'7y) - W]. X W2 (1)
Entscheidend ist die Beobachtung
Fley)=0 &  y=0C(y) )

und insbesondere b = G(a, b). Damit fithren wir die Losung von F'(x,y) = 0 nach
y auf ein Fixpunktproblem zuriick.

(1. Konstruktion der Abbildung g) Wir geben zunéchst einen vereinfachten Be-

weis, der die Abbildung ¢ nur punktweise konstruiert und keine Informationen

iiber Stetigkeit liefert. Die Gebiete konnen dann etwas grofler gewihlt werden.
Nach dem Satz von Taylor gilt

Glz,y) - Gla,n) = (%)(%n) (y—m+o—n, oy—n =oly—nl),

fur alle (z,y), (z,n) € Wy x Wa. Es gibt also ein r > 0, so da8
1 ) . 5
loty =mll < Zlly =l fir alle y € Wy mit [ly —nf| < or. (3)

Es sei Vo := {y € Wy : |ly—0b| < r} C W, die abgeschlossene Kugel mit
Mittelpunkt b und Radius r. Damit gilt

|G, y) ~ Gl n)l| < H(%)(%n)“op ly =l + 6w — )l < 2y —nll - (@

fir alle x € W; und alle y,n € V5. Da G(a,b) = b, gibt es wegen der Stetigkeit
von F' eine offene Umgebung V; C W; von a, so dal

sup |[|G(z,b) — 0| <

zeVy

NS

Zusammen mit 1 — b in @) folgt

swp |Gy~ bl < swp (GG, y) - Gl b + |Gl b) — b)) <7

(z,y)€EVI X V2 (z,y)eVixVa
(5)

Folglich ist fiir beliebiges, aber festes € Vi die Abbildung ® : V5, — R™ definiert
durch ®(y) := G(z,y) eine Kontraktion auf der abgeschlossenen Teilmenge Vo C
R™, so dafl es nach dem Banachschen Fixpunktsatz zu jedem x € W; genau einen
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Fixpunkt y, € V, gibt mit y, = ®(z,y.) = G(z, y.). Nach [£) 16st die so definierte
Funktion g : Vi — V2 mit ¢g(z) := y. das Problem F(z, g(z)) = 0.

(2. Stetigkeit von g) Wir betrachten jetzt stetige und beschrénkte Abbildungen
v € Go(V1,R™) mit ||7]| = sup,cy, [7(2)]- Zu gegebenem v € C,(V1,R™) werde
eine Abbildung v : V; — R™ definiert durch

(@) = Gz, y(2)) =v(z) = B F(z,7(x)) .

Wegen der Stetigkeit von F' ist ¢ ebenfalls stetig. Aulerdem ist v beschrankt:
Falls ||y — b|] < r, dann gilt nach (@) auch |[¢bp — b|| < r. Dabei wird b als
die konstante Funktion aufgefafft. Damit wird durch ®(v) := ¢ eine Abbildung
® : A — A der abgeschlossenen Teilmenge

A={7eGVi,R™) : [y = b <r} CG(Vi,R™)
eines Banach-Raumes auf sich selbst definiert. Nach (@) gilt fiir alle v € A

[D(71) = @(2)[| = sup (|G, 11(2)) — Gz, 72(2))]

zeVy

< 2 sup (@) — @)l = 2l — il
zeVy

Folglich ist ® : A — A eine Kontraktion und hat nach dem Banachschen Fix-

punktsatz genau einen Fixpunkt v, € Cy(V;, R™). Diese eindeutig bestimmte steti-

ge und beschrénkte Funktion g = v, : V) — R™ 16st die Gleichung F'(x, g(z)) =0

fir alle x € V;.

(3. partielle Differenzierbarkeit der Loésung) Die Jacobi-Matrix (aF )z, y) €
M(m,R) ist genau dann invertierbar, wenn ihre Determinante unglelch Null ist.
Da die Determinante als Polynom der Matrixelemente eine stetige Funktion der
Matrixelemente ist und det B = det((%—g)(a, b)) # 0 ist, gibt es eine Umgebung

V{ C Vi von a, so daf§ (%—5)@7 g(x)) invertierbar ist fiir alle z € V/.

) Uber die Losung g =(91,--+,9m) : V{ — R™ definieren wir eine Abbildung
F V] — R™durch F(x) := F(z,9(z)). Da F(x) = 0 fiir alle z = (z1,...,2,) €
V{, verschwinden auch alle partiellen Ableitungen von F":

0= (g—i:)(@") <g£> Y ) +Z <8yl> )y =g(x) <g§;>( o

Sind Ky(z,y) die Matrixelemente der inversen Matrix J~! = (Kj(z,y)) der
Jacobi-Matrix

J = (le(xvy)) S M(m7 R) ) Jli(x7y> - (gj:l)(xvy) )
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von F' im Punkt (z,y), dann erhalten wir

<§i J@) =~ i Ka(,y) (3—2) ()

Insbesondere ist g : V/ — R™ partiell differenzierbar. Aus der stetigen Differen-

zierbarkeit von F' und der Stetigkeit der Bildung der inversen Matrix folgt, dafl

die % stetig sind. Nach Satz [ ist g dann total differenzierbar. O
J

y=g(z)

Wichtig an diesem Beweis ist, dafl er nicht nur Existenz und Eindeutigkeit
der Losung von F'(z,y(x)) = 0 beweist, sondern auch ein konstruktives Verfah-
ren angibt, mit der die Losung beliebig genau approximiert werden kann. Dieses
Verfahren kann insbesondere auf dem Computer implementiert werden.

Beispiel 2.3 Essei F(z,y) = 22 +y?—1 mit einer Losung F(0, 1) = 0. Natiirlich
sind diese Gleichung auch exakt zu losen, soll aber zur Veranschaulichung iiber
das Fixpunktverfahren approximiert werden. Es ist B = (9,F)(0,1) = 2, also
G(z,y) =y — 3(2* + y* — 1). Ohne néhere Diskussion der Gebiete versuchen wir
die Fixpunkt-Konstruktion

1
yn+l:yn_§(x2+yi_1)> y0:1'

Die Konvergenz solcher rekursiv definierter Folgen hatten wir bereits im 1. Se-
mester untersucht. Man zeigt, daf fiir |x| < 1 die Folge (y,,) monoton fallend und
nach unten durch 1 — 22 beschrinkt ist. Fiir x = % sind die ersten Folgeglieder

7 11 28383
Yo Y1 g’ Y2 198 Y3 32763 0.866180
Zum Vergleich: |/ = 0866025 .. . a

Weitere Informationen iiber die Losung einer implizit definierten Funktion
kann man aus dem Taylor-Polynom gewinnen.

Beispiel 2.4 Durch F(z,y) = cosx +siny —xy — 1 werde implizit eine Funktion
y(x) mit y(0) = 0 erklért. Dann ist (9,£)(0,0) = 1, das Fixpunkt-Verfahren also
anwendbar. Fiir die Losung gilt

Sy — _OF)@y() _ sinz+y(@)
0,F)(w,y(x))  cos(y(w) —a

und dann weiter nach Quotienten- und Kettenregel

w,  cosz+y(z) B sinx + y(z) ) st
= cos(y(z)) —z  (cos(y(z)) — JJ)Q( y'(v)sin(y(x)) — 1)

_ COS T sinz + y(z)
cosy@) =z T Teos(y(@) — @

(sina + y(x))”
cos(y(x)) —x)*

2 + sin(y(x))(
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Damit ist das Taylor-Polynom 2. Ordnung von y(z) im Punkt z = 0 gegeben
durch

(To)(:0) = 54" q

Eine weitere wichtige Anwendung des Satzes iiber implizite Funktionen ist
das lokale Invertieren einer Abbildung f:V — U mit U,V C R™.

Satz 2.5 SeiV C R" offen und f : V — R" eine stetig differenzierbare Abbildung
in einem Punkt b € V. Das Differential von f sei invertierbar in b € V, d.h.
(Df)(b) € GL(n,R). Dann gibt es eine offene Umgebung Vo C V wvon b und eine
offene Umgebung Uy C R™ von a := f(b) so daf f : Vo — Uy bijektiv ist und
die Umkehrabbildung g = f~': Uy — V; stetig differenzierbar ist. Auflerdem gilt
(Dg)(a) = ((DF)(b)) "

Beweis. Wir verwenden den Satz iiber implizite Funktionen mit F': R" xV — R"
gegeben durch F(x,y) := = — f(y). Ziel ist lokale Auflésung nach y = g(x) =
i),

Es gilt F'(a,b) = 0 und (%—5)(@, b) = —(Df)(b) € GL(n,R). Nach dem Satz
iiber implizite Funktionen existiert eine offene Umgebung U’ von a, eine Umge-
bung V' C V von b und eine eindeutig bestimmte stetig differenzierbare Abbil-
dung g : U' — V', so daf

F(x,g(x)) =2 — f(g(x)) =0  firallex €U’ .

Wegen der Stetigkeit von f gibt es eine offene Umgebung Vy € V' von b mit
f(Vo) := Uy C U’. Aus der Stetigkeit von g folgt, dafi Uy offen ist. Also ist
f: Vo — Uy bijektiv mit f~! = g: Uy — V4.

Aus y = ¢g(f(y)) und der Kettenregel folgt

(D(go M)y) = En=(Dg)(f(y) - (Df)(y)  firalley e Vg
und insbesondere (Dg)(a) = ((Df)(b))~*. O

Definition 2.6 Unter einem Diffeomorphismus zwischen offenen Teilmengen
U,V C R"™ versteht man eine bijektive stetig differenzierbare Abbildung f:V — U,
so daB f~! ebenfalls stetig differenzierbar ist.

Der SatzP2. iiber die lokale Invertierbarkeit besagt also, daf sich jede differenzier-
bare Abbildung f : V' — U, deren Differential in einem Punkt b € V invertierbar
ist, zu einem lokalen Diffeomorphismus fortsetzen 1at. Wir werden das an vie-
len Stellen benotigen, z.B. in der Theorie der Untermannigfaltigkeiten, die man
lokal “geradebiegen” kann, oder bei der hoherdimensionalen Verallgemeinerung
der Substitutionsregel in Integralen.
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Beispiel 2.7 (Kartesischen Koordinaten und Polarkoordinaten) Sei f :
RY x R — R? gegeben durch f(r,¢) := (rcos ¢, rsin ¢). Das totale Differential
(Jacobi-Matrix) ist

ofi 9Ofr —rsin
(Df)(r,gb):(& %)(T,¢):(COS¢ rs ¢)
¢

En sing rcoso

Damit gilt det((Df)(r,¢)) = r > 0, die Jacobi-Matrix ist also in jedem Punkt
(r,¢) € R x R invertierbar. Folglich ist f in jedem Punkt von R*\ {0} lokal
invertierbar. Das ist in diesem Fall auch direkt zu erhalten: Ist f(r,¢) = (z,y),
dann ist 7 = /22 +y? und cos ¢ = 7, sin¢ = £. Damit erhalten wir die Jacobi-
Matrix fiir eine lokale Umkehrung ¢ : U — V mit f(g(z,y)) = (z,y) zu

o)) = (0D)me) " = ( “B L) - ( Ve ) |

X

Eine Bijektion 148t sich z.B. finden zwischen
fRIx]-2, 2= RL xR.

Fir (z,y) € R% xR setzen wir dann g(x,y) = <\/m2 + y?, arctan %) Es existiert
aber keine globale Bijektion f : R} X R — R?, da f periodisch im Winkel ¢ ist. <

3 Untermannigfaltigkeiten

Definition 3.1 Eine Teilmenge M C R"™** heiBt n-dimensionale Untermannigfal-
tigkeit, wenn zu jedem Punkt a € M eine offene Umgebung U C R"** von a und
eine stetig differenzierbare Abbildung f : U — R” existieren, so daB

) UNM = f%0),

i) fir alle x € U mit f(z) = 0 € R* hat das Differential (Df)(x) € M(k x
(n+ k),R) den maximalen Rang k.

Mit diesen Bezeichnungen heiBt k die Kodimension von M.

Beispiel 3.2 (Sphire S") Dazu sei U := R"™'\ {0} und f : U — R!
gegeben durch f(z) = 2 + -+ 4+ 22, — 1. Dann ist rang((Df)(z)) =
rang(2(z1,...,2n41)) = 1 fiir alle x € U. Somit ist

UNS™=5"=f10) = {(21,. .., @np1) ER™ 1 22 4o g2 =1}

eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit. Die Kodimension ist 1. <
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Definition 3.3 Sei M C R™** Untermannigfaltigkeit, a € M und f : U — R* die
die Untermannigfaltigkeit M definierende differenzierbare Abbildung mit a € U C
R™™*. Dann heiBt der Untervektorraum

T,(M) :=ker((Df)(a)) = {v € R"™™ . (Df)(a) v =0} Cc R"**

der Tangentialraum von M im Punkt a € M. Sei orthogonales Komplement beziiglich
des kanonischen Skalarprodukts ( , ) im R"*k,

Ny(M) :=T,(M)* :={w € R"™ : (v, w) =0 fiir alle v € T,,(M)}

heiBt der Normalenvektorraum von M im Punkt a. Elemente v € T, (M) bzw. w €
N, (M) heiBen Tangentialvektoren bzw. Normalenvektoren an M im Punkt a.

Als Kern einer linearen Abbildung ist 7,(M) C R™"* ein Untervektorraum.
Wegen dim(R"™*) = dim(ker(Df)) + rang(Df) ist dim(T,(M)) = n fiir alle
a € M. Nach dem Schmidtschen Orthonormalisierungsverfahren ist NV, (M) ein
k-dimensionaler Vektorraum.

Beispiel 3.4 Es sei M = 5% C R? die Untermannigfaltigkeit aus Beispiel zu
f(z) =2} +23+22—1 und a = (cos ¢ sin 3, sin ¢ sin 3, cos §) € S?, mit « € [0, 27]
und § € [0,7]. Dann ist (Df)(a) = 2a € M(1 x 3,R). Auflosung des linearen
Gleichungssystems ergibt nach sinnvoller Wahl der Skalierung

sin «v cos a.cos 0
2 .
T,5° = span —cosa |, | sinacosf(
0 —sin 8

Sinnvollerweise haben wir die aufspannenden Vektoren als Orthonormalsystem
gewihlt. SchlieBlich wird der Normalenvektorraum durch den Radiusvektor auf-
gespannt, N,S? = Ra'. q

Definition 3.5 Sei T' C R" offen. Eine stetig differenzierbare Abbildung ¢ : T" —
R™** heiBt Immersion, wenn rang((D¢)(t)) = n fiir alle t € T.

Satz 3.6 (lokales Koordinatensystem) Sei M C R"™ eine n-dimensionale
Untermannigfaltigkeit. Dann gibt es zu jedem Punkt a € M eine offene Umgebung
V C M, eine offene Teilmenge T C R"™ und eine Immersion ¢ : T — R"* die
T homoomorph auf V' abbildet.

Ein Homéomorphismus war eine bijektive stetige Abbildung ¢ mit stetigem In-
versen ¢~ .

Lemma 3.7 (angepafite Koordinaten) Sei M C R""* cine n-dimensionale
Untermannigfaltigkeit. Dann gibt es zu jedem a € M eine Zerlequng R+ =
T.(M) @® N,(M) ~ R" x R* mit offenen Mengen Uy C T,(M) ~ R" und U, C
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N, (M) ~ R* sowie eine differenzierbare Abbildung g : Uy — Us, so daff M N
(U1 x Us) = {(y:9(y)) : y €U}

Beweis: Im R™™* werde ein Koordinatensystem so gewihlt, dafi die ersten n
Koordinatenrichtungen den Tangentialraum 7, (M) aufspannen und die letzten k
Koordinatenrichtungen den Normalenvektorraum N, (M). In diesen Koordinaten
habe * € M die Darstellung z = (y,z) mit y € R® und z € R*. Speziell ist
a = (Yo, 20). Seien V; C R" eine offene Umgebung von gy, und Vo C R* eine
offene Umgebung von zg, so dal rang((Df)((y,2))) = k fiir alle (y,z) € M N
(Vi x Va). Sei (Df)(x,y) = (ay(y, 2)) mit a(y,2) = g (y,2) fir 1 < j < n
und a; ,+5(y, 2) = g—g(y,z) fir 1 < j < k. Die Jacobi-Matrix beziiglich der 2.

Kompenente ist invertierbar in (yo, 29), d.h. %(yo,zo) € GL(k,R): Fiir w # 0

ist (°) € (ker((Df)(yo, 20))) ", also 0 # (D f(yo, 20)) - (%) = 2 (yo, 20) - w, d.h.
%(yo, 2p) ist injektiv, wegen der Gleichheit der Dimensionen dann bijektiv. Nach
dem Satz iiber implizite Funktionen existiert eine offene Umgebung U; C V; von
yo und eine offene Umgebung Us C V5 von 2y sowie eine eindeutig bestimmte
stetig differenzierbare Abbildung ¢ : Uy — U, mit f(y, g(y)) = 0 fiir alle y € U;.
O

Beispiel 3.8 Wir sehen uns diese Konstruktion fiir die S? aus Beispiel B4 an.
Fiir a,x € S? war T,5? = span(u,v) und N,S? = span(a) mit

cos asin (3 cososinT sin « cos acos f
a=|sinasinfg |, z=|sinosint |, u=|—cosa|, v=|sinacosf
cos 3 COS T 0 —sin 3

Die Vektoren (a,u,v) bilden ein Orthonormalsystem. Deshalb ist die Zerlegung
r = (y, z) entsprechend R"™* = T, 5% @& N,S? die orthogonale Projektion

y = Pr.s2(z) = (u, z)u+ (v, z)v

=sin(a — o) sinT - u+ (sinT cos fcos(a — o) — cos Tsin 3)v =: y1u + yov
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und
z = Py,s2(z) = (a,z)a = (sinTsin fcos(a — o) — cos 7 cos f)a =: z1a .

Die Aussage des Lemmas ist nun, dafl es eine stetig differenzierbare Abbildung
g: U — Uy, mit Uy C T,5% und U, C N,S? gibt mit f(y,g(y)) = 0. Diese
Abbildung ist g(y) = 21 (y1,92) = /1 — y? — y3. <q

Beweis von Satz [Z Nach Lemma B existieren offene Teilmengen U; C R”
und U, C R* sowie eine stetig differenzierbare Abbildung g : U; — Us, so dafl
MO(U xUs) = {(y,9(y)) : y€ Ur}. Wirsetzen V=MN(U; xUs) und T = U;
sowie ¢(y) = (y,g(y)). Surjektivitit von ¢ : T — V folgt aus der Konstruktion
und Injektivitit aus der Eindeutigkeit von g. Dann ist ¢! : (y,g(y)) — y die
Projektion auf die erste Komponente, und damit stetig.

SchlieBllich gilt (D¢)(y) ( (Dg)(y)

auch ¢ differenzierbar in y, und es gilt rang((D¢)(y)) = n. Damit ist ¢ : T — V
eine Immersion. U

). Da g differenzierbar auf T ist, ist

Beispiel 3.9 Wir diskutieren die Immersion ¢ : T'— V fiir das Beispiel Aus
dem geometrischen Bild der Orthogonalprojektion der Sphére auf ihren Tangen-
tialraum ist klar, da§ wir 7' = K,.(0) = {(y1,%2) € R? : yI +y3 < r?} fiir
beliebiges 0 < r < 1 wahlen konnen. Die Aussage des Satzes ist nun, dafl es eine
differenzierbare bijektive Umrechnung ¢ mit differenzierbarem Inversen zwischen
Punkten (y;,y2) € T und Punkten z = (o, 3) € V C S? einer Teilmenge der
Sphiire gibt. Diese Umkehrabbildung ¢! : V — T ist gegeben durch

¢_1(a):< sin(a — o) sin T ):(y1)
6] sin 7 cos 3 cos(a — o) — cos 7 sin (3 y2 )

Sie ist nach Konstruktion umkehrbar. q

Es sei bemerkt, dal auch die Umkehrung von Satz gilt: Ist eine Immersion
¢ mit diesen Eigenschaften gegeben, dann kann man zeigen, dafl M Unterman-
nigfaltigkeit ist. Die Immersion ¢ ist nicht eindeutig. Man kann die Konstruktion
im Beweisen von Satz mit beliebigen Diffeomorphismen von T deformieren,
ohne daf sich an der Aussage etwas éndert.

Satz 3.10 Sei M C R"** eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit, lokal de-
findert durch die Abbildung f = (fi,..., fr) : U — RF, mit U C R™™* offen. Sei
a € MNU ein Punkt und ¢ = (¢1,...,¢nsx) : T — R die nach Satz [34
existierende Immersion (z.B. konstruiert aus f), die T C R™ homdomorph auf
eine Umgebung V-C M wvon ¢(t,) = a € M abbildet. Dann gilt (unabhingig von
der konkreten Wahl von ¢):
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i) Zu jedem Tangentialvektor v € T,(M) im Sinne von Definition [ gibt
es eine Kurve ¢ :]—e, e[ — M durch a = ¢(0), so daff v Tangentialvektor
an ¢ im Punkt a ust.

ii) Ist umgekehrt v ein Tangentialvektor an eine Kurve ¢ : I — M durch
a € M, dann gilt v € ker(D f)(a) = T,(M).

iii) Die Familie ((0;0)(t,)) _ der Vektoren (9;¢)(t,) € R™™ ist eine
Basis von T,(M).

iv) Die Familie ((grad f;)(a))
eine Basis von N,(M).

J=1y

n+k
i1,y der Vektoren (grad f;)(a) € R™* ist

Beweis. Sei ¢ : I — M eine Kurve auf M durch ¢(0) = a, wobei das Intervall
I =]—¢, €[ so gewiihlt sei, dafl die Kurve y = ¢! oc: I — T durch ¢, = y(0) =
¢~ '(a) vollstindig in T liegt. Wegen f(4(t)) = 0 fiir alle ¢t € T gilt

0= (D(fo9))(ta) = (Df)(a) - (Dg)(ta) € M(k x n,R) . (*)

Schreiben wir (D¢)(t,) = (v1,...,v,) € M((n + k) x n,R), mit Spaltenvektoren
v; = (0;0)(t,) € R™* so folgt v; € ker((Df)(a)) = T,(M) fiir alle 1 < j < n.

iii) Wegen rang((D¢)(t)) = rang((0;¢;)(t)) = n ist die Familie (v;);=1,. n
linear unabhiingig und spannt somit einen n-dimensionalen Untervektorraum von
R auf, der wegen der Gleichheit der Dimensionen identisch mit 7}, (M) ist. Also

i) Damit I8t sich jeder Vektor v € T,(M) schreiben als v = > 7" | a;v;.
Zum entsprechenden Vektor a@ = (ay,...,a,) € R” wihlen wir die Kurven = :
| —€, €[ — T mit y(1) =t, + 7o und ¢(7) = ¢(y(7)). Dann ist

n

4(0) = (D@0 )(0) = (DO)((0)) 7' (0) = Y- (0u0)(1) T

n =1

= (0i9)(ta)oi = v .

=1

7=0

ii) Sei ¢ : I — M mit ¢(1,) = a. Dann ist (f oc¢)(7) = 0 fiir alle 7 € I, so da8
das Differential verschwindet:

(D(feo)(ra) = (Df)a)-d(ra) =0 = d(n)€T(M).

iv) Wegen (Df)(a) = (a;;) € M(k x (n+ k),R), a;; = (0;fi)(a) sind die
Zeilen von (D f)(a) gegeben durch die Vektoren (grad f;)(a), i = 1,..., k. Nach
(*) gilt (Df)(a) -v = 0 fir alle v € T,(M) und somit (grad f;)(a) € N,(M).
Wegen rang((Df)(a)) = k ist die Familie ((grad f;)(a)),_, _, linear unabhingig
und damit wegen der Gleichheit der Dimensionen eine Basis von N, (M). O
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Satz 3.11 (Extrema mit Nebenbedingungen) Sei M C R"™ eine n-
dimensionale Untermannigfaltigkeit, lokal definiert durch die Abbildung f =
(fi,-. s fe) = U — RF, fiir U C R"™ offen, mit M N U = f~10) und
(rang(Df)(z)) =k fir allex € M NU.

Gegeben sei eine stetig differenzierbare Funktion F : U — R, so dafS die
Einschrinkung F|, : M NU — R im Punkt a € M ein lokales Mazimum (bzw.
Minimum) besitzt, d.h. es gibt eine Umgebung V' C M NU wvon a, so daf

F(b) < F(a) bzw. F(b) > F(a) fiir alleb e V.

Dann gilt (grad F')(a) € N,(M), es gibt also Konstanten Ay, ..., \g, so dafs

k

(grad F)(a) = > _ Ai(grad fi)(a) .

i=1
Diese Konstanten A1, ..., A\, heiffen Lagrange-Multiplikatoren.
Beweis. Da F ‘ y i a € M ein lokales Extremum hat, hat die nochmalige Ein-

schrinkung auf eine beliebige Kurve ¢ :|—¢,¢] — M durch ¢(0) = a ein lokales
Extremum in ¢ = O:

0— (%(F 00))(0) = (DF)(a) -¢(0)

Da (0) € T,(M) als beliebiger Tangentialvektor gewihlt werden kann, ist
1
(DF)(a) = (grad F)(a) € (T,(M))* = N,(M). a

Wir geben einige Anwendungen. Der folgende Satz liefert ein numerisch um-
setzbares Verfahren, um den gréfiten und kleinsten Eigenwert einer symmetri-
schen Matrix zu bestimmen:

Satz 3.12 Flir eine symmetrische Matriz A = A* € M(n,R) nimmt die Ein-
schrinkung der durch F(z) = (x, Ax) definierten Funktion F': R" — R auf die
FEinheitssphire S™ 1 ihr Mazimum und Minimum in einem Eigenvektor an, und
der Lagrange-Multiplikator ist der Figenwert.

Beweis. Die S™ 1 ist Untermannigfaltigkeit im R™ definiert durch die Nebenbe-
dingung f(z) = (z,x) — 1. Als stetige Abbildung auf dem kompakten Raum S™*
nimmt £ : S"! — R das Supremum in einem Punkt v € S"! an. In diesem
Punkt gilt nach Satz BT

(grad F')(v) = 2Av = A(gradf)(v) = 2\v ,
also Av = Av und dann (v, Av) = A(v,v) = A. Analog fiir das Infimum. O

Die Methode 148t sich fortsetzen, um iterativ sdmtliche Eigenwerte und Ei-
genvektoren einer symmetrischen Matrix zu bestimmen. Sind vy, ..., v, Eigen-
vektoren zu Ay > Ay > - -+ > )i, dann betrachtet man iterativ die Einschriankung
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von F auf M, :== S""1n (span(vl, o ,vk))L, gegeben durch die Nebenbedingun-
gen Fiii(x) = (x,2) — 1 und F; = 2(v;,z) fiir 1 < j < k. Die Differentiale
(DFjq1)(x) = 22" und (DF})(z) = 20! sind linear unabhéngig. Der Durchschnitt
abgeschlossener Mengen ist abgeschlossen, damit ist M kompakt, und F' nimmt

wieder ihr Supremum in einem Punkt v, € M} an. Somit gibt es 1, . . ., fr, Aki1
mit
k
(grad F)(vgs1) = 2A0k 11 = 2k 10k 1 + 2 Z iV, -
j=1
Skalarprodukt mit vy liefert unter Verwendung von (vj, vy11) = d; 41 Wie zuvor

Mier1 = F(vgs1). Insbesondere ist so bewiesen, dafi jede symmetrische Matrix
A = A" € M(n,R) diagonalisierbar ist und daf es im R" eine Orthonormalbasis
aus Figenvektoren von A gibt.

Satz 3.13 (Arithmetisches > geometrisches Mittel)
Fiir beliebige aq, ..., a, > 0 gilt

a1+a2+~--—|—an
n

> {ay-ag: - an

mit Gleichheit genau fir ay = - -+ = a,.
Beweis. i) Es sei M die n — 1-dimensionale Untermannigfaltigkeit
M=A{x=(z1,...,2,) €ER" : 2, >0, f(x) =21+ - +2x,—1=0},

betrachtet als Durchschnitt von (RX)™ mit f~*(0). Dann hat (D f)(z) = (1,...,1)
maximalen Rang. Wir betrachten die Einschrénkung der Funktion F(z) =
212y - - -, auf den kompakten AbschluB M von M. Nach dem Satz vom Ma-
ximum nimmt £ ihr Supremum in einem Punkt y € M an, und da F(x) = 0 fiir
x € M\ M, gilt sogar y € M. Somit gibt es ein A mit

OF)(y) = LI —N@)(y) =\ firallei=1,...n,

Yi
alsoyy =y ==y, = % und damit z1 - 29+ 2, < n—ln fir alle x € M mit
Gleichheit genau fir z = y.
ii) Seien nun as,...,a, >0 und a := a; + - - - + a,. Wir setzen z; = %, dann
gilt nach 1)
ay - as - -a, 1
Ty Ty = <
a” nn
Elementare Umformungen liefern die Behauptung. Fiir Randpunkte mit a; = 0
ist die Ungleichung offensichtlich erfiillt. O

Durch dhnliche Techniken erhalt man einen weiteren Beweis der Holderschen

n n 1 n 1
Ungleichung ‘ inyi < (Z |xi‘1’> P <Z \y¢|fI> " fiir ;,y; € R und % + % =1.
i=1 i=1 i=1
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Untermannigfaltigkeiten spielen eine wichtige Rolle in der Mechanik. Gegeben
sei ein mechanisches System aus N Teilchen (gleicher Masse m). Eine Konfigu-
ration des Systems wird beschrieben durch einen Punkt x = (21, ..., 23y) € R3Y
(Angabe aller Koordinaten zu gegebenem Zeitpunkt). Dem System werden & holo-
nome Zwangsbedingungen auferlegt, beschrieben durch & Gleichungen f;(z) = 0,
..., fe(z) = 0. Wir setzen voraus, dafi die aus den partiellen Ableitungen
a;;(z) = (%)(9&) gebildete Matrix der partiellen Ableitungen maximalen Rang
hat, rang(a;j(x)) = k fiir alle x € M. Dann definieren die Gleichungen eine
n = (3N — k)-dimensionale Untermannigfaltigkeit M C R"**. Konfigurationen
des Systems mit Zwangsbedingungen sind dann durch Punkte aus M zu beschrei-
ben. Die Dimension von M entspricht der Zahl der Freiheitsgrade.

Nach SatzB.8 gibt es zu jedem Punkt a € M eine offene Umgebung V' C M so-
wie eine Umgebung 7' C R" und eine Immersion ¢ : T' — M, die T" hombomorph
auf V' abbildet. Die Koordinaten (qi, ..., q,) eines Punktes ¢ € T heiflen verall-
gemeinerte Koordinaten.

Sei (K (a)) € R3*N eine Familie von Kriften, die auf die Teilchen wirken. Dann
wird die Beschleunigung der Teilchen beschrieben durch das d’Alembertsche Prin-
Zip

(mi(a) — K(a),v) =0 fiir beliebige v € T, M .

Die Forderung besagt, daf§ die durch Z(a) := mi(a) — K definierte Zwangs-
kraft keine virtuelle Arbeit verrichtet bzw. ein Normalenvektor ist. Somit gibt es
Lagrange-Multiplikatoren X\, I = 1,...,k mit Z(a) = Zle Ai(a) (grad fi)(a). Es
liegt dann nahe, die Zwangskraft mit dem Gradienten einer Funktion W : U — R
in Verbindung zu setzen, deren Einschriankung auf M im Punkt a ein lokales Fx-
tremum hat. Diese Funktion ist die Wirkung und die Extremalitédtsforderung
heiflt Hamiltonsches Prinzip.

Beispiel 3.14 Eine eindimensionale Untermannigfaltigkeit M/ C R3 werde durch

f(x1, 29, 23) = ( (g2 222 22) ) = 0 definiert. Das ist relevant fiir die Dyna-
U — 7 — I3

mik eines Pendels, bestehend aus einem Massenpunkt aufgehéngt an einem mas-

selosen Seil der Lénge [, und zusétzlicher Beschrinkung der Bewegung auf die
Ebene x5 = 0. Es gilt

0O 1 0
—r1 0 —x3

(D)) = ( ). rs(Dp@) =2 furat e 0.

Damit bilden ny(z) := (grad fi)(z) = (0,1,0) und ny(z) = (grad fo)(z) =
(—21,0, —x3) eine Basis von Nz, 2, 2,)(M) und v(z) = (—3,0, z1) eine Basis von
Toy wa,es) (M). Auf den Massepunkt wirke die Kraft (K, Ky, K3) = (0,0, —mg).
Das d’Alembertsche Prinzip liefert

(mfil, mis, mis + mg) = A (x) (0, 1, 0) + )\2(;5)( — 11,0, —:173) )
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Zusammen mit den beiden Gleichungen f = 0 haben wir 5 Gleichungen zur
Bestimmung der 5 Funktionen x, xs9, x3, A1, Ao. Wegen x5 = 0 ist auch A\ = 0.
Multiplikation mit (i1, 0, #3)" und Verwendung von z3+x3 = 12, also xi +x3i3 =
0, liefert den Energieerhaltungssatz

E = %((zl)z + (#3)?) + mgw3 = const .

Multiplikation mit (z1, 0, x3)" und Verwendung von x1%; + 375+ (1)%+ (23)% = 0
liefert

m,,. ) 1
Ao = l_2<(x1)2 + (#3) — gas) = l_2(2E — 3mgxs) .

Die Zwangskraft Z = (—Mox1,0, —Aoz3) ist dann die Seilspannung. Die Glei-

chungen lassen sich in Polarkoordinaten z; = [sin¢ und x3 = —lcos¢ ent-

koppeln (¢ = 0 ist die Ruhelage). Der Betrag der Seilspannung ist dann
4 5 : . :

1Z]] = ml¢* + mg cos ¢ = ™= + mg cos ¢, mit v* := ||]|* = I*¢*. q

4 Differenzierbare Kurven

Eine eindimensionale Untermannigfaltigkeit im R" ist eine differenzierbare Kurve
mit nicht verschwindendem Tangentialvektor, denn die zugehorige Immersion ¢ =
¢ : I — R™ bildet ein offenes Intervall I C R homomorph auf die Teilmenge
M = ¢(I) C R™ ab. Diese Teilmenge heifit die Spur der Kurve ¢. Die Umkehrung
gilt nicht immer: Wenn die Spur der Kurve sich selbst schneidet, ist ¢ nicht
bijektiv. Die Rangbedingung ist verletzt fiir ¢/(¢) = 0.

Definition 4.1 Eine differenzierbare Kurve ¢ : I — R™ heiBt regular, falls ¢/(t) # 0.

Im folgenden beschrinken wir uns auf reguldre Kurven. Selbstschnittpunkte der
Spur sind zugelassen.

Satz 4.2 Fs sei I C R ein offenes Intervall und ¢ : I — R™ eine requldre stetig
differenzierbare Kurve mit c¢(t) = (c¢1(t),...,cn(t)) und ¢y # 0 auf I. Dann gilt:

i) ¢ : I — J ist eine Diffeomorphismus zwischen offenen Intervallen.

i) Es sei M = c(I) die Spur der Kurve. Auf der Teilmenge U = J X
R ! C R" emistiert eine differenzierbare Abbildung f : U — R 1 mit
rang((Df)(z)) =n—1 und M NU = f~10). Insbesondere ist M eine
Untermannigfaltigkeit.

Beweis. Nach Voraussetzung ist ¢; : [ — J ein Diffeomorphismus mit Umkeh-
rung ¢;' : J — I. Setze f = (fa,..., fn) mit f; = x; — ¢;(c; (z1)). Dann ist
das Differential nach Kettenregel gegeben in Blockdarstellung durch (D f)(z) =
(1), By1) € M((n = 1) x n,R) mit vi(1) = ¢}y (e (1)) - (il (21)))
hat somit maximalen Rang. Zusammen mit ¢ = ¢; ' (x;) definieren die Nullstellen
x; = ¢;(t) die Spur. O
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Offenbar verhindert die Bedingung ¢ # 0 Selbstschnittpunkte, denn ¢; bleibt
monoton wachsend bzw. fallend.

Es sei ¢ : I — R™ eine stetige Kurve und 7' = {to,...,t,} eine endliche
Teilmenge von I mit ty < t; < ...,t,. Dann definieren die zugehorigen Kur-
venpunkte c(t1),...,c(t,) ein der Kurve einbeschriebendes Sehnenpolygon der
Lénge

L(c(ty), -, cltm)) = Y lle(ts) = (i) -
i=1

Nach Dreiecksungleichung wichst die Lange des Sehnenpolygons, wenn weitere
Kurvenpunkte hinzugefiigt werden.

Definition 4.3 Es sei ¢ : I — R" eine stetige Kurve. Falls die Menge der Langen
von einbeschriebenen Sehnenpolynomen beschrankt ist, dann heiBt das Supremum
dieser Menge die Bogenlange der Kurve c.

Satz 4.4 Eine Kurve c: o, 5] — R, die auf |, ([ stetig differenzierbar ist, hat
die Bogenldnge

8 6
L(e) = / dat (1)) = / dt /(0. 0)

Beweis. i) Nach dem Mittelwertsatz gilt mit f =id : R* — R”

o(ts) — eltir) = /t "t ()

i—1

und dann mit der an diesen Satz dort anschlieBenden Abschéitzung

lets) = e(tia)]| < /t dt ||| -

i—1

Somit gilt fir jede Unterteilung des Intervalls [a, (3] die Abschéitzung
L(c(to), ..., c(tm)) < L(c).

ii) Wir zeigen: Zu jedem ¢ > 0 gibt es eine Unterteilung mit L(c) —
L(c(to), . .., c(tm)) < € In der Standardbasis (e;) des R™ sei c(t) = Y77, ¢;(t)e;.
Da die ¢j(t) als stetige Funktionen Riemann-integrierbar sind, gibt es Treppen-
funktionen ¢; : [a, f] — R mit |c}(t) — ¢;(t)| < g5 fiir alle ¢ € [a, G]. Mit
o(t) = >_7_, ¢;(t)e; folgt nach Dreiecksungleichung [|c(t) — ¢(t)[| < 5 al
t € [a,f]. Wir wihlen eine Unterteilung o = to < t; < --+ < t,, = [3, so dafl
¢ auf jedem offenen Teilintervall |¢;_;, ;[ konstant ist. Nach Dreiecksungleichung

fiir alle
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gilt

H /:ldt o) < | / @)

- /ti dt ||o(t) — (1] + H /t;il dt c’(t)H

ti—1

/  (60) — <0 + |

< m(tz — ti—l) + HC(tz) — C(tz‘—l)H .

t; t;

Da ¢ auf ]t;_1,t;[ konstant ist, gilt H/ dt ¢(t)” = / dt ||¢(t)]] und somit
ti1 ti—1

nach Summieren iiber ¢

ZZ:;HC(ti) —c(tiz)] z/a dt [lo(t)] -5 -

Andererseits ist [|'(¢)]| < [|¢'(t) — ()] + [[o(1)]], also o) = €O — 5=

Integrieren iiber [a, ] liefert dann die Behauptung ZHc(tZ) — c(ti_l)H >
i=1

B
/ dt ()] — e 0

Beispiel 4.5 Der ebene Kreisbogen ¢ : [¢1, ¢o] — R? mit c(t) = (rcost,rsint)
hat die Bogenldnge

2
o= / At V/r2sin® ¢+ r2cos t = (g = 1)

Insbesondere hat der Kreis vom Radius r, realisiert durch die Kurve ¢ : [0, 27] —
R? mit c¢(t) = (rcost,rsint) den Umfang L(c) = 27r. 4

Beispiel 4.6 Fiir 0 < b < a werde die Ellipsenkurve c : [0, 27 — R? definiert
durch c(t) = (acost,bsint). Ausgedriickt durch €2 := "2;262 hat sie die Bogenlange

2m 2m
L(c):/ dt\/a20082t+b2sin2t:a/ dt V1 —e€?cos’t = a- E(2m;e) .
0 0

Das verbleibende sogenannte elliptische Integral kann nicht mehr elementar gelost
werden. Fiir den Viertelbogen findet man durch Potenzreihenentwicklung und
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Beispiel B2 aus dem 2. Semester

us

E(27;¢€) 4§: <%) /5 dt sin? ¢
:27T<1+Z€2k —-1)-1-3---(2k —3) 1-3---(2k—3)(2k—1)>

— 2k k! ' ok
00 ko(9i
(-2 i () ) :

Fiir ebene Kurven ¢ : |a, 3] — R? ist es oft zweckméBig, sie in Polarkoordinaten
c(t) = (r(t) cos p(t), r(t) sin p(t)) darzustellen. Dann ist

d(t) = (r’(t) cos p(t) — r(t)d'(t) sin(t), r'(t) sind(t) + r(t)@'(t) cos gzb(t))

und folglich
o= [ a )+ e o).

Entscheidend bei der Interpretation der Bogenlinge ist die Invarianz unter
Reparametrisierung:

Satz 4.7 FEs sei I C R ein offenes Intervall, ¢ : I — R" eine reguldre dif-
ferenzierbare Kurve und ¢~' : I — J ein Diffeomorphismus. Dann ist auch
¢:=co¢:J— R eine requldre differenzierbare Kurve, und es gilt L(c) = L(¢).

Beweis. Sei I = ]a, 3. Der Diffeomorphismus ¢ ist insbesondere monoton. Sei
zunichst (¢~1)'(t) > 0 fiir alle ¢t € I, dann ist J = J¢~'(a), ¢ '(B)[. Differen-
zierbarkeit von ¢ o ¢(1) folgt aus der Kettenregel, mit &(7) = (¢o(1)) - ¢'(7).
Damit gilt fiir die Bogenldnge unter Verwendung der Substitutionsregel fiir das
Riemann-Integral

_1( —1

¢ (8) )
v@= [ CarlE@l= [ e leee] e
o~ (8) Bl (9)) B
= [, el -o@ = [ sl = [ as ]

Ist (¢71) < 0 auf I, dann ist J = ¢~ (5), ¢ '(«)]. Das dann entstehende Vor-
zeichen beim Vertauschen der Integrationsgrenzen wird kompensiert durch das
Vorzeichen in |¢(7)] = —¢(7), so dafi die Bogenldnge unabhéngig vom Vorzei-
chen von ¢’ ist. O

Folglich ist die Bogenlénge einer Kurve allein eine Eigenschaft der Spur der Kur-
ve. Die konkrete Parametrisierung ist unerheblich und kann méglichst sinnvoll
gewihlt werden. Oft bringt die Parametrisierung nach Bogenlinge Vorteile:
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Definition 4.8 Eine regulare differenzierbare Kurve ¢ : I — R”™ heiBt nach Bo-
genlange parametrisiert, wenn ||/ (t)|| = 1 fiir alle t € I.

Satz 4.9 Zu jeder requldren stetig differenzierbaren Kurve ¢ : I — R™ gibt es
eine diffeomorphe Reparametrisierung ¢* : 1 — J, so dafi ¢ :==co ¢ : J — R"
nach Bogenlinge parametrisiert ist.

Beweis. Es sei I = |a, B]. Wir definieren

o7 () = / “at o)

Dann ist ¢~ Stammfunktion zu ||¢/(¢)||, d.h. (1) (7) = ||¢(¢)]] und somit

1 _ d(r)
(@) () el
Folglich ist ||d (¢~ (7))]| = 1. O

(71 (1)) = (D(cog))(¢ () = (7)- ¢ (67 (7)) = ()

5 Variationsrechnung

In der Variationsrechnung sucht man Extremwerte (genauer: stationdre Werte)
von Funktionen (genauer: Funktionalen) auf unendlich-dimensionalen normierten
Vektorrdumen. Es ist die wichtigste Methode zur Gewinnung von Bewegungs-
gleichungen in Mechanik und Feldtheorie. Wir nehmen vereinfachend Fréchet-
Differenzierbarkeit an, tatséchlich geniigt das unendlich-dimensionale Analogon
der Richtungsableitung.

Abkiirzend bezeichnen wir mit X* = C*([o,8],R") den (unendlich-
dimensionalen) Vektorraum der k-mal stetig differenzierbaren Kurven ¢ : [«, 5] —
R". Man kann zeigen, dal X* zusammen mit der Norm

k
lellgy =D sup V()]

1—o t€la.pl

ein Banach-Raum ist. Das Wirkungsfunktional ist eine Abbildung S : X? — R.
Wir interessieren uns fiir stationdre Punkte von S, d.h. Kurven ¢ € X? mit
(DS)(c) = 0, wobei wir die Randpunkten der Kurve a = ¢(a) und ¢ = ¢(9)
festgehalten.

In wichtigen Féllen 148t sich die Wirkung S schreiben als Riemann-Integral
iiber die Lagrange-Funktion £ der Kurve,

B
S(e) = / dt Lt c(t), ¢ (1)) .
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Dabei wird £ : [a, 8] x X? x X! — R als zweimal stetig differenzierbar vor-
ausgesetzt. Betrachten wir (¢,q,v) € [a, 8] x X2 x X' — R als Variablen, dann
ist

LE+T,q+70+w)

oL oL oL
:E(t,q,ﬂ)—l- <a>(taq72})o7—+ <a_q>(taq7v)0r+ <%>(t,q,v)ow
+o([|(t, r, w)]])

mit 7 € R, r € X% und w € X! derart, daB (¢t +7,¢+ r,v +w) in der gewiihlten
Umgebung von (t,q,v) bleibt. Zweimalige Differenzierbarkeit von £ bedeutet,
daBl die Abbildungen

<%> ‘R x X? x X' — Hom(R,R) ,

<aa_£> ‘R x X% x X' — Hom(X2,R)
q

(g—£> "R x X% x X' — Hom(X',R)
(

selbst wieder differenzierbar sind in (¢, ¢, v) .

Es sei U C X? die Teilmenge der zweimal stetig differenzierbaren Kurven
c¢: |, B] — R™ mit festgehaltenen Randpunkten a = ¢(a) und ¢ = ¢(f). Um das
Differential zu berechnen, ist S(c + &) mit S(c) zu vergleichen. Dabei ist £ € X?
so zu wéhlen, dafl ¢+ & € U liegt, d.h. £ verschwindet an den Randpunkten. Wir
bezeichnen mit

X5 ={¢ € C([o, B, R") , () =£(B) =0}

den Untervektorraum der zweimal stetig differenzierbarten Kurven, die am Rand
verschwinden. Dann gilt fiir ¢ € X2 fiir eine zweimal stetig differenzierbare
Lagrange-Funktion

B

S(c+€) = / dt Lt () + £(8), ¢ (1) + €())

- /j dt {E(t, c(t),d(t)) + (g—j)(t,c(t%c’(t)) o (1)

() ttetvy. ) 0 €(0) + ollel) + o€}

(Y

Q

Es gilt f; dt (o(Jl€]]) + o(I€']))) = o(||€]l2)). Fiir die festgehaltene Kurve ¢ € X2

kénnen wir das Differential (2£) (¢, c(t), ¢ (t)) auffassen als Abbildung
oL

RBtH(@U

N—

(t,c(t),d(t) € Hom(X"', R)
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Nach Kettenregel und allen Voraussetzungen ist diese Funktion stetig differen-
zierbar auf |a, [ mit stetiger Fortsetzung auf [a, 3], so dafl wir partiell integrieren
diirfen:

o= [ {(90) )0 + (30) et p o€t}

- /j dt {(g—j)(t,c(t),c'(t)) - ((g—f)@,c@),c’(t»)'} o £(t)
+(Z2) net). a0t
Der Randbeitrag in der letzten Zeile verschwindet wegen &(a) = £(5) = 0. Unter

Verwendung des weiter unten angegebenen Fundamentallemmas der Variations-
rechnung haben wir somit bewiesen:

Satz 5.1 (Euler-Lagrange-Gleichungen) Uber eine Lagrange-Funktion L -
[, B] x X? x X' — R werde durch

B
_ / dt L(t,c(t), (1))

ein Wirkungsfunktional S : X? — R auf dem Banach-Raum X? der zweimal stetig

differenzierbaren Kurven c : [a,b] — R"™ definiert. Dann gilt: Das Wirkungsfunk-

tional ist auf der Teilmenge U C X? der zweimal stetig differenzierbaren Kurven

mit festgehaltenen Randpunkten genau dann stationdr in einem Punkt ¢ € U,
h. (DS)(c) =0, wenn fir die Kurve ¢ die Euler-Lagrange-Gleichungen

G((Go) et cn) - (5.) e ctv.et) =0

in jedem Punktt € |«, (] gelten.

Nach obiger Diskussion ist nur die Richtung (DS)(¢) =0 = Euler-Lagrange
ist zu zeigen. Sie ergibt sich aus

Lemma 5.2 (Fundamentallemma der Variationsrechnung) Fiir eine ste-

tige Funktion f € C(|o, 5]) gelte / f(t) = 0 fiir alle zweimal stetig differen-

zierbaren Funktionen g € C2 ([ex, ]R), welche am Rand verschwinden. Dann ist

f(t) =0 fir alle t € [a, 3.

Beweis. Wegen der Stetigkeit von f geniigt es, f(t) = 0 fiir alle ¢t €]a, ] zu
zeigen. Angenommen, es gibt ein ty €, 5] mit f(ty) = ¢ > 0. (Der Beweis
fir f(tp) = —e < 0 ist analog.) Wegen der Stetigkeit von f gibt es dann ein
d >0, so daBl f(t) > § fiir alle ¢t € K;(ty) C Ja, 3. Dann gibt es (sogar beliebig
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oft) differenzierbare nichtnegative Funktionen g, die auBerhalb K;(ty) identisch
verschwinden. Eine Wahl ist z.B.

g(t) =

0 firt <tg—o0odert>ty+ 40
1 1
e t=(to=9) [oFo—t flirtg—0<t<ty+9

Damit ist

B8 to+d € to+d
/ at f(t)g(t) = / t F(t)g(t) > & / dt g(t) > 0|

0—0 to—0

im Widerspruch zur Annahme. Daraus folgt f(¢) = 0 fiir alle ¢ und schliellich die
Giiltigkeit der Euler-Lagrange-Gleichungen. U

In den Euler-Lagrange-Gleichungen ist zunéchst

2 ((Go) ett). o)) = (5) (oelo). (1) € Hom(x% R

eine lineare Abbildung. Evaluiert im Punkt ¢ € |a, 8] geht aber nur der Vektor
£(t) € R™ ein, so dafl es geniigt, die Gleichungen in den Vektoren der Standard-
basis des R"™ auszuwerten. Somit sind die Euler-Lagrange-Gleichungen dquivalent
zum System

%((%) (t,c(t),(8)) o e ) — (%) (t, c(t),c(t)) o e =0

furalle k =1,...,nund ¢ € o, 7] .

Beispiel 5.3 Wir betrachten noch einmal das Pendel der Fadenlénge | aus Bei-
spiel B T4l Die Nebenbedingungen definieren eine Untermannigfaltigkeit M =
St c R?, auf der die Bewegung stattfindet. Die Lagrange-Funktion ist dann
auf einer lokalen Karte (T, ¢) dieser Untermannigfaltigkeit definiert. Sinnvol-
lerweise wahlt man 7' C R als abgerollten Kreisbogen und dann die Kurve
la,B] 2t c(t) € T C R als Zuodnung des Auslenkungswinkels zum Zeitpunkt
t. Dann sei die Lagrange-Funktion gegeben als

m

L(t,e(t). (1) = 5 (¢ (1)) + mgl cos (¢(t)) -

Nach Definition der Einschrankungen der Jacobi-Matrix ist
L(t,c(t)+r,d(t) = Lt c(t), (t) + mgl(cos(c(t) + r) — cos(c(t)))
((t,c(t), ¢ (t)) + mgl(cos(c(t))(cosr — 1) — sin(c(t)) sinr)

(te(t), ’<t>>+(‘gj)< e(t), (&) o+ ofIrl)
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mit (%)(t, c(t),d(t)) = —mglsin(c(t)) und

L(t,c(t),d(t)+w)= %(Cl(t) + w)2 + mgl cos(c(t))

= L(t, c(t), ¢ () + me (H)w + %wQ
= £0t.e0), 1) + (%) (,e0). 1)) 0w + o]

mit <%> (t,c(t),d(t)) = md(t). Somit lautet die Euler-Lagrange-Gleichung

(md (1)) — (=mglsin(c(t))) =0 = "(t) +w?sin(c(t)) =0

mit w = \/gl. Das ist eine Differentialgleichung 2. Ordnung zur Loésung der Inte-
gralkurve ¢(t). Wir werden im néchsten Kapitel sehen, daf zu ihrer eindeutigen
Losung Anfangsbedingungen ¢(ty) und () vorzugeben sind. q

Diese Methode, sich die Bahnkurven eines mechanischen Systems zu verschaf-
fen, heit Hamiltonsches Prinzip: Von allen moglichen Bahnkurven eines mecha-
nischen Systems zwischen festgehaltenen Anfangs- und Endpunkten ist jene Kurve
realisiert, fiir die die Wirkung stationar ist. In vielen Fillen sind die stationéren
Punkte Minima der Wirkung.

Symmetrien der Lagrange-Funktion fithren auf Erhaltungsgrofen (Noether-
Theorem). Wenn £ nicht ezplizit vom Kurvenparameter abhéngt, sondern nur in
der Form L(c(t),(t)), dann fihrt diese Translationssymmetrie auf den Energie-
erhaltungssatz

%E(t) —0;  E(t)= (Z—f(dw,d@») o d(t) = L(c(t), (1))

fiir die Kurve, in der die Wirkung stationér ist:

d (/0L ) )
H (Goe.d ) o )]
oL / / oL / " . d /
= (G (et e @) o t)+ (G (elt), 1)) o () = Llelr), (1)
Beispiel 5.4 (Brachistochrone, Johann Bernoulli 1696) Die Brachi-
stochrone ist jene Kurve c(t) = (z(t),2(t)) in der x-z-Ebene zwischen den

festgehaltenen Punkten (0, h) und (a,0), mit h,a > 0, die ein darauf reibungsfrei
unter dem Einflul der Gravitationskraft gleitender Massepunkt in kiirzester
Zeit durchlauft, wobei der Massepunkt in (0,h) ruht. Die zeitunabhingige
Lagrange-Funktion (e, ist der Einheitsvektor in z-Richtung)

m

L(e(t), ¢(1)) = 5 (1), (1)) — mg{e(?), ez)
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fithrt auf den Energieerhaltungssatz
m

5(0,(75)7 d(t)) +mglc(t),e,) = mgh = const.

Wir kénnen 2’ > 0 annehmen, so dafl wir die Spur der Kurve nach dem Kurven-
parameter auflosen konnen: z(t) = z(x(t)). Dann gilt nach Kettenregel

mgh = %(;17’(75))2 <1 + (dzg)y) + mgz(x)
a1+ ()
~ de 2g(h — z(x))

Somit gilt fiir die Gesamtzeit T, in der der Massepunkt die Kurve durchlauft,

2
= [ () oL

29y()
Damit ist nach Identifikation von x mit einem neuen Kurvenparameter die Be-
stimmung der schnellsten Kurve y(x) dquivalent zur Losung der Euler-Lagrange-
Gleichung fiir die Lagrange-Funktion

£lyo). /() = \/ L)y pa) R,

Da die neue Lagrange-Funktion zeitunabhéngig ist, gilt wieder der Energieerhal-
tungssatz

y'(x))

B <y’ix), Y (z)) - \/ 1+ (v ()

y(fCS

fiir die Kurve, fiir die die Wirkung stationdr wird. Solche Differentialgleichungen
betrachten wir im néchsten Kapitel. Wir beschrinken uns hier auf Angabe der
Losung in Parameterform:

1 1
y(r) = W(l —CcosT) , x(7) = @(7’ —sinT) .
Dann ist nach Kettenregel
dy ; 2
, e sin T N2 1 sin® 7 — 2(1 — cos7)
== o - = = 1.
y'(z) E —— (¥) 2y (1 — cos7)2
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Somit ist die Brachistochrone in Parameterform gegeben durch

z(r) y _ 1 T L[ cosT —sinT 0
2(r) ) 2E2\ 2E’h—1 sinT cosT #

Es handelt sich um die Spiegelung der Kurve des Randpunktes eines rollendes
Rades vom Radius R = # <
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Teil 11
Gewdohnliche Differentialgleichungen

6 Definition und Interpretation

Unter einer gewonlichen Differentialgleichung versteht man eine Gleichung zwi-
schen einer Funktion z(t), ihren Ableitungen 2/, 2", ... 2™ und der Variablen ¢,
genauer:

Definition 6.1 Es sei / C R ein Intervall, G C R"*? eine Teilmenge mit n > 1
und x : I — R eine n-mal differenzierbare Funktion, so daB fir t € [ gilt
(t,x(t),2'(t),...,2™(t)) € G. Die Funktion x erfiillt eine gewshnliche Differential-
gleichung n-ter Ordnung, wenn es eine Funktion F': G — R gibt, so daB

F(t,z(t),2'(t),...,2™ () =0 Vtel.
L&Bt sich diese Gleichung nach z(™ (t) auflésen zu
2(t) = f(t,2(t),2'(1),...,a" V(D) ()

dann heiBt die Differentialgleichung explizit.

Eine explizite Differentialgleichung n-ter Ordnung (*) 148t sich identifizieren
mit einer Differentialgleichung erster Ordnung fiir eine Bahnkurve ¢ : I — R™.

Setzt man
e (t) x((t))
Co t 2 (t
a=| =1 |
cn(t) (=D (t)

so ergibt die Ableitung unter Verwendung von (*) das dquivalente System von
Differentialgleichungen 1. Ordnung

z'(t)
x(t
d(t) = :( ) =:v(t,c(t)) .

£t (), (), ... 2D ()

Dieses konnen wir als Differentialgleichung ¢'(t) = w(t,c(t)) einer Bahn-
kurve interpretieren. Solche Bewegungsgleichungen entstehen z.B. aus den
Euler-Lagrange-Gleichungen nach Ubergang in die Hamiltonsche Formulierung
(Legendre-Transformation).

Ist allgemeiner U C R"™ eine offene Teilmenge und v : [ x U — R" ein
zeitabhingiges Vektorfeld, dann definiert die Differentialgleichung ¢/ (t) = v(¢, ¢(t))
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zu jedem Zeitpunkt ¢ € [ eine Schar von Kurven durch jeden Punkt y € €2 derart,
daf der Tangentialvektor ¢/(t) im Punkt y = ¢(t) gegeben ist durch den Vektor
v(t,y). Diese Kurvenschar heiit die Integralkurve des Vektorfeldes. Anschaulich
interpretiert man die Integralkurven als Stromlinien des Feldes v. Zur Bestim-
mung einer konkreten Integralkurven ist der Startpunkt yo = y(ty) vorzugeben.
Wir werden sehen, dal dann unter geeigneten Stetigkeitsbedingungen an das Vek-
torfeld die Integralkurve in einer offenen Umgebung des Startpunktes eindeutig
bestimmt ist. Andere Startpunkte liefern entweder verschiedene Kurven oder set-
zen eine bisherige Kurve fort, so daf§ U schliefSlich durch eine Schar von Kurven
iiberdeckt wird.

7 Elementare Losungsmethoden

Wir beginnen mit einigen einfachen Klassen gewohnlicher Differentialgleichungen
1. Ordnung.

Definition 7.1 (DGL 1. Ordnung mit getrennten Variablen) Seien
I,J C R offene Intervalle und f : I — R und ¢g : I — R stetige Funktionen, wobei
g(x) # 0 fiir alle x € J. Dann heiBt

Differentialgleichung mit getrennten Variablen.

Satz 7.2 Zu gegebenem Anfangspunkt (to, xg) € I x J definieren wir Funktionen
F:I—-Rund G:J— R durch

F(t) = /tds f(s),  Gl)= /mﬁ.

to w0 9(Y)

Ist I' C I ein offenes Intervall mit F'(I') C G(J), dann gibt es genau eine Losung
x : I' — R der Differentialgleichung z'(t) = f(t) g(x(t)) mit der Anfangsbedin-
gung x(to) = xo. Diese Losung erfillt die Gleichung

G(z(t)) = F(t) fiir allet € I' .

Beweis. 1) Wir nehmen die Giiltigkeit von G(z(t)) = F(t) an. Wegen G'(z) =
ﬁ # 0 fiir alle x € J ist G streng monoton (und stetig differenzierbar), so dafl
nach dem Satz iiber implizite Funktionen eine eindeutige stetig differenzierbare

Umkehrfunktion G : G(J) — R auf dem offenen Intervall G(J) existiert.
ii) Nach dem Satz {iber implizite Funktionen ist H := G"'o F : I’ — R stetig
differenzierbar mit

1

H'(0) = (67 (F0) - ') = ggmpyy FO = 9H©)- 1),
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d.h. H erfiillt die Differentialgleichung mit der Anfangsbedingung H(ty) =
G Y(F(to)) = G71(0) = zy. Also existiert eine Losung.

iii) Sei x(t) eine beliebige Losung der Differentialgleichung x'(t) = f(t) g(x(t))
mit z(ty) = xo. Wir setzen ¢ — s und integrieren iiber s von t, nach t:

[ s s = [ st

Nach Substitution y = z(s) ergibt sich

/x:(t)%:/t:dsf(s).

Damit erfiillt jede Losung von 2/(t) = f(t) g(x(t)) mit Anfangsbedingung z(ty) =
xo die Gleichung G(z(t)) = F(t). Nach dem Satz iiber implizite Funktionen
besitzt G(z(t)) = F(t) in einer Umgebung von ¢, genau eine Losung z(t). O

Zu beachten ist, dafi die Umkehrfunktion G=! im allgemeinen nicht durch ele-
mentare Funktionen auszudriicken ist.

Beispiel 7.3 Wir betrachten die Differentialgleichung z'(t) = e*® sint zu be-
liebigem Anfangspunkt (xg,79) € R? Damit ist F(f) = costy — cost und
G(x) =e ™ —e " also

xo

e ) = cost — costy + e~

Wegen e > () gibt es ein offenes Intervall I’ C R mit ¢y € I’, so dafl cost —
costy + e % > 0 fiir alle ¢t € I'. Dann ergibt sich die Losung zu

z(t) = —1In (cost — costy + e~ ™)
fir alle t € I'. N

Definition 7.4 (lineare Differentialgleichung 1. Ordnung) Es seien I C R
und a,b: I — R stetige Funktionen. Dann heiBt

2'(t) = a(t) z(t) + b(t)

eine lineare Differentialgleichung 1. Ordnung. Diese heiBt fiir b = 0 homogen, sonst
inhomogen.

Satz 7.5 FEs seity € I und xqg € R. Dann ¢ibt es genau eine Losung x : [ — R
der Differentialgleichung z'(t) = a(t)x(t) mit der Anfangsbedingung z(ty) = xo,

ndamlich .
x(t) = xgexp (/ ds a(s)) :

to
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Beweis. Es handelts sich um einen Spezialfall einer Differentialgleichung mit ge-
trennten Variablen. U

Der inhomogene Fall wird durch Variation der Konstanten gelost. Darunter
versteht man den Ansatz x(t) = Z(t)u(t), wobei Z(t) die homogene Gleichung
T'(t) = a(t)Z(t) mit Z(tp) = 1 16st. Damit ergibt sich

() =7 () ut) + () ' (t) = (alt) ult) +'(t))Z(t)
= a(t) u(t) z(t) + b(t) ,

also v/ (t)Z(t) = b(t) mit Anfangsbedingung u(ty) = x¢. Das ist wieder eine spezi-
elle Differentialgleichung mit getrennten Variablen mit der eindeutigen Losung

u(t) :xo+/tds os)

to Z(s)

Somit ist bewiesen:

Satz 7.6 (Variation der Konstanten) FEs seien I C R ein Intervall, a,b :
I — R stetige Funktionen sowie to € I und o € R. Dann gibt es genau ei-
ne Losung x : I — R der Differentialgleichung x'(t) = a(t)y(t) + b(t) mit der
Anfangsbedingung x(ty) = xo, ndimlich

z(t) = Z(t) (xo + /t: ds 2?3) mit  Z(s) = exp (/t: dr a(r)) .

Beispiel 7.7 Betrachtet werde die Differentialgleichung 2/(t) = 2txz(t) 4+ ¢ mit
x(0) = ¢. Dann hat die homogene Gleichung 7'(t) = 2tZ(t) mit (0) = 1 die

Losung
t
T(t) = exp </ ds 23) = .
0
Also erhalten wir

z(t) = et’ <c+ /Ot ds 86_82> = <c+ %(1 - 6_t2>>

2c+1 +2 1
e — = <
2 2

Beispiel 7.8 (Freier Fall mit Reibung) Der freie Fall eines Massenpunktes
(in z-z-Ebene) wird bei geschwindigkeitsproportionaler Reibungskraft beschrie-
ben durch die Differentialgleichungen

mz"(t) = —mg — r2'(t) , ma” (t) = —ra'(t) .
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Als Anfangsbedingung sei 2/(0) = v, und 2/(0) = v, gegeben. Damit ergeben sich
die Geschwindigkeiten zu

t
2(t) = e‘ﬁt<vz — / ds geﬁs> = pe m — @(1 — e mt),
0 r
Fiir ¢ — oo féllt der Massenpunkt also mit konstanter Geschwindigkeit ¢ in
negative z-Richtung. Die Anfangsgeschwindigkeiten sind exponentiell geddmpft.
Beide Losungen sind selbst Differentialgleichungen mit getrennten Variablen.
Sind die Anfangsbedingungen z(0) = h und z(0) = 0, dann ergibt sich

t
x(t) = / ds vgem® = il <1 - e‘ﬁt) :
0

-
z(t) =h+ /Ot ds(vze_%s — %(1 — e‘#S))
== (- en) = SR (- - ). .

Manchmal findet man Substitutionen, durch die zunéchst kompliziertere Dif-
ferentialgleichungen auf obige Situationen zuriickgefiithrt werden:

Beispiel 7.9 (Bernoullische Differentialgleichung) Die Bernoullische Dif-
ferentialgleichung lautet

y'(t) = a(t)y(t) +b(t) (y(t))", a#0,1.

Zu unterscheiden ist « € Z und o € R\ Z > 0. Fiir a > 0 gibt es zumindest die
triviale Losung y = 0. Fiir (o < 0, ¢ Z) ist nur y(¢) > 0 sinnvoll.

Sei @ € R\ Z und y(t9) > 0. Wir substituieren z(t) = (y(t))l_a und erhalten
nach Kettenregel in einer Umgebung von (x(ty), to)

#(1) = (1= ) (y() "y'(®) = (1 = @) (al)a(t) + b(0)) <

8 Existenz- und Eindeutigkeitssatz

Wir betrachten im weiteren die Differentialgleichung 2/(t) = v(¢, z(t)) mit z(t) €
R". Genauer sei G C R x R" eine Teilmenge und v : G — R" eine stetige
Abbildung, gesucht ist eine Losung = : I — R™ der Differentialgleichung 2'(t) =
v(t,z(t)), so daB (¢,z(t)) € G fir alle t € I C R. Meist sucht man Losungen mit
vorgegebener Anfangsbedingung x(ty) = z. Diese Problemstellung heifit System
von n Differentialgleichungen 1. Ordnung.

Wir 16sen das System von Differentialgleichungen durch Zuriickfithren auf eine
Integralgleichung.
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Satz 8.1 Fs seit G C R X R"” und v : G — R" eine stetige Abbildung sowie
(to,z0) € G. Dann gilt: Eine stetige Abbildung x : I — R™ eines Intervalls
I C R mitty €I und (t,x(t)) € G fir alle t € I l6st genau dann die Differen-
tialgleichung x'(t) = v(t, x(t)) zur Anfangsbedingung z(ty) = o, wenn folgende
Integralgleichung gilt:

x(t) = xo +/ ds v(s,z(s)) firallet eI .

to
Beweis. (<) Fiir t = to folgt x(ty) = xo. Wegen der Stetigkeit von z und v ist
auch die Abbildung F' : I — R mit F(s) := v(s, z(s)) stetig auf I. Damit gilt
nach dem Fundamentalsatz der Differential- und Integralrechnung

t

ds v(s,z(s)) =v(t,z(t)) ,

d.h. x ist sogar differenzierbar mit z’(t) = v (¢, z(t)).
(=) Es gilt
t ¢
/ ds v(s,z(s)) = / ds 2'(s) = x(t) — x(ty) = x(t) — xg ,
to to
d.h. die Integralgleichung ist erfiillt. O

Es wird sich zeigen, dal Existenz und Eindeutigkeit der Losung bewiesen
werden kann, wenn die Funktion f einer Lipschitz-Bedingung geniigt.

Definition 8.2 Sei (¢,2) € G C R x R™. Eine Abbildung v : G — R" geniigt einer
Lipschitz-Bedingung (beziiglich der Variablen x), wenn es ein L > 0 gibt, so daB

lo(t,z) —o(t,@)| < Lz — 7| fir alle (t,2), (t,7) € G .

Die Funktion v genligt einer lokalen Lipschitz-Bedingung, wenn jeder Punkt (to, zo) €
G eine Umgebung U C R x R™ besitzt, so daB v in GNU einer Lipschitz-Bedingung
mit moglicherweise von U abhéangiger Lipschitz-Konstanten L(U) geniigt.

Hinreichend ist stetige Differenzierbarkeit:

Satz 8.3 Sei G C R x R"™ offen und v : G — R" stetig partiell differenzierbar in
den letzten n Koordinatenrichtungen x1,...,x,. Dann geniigt f in G lokal einer
Lipschitz- Bedingung.

Beweis. Wegen der Offenheit von G gibt es zu beliebigem (g, z9) € G ein r > 0,
so daf

Vi={(t,z) eRxR" : [t —to| <71, ||z —xo|]| <r} CG.
Die Behauptung folgt nun aus dem Schrankensatz fiir V', und die Lipschitz-
Konstante ist L := sup, , ey |(Dv)(t, z)]|. O
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Satz 8.4 (Eindeutigkeitssatz) Es sei G C RxR" undv: G — R™ eine stetige
Abbildung, die lokal einer Lipschitz-Bedingung geniigt. Sind x,T zwei Losungen
derselben Differentialgleichung o' (t) = v(t,z(t)) und &' (t) = v(t, (t)) uber einem
Intervall I C R, und in einem Punkt ty € I gelte x(to) = &(to), so folgt

x(t) = z(t) fiir allet e I .

Beweis. Die Eindeutigkeit wird stiickweise vom Punkt ¢y aus ausgedehnt.
i) Sei dazu z(a) = Z(a) fiir ein a € I. Dann gilt fiir alle ¢ € I die Integralglei-
chung

() — #(1) :/ ds (v(s, 2(s)) — v(s, 2(s))) .

Da v lokal einer Lipschitz-Bedingung geniigt, gibt es reelle Zahlen L > 0 und
0 > 0, so daf3

(s, z(s)) —v(s, (s))|| < L||z(s) — z(s)|| fiir alle s € I N Ks(a) .

Wie iiblich ist Ks(a) :={t € R : |t —a| < d}. Sei nun € := min(4, 5-) und

M:= sup |z(s) —Z(s)] -
seINKc(a)

Dann folgt fiir alle t € I N K (a)

l2(t) — 2(0)] < L‘/ ds ||o(s) — #(s)||| < LMe < % |

Das bedeutet M = sup,c;ng, [lz(t) — 2(t)|| < & und damit M = 0, d.h. die
Funktionen x, # stimmen sogar auf I N K.(a) {iberein.

ii) Wir zeigen nun z(t) = Z(¢) fiir alle ¢t € I mit t > ¢;. Dazu sei

ti:=sup{s el : z(s) =(s)} .

Fiir t; = 400 oder t; gleich dem Intervallende ist nichts mehr zu zeigen. Anson-
sten gibt es ein § > 0 mit |¢t;,¢ + ] C . Da z,% als Losungen der Differenti-
algleichung insbesondere stetig sind, gilt x(t;) = Z(¢1). Dann aber gibt es nach
i) ein € > 0, so daB z(t) = Z(¢) fir alle x € I N K.(t;), im Widerspruch zur
Definition von ¢;. Analog wird der Fall ¢t < ¢y behandelt. O

Satz 8.5 (Picard-Lindeldf) Sei G € R x R" offen und v : G — R™ eine
stetige Abbildung, die lokal einer Lipschitz-Bedingung geniigt. Dann gibt es zu
jedem (to, o) € G ein € > 0 und eine Losung x : [tg — €,tg + € :— R™ der
Differentialgleichung x'(t) = v(t,z(t)) mit Anfangsbedingung x(ty) = zo. Nach
Satz[84 ist diese Losung eindeutig.
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Beweis. Der Beweis verwendet den Banachschen Fixpunktsatz fiir die zugehorige
Integralgleichung auf dem Banach-Raum C([tg — €, to + €], R™) der stetigen Abbil-
dungen ¢ : [to — €,to + €] — R™ mit der Supremumsnorm

[@llsup -= sup o) .

tE[to—E,to-ﬁ-E}
Gewahlt sei ein Quader
Qsr i ={(t,z) e RxXR" : |t —to| <6, ||l — x| <7}

mit 0,7 > 0, so dal die Abbildung v in ()5, einer Lipschitz-Bedingung mit der
Lipschitz-Konstanten L geniigt. Da v stetig und @5, kompakt ist, gibt es eine
reelle Zahl M > 0, so da8 ||v(t,z)|| < M fur alle (t,z) € Qs,. Mit diesen Daten

sel € := min(d, 75, 37). Wir betrachten die abgeschlossene Teilmenge

A:={¢eC(lto—e.to+ €, R") , [|¢ — ollsup <7}
des Banachraums. Wir zeigen, dafl

T =0+ [ dsoit.6(s)

to

eine Kontraktion T : A — A definiert.
i) Zunéchst ist T'(¢) € A zu zeigen fiir alle ¢ € A. Nach Konstruktion ist

(s,6(s)) € Qsr CG  fiir alle s € [tg — €, tg + €] .

Damit ist v sinnvoll erklédrt und stetig in s. Es gilt

@0 = anl = | [ ds s o6 <o~ o1 < vt <.

also T'(¢) € A.
ii) Seien ¢1, ¢o € A, dann gilt

170 =T = | [ s (005, 01(5) = 5. 0n09)|

<Jt—tol L sup ér(s) — ba(s)] < ~llbr — ollsap

s€E[to,t]

Also ist T': A — A eine Kontraktion auf einer abgeschlossenen Teilmenge eines
Banachraums. Nach dem Banachschen Fixpunktsatz gibt es damit einen Fixpunkt
x € Amit T(x) =z, also

x(t) = g +/t dsv(s,z(s)),
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d.h. eine (eindeutige) Losung der Differentialgleichung. O

Es sei betont, dafl die Gréfle des Intervalls 2¢ durch die Lipschitz-Bedingung
an v und die Norm ||v|| bestimmt ist. Wenn ||v(¢, z)|| mit = also anwéchst, wird
die Fortsetzbarkeit der Losung immer kleiner.

Beispiel 8.6 Betrachtet werde die Differentialgleichung z/(t) = 2t (x(t))?. Die
Funktion v(t,x) = 2tz? ist auf ganz R? nach x partiell differenzierbar, geniigt
also auf ganz R? einer lokalen Lipschitz-Bedingung. Die eindeutige Losung zu
z(0) = 0 ist offenbar x = 0. Sei dann x(0) = & > 0, so daf die Methode der
Trennung der Variablen anwendbar ist. Es gilt

z(t) t
Gla(t) = F(t) G(m(t)):/l dy%zC—%, F(t):/ods2s:t2,

d.h. x(t) L. Die Losung 148t sich also nur bis zu |—+/C, v/C| fortsetzen. Im

=
umgekehrten Fall 2(0) = —& < 0 ergibt sich z(t) = — &7, so dafl die Losung
auf ganz R fortgesetzt werden kann. <

Ohne Beweis erwéhnen wir, dal die Ezistenz einer Losung der Differential-
gleichung 2'(t) = v(t, z(t)) bereits durch die Stetigkeit von v garantiert ist:

Satz 8.7 (Peano) Fs seity € R und xy € R" und
Qsr i ={(t,z) e RxR" : [t —to| <, |[x — x| <7}

fiir 0,7 > 0. Die Funktion v : Qs, — R™ sei stetig (also beschrinkt) mit M =
max (.1, |V(t, 2)||. Dann gibt es mindestens eine Losung  : [to — €,to + €] —
R der Differentialgleichung x'(t) = v(t,z(t)) mit Anfangsbedingung x(ty) = xo,
wobei € := min(4, i7) ist (mit € := 0 fir M =0).

Der Beweis ohne die Lipschitz-Bedingung ist aber aufwendiger und wird deshalb
weggelassen.

Beispiel 8.8 Betrachtet werde die Differentialgleichung 2/ = (22)3 mit z(0) = 0.
Die Funktion v(t,z) = (:172)§ ist stetig auf ganz R?, aber nicht stetig partiell
differenzierbar in x = 0, und tatséchlich geniigt v in keiner Umgebung von (0, 0)
einer lokalen Lipschitz-Bedingung. Nach dem FExistenzsatz von Peano gibt es
lokal eine Losung der Differentialgleichung, z.B. z(t) = 0 fiir alle ¢ € R. Das
ist aber nicht die einzige Losung. Durch Trennen der Variablen findet man, dafl
(t) := 5 (t—c)? die Differentialgleichung zur Anfangsbedingung z(c) = 0 erfiillt.
Durch Verkleben mit der Nullésung konstruieren wir zu ¢, ¢ > 0 die Losung

5(t—c)P  firt>c>0
Teer () 1= 0 fir - <t<ec
2—17(t+c’)3 firt < —¢ <0

Man rechnet nach, daf§ .. tatséchlich stetig differenzierbar ist. <
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Das Verfahren von Picard-Lindelof iiber den Banachschen Fixpunktsatz ist
konstruktiv und kann deshalb leicht numerisch implementiert werden.

Beispiel 8.9 Gegeben sei die Differentialgleichung 2/(t) = 2t z(t) auf G = Rx R
mit Anfangsbedingung z(0) = zy. In einer gewissen Umgebung [—¢, €] von 0
konvergiert deshalb die Folge (x(t))ren von Funktionen mit xo(¢) = yo und

Tpy1(t) = zo + /0 ds v(s, zx(s))

gegen die eindeutige Losung. Wir finden

¢
x1(t) = xo +/ ds 259 = xo(1 4 t2)
0
t t4
xo(t) = xg +/ ds 2s7(1 + %) = x0<1 + 2+ 5)
0

t4 t2k
t) = (1 24 —).
() = yo |1+ +2+ +k!

Damit ergibt sich die Losung x(t) = limy_ 2x(t) = o etQ, was man natiirlich
auch mit elementaren Methoden finden kann. <

9 Lineare Differentialgleichungen

Wir spezifizieren nun den Existenz- und Eindeutigkeitssatz auf Systeme linearer
Differentialgleichungen 2'(t) = A(t)x(t) + b(t). Dabei ist A(t) eine Matrix und
b(t) ein Vektor. Im Hinblick auf die Diagonalisierbarkeit von A erweist es sich als
niitzlich, mit komplexen Matrizen zu arbeiten. Sei dazu K = R oder K = C. Die
Variable t bleibt aber reell.

Definition 9.1 Es sei I C R ein Intervall, A = (a;;) : I — M(n,K) eine stetige
Abbildung und b = (by,...,b,)" : I — K" eine stetige vektorwertige Funktion. Dann
heiBt 2/(t) = A(t)z(t) + b(t) ein inhomogenes lineares Differentialgleichungssystem
und 2’(t) = A(t)x(t) ein (bzw. das zugehdrige) homogene(s) lineare(s) Differential-
gleichungssystem.

Gesucht sind Losungen z : I — K", wobei fiir K = C ~ R? die Differenzierbarkeit
komponentenweise betrachtet wird.

Satz 9.2 Es sei I C R ein Intervall, A = (a;;) : I — M(n,K) eine stetige
Abbildung und b = (by,...,b,)" : I — K" eine stetige vektorwertige Funktion.
Dann gibt es zu jedem ty € I und jedem xy € K" genau eine Losung x : I — K"
der linearen Differentialgleichung x'(t) = A(t)x(t) + b(t) mit Anfangsbedingung
x(to) = Xg-
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Beweis. Fiir jedes kompakte Intervall J C I ist die durch v(t,z) = A(t)z +
b(t) definierte Abbildung v : J x R® — R" Lipschitz-stetig mit der Lipschitz-
Konstanten L = sup,c; ||A(t)|lop- Damit folgt Existenz und Eindeutigkeit der
Losung nach Picard-Lindelof. Insbesondere konvergiert die Folge (1 )gen mit

Ty (t) == xo +/ ds v(s, zx(s)) , x(tg) = xg ,

to

auf J gleichméflig gegen die Losung . O

Ahnlich wie in der linearen Algebra bilden die Losungen der homogenen Dif-
ferentialgleichung, wenn man keine Anfangsbedingung stellt, einen Vektorraum:

Satz 9.3 Essei I C R ein (nicht-triviales) Intervall und A : I — M(n,K) stetig.
Dann bildet die Menge V4 aller Lésungen der homogenen Differentialgleichung
2/ (t) = A(t)z(t) einen n-dimensionalen Vektorraum iber K.

Ein n-Tupel von Lésungen x(y),...,Tw) € Va bildet genau dann eine Basis
von Vs, wenn die Vektoren xy(t), ...,z (t) € K" fir wenigstens eint € I, und
damit fiir jedes t € I, eine Basis von K" bilden.

Beweis. Klar ist, dal V4 ein Untervektorraum des (unendlich-dimensionalen) Vek-
torraums C(/, K™) ist, denn

(Alx(l) + )\21’(2))/ = )\11’(1)/ + )\21’(2)/ = )\1 (A(t)l’(l)) + )\Q(A(t)l’(g))
= A(t) . ()\1.%(1) + )\2.23(2)) .

Sei x € V4 und ty € I beliebig, dann definiert V4 3 o — Fi (x) := x(ty) € K”
eine lineare Abbildung F, : V4 — K". Diese lineare Abbildung ist surjektiv,
denn zu jedem zy € K" gibt es ein z € V4 mit z(ty) = zo. AuBerdem ist F},
wegen der Eindeutigkeit der Losung des Anfangswertproblems injektiv. Nach dem
Dimensionssatz fiir Vektorrdume gilt dann dim(V,) = n. Da der Anfangspunkt
to € I beliebig ist, ist F}, fiir alle ¢y € I ein Isomorphismus, iiberfiihrt also Basen
wieder in Basen. U

Definition 9.4 Unter einem Lésungs-Fundamentalsystem der Differentialgleichung
x'(t) = A(t)x(t) versteht man eine Basis (x(1),...,2()) des Vektorraums V, der
Losungen von 2/(t) = A(t)z(t).

Schreibt man das Losungs-Fundamentalsystem als Matrix ® = (z;;), mit z;; :=
x(jy; (die j-te Spalte von ® ist z(;)), dann gilt offenbar det ®(ty) # 0 fiir wenigstens
einen (und damit fiir jeden) Punkt ¢, € I. Eine beliebige Losung schreibt sich
damit als z(t) = ®(¢) - A mit A = (\y,..., \,)" € K™
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Dann folgt in Matrix-Schreibweise die Differentialgleichung ®'(t) = A(t)-®(t),
aus der nach Aufgabe 3 von Blatt 2 fiir die Determinante folgt:

%(det ®)(t) = Spur(A(t)) det d(¢) .
Denn aus det(B+ A) = det Bdet(E, + AB™') = det B+ (D det)(B)o A+ o(||A]|)
liest man (D det)(B) o A = det B Spur(AB~!) ab, und die Kettenregel liefert

L et ®)(t) = (D det)(D(E)) 0 B'(t) = (D det) (B(t)) o (A(£)B(2))

dt
= det(®(t))Spur (A(t)®(¢)(®(2)) ") = det(®(¢))Spur (A(?))

Beispiel 9.5 Gegeben sei die Schwingungsdifferentialgleichung 2’ +w?z = 0. Wir
setzen 1 := z und xy := —%z’ , was also auf das Differentialgleichungssystem x| =
—wzy und 7, = wx; fithrt. In Matrixschreibweise ergibt sich 2’ = Az mit A =
0 —w
w 0
behandeln wir spéater. Man bestétigt durch Nachrechnen, daff folgende Funktionen

7; : R — R? Losungen der Differentialgleichung sind:

coswt —sinwt
x(l)(t) - < sin wt ) ’ x(Q)(t) - ( coswt ) ’

Diese sind in t; = 0 und damit auf ganz R linear unabhéngig, was man auch
durch

. Die Losungstheorie dieses Problems mit konstanten Koeffizienten

det(I)(t) — det ( coswt —sinwt ) 1

sinwt coswt

sieht. Da A spurfrei ist, ist det & konstant. <

Wir charakterisieren nun den Losungsraum der inhomogenen Differentialglei-
chung:

Satz 9.6 Es sei I C R ein (nicht-triviales) Intervall und A : I — M(n,K) und
b: I — K" stetige Abbildungen. Dann gilt: Die Menge aller Losungen

Lap:={x:T—-K": 2/(t) = A(t)x(t) + b(t)}
der inhomogenen Differentialgleichung ist der affine Raum
Lap=24+Vy,
wobei Vi der Vektorraum aller Lésungen der zugehdrigen homogenen Differenti-

algleichung x'(t) = A(t)x(t) und & € L4y eine beliebige Losung der inhomogenen
Differentialgleichung ist.

45

Preliminary version — 3. Februar 2011



Mit anderen Worten: die allgemeine Losung der inhomogenen Differentialglei-
chung ist die Summe aus einer speziellen Losung und der allgemeinen Losung der
homogenen Differentialgleichung.

Beweis. 1) Sei @ € Ly, eine Losung von a'(t) = A(t)z(t) + b(t), dann erfillt
u := x — & die homogene Differentialgleichung u'(t) = A(t)u(t). Das bedeutet
u€ Vy,alsoxr € 2+ V4 und damit Ly, C 2 + Vy.

ii) Sei umgekehrt z € T + V4 gegeben, also x = & + u mit u'(t) = A(t)u(t).
Dann gilt

2(t) =2 (t) +u'(t) = (A[)Z(t) + b(t)) + A(t)u(t) = A(t)z(t) + b(t) ,
also T+ V4 C Lay. O

Die spezielle Losung & bekommt man wie in den elementaren Losungs-
methoden durch “Variation der Konstanten”:

Satz 9.7 (Variation der Konstanten) Sei ® = (z@,...,2wn) @ I —
GL(n,K) ein Losungsfundamentalsystem der homogenen Differentialgleichung
2'(t) = A(t)x(t). Dann wird eine Lisung T der inhomogenen Differentialglei-
chung &' = A(t)Z(t) +b(t) erhalten durch den Ansatz T(t) = ®(t)-y(t), wobei die
differenzierbare Abbildung y : I — K" der Differentialgleichung ®(t)y'(t) = b(t)
gentigt. Thre Losung ist somit

y(t) = / ds ®1(s) - b(s) + const .

to

Beweis. Es gilt

F(t) = ®(1) - y(t) + D) (1) = A(t) - B(E) - y(t) + D)y (£) = A@R)F(E) +b(D) .

also y/(t) = ®1(t) - b(t). Umgeschreiben in eine Integralgleichung ergibt sich die

Losung. O
Beispiel 9.8 Gegeben sei die Schwingungsdifferentialgleichung mit periodischer
duBerer Kraft 2" + w?z = bcos(Qt). Mit 2y := z und x := —22z ergibt sich
¥} = —wry und zh = wr; — L cos(Qt). Die spezielle Losung ist fiir Q # fw damit

. )
B cosws sinws 0 €1
y(t)_/to ds <_Sinws cosws).(—gcosﬂs)—i_(ﬁ)
¢ . ;

2w Jy, cos(ws + €2s) 4 cos(ws — (2s) &
(a\ b —cos(wt+Qt) \ b — cos(wt—t)
S\ 4 2w(w+Q) \ sin(wt+Q1) 2w(w—Q) \  sin(wt—Q)

(4 n b w cos wt cos Qt + €2 sin wt sin ¢
- w(w? —Q2) \ —wsinwt cos Qt + Q cos wt sin
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Damit ergibt sich

2(t) = ®(t) - y(t) = ( ¢ coswt — ¢y sinwt ) N b ( cos Qt ) .

¢ sinwt + ¢ cos wt (W2 —2) \ ZsinQt

Fiir O? — w? wird die Amplitude der speziellen Lésung unendlich (Resonanz).
Tatséchlich mufl das Integral in diesem Fall anders berechnet werden.

o= [ (e Ve (2)

(4N b — cos(2wt)
-\ 4 Aw? \ sin(2wt) + 2wt

Daraus folgt
_ [ ccoswt —cysinwt
z(t) = ®(t) - y(t) = ( ¢ sinwt 4 ¢, cos wt )

i cos wt cos 2wt + sin wt sin 2wt + 2wt sin wt
4w? \ sinwt cos 2wt — cos wt sin 2wt — 2wt cos wt

B ( (c’l—i-ﬁ)coswt—césinwt)_i_ b ( tsinwt )

() — 1) sinwt + ¢4 cos wt 2w \ —tcoswt

Die Amplitude wéchst also mit der Zeit ¢ an. Wir werden spéter eine einfachere
Berechnungsmethode fiir diese Differentialgleichung angeben. <

Wir {ibertragen nun die Aussagen zu linearen Differentialgleichungssystemen
auf lineare Differentialgleichungen n-ter Ordnung.

Definition 9.9 Sei I C R ein Intervall und b,a; : I — K stetige Funktionen fiir
k=0,1,...,n— 1. Dann heiBt

(1) + an 1 (O™ () + -+ ao(t)x(t) = b(t)

eine lineare Differentialgleichung n-ter Ordung. Sie heiBt homogen fiir b = 0, sonst
inhomogen.
Satz 9.10 In den Bezeichnungen von Definition [T gilt:

i) Die Menge V, aller Losungen der homogenen linearen Differentialglei-
chung n-ter Ordnung ist ein n-dimensionaler Vektorraum tiber K.

ii) Die Menge Loy aller Losungen der inhomogenen linearen Differential-
gleichung n-ter Ordnung ist der affine Raum Loy, = T+ V,, wobei T eine
beliebige Losung der inhomogenen Differentialgleichung ist.
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iii) Ein n-Tupel (zqy,...,2w)) von Lisungen der homogenen Differential-
gleichung ist genau dann linear unabhingig, wenn in einem (und damit
jedem) Punkt t € I die “Wronski-Determinante”

xl(l)gt; x/@) Et; .. x/(n) Et%

T (T Thoy (T . X, t

Wiy | O O
() N O BISR al ()

ungleich Null ist.

Beweis. Alle Aussagen folgen sofort aus der in Abschnitt B gegebenen Umschrei-
bung

[%1 T
R [%2 x’
Tr = _=

jn x(n—l)

in ein System von linearen Differentialgleichungen erster Ordnung und den dafiir
bewiesenen Sétzen. Insbesondere ist W (t) = det ®(¢). O

Beispiel 9.11 Gegeben sei die Differentialgleichung
d"(t) — =2'(t)+ —zz(t) =1  auf I =R} .

Der Ansatz x = t* fiihrt fiir die zugehorigen homogene Gleichung auf

(a(a 1) - % + %)tH = (a—1)(a— L2 =0

und damit auf z(;)(¢) = ¢ und x()(t) = v/t. Die Wronski-Determinante ist damit
t t 1
W(t):det( . \1[ ) = ——Vt#0,
2V 2

d.h. (t,+/t) ist ein Losungsfundamentalsystem. Um eine spezielle Losung der in-

homogenen Gleichung zu finden, nutzt man, da8 fiir z = ct? jeder Summand der

linken Seite eine Konstante ist. Damit findet man ¢ = % in der speziellen Losung

und 5
z(t) = §t2 ot + eVt

als allgemeine Losung der Differentialgleichung. <
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10 Lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koef-
fizienten

Lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten kénnen auf Eigen-
wertprobleme fiir lineare Abbildungen zuriickgefithrt werden, die wir in der Li-
nearen Algebra behandelt haben.

Zur Fixierung der Bezeichnungen sei C[T'] die Menge aller Polynome (endlicher
Ordnung) in einer formalen Grofie T, d.h. P, (T) := ag+a; T+ - -+ a,T" € C[T]
fiir ein n € N und a; € C. Die Menge der Polynome C[T] bildet eine sogenann-
te Algebra, d.h. einen Vektorraum mit Produkt, wobei alle Distributiv-Gesetze
gelten. Wir interessieren uns fiir die Menge C[%] der Differentialoperatoren.

Ist C*(I) der Vektorraum der k-mal stetig differenzierbaren komplexwertigen
Funktionen f : I — C auf dem Intervall I C R und Pn(%) = ag+aL+-- ~—|—an$—i

t
mit n < k, dann ist dieser Differentialoperator n-ter Ordnung P, () eine lineare

Abbildung
P(g) - CH(I) — (1) ft) = aof () +arf'(t) + -+ anf™ (1) .

Wir kénnen a, = 1 annehmen. Insbesondere ist P,(<4) ein Endomorphismus des
Vektorraums C*° (1) der beliebig oft differenzierbaren Funktionen. Damit 148t sich
die Eigenwerttheorie von Endomorphismen eines Vektorraums auf Differential-
operatoren iibertragen. Zwar ist C*°(I) ein unendlich-dimensionaler Vektorraum,
aber nach Satz ist der Vektorraum ker(P, (%)) C C*°(I) der Losungen « von
P,(4)z = 0 endlich-dimensional.

Die gesamte Theorie der Differentialoperatoren P,(4) beruht auf der Beob-
achtung, dafl

Po(L)eM = P, (A)eM .
Folglich gilt:

Satz 10.1 Ist A € C eine Nullstelle des Polynoms P, d.h. P(\) = 0, dann ist

x = eM eine Lisung der Differentialgleichung P(45)eM = 0.

Im einfachsten Fall sind alle n Nullstellen von P, verschieden:

Satz 10.2 Sei B, (T) =T" +a, 1 T" ' +---+a;T + ag ein Polynom, welches n

paarweise voneinander verschiedene Nullstellen A1, ..., \, € C habe. Dann bilden
die Funktionen xqy, ..., o) : R — C mit
Ty (t) = Mt k=1,...,n,

ein Fundamentalsystem von Ldsungen der Differentialgleichung

P, (&)x = 2™ 4+, 12"V b Far=0.

&l
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Beweis. Nach Satz[[LTist jede dieser Funktionen () Losung der Differentialglei-
chung. Zur Uberpriifung der linearen Unabhéngigkeit berechnen wir die Wronski-

Determinante an der Stelle t = 0. Mit y((i; (t) = M. eMt ergibt sich

11 1
M A An
W) =det | 7 T
e D

Das ist genau die Vandermonde-Determinate (Aufgabe 3b von Blatt 10 aus dem
2. Semester),

W(0) = H()\k —N)#0,

k>l

da die Nullstellen paarweise verschieden sind. [l

Man sieht aber auch, da8 fiir mehrfache Nullstellen die Lésungen e*#! nicht linear
unabhéngig sind.

Beispiel 10.3 Gegeben sei die Differentialgleichung ="' (t) — 22" (t) + 2'(t) —
2x(t) = 0. Sie schreibt sich als P3(-L)y = 0 mit

Py(T)=T%—2T*+T —2= (T —2)(T? + 1) = (T — 2)(T —i)(T +1i) .
Alle Nullstellen von P5 sind paarweise verschieden, so dafl

it

I(l)(t) =€, Z(2) (t) =e 7, Z(3) (t) = 2

ein Losungsfundamentalsystem bildet. Wegen

cre 4 coe™ = (1 + ¢3) cost + (ic; — icy)sint
bildet dann
x(1y(t) = cost, x(9)(t) =sint, z3)(t) = e*
ein reelles Fundamentalsystem. <

Ganz allgemein gilt: Ist A = ipg mit g € R eine rein imagindre Nullstelle eines
rellen Polynoms P(T) € R[T], dann ist auch A\ = —iu eine Nullstelle, so daf}
sich die Losungen e der entsprechenden Differentialgleichung dquivalent durch
cos(ut) und sin(ut) ausdriicken lassen.

Beispiel 10.4 Wir erinnern noch einmal an die Schwingungsdifferentialgleichung

2"(t) + wix(t) = 0. Mit Pop(T) = T? + w? = (T — iw)(T + iw) finden wir sofort
das Losungsfundamentalsystem z(1y(¢) = cos(wt) und z(9)(t) = sin(wt). q
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Es verbleibt die Diskussion mehrfacher Nullstellen. Nach dem Fundamental-
satz der Algebra kénnen wir jedes Polynom P,(T) =T" +a, 1/ T" ' +---+ag €
C|[T] in Linearfaktoren zerlegen,

Po(T) = (T = M)™ (T = \)*

mit paarweise verschiedenen Nullstellen \; € C und k1 + --- + k, = n. Wir
benotigen zwei Hilfssdtze:

Lemma 10.5 Sei A € C und k € N sowie I C R. Fiir jede k-mal stetig differen-
zierbare Funktion f: 1 — C gilt

(G — V(@) M) = fO) e
Beweis. Fiir k = 0 ist nichts zu zeigen, und fiir £ = 1 ergibt sich

(G =MW e™) = f ) e+ f(1) (M) = Af(t) e = f(t)e .

Der Induktionsschritt & — & + 1 ist

(5 = V@) ) = (5 = NP0 e)

nach obiger Rechnung fiir £ = 1. O

Lemma 10.6 Es sei P,(T) € C[T] ein Polynom und A € C, so dafi P,(\) # 0.
Ist g : R — C eine Polynomfunktion k-ten Grades, so gilt

Po( ) (i) &) = hy(t)
wobei hy, : R — C ebenfalls eine Polynomfunktion k-ten Grades ist.

Beweis. Das Polynom P, (T) 148t sich (z.B. tiber den Satz von Taylor) umordnen
nach Potenzen von 7" — A:

n

PT) =) (T = N)

=0
mit ¢; € C und ¢y = P,,(\) # 0. Damit gilt nach Lemma [0

Pl (o) €¥) = 3 es(h = M (an(t) ) = 3 s (1) e
=0 =0
Wegen ¢y # 0 ist hy(t) == D7, cjg,(f )(t) wieder eine Polynomfunktion vom Grad
k. U
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Satz 10.7 Es sei P,(T) = (T — \)" - (T — \,)* ein Polynom n-ten Grades
mit paarweise verschiedenen Nullstellen \; € C der Vielfachheit kj. Dann besitzt
die Differentialgleichung P(%)x = 0 ein Losungs-Fundamentalsystem aus den
Funktionen

x(jm)(t)iztmff)\jt, 1§]§r,0§m§k‘]—1

Beweis. i) Fiir gewéhltes j 148t sich das Polynom P, schreiben als P,(T) =
Q;(T)(T — X\j)* mit Q;(\;) # 0. Dann gilt nach Lemma .3

Pa() (t7eM') = Qi () (5 — AP (t"eM') = Qi) (t™) M eMt = 0

wegen m < k;. Somit erfiillen alle Funktionen x(;,,) die Differentialgleichung.

ii) Zu zeigen bleibt die lineare Unabhéngigkeit der x(;n,). Eine Linearkombi-
nation der 2, hat die Form &(t) = >"_, g(;(t)e’", wobei g (t) eine Polynom-
funktion vom Grad < k; — 1 ist (wir lassen den Polynomgrad zur Verbesserung
der Lesbarkeit weg). Wir zeigen durch Induktion nach r, dal £ = 0 genau dann,
wenn g(;) = 0 fiir alle j.

Fiir r = 1 folgt aus Z(t) = g (t)eM = 0 fiir alle ¢ € R, daBl g1y (t) = 0 ist.

Im Schritt von r — 1 nach 7 sei dann Y77, g(;)(t)e’’ = 0. Ist eines der g
gleich Null, so sind wir nach Induktionsannahme fertig. Ansonsten wenden wir
(4 — )\,)* an und benutzen Lemma und Lemma [G:

0=(4- M'“(ig(j)(t)@kjt) = (@~ Av“)kT(ig(j)(t)eAjt)

=1
r—1 kr r—1 kr )

=D > culg - Aj)l<g(a’>(t>6Ajt> = (Zcﬂg((;’))(t)> eV,
j=1 i=0 j=1 =0

wobel hj)(t) wegen cjo = (A\; — A,)Fr # 0 wieder ein Polynom vom Grad < k; —1
ist. Nach Induktionsvoraussetzung ist dann h; = 0 fiir alle j und weiter wegen
cjo # 0 auch g((;))) (t) = 0, im Widerspruch zur Annahme. O

Beispiel 10.8 Gegeben sei die Schwingungsdifferentialgleichung mit kritischer
Reibung
0 =2"(t) + 2wa'(t) + Wz (t) = PQ(%)(Q?)

mit P(T) = T? + 2wT + w? = (T + w)? Die allgemeine Losung ist deshalb
z(t) = (¢ + cat)e . N

Wir betrachten nun inhomogene lineare Differentialgleichungen Pn(%)x =
b(t). Es bietet sich an, die Losung der homogenen Gleichung zu bestimmen, sie
in die Matrixform einer linearen Differentialgleichung 1. Ordnung zu iiberfiithren
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und dann durch Variation der Konstanten eine spezielle Losung des inhomoge-
nen Problems zu berechnen. In manchen Fillen kommt man aber durch einen
geeigneten Losungsansatz schneller ans Ziel.

Zunéchst folgende Beobachtung: Ist b(t) = by (t) + - - - + b (t) und x(k Losung
von P ($)zpy = bi(t), so ist @ = zay + -+ + a2 Losung von P,(4)x = b(t).
Der Losungsansatz funktioniert dann fiir rechte Seiten der Form b(t) = g, (t)e*,
wobei ¢g,, eine Polynomfunktion vom Grad m ist.

Satz 10.9 Sei P,(T) =T"+ a1 T" '+ -+ a;T + ag € C[T)] ein Polynom und
we C, sodaff P(u) # 0 (keine Resonanz). Dann gilt:

i) Die Differentialgleichung P,(%)x = e besitzt die spezielle Lisung

x(t) = Pnl(u) ek,
ii) Ist g, : R — C eine Polynomfunktion vom Grad m, so besitzt die Dif-
ferentialgleichung P,(%)x = g, (t)e" eine spezielle Lésung der Form
x(t) = hp(t)e!, wobei hy, : R — C wieder eine Polynomfunktion vom
Grad m ist.

Beweis. 1) ist klar wegen P, (4)et = P, (p)et.

ii) mit Induktion nach m. Der Fall m = 0 ist Teil i). Nach Lemma [0
ist P, (4)(tmert) = R (t)er* fiir eine Polynomfunktion A,,(t) vom Grad m. Wir
schreiben g, (t) = chp(t) + gm-1(t) fiir ein ¢ € C und ein Polynom g,,_1(t)
vom Grad m — 1. Nach Induktionsvoraussetzung gibt es eine Polynomfunktion
hm—1(t) vom Grad m — 1, so daB P,(4)z = g,_1(t)e" die spezielle Losung
z(t) = hpm1(t)e" hat. Dann hat P,(4)z = gm(t)e" die spezielle Lésung z(t) =
(™ + 1 (2))e!. O

Beispiel 10.10 Gegeben sei die Differentialgleichung z"(t) — z(t) = ¢, also
Py(4)z =b(t) mit P3(T) =T° 1= (T—1)(T?+T+1) = (T-1)(T—n)(T — )
und b( ) = te®. Damit ist P3(0) # 0, so dafi es eine spezielle Losung z(t) = c1t+cq
der Differentialgleichung gibt. Wir testen

3

!
(% — 1)(0115 +Co) = —Clt — Cy = t s
was auf co = 0 und ¢; = —1 fiihrt. Zusammen mit der allgemeinen Losung
(T12=—35 :I: \/_ 3) des homogenen Problem ergibt sich als allgemeinste Losung
3 3
z(t) = —t + ae' —l—e_%t(bcos gt—i-csin §t> . q

Satz 10.11 Sei P,(T) = T" + ap 1T '+ -+ 1T + a9 € C[T] ein Polynom
und g, : R — C eine Polynomfunktion vom Grad m. Die komplexe Zahl pn € C
sei eine k-fache Nullstelle von P, (Resonanzfall). Dann besitzt die Differential-
gleichung Po(£)y = gm(t)e" eine spezielle Losung der Form x(t) = hy,.p(t)et,
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wobei hym(t) = ZTJ; c;t! eine Polynomfunktion vom Grad m+k ist, in der die
untersten Potenzen t/ mit j < k nicht auftreten.

Beweis. Nach Voraussetzung gibt es eine Darstellung P, (T) = Q1 (T)(T — w)k
mit Qn (1) # 0. Nach Satz [[LY gibt es eine Polynomfunktion R, (t), so dafl
Qi (L) (him(t)e") = gm(t)e". Es gibt dann eine Polynomfunktion f, 4(t) =

thf c;t?, so daB hg;k( t) = hy(t). Nach Lemma gilt damit

Pal) (D)) = Qus () (e = 1) (B (D))
= Qu-r() (s (") = Quor(5) (hun()e)
_ gm(t) ut O

Beispiel 10.12 Wir betrachten noch einmal die Differentialgleichung z”(t) +

wz(t) = beos(t) = Re(be®™). Wir rechnen im Komplexen und nehmen am

Ende den Realteil der Losung. Wir haben Po(T) = (T — iw)(T + iw). Zunéchst
sei Q2 # w?. Wegen P, (i€)) = w? — Q2 ergibt sich fiir Q # w die komplexe Lésung
zu

b o

z(t) = cre™ + cpe ™ + —pC

c1,c0 € C.

Der Realteil ist

Re(z(t)) = a; coswt+as sin wt—i— seosQt,  a; = Re(c1+¢2) , as = Im(ca—cy) .

- Q

Im Resonanzfall 2 = +w ist Q eine einfache Nullstelle, so dafl eine spezielle
Losung die Form cte™! hat. Wegen

(% + w?)(cte™!) = 2icwe™"

ergibt sich

. . bt .
z(t) = 1™ + e ™ + %e“"t , ¢, €C .

Der Realteil ist

b
Re(z(t)) = a; coswt+as sin wt+2—tsin wt | a; = Re(c1+¢2) , as = Im(ca—cy) .
w
Wir bestéitigen damit die zuvor in Beispiel erhaltenen Loésungen. <
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Teil 111
Grundlagen der Funktionentheorie

11 Differentialformen und Kurvenintegrale

Definition 11.1 Sei U C R" offen. Unter einer Differentialform 1. Grades bzw.
einer I-Form auf U versteht man eine Abbildung

w: U — Hom(R", K) , K=RoderK=C.

Beispiel 11.2 Sei f : U — R stetig differenzierbar. Dann ist w = Df eine
1-Form, w(§) = (Df)(§) : R* — R linear. N

Wir bezeichnen hier mit £ = (&1, .. .,&,) die Koordinaten auf U, da die Bezeich-
nung x; € C(U) fiir die Koordinatenfunktionen reserviert ist:

Dann ist z;(§ + h) = & + hy = 2;(§) + (Dz;)(€) o h. Fiir diese Differentiale Dux;
der Koordinatenfunktionen fithrt man die besondere Bezeichnung dz; ein,

Beispiel 11.3 Sei v : U — R” ein Vektorfeld. Dann wird durch w = (v, . ), d.h
w(x)oh = (v(x),h) fir h € R", eine 1-Form definiert. q

Wegen der Linearitét ist eine 1-Form w durch ihre Werte auf den Basisvektoren
(€i)i=1,..n des R™ bestimmt, also durch die Funktionen woe; = w; : U — K. Dann
ist

()0 (Do hes) = 3 haw(€) oei= Y hun(€) = D wil6) (dr)(©) o h

= w(@) =) wi@dr(§), dwioe;=5;.
=1

Beispiel 11.4 i) Ist f : U — R stetig differenzierbar, dann gilt Df =

> (@:f)da;
i=1
i) Ist v = Z v;e; ein stetiges Vektorfeld, dann gilt fiir die durch w = (v, . )

i=1
n

definierte 1-Form w = Z v;dx;.

i=1
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1-Formen im R"™ koénnen iiber Kurven integriert werden. Dadurch 14t sich
z.B. die Arbeit definieren, welche ein Kraftfeld an einem Massepunkt verrichtet,
der sich auf einer Bahnkurve ¢ bewegt. Ist die Bahn geradlinig mit ¢(t) = ¢o + vt,
wobei ¢p, v € R" und ¢ € [a, (], und ist das Kraftfeld F'(¢(t)) = F € R" konstant,
dann ist die Arbeit erklart als

B
W= (Fo(3—a)) = [ dlpe).
Es ist deshalb sinnvoller, das Kraftfeld als eine 1-Form aufzufassen, welches eine
lineare Abbildung des Tangentialraums nach R implementiert. Als Definition der
Arbeit, die auch fiir nichtkonstante Kréfte sinnvoll bleibt, bietet sich an:

W(F,c) /6 dt F(e(t))od(t),  F:U — Hom(R",R) .

Definition 11.5 Essei ¢ : [a, ] — U C R" eine Kurve im Definitionsbereich einer
1-Form w : U — Hom(R", K). Die 1-Form w heiBt langs c integrierbar, wenn es eine
Zahl I € K gibt mit folgender Eigenschaft: Zu jedem ¢ > 0 existiert ein § > 0, so
daB fiir eine beliebige Zerlegung o < tg < t1 < -++ < tp, < B mit |ty — 1] < ¢
und beliebige Wahl von 7, € [t;_1, ;] gilt

‘1 =S wlelm) o (elty) — elti))| < e

k=1
In diesem Fall heift I =: fcw das Integral der 1-Form w langs c.

Es stellt sich heraus, dafl selbst fiir stetige 1-Formen w mehr als Stetigkeit der
Kurve ¢ gefordert werden muf}, damit w ldngs c integriert werden kann. Es geniigt
(stiickweise) Differenzierbarkeit der Kurve:

Satz 11.6 Ist w = Y. widx; stetig und ¢ = (c1,...,¢,) stetig differenzierbar,
dann ist w ldngs c integrierbar, und es gilt

/cw - /j dt w(e(t)) o (1) = ;/j dt wi(c(t))(t) .

Beweis. Nach Satz E4 besitzt ¢ eine Bogenldnge L(c). Die stetigen Funktionen
wi oc : |a,B] — K sind gleichméBig stetig. Wahle 6 > 0 derart, daf§ fiir alle
t,t' € [a, f] mit [t —t'| < 0 gilt

wile(t)) — wile(t)] <

nL(c)’
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Wiéhle eine Unterteilung o < tg < t1 < -+ < t,, < f mit |ty — tx_1| < J und
Tk € [tg_1,1x]. Dann gilt

’Zn: </ dt wi(c(t))ci( sz (7)) (ci(tr) — ciltr- 1))))

i=1 k=1
<ZZRL / dt |t |_ZZ / dt |l (¢
i=1 k= mrayril
<— [ d =
<05 [ wlewn=
Dabei haben wir Cauchy-Schwarz |} = |[(¢/,e;) < ||c/||||e:]] benutzt sowie die
Formel fiir die Bogenlénge aus Satz 4] O

Beispiel 11.7 Das Integral der durch ein homogenes Gravitationsfeld gegebenen
1-Form k = —mgdzs soll lings der Kurven c¢,v : [0,1] — R® mit ¢(t) = (1 —
cos(mt))ey +sin(wt)es + h(1—t)es und v(t) = 2te; +h(1 —t?)e3 berechnet werden.
Es gilt ¢(0) = v(0) = (0,0,h) und ¢(1) = v(1) = (2,0,0) sowie

1 1
/FL = —mg/ dt c4(t) = mgh , /H = —mg/ dt v5(t) = mgh .  (6)
c 0 0 0

Fiir dieses Beispiel ist die Arbeit unabhéngig vom Weg. <

Beispiel 11.8 Auf U = R?\ {0} heit w(¢) := — g2 du + plgdr, die Win-
1 2 1 2

dungsform. Wir integrieren w ldngs des geschlossenen Weges ¢ : [0, 271] — U, mit

c(t) = ey cost + egsint. Dann ist ¢/(t) = —e; sint + e cost, somit

w(c(t)) od(t) =sin®t + cos’t = 1 = /w =27 . N

12 Exakte 1-Formen

Definition 12.1 Sei U C R™ offen. Unter einer Stammfunktion (bzw. Potential)
einer I-Form w = Y w;dz; : U — Hom(R", K) versteht man eine differenzierbare
Funktion F': U — K mitw = DF(=dF), d.h. (0;F)(§) = w;(&) fiir alle ¢ € U und
1 =1,...,n. Eine 1-Form w, die auf U eine Stammfunktion besitzt, heiBt exakt.

57

Preliminary version — 3. Februar 2011



Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung besitzt jede stetige
1-Form fdx auf einem Intervall I C R eine Stammfunktion F' mit F’' = f.
Im Hoherdimensionalen gibt es nicht-exakte 1-Formen. Es wird sich zeigen,
dal die Exaktheit sogar vom Definitionsbereich U abhéingt. Wenn U zusam-
menhéngend ist, dann unterscheiden sich zwei Stammfunktionen (falls es sie gibt)
nach Satz [[T4] nur um eine Konstante. Fiir exakte 1-Formen gilt das Analogon
des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung:

Satz 12.2 Ist F' Stammfunktion einer stetigen 1-Form w auf U, so gilt fiir jede
(stiickweise) stetig differenzierbare Kurve ¢ : [a, ] — U

/ w = F(c(B)) — F(c(a))

Insbesondere ist fcw = 0 fiir jede geschlossene Kurve c¢: 1 — U.

Beweis. Nach Voraussetzung ist F o ¢ : [a, 3] — R differenzierbar auf [«, 5] mit
(Foc)(t)=(DF)(c(t)od(t) =w(e(t)) od(t). Somit gilt

B B
F(c(B)) — F(c(a)) = / dt (Foc)(t)= / dt w(c(t))od(t) = /w . O
Beispiel 12.3 Die Newtonsche Gravitationskraft einer Punktmasse M in 0 € R?
wirkend auf eine Punktmasse m in ¢ € U = R?\ {0} ist gegeben durch die 1-
Form w(&) = —% S &dx;. Diese 1-Form ist exakt mit Potential ® = VﬁWTﬁ”
Somit gilt fiir die Arbeit der Gravitationskraft lings einer beliebigen Bahnkurve ¢
zwischen &,n € U die Formel [ w = ®(n)—®(&) = va(i—ﬁ). Insbesondere

lInll
verrichtet die Gravitationskraft keine Arbeit auf einer geschlossenen Bahnkurve.

O

Beispiel 12.4 Die Windungsform aus Beispiel T8 kann nicht exakt sein, da das
Integral iiber ST nicht verschwindet.

Fiir eine exakte 1-Form w auf U héngt das Integral fcw nur von Anfangs-
und Endpunkt der Kurve ab und nicht vom Wegverlauf dazwischen. Wie bei
eindimensionalen Integralen ist es deshalb fiir exakte w sinnvoll zu schreiben
f:w = [ w, wobei fiir ¢ : [o, 3] — U eine beliebige Kurve mit ¢(o) = a und
¢(B) = b gewéhlt werden kann.

In Umkehrung von Satz garantiert Wegunabhéngigkeit der Integration
die Existenz der Stammfunktion.

Satz 12.5 FEine stetige 1-Form w auf einer zusammenhdngenden offenen Menge
U C R", die in U wegunabhdngig integriert werden kann, besitzt in U die (bis auf

3
Addition einer Konstanten eindeutige) Stammfunktion F(§) = / w
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Beweis. Es gibt eine offene Kugel K,.(§) C U. Dann liegt fiir jedes h € R"™ mit
|h|| <7 die Kurve ¢(t) = £ + ht fiir t € [0,1] in U, und es gilt
1

F(€+h)—F(§)—w(§)oh:< dtw(§+ht)oh) —w(€)oh

0

:/0 dt (w(€+ ht) —w(€)) o h.

In der Standardbasis ist (w(§ + ht) — w(§)) o h = D1, (wi(€ + ht) — wi(€))hs.
Wegen der Stetigkeit der w; folgt FI(§ +h) — F(§) —w(§) o h = o(||h]]). O

Auch wenn zunichst unklar ist, ob eine 1-Form eine Stammfunktion be-
sitzt, kann man zunéchst das Integral F(§) = ffw berechnen und nachtriglich
iiberpriifen, ob dF = w gilt.

Beispiel 12.6 Zur Berechnung der Stammfunktion des homogenen Gravitati-
onsfeldes w = —mgdrs im Punkt £ = (&1, &, &3) integrieren wir w entlang der
Kurve c(t) = &itey + &atwg + Estes, t € [0,1]. Es gilt mit ¢(¢) = >, &es

®(¢) = /Ofw = /01 dt (—=mg)&s = —mg&s .

Wie erwartet ist D® = w. q

Eine 1-Form w = Y  w;dz’ sei stetig differenzierbar. Falls w = Df das
Differential einer Stammfunktion f ist, d.h. w; = 0;f, dann mufl nach dem Satz
von Schwarz gelten

8J8kf = &ﬁjf = ijk = 8kwj fir alle j, k= 1, L..n.

Diese @ unabhéngigen Gleichungen heiflen Integrationsbedingungen. Wir
fithren folgende Bezeichnung ein:

Definition 12.7 Eine differenzierbare 1-Form w = Y | w;dx" heiBt geschlossen,
wenn fiir alle j, &k =1,...,n gilt (dw) ;) := Jjwy — Opw; = 0.

Damit haben wir gezeigt:

Satz 12.8 Notwendig fiir die FEzxaktheit einer differenzierbaren 1-Form w =
v widx ist, daf w geschlossen ist, (dw)jr = OQjwr — Opw; = 0 fir alle
5L k=1,...,n. O

Auf Teilmengen U C R? ist nur die Bedingung 0wy — Gow; = 0 zu iiberpriifen.
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Beispiel 12.9 Die Windungsform aus Beispiel ist in jedem Punkt & € R?\
{0} geschlossen:

B _L L 1 52-252 o 522_£%
1 = 0s( 5%+5§>‘ g+8 " @rar Grer
B 671 B 1 B €1~2§1 o ég_g%
o =n(+ 5%+§§> CG+E (8 ()P

Da die Windungsform nicht exakt ist, ist Geschlossenheit (im allgemeinen) nicht
hinreichend fiir Exaktheit! <

Fiir Teilmengen U C R? sind drei Bedingungen zu iiberpriifen:

(I"Ot U)l = (dw)23 = 62w3 — 83w2 =0 s
(rotv)g := (dw)3; = 3wy — wz =0,
(I‘Ot ’U)g = (dw)12 = 81WQ — 62(,4)1 =0.

Die dabei auftretende Konstruktion rotv heiit die Rotation des Vektorfeldes
v = 3% wie; zur Differentialform w = Y20 widz; = (v, .). Damit also das
Vektorfeld v Gradient eines Potentials sein kann, mufl zumindest die Rotation
von v verschwinden. Das Beispiel der Windungsform, welches dreidimensionale
Analoga besitzt, zeigt jedoch, dafl rot v = 0 noch nicht hinreichend ist, damit sich
die zugehorige Differentialform w = (v, .) wegunabhéngig integrieren 1a8t. Die
Integrabilitatsbedingungen sind jedoch hinreichend fiir Exaktheit im Falle von
Sterngebieten:

Satz 12.10 (Lemma von Poincaré) Es sei U C R" ein Sterngebiet, d.h. es
gibt einen Punkt a € U (das Zentrum), so daf fir jeden Punkt & € U die Ver-
bindungstrecke c¢(t) == a + (§ — a)t fir t € [0,1] vollstindig in U liegt. Ist eine
differenzierbare 1-Form w geschlossen auf dem offenen Sterngebiet U, so ist sie
auf U auch exakt.

Beweis. Fiir £ € U setzen wir

F(e) :=/%wz/Oldtw<a+<s—a>t>o<5—a>

Wegen der Offenheit gibt es ein r > 0, so daBl § + 7, ¢(¢qn)@) € U fiir ||n|| < r und
t € [0, 1]. Dann gilt fiir die partiellen Ableitungen (mit |h| < r)

(©,F)(€) = lim 1 (F(€+ hey) — F(©))

= lim % O dt <w(a + ({+hej—a)t) o (E+hej—a) —w(a+ (§—a)t) o (£—a))

h—0
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Zn: wila + (E+he;—a)t) — wi(a + (E—a)t)

1
= li dt
im .

h—0 0

(§i+h§ij_a'i)

i=1

1
+ }Lirr(l)/ dt wi(a+ (£ + he; — a)t)
—0.Jo

= /0 dt Z t(Ojwi)(a+ (§—a)t) (&—ai) + /0 dt wi(a+ (£ —a)t)

Gelten die Integrationsbedingungen, so folgt mit Kettenregel (w; o ¢)'(t) =
(Dw;)(c(t)) o (1)

(0,F)(€) = / dt S HOwy)(a+ (E—a)t) (E—as) + / dt wia+ (€ — a)t)

0 i=1

= [t e itat =) + [ drwstat (-
Loy
:/O dt%(twj(a%—(g—a)t))

= (twy(a+ ()| = () :

Beispiel 12.11 Da die Windungsform w geschlossen ist, ist sie nach dem Lemma
von Poincaré auf Sterngebieten exakt. Ein solches ist z.B. gegeben durch die
geschlitzte Ebene U = R?\ (R_ x {0}) (die Punkte (b,0) mit b < 0 fehlen). Jeder
Punkt (a,0) mit a > 0 ist mogliches Zentrum des Sterngebietes U. Legen wir das
Potential in (1,0) fest zu F(1,0) = 0, dann ist das Potential in (£;,&) = rel?,
mit |¢p| < m und r > 0 gegeben durch Integration von w z.B. lings der reellen
Achse zum Punkt (7,0) und dann lings des Kreisbogens von re® nach rei?:

F(re'?) = /0 dt wi((1+ (r—1)t,0)) - (r—1)

n /0 dt (tr((r cos(o1). rsin(91))) - (—ré sin(61))
+ wa((r cos(t), rsin(gt))) - (re cos(¢t))>

— /1 dt <¢sm2(¢t) + ¢pcos’(¢t)) = ¢ .
0

Zuriickiibersetzt in kartesische Koordinaten ist F(&;,&) = arccos —=—. Dann

ist fiir & # 0
1 1 5%
OF)(&, &) = — ' B
(1 F) (&1, 62) _Sm(amcos\/;;@) <\/m (\/m)?’)

:_\/€%+§§. £ &
&2 WVE+8gpr G+&°
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1 §1&
O F — Y
(D F)(&,6) —sin (arccos T?%S) ( (\/ f% + 5%)?’)

VB8  ah &
& (VE+e)» &+&°

Somit ist, nach stetiger Fortsetzung auch zu Punkten (£, = 0, & > 0), die Funk-
tion F'(&1,&) = arccos\/ﬁ auf der geschlitzten Ebene eine Stammfunktion

zur Windungsform. <

Eine weiteres wichtiges Anwendungfeld dieser Methoden ist die Klasse der
exakten Differentialgleichungen. Dabei geht es ausschliefSlich um Differentialglei-
chungen 1. Ordnung fiir eine Funktion y(z).

Definition 12.12 (Exakte Differentialgleichung) Sei U C R? offen und zu-
sammenhangend und g, h : U — R stetig. Die Differentialgleichung

9(x,y) +h(z,y)y'(x) =0

heiBt exakt, wenn es eine stetig differenzierbare Abbildung F' : U — R gibt, so daB
g(z,y) = Z(z,y) und h(z,y) = %—z(x,y). In diesem Fall heiBt F' die Stammfunktion
der Differentialgleichung.

Die Stammfunktion einer exakten Differentialgleichung ist bis auf eine Kon-
stante eindeutig. Die Losungen y(z) einer exakten Differentialgleichung ergeben
sich wie folgt: Ist F(x,y) eine Stammfunktion, dann 16se man die Gleichung
F(z,y(z)) = C, fir C' = const, lokal mittels des Satzes iiber implizite Funktio-
nen auf. Diese Losung ist dann eine durch C' parametrisierte Kurvenschar. Denn
ist h(x,y) = (0,F)(z0,Y0) # 0, dann gilt in einer Umgebung von (o, yo)

oy (OeF)(2y)  gla,y)
V) = G, Py~ hay)

Somit wird die exakte Differentialgleichung zuriickerhalten.

Beispiel 12.13 Die Differentialgleichung 2y y'+2x = 0 ist exakt, denn F(z,y) =
2?2 + y? ist Stammfunktion. Die Niveaukurven F(z,y) = R? sind konzentrische
Kreise um den Nullpunkt. <

Uber die Verbindung g(z,9) + h(z,y)y'(z) = 0 & w = g(z,y)dx +
h(z,y)dy und die Identifizierung der Stammfunktionen erhalten wir:

Satz 12.14 (Notwendige Bedingung fiir Exaktheit) Auf einer offenen und
zusammenhdngenden Teilmenge U C R? sei die Differentialgleichung g(x,y) +
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h(z,y)y" = 0 gegeben mit stetig differenzierbaren Abbildungen g,h : U — R. Ist
die Differentialgleichung exakt, so gilt

dg oh

a_y(x7y):a_x('ruy> fUT’ alle (Jf,y) cU. O

Fiir Sterngebiete 1&8t sich die Stammfunktion iiber das Kurvenintegral berechnen:

Satz 12.15 FEsseiU C R? ein offenes Sterngebiet. Die Abbildungen g, h : U — R
seien stetig differenzierbar, und es gelte g—g(as, y) = %(w, y) fir alle (z,y) € U. Sei
(x0,%0) € U ein beliebiger Anfangspunkt und c(t) = (x(t),y(t)) firt € [0,1] eine
beliebige stickweise stetig differenzierbare Kurve in U mit (x(0),y(0)) = (20, yo)
und (x(1),y(1)) = (x,y). Dann ist

(@,y)
F(x,y) = /( (9(z,y)dx + h(x,y)dy)

0,Y0)
_ /0 dt (g(x(t), y(£)2' (1) + h(z(t), y())y/ (1))

eine Stammfunktion der Differentialgleichung g(x,y) + h(z,y)y’ = 0. O

Beispiel 12.16 Gesucht wird fiir geeignete Intervalle I,J C R eine Losung
(x,y) € I x J der Differentialgleichung

2z 2 2 -1y , B
(-3@) * (Gor G v @ -0

a(z.) ha.)
Wegen By( — %‘3) = i—“g =0, (y% + IZQI) ist die zugehorige 1-Form w = gdx + hdy

geschlossen. Sei J C RY. Da I x J ein Sterngebiet ist, ist eine Stammfunktion
gegeben z.B. durch Integration von w léings eines horizontalen Weges ¢(t) = (2o +
t(z — z9), yo) und dann lings eines vertikalen Weges ¢(t) = (z,yo +t(y — yo)), fiir
(20, y0) € I x J und jeweils ¢ € [0, 1]:

ﬂ%wzldw@m%@—mmm%%ﬂm+ldHMwm%@—w%@—%)

B /1 " (1 B 2(xo + t(z — xo))>(x ~ )

Yo

1 2 r?—1
+/o “ <(yo TR R e yo))2> =0

T+ 1 1 x22—-1 x22-1

Yo 2 ?Jg Yy Yo
2 1 1 2_ 1 1
:.T—L——z—C(), Oo—xo—xo - 5 -
Yy Yy Yo Yo
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Damit ist die Losung der Differentialgleichung gegeben durch die implizit defi-
nierten Kurven F(z,y) = C — Cy, also (x — C)y* — (22 — 1)y — 1 = 0. Die Lésung
ist

22124/ (22 ~1)2+4(z—C)
o (Q(i_lc);H( D fira>C ,
y(x) = — fire=C#1,
—a?+\/(1-2%)?—4(C—a)
e (21(0_2)2 WD iy < O (1—2%)?2>4(C—2).

Je nach Anfangsbedingung ist nur eines der Vorzeichen realisiert. Nehmen wir
z.B. C = 0, dann ist in der Kurve durch (xg,y0) = (1,1) fir x > 0 das positive
Vorzeichen realisiert. Diese Losung setzt sich stetig fort zu —0.22527 < z <
0, wobei das negative Vorzeichen realisiert ist. Der andere Zweig wiirde durch
(20, y0) = (1, —1) gehen und sich zu = > 0 fortsetzen, ist aber durch die Bedingung
y > 0 ausgeschlossen. <

Manchmal ist eine Differentialgleichung ¢(z,vy) dx + h(z,y) dy = 0 nicht ex-
akt, aber durch Multiplikation mit einem integrierenden Faktor m(x,y) exakt zu
machen, d.h. m(x,y) g(x,y) de+m(z,y) h(z,y) dy = 0 ist exakt. Ein integrieren-
der Faktor kann relativ leicht gefunden werden, wenn er nur von x oder nur von
y abhingt. Offenbar ist die zugehorige 1-Form m(x)g(z,y)dx + m(x)h(x,y)dy
genau dann geschlossen, wenn gilt

(0y9)(x,y) = (Ouh)(2,y) _ m/(z)
h(z,y) m()

Das erfordert, daf die linke Seite unabhéngig von y ist. Analog ist m(y)g(x, y)dx+
m(y)h(z,y)dy genau dann geschlossen, wenn

(0:h)(2,y) = (Dy9)(2,y) _ m'(y)

9@y = nly) )

= (Inm)'(z) .

Beispiel 12.17 Gegeben sei die Differentialgleichung

(=2 y(@) + (@ yla) ") y'(@) = 0.

-~

g h

Sie ist nicht exakt, aber

(0y9)(z,y) = (Ouh)(w,y)  —a® — 2oy —3a®) 2

h(z,y) x2y — a3

ist unabhéngig von y. Somit fithrt (Inm)'(z) = —2(Inz)" auf den integrierenden
Faktor m(z) = &, d.h.
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ist eine exakte Differentialgleichung. Eine Stammfunktion auf einem Sterngebiet
ist gegeben durch

F(z,y) = /01 dt <(x0 n (xl_ )’ yo) (x — x0)

n /0 dt ((yo + (v = yo)t) — ) (¥ — %o)

1 1 1
=—=+— —yolz — ) + (Yo — ) (y — %) + 5 (¥ — %)’
T X 2
1 1 1 1
= ———ay+sy>—Co, Co = —— — ZoYo + Y5 -
T 2 Zo 2

Die Losungen der urspriinglichen Differentialgleichung sind somit

2
ylx) =z £\/22+ -+ C. q
T

13 Holomorphe Funktionen

Wir behandeln nun die komplexe Differenzierbarkeit von komplexwertigen Funk-
tionen f : U — C auf offenen Teilmengen U C C.

Definition 13.1 Es sei U C C offen. Eine Funktion f : U — C heiBt komplex
differenzierbar im Punkt z € U, falls der Grenzwert

vy flw) = f(2)
fi(z) = wilf,ﬁ#z T

existiert. Die Funktion f : U — C heiBt holomorph im Punkt z € U, wenn f in einer
offenen Umgebung V' C U von z komplex differenzierbar ist, und holomorph auf U,
falls f in jedem Punkt von U holomorph ist.

Wie iiblich wird die Konvergenz beziiglich des Abstands | | auf C definiert. Wie
im Reellen folgt aus der komplexen Differenzierbarkeit die Stetigkeit, aulerdem
die lineare Approximierbarkeit nach SatzP6.4 aus dem 1. Semester: Ist f : U — C
differenzierbar in zy € U, dann gibt ein ¢ : U — C mit

f(2) = f(z0) + f'(20)(z — 20) + ¢(2)  mit lim ) _ 0.

Z—20 & — ZO

Fiir komplex-differenzierbare Funktionen f, g gelten die {iblichen Rechenregeln

(f +9)(2) = f'(2) +4'(2) , (f-9)(2) = f'(2)9(2) + f(2)g'(2) ,
(fog)(z) =f(g(2) - 4'() .

Analog zu Satz aus dem 1. Semster gilt:
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Satz 13.2 Jede Potenzreihe f(z) = > po,arz® mit aj, € C ist ém Inneren ihres
Konvergenzkreises Kg(0) komplex differenzierbar und damit (fir R > 0) holo-
morph in Kg(0). Ihre Ableitung ist f'(z) = > oo, kagz""". O

Wir kénnen f : U — C auch auffassen als f = u+iv : U — R? mit U C R? und
komplexe und reelle Differenzierbarkeit vergleichen. Wir werden oft (z,y) € R?
mit = + iy € C identifizieren.

Satz 13.3 Es sei U C C ~ R? offen.

i) FEine Funktion f : U — C mit f =u+iv sei in z = x + iy € U komplex
differenzierbar. Dann sind u,v : U — R partiell nach x,y differenzierbar,
und es gelten die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen

Opu = Oyv Oyu = =0, .

ii) Die Funktionen u,v : U — R seien stetig partiell differenzierbar auf U,
und es gelten die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen. Dann
ist f = u+iv holomorph auf U.

Beweis. 1) Ist f komplex differenzierbar in z, dann gilt

0.f(w+ig) = lim_—(fla+htiy)~ fo+iy) = f(),

h—0, heR h

Of@+iy) = lm_ = (fe+ily+h) = flz+iy) =if ().

h—0, heR ih

also 0, f = —i0, f und nach Zerlegung in Real- und Imaginérteil
Opu +10yv = —i0,u + Oyv .

ii) Nach Voraussetzung sowie Satz[[C7ist f = u+iv total differenzierbar, und
das Differential ist gegeben durch die Jacobi-Matrix der partiellen Ableitungen:

fx+hy+i(y +he)) = f(z+iy) + (0. f)(x +iy) + ha(9, f) (2 +iy) + d(hy +ihs)

|¢(h1+iho)|
ferentialgleichungen gilt

mit limp, p,—0 = 0. Unter Verwendung der Cauchy-Riemannschen Dif-

f(x 4 hy +i(y + he)) — f(z +iy)

hy + ihg
1 : : : : ¢(hy +ihs)
=i <h1(0xu +10,v)(x + 1y) + ha(Oyu + 10,v)(z + 1y)> + Thit i
zﬁxu%—i@xv—i-w .
hl + lhg
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letutirl _ () oxistiert der Limes

Wegen limy, j,—0

f(x 4 hy +i(y + he)) — f(z +iy)

/ SN . . .
flotiy) =, lim I+ ihs = Guti0:v.
Die Rechnung gilt fiir beliebige x + iy € U, also ist f holomorph auf U. O

Beispiel 13.4 Es sei f(z) = 2z = 2? + y?. Dann ist f komplex differenzierbar
in 0, aber nicht in z # 0 und damit nirgends holomorph. Zwar gilt f/(0) =
lim, o 2 = lim,_ Z = 0, aber mit u = 2 + y* und v = 0 ergibt sich

Oyu=2x, Ou=2y, Ov=0,=0.

Die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen gelten also nur in x = y = 0,
somit ist f in keiner Umgebung von 0 komplex differenzierbar. <

Holomorphe Funktionen (also komplexwertige Funktionen, die in einer Umge-
bung komplex differenzierbar sind) haben die bemerkenswerte Eigenschaft, dafl
sie sogar beliebig oft differenzierbar sind. Wir werden das in mehreren Teilschrit-
ten beweisen. Der erste Schritt ist die Betrachtung von Kurvenintegralen.

Sei U C C offen. Jede stetige komplexwertige Funktion f : U — C definiert
eine 1-Form w = fdz = fdr +ifdy : U — Hom(R? C) durch die Identifikation
C =R2 Ist c(t) = z(t) + iy(t) = (z(t),y(t)) (stiickweise) stetig differenzierbar,
so folgt fiir das sich ergebende Kurvenintegral der 1-Form fdz langs ¢

B B
/ f(z)dz = / dt f(c(t)a'(t) +if(c(t)y'(t) = / dt f(c(t))c'(t) -
Die Standardabschétzungen liefern:

Satz 13.5 Seic: [, 5] — U eine differenzierbare Kurve und f : U — C stetig.
Dann gilt

‘/Cdz f(z)) < sup |f(c(®)]L(e),

t€a,f]

b
wobei L(c) = / dt /(z/(t))2 + (y/(t))? die Bogenlinge von C' ist. O

Ist f stetig komplex differenzierbar auf U, so liefern die Cauchy-Riemannschen
Differentialgleichungen 0, f = i0, f und damit die Geschlossenheit von fdx+ifdy.
Nach dem Lemma von Poincaré ist dann fdz exakt auf Sterngebieten und 143t
sich dort wegunabhéngig integrieren. Wir zeigen nun, dafl das sogar ohne die
Voraussetzung der stetigen Differenzierbarkeit gilt. Zunéchst sei ¢ = 0A der
Rand eines Dreiecks A.
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Satz 13.6 (Lemma von Goursat) FEs sei U C C offen, f: U — C holomorph
und A ein offenes Dreieck mit A = AUOA C U. (Sind a,b,c € U die Eckpunkte
von A, dann ist 0A = ab U be U ca mit positivem Umlaufsinn, d.h. entgegen dem
Uhrzeigersinn.) Dann gilt

/dzf(z)zo.

0A

Beweis. Durch Verbinden der Seitenmittelpunkte entstehen aus A vier kongruente
Dreiecke A,, Ay, A, A,,. Werden diese Dreiecke positiv umlaufen, dann gilt

/Mdz f(z>:/E)Aade(Z)+/8Abd2f(Z)+/8Ach f(z)—i—/é)Amdzf(Z),

da in der Summe die Kanten von 0A,, zweimal in entgegengesetzte Richtung
durchlaufen werden. Ist A; jenes Teildreieck, fiir das das Kurvenintegral den
betragsméfig grofiten Wert hat, dann gilt

dz f(z)‘ < 4’ dz f(z)‘ :

‘ 0A 0A1

Das Dreieck A; werde erneut in 4 Teildreiecke zerlegt, A, sei jenes mit be-
tragsmaBig groftem Kurvenintegral. Durch Wiederholung des Verfahrens entsteht
eine Folge A = Ay D A; D --- D A, von Dreiecken mit

| / L5 / L 1)

Wegen der Vollstandigkeit von C gibt es ein zo € A,, fiir alle n. Nach Voraus-
setzung ist f in zy komplex differenzierbar, d.h. es gibt eine Funktion r : U — C
mit

<4"

f(2) = f(20) + (2 — 20)f"(20) + |z — 20|7(2)  mit lim r(2) =0.

z—20

Da jede polynomiale 1-Form eine Stammfunktion besitzt, gilt

/ dz (f(z0) + (2 — 20) f'(20)) =0 .
oA,

Es sei L := L(A) der Umfang von A. Dann ist L(A,,) = 27" L. Wegen 2, € A,
ist |z — zo| < 27"L fiir alle z € 9A,,. Somit gilt nach Satz [[33

)/aAn dz f(z)) = ‘/(mn dz |z—zo\r(z)‘ <27"L- sup |z—zl|r(z)] < 47 "L? sup |r(2)] .

2€0A,, 2€An
Somit gilt
[ r)] <2 sw re)]
8A zern
Fiir n — oo geht z — 2, und damit lim, .o sup .5 |r(2)| = 0. Das ist die
Behauptung. 0
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Lemma 13.7 Es sei U C C offen, ¢ : [o, 5] — U eine (stickweise) stetig dif-
ferenzierbare Kurve und w eine stetige 1-Form auf U. Dann gibt es zu jedem
€ > 0 eine Unterteilung a =ty <ty < --- < t,, = 3, so dafs fiir die zugehorigen
Sekanten &(t) = c(t;—1) + === (c(t;) — c(t;—1)), mit t € [tj—1,t;], von ¢ gilt

tj —t]'_l

m
[ [o=32 [ o] <e.

Beweis. Durch leichte Abwandlung des Beweises von Satz[[T.8. Wegen der Stetig-
keit von w; und der Offenheit von U gibt es zu jedem t € [a, 3] eine offene Kugel
Ks,(c(t)) € U, so daf \wz( (1)) — wi(a)|] < i fir alle a € Ks,(c(t)). Dann
ist |w;(a) —w;(b)] < e Lur alle a,b € K, (c(t)). Die Menge U,¢( g Ko (c(1))
ist eine Uberdeckung der Spur von c¢. Da die Spur von ¢ kompakt ist als Bild
von [a, §] unter einer stetigen Abbildung, gibt es endlich viele offene Kugeln
Ky,...,K, C U mit Mittelpunkten c(7),. C(Tm) welche die Spur von ¢
iberdecken, und fir die gilt |w;(a;) — w;(b )\ < gz fir alle a;,b; € Kj. Sei
ty = a und t,, = (. Nach aufsteigender Anordnung entsprechend des Kur-
venparameters sei c(tp) € K und c(t,,) € K, Weiterhin gibt es zu jedem
1 < j < m einen Punkt ¢(¢;) € K; N Ky (mit ¢; > ¢ fir j > k). Nach
Konstruktion ist c([tj 1,15]]) C K und ¢;([t;—1,t5]) C K; sowie 7; € [t;_1,t;].
Wegen fti] dt i( ft = ¢i(t;) — ¢i(tj—1) gilt

[ [

Iy / dt (i(e(D)el () = wile(m)el(t) + wile(m)Et) — wi(e(0),(0) |

’Ll]l

23 / dt (Jwile(t)) = wilem)IesO)] + (@) = wilelm)1E01) < ¢

=1 j5=1
nach #@hnlichen Schritten wie im Beweis von Satz [0 sowie der Supremums-

Eigenschaft der Bogenlénge Z / dt ||¢;]] < L(c). O
1 Jti1

Definition 13.8 Es sei U C C offen.

i) Zwei stetige Kurven cq, ¢; : [a, f] — U mit ¢p(a) = ¢1(a) = a und ¢o(0) =
c1(8) = b heiBen homotop in U, wenn sie in U stetig ineinander deformiert
werden konnen, d.h. wenn es eine stetige Abbildung H : [a, 3] x [0,1]
H(t,s) € U gibt mit H(t,0) = ¢o(t) und H(t,1) = ¢1(¢) fiir alle t € [a, (]
sowie H(a,s) =a und H(B,s) = b fir alle s € [0, 1].
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ii) Eine geschlossene stetige Kurve ¢ : [o, 3] — U mit c(a) = ¢(f) = a
heiBt kontrahierbar in U (oder nullhomotop), wenn sie homotop zum Punkt
co(t) = a fiir alle t € [a, (] ist.

i) U heiBt einfach zusammenhangend, wenn U zusammenhangend ist und jede
geschlossene Kurve in U kontrahierbar ist.

Satz 13.9 (Cauchyscher Integralsatz) Es sei U C C offen und f : U — C
eine holomorphe Funktion. Dann gilt:

i) Fir jede in U kontrahierbare stiickweise stetig differenzierbare geschlos-

sene Kurve c: [a, f] — U gilt /dz f(z) =

ii) Sind co, ¢y homotope stiickweise stetig differenzierbare Kurven in U mit
gemeinsamem Anfangs- und Endpunkt, dann gilt

/dzf /dzf

iii) Ist U einfach zusammenhingend und c¢ : [a, ] — U eine beliebige
stiickweise stetig differenzierbare Kurve von c¢(a) = zo nach ¢(8) = z,
dann ist das Integral

P o= [ dw fw) = [ dw s

20 c

unabhdngig von ¢ und eine holomorphe Stammfunktion zu f, d.h. es gilt
F'(z) = f(2).

Beweis. i) Sollte sich die Kurve ¢ selbst schneiden, so iiberlegt man sich, daf§
das Kurvenintegral zerfillt in eine (nicht eindeutige) Summe von Integralen langs
Kurven ohne Selbstschnittpunkte. Es gentigt dann, i) nur fiir Kurven ohne Selbst-
schnittpunkte zu beweisen. Nach Lemma [[37 gibt es zu jedem ¢ > 0 einen ge-
schlossenen Polygonzug P(c) in U, der wegen der Offenheit von U auch ohne

Selbstschnittpunkte gew#hlt werden kann, so daf3 ‘ / / < €. Nach Kon-

struktion ist mit ¢ auch P(c) in U kontrahierbar. Es sei Q(c) das Innere von P(c),
welches sich triangulieren 148t, d.h. es gibt endlich viele abgeschlossene Dreiecke

Aq,..., Ay C U, welche sich hochstens in Ecken oder Kanten schneiden, mit
AU~ UAp = Q(c) und 0(A; U---UA,) = P(c). Nach dem Lemma von

Goursat ist / dz f(z) = 0 fiir jedes Dreieck A;. In der Summe heben sich die
OA;
Beitréige aller inneren Kanten weg, so dafl

O—Z/ dz f(z /P(C)dzf(z).
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Somit ist ’ /dz f(2)| < e fiir beliebiges € > 0, also /dz f(z)=0.
¢ ¥

ii) folgt aus i) fir die kontrahierbare Kurve ¢ = ¢y U (—¢p), wobel —¢; in

umgekehrte Richtung wie ¢; durchlaufen wird, was / dz f(z) = — / dz f(z)

—C1 C1

ergibt.
iii) Nach Aufteilung in Polygonziige kénnen wir annehmen, da8 fiir beliebige
z+ h aus einer Umgebung von z das Dreieck A mit Eckpunkten zy,z, z+ h in U

liegt. Sei F(z) := / dw f(w) und analog fir F(z + h). Nach dem Lemma von

20,2

Goursat ist

0= [ aw s~ [ dw )+ / i f) - / dw f(w),

Damit ist
F(z+h)— F(z 1 1
FEM=PE s = |5 [ dwsw—5 [ aw
h h z,z+h h z,2+h
< sup |f(w)— f(2)].
weEz,z+h
Wegen der Stetigkeit von f ist limj,_q SUD 7777 |f(w) — f(2)| = 0. O

Der Cauchysche Integralsatz ist die Grundlage der gesamten Funktionentheo-
rie. Seine Konsequenzen sind grundlegend verschieden zur reellen Dfferential-
rechnung.

Beispiel 13.10 (Fresnel-Integral) Gesucht ist [;°dt e . Dazu integrie-
ren wir die holomorphe Funktion f(z) = e % iiber die geschlossene Kurve
(017 Co, _03):

r+ir

s o /63 dzf(z) = /61 dzf(2) +/62 dzf(z) .

0 C1 r

Mit ¢y(t) = r 4 it ist |f(ca(2))] = e ™+ < e+ und damit

\/ az f(2)

Fiir r — oo konvergiert das Integral gegen 0, also gilt

1—e

r

< /07“ dt | f (o)) ()| = e /07“ dt e =

lim [ f(z)dz=lim [ f(z)dz=lim [ dte® = g :
r—00 c3 T—00 c1 rT—00 0
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Andererseits ist c3(t) = (1 +1)t mit ¢ € [0, 7], also (c3(¢))? = 2it? und

. T : L+i) [> i o —ir?
lim dtezltg(l—i—l):( / dr e :\ﬂ/ dre ™ .
T Jo V2 Jo 0

o - 1
Somit gilt / dt e = 5\/E und nach Zerlegung in Real- und Imaginérteil
0 i

mit e~ = cost? — isint? schlieBlich
dt cos(t? :/altsint2:\/E = /dxcosx:/dxsinx: E,
[t costet) = [at sinet) =3 (ae 22 = [ [

<

Beispiel 13.11 (Hauptzweig des komplexen Logarithmus) Es sei C™ :=
C \ R~ die geschlitzte komplexe Ebene (die reellen Zahlen < 0 fehlen). Jede
geschlossene Kurve ¢ : [a, 8] — C~ ist kontrahierbar. Die Funktion f(z) = 1 ist
wegen f'(z) = —Z% holomorph auf C~ und kann deshalb wegunabhéngig integriert

werden. Es sel

“d d
L(z) = / . /—Z (¢ ist beliebige Kurve zwischen 1 und z in C7)
1 R c <

Dann ist L(z) holomorph auf C~ mit L(z) = L und L(1) = 0. Es gilt (ze 1)) =

z

e LB (1 — 2L/(2)) = 0, also ist ze X*) = const = 1-e L) =1, d.h.

L@z) = 4 fiir alle z € C™ .

Man nennt L(z) den Hauptzweig des komplexen Logarithmus. Mit der Kurve
c=ciUcy, ct)=t:[l,r] =C, c(t)=re":[0,¢] —»C

von 1 iiber r nach z = re'? ergibt sich mit ¢} () = 1 und d(t) = ire'

| ks 1 :

Ist f : U — C eine nullstellenfreie Funktion auf einer einfach zusam-
menhingenden offenen Teilmenge U C C, dann wird durch e = f der holo-
morphe Logarithmus F von f definiert. Wie in Beispiel 311 ist

[ fw)
F@‘/zod Flw)

eine holomorphe Stammfunktion zu £, und es gilt fe=¥ = const. Wegen e* =
1 <« 2z € 27iZ unterscheiden sich zwei holomorphe Logarithmen nur um
Vielfache von 27i und sind somit durch Angabe ihres Wertes in einem Punkt zg €
U eindeutig bestimmt. Uber den holomorphen Logarithmus kénnen komplexe
Potenzen nullstellenfreier Funktionen definiert werden als f& = e fiir o € C. «
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14 Die Cauchysche Integralformel

Satz 14.1 (Cauchysche Integralformel) Es sei f holomorph in einer offenen
Teilmenge U C C, welche die abgeschlossene Kreisscheibe K,.(a) mit Mittelpunkt
a € U und Radius r enthdlt. Der Umfang der Kreisscheibe ist dann die Kurve
ke(t) = a+ret mitt € [0,2r]. Dann gilt fiir jeden Punkt z € K,(a) im Inneren

des Kreises . £0)

Beweis. Zu z € K,(a) gibt es ein € > 0, so dal die abgeschlossene Kreisscheibe

(2) um z mit Radius ¢ im Inneren von K, (a) liegt. Sei 7.(T) = z + €€ mit
7 € [0,27] der Umfang. Der entstehende (asymmetrische) Kreisring KR, . :=
K,(a)\ K.(z) werde aufgeschnitten entlang einer beliebigen (stiickweise differen-

zierbaren) Kurve o0 € KR, ..

Dann ist C bezughch ¢ holomorph in dem so entstehenden einfach zusam-
menhangenden Gebiet I', das von den Kurven &,., 0, —., —o berandet wird. Dabei
werden die beiden Kurven o in verschiedene Richtungen durchlaufen, so daf sich
die Randintegrale Wegheben Auflerdem wird 7, in negative Richtung durchlaufen.
Somit gilt nach Satz[[3.9

[ac - [ - [ ac KO g e =

Insbesondere ist die linke Seite unabhéngig von e, also kénnen wir den Limes
€ — 0 betrachten. Da f in einer Umgebung von z komplex differenzierbar ist,
ist W auf K.(z) beschrankt. Da der Umfang L(~.) mit € gegen 0 geht, ist

/ d¢ M = 0. SchlieSlich gilt auf dem inneren Kreis s—A—— = —
=y (= G e

und /(1) = iee, damit

1 2T :
/ :/ dtlE et = 2mi ,
v C—z 0 eel

was die Cauchysche Integralformel beweist. O

Uber die Cauchyche Integralformel lassen sich bereits einfache Kurvenintegrale
berechnen. Eine umfassendere Verallgemeinerung wird spéter im Residuensatz
gegeben.
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Beispiel 14.2 Fiir c(t) = 2¢*, ¢ € [0, 1] ist

expl() exp(() o
/CdC o1 /8K2(0) d¢ C—2 Lmerao = 2miexp(1l) = 2mei . q

Entscheidend fiir die gesamte Funktionentheorie ist die Tatsache, dafl man den
Wert f(z) durch ein Kurvenintegral berechnen kann, wobei die Kurve auferhalb
von problematischen Punkten der Funktion gewéhlt werden kann. Auflerdem geht
der Punkt z im Kurvenintegral gar nicht in die Funktion f ein, sondern tritt nur
im Faktor Q%z auf. Dadurch lassen sich bemerkenswerte Aussagen gewinnen.
Satz 14.3 (Potenzreihenentwicklung) FEine holomorphe Funktion f auf ei-
ner offenen Teilmenge U C C kann in jeder offenen Kreisscheibe K (a) C U in
eine Potenzreihe f(z) =Y " a,(z — a)" entwickelt werden. Der Konvergenzra-
dius ist mindestens so grofi wie der Abstand des Mittelpunktes a zum Rand von

U. Die Entwicklungskoeffizienten sind gegeben durch die Integrale

_1 f(©)
Ap d<m

- 2ni 0K (a)
fir einen beliebigen Radius 0 < r < p. Ist |f(C)| < M fiir alle ¢ € 0K,(a), dann
konnen die Koeffizienten abgeschitzt werden durch |a,| < TMn

Beweis. Fiir z € K.(a) mit r < p und ¢ € 0K,(a) gibt es eine reelle Zahl

0<qg<1,sodaB |§:Z| <1 - q. Dann gilt

f¢)  f©) 1 _,f(()ﬁi:(z-—a>”,

(-2 (—a 1-22 (—a“=\(-a

wobei die Reihe, die durch 7 (1 —¢)" = % majorisiert wird, gleichmdflig kon-
vergent ist. Damit vertauschen Summe und Integral, und es gilt

Die Abschétzung ergibt sich aus ‘(Q—S?L | < Tﬁl fiir alle ¢ € 0K, (a) und der
Lénge 27r des Randes. U

Als wichtige Konsequenz ergibt sich:

Satz 14.4 Jede holomorphe Funktion f : U — C ist beliebig oft komplex diffe-
renzierbar, alle Ableitungen f*) sind holomorph und gegeben durch

k) () — k! f(C)
f ( ) d< (g—z)kﬂ ?

= — z € K,(a) . ]
2mi 0K, (a)
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Diese Aussage ist grundlegend verschieden von der reellen Differentialrechnung:
Fiir eine reell differenzierbare Funktion muf§ die Ableitung nicht einmal stetig sein
(zB. f(z) = 2?sin 2). Selbst wenn eine Funktion beliebig oft reell differenzierbar

ist, muf} sie nicht in eine Potenzreihe entwickelbar sein (z.B. f(z) = e3* in
z =0).

Beispiel 14.5 Fiir ¢(t) = 1+ ¢€*™ ¢ € [0,1] ist

d¢ - dc/ 1 1y 1
/C(C+1)(<—1)2_/8K1(1)2<§—1 C+1)(C—1)
:/ %( 2 1 N 1 )
oy 4 NC—=1)?2 (-1 ¢+1/°
Mit f1({) =1und z =1 € K;(1) gilt

1 f1(¢)
d = d
/8K1(1) C(C —1)2 /é)Kl(l) §(< —z)?

Im dritten Integral wird wegen z = —1 ¢ K;(1) iiber eine auf K;(1) holomorphe
Funktion integriert, deshalb ist nach Cauchyschem Integralsatz

27,
= ?fl(z> =0.

ZZlEKl(l)

1 1
d(—— = / d¢ =0.
/8K1(1) C+1  Jorq) €= zle=—1¢1(1)
SchlieBlich liefert die Cauchysche Integralformel
/ d¢ 1 / 1 o i p
=—- =—2m=——.
c (< + 1)(< — 1)2 4 K1 (1) C— Zl1z=1eK1(1) 4 2

Satz 14.6 Ist f(z) = > oy ar(z — 20)F eine in Kgr(zy) konvergente Potenzreihe,
dann kann f um jeden Punkt w € Kg(zy) in eine Potenzreihe f(z) = > >~ by (z—
w)™ entwickelt werden. Der Konvergenzradius dieser Reihe ist mindestens R —

= (k
— d es gilt b, = — z)F "
|w — 20|, und es gi ;(n)ak(w 20)
Beweis. f ist holomorph in w € Kg(zp) und deshalb in eine Potenzreihe ent-

wickelbar. Der Konvergenzradius folgt aus Satz [[Z3, sowie

1 1 n
b= — [ (w) = — > apk(k = 1) (k= n+ 1w - z0)" " m
k=n

Oft ist der Konvergenzradius der umentwickelten Reihe groBer als R — |w — ¢/, so
daf die umentwicklete Reihe die Funktion f iiber Kg(c) hinaus fortsetzt. Man
spricht dann von einer analytischen Fortsetzung von f.
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Beispiel 14.7 Es sei f(z) = >, 2" mit Konvergenzradius R = 1. Wir ent-
wickeln f um w = —%. Innerhalb des Konvergenzkreises ist

f(z)zlizz?, (i+%):§;<§<z+%))"

5 —

Die Reihe konvergiert fiir [z + 3| < 3 und wird damit auf einen groferen Kreis
analytisch fortgesetzt. <

Wir zeigen, dafl eine mogliche analytische Fortsetzung eindeutig ist:

Satz 14.8 Es sei U C C offen und zusammenhdingend. Fiir zwei holomorphe
Funktionen f,g: U — C sind dquivalent:

f=y
ii) Die Identititsmenge {w € U : f(w) = g(w)} hat einen Hiaufungspunkt
i U.

iii) Es gibt ein zy € U, so daf f*)(z) = g™ (20) fiir alle k € N.

Beweis. i)=+ii) ist klar.

ii)=iii) Fiir h = f — g hat die Nullstellenmenge von h einen Haufungspunkt
2 € U. Angenommen, es gibe ein k& € N mit h¥)(z)) # 0, und sei n das Mi-
nimum dieser k. Wegen der Potenzreihenentwicklung ist h(z) = (2 — 29)"hn(2)
mit h,(2) = > ey ar(z — 20)" und h,(z0) # 0. Wegen der Stetigkeit von h, gilt
dann auch h,(z) # 0 fiir alle z aus einer e-Umgebung von ¢, im Widerspruch zur
Voraussetzung, dafl ¢ Haufungspunkt der Nullstellenmenge ist.

iii)=i) Es sei h = f — g und Sy := {w € U : h®(w) = 0}. Als Urbild einer
abgeschlossenen Menge unter einer stetigen Abbildung ist Sy abgeschlossen in U
(Satz EI3liii) aus dem 1. Semester). Da der Durchschnitt beliebig vieler abge-
schlossener Teilmengen wieder abgeschlossen ist, ist S := (),—, Sk abgeschlossen
in U. Andererseits ist .S auch offen in U, denn fiir z; € S ist die Potenzreihenent-
wicklung von h in einer beliebigen offenen Kreisscheibe K C U mit Mittelpunkt z;
die Nullreihe. Damit verschwinden simtliche Ableitungen h¥)(z) fiir alle z € K,
also ist K C S. Da U zusammenhéngend ist, folgt S = U. U

Bemerkenswert ist, dafl f = ¢ in ganz U aus zwei entgegengesetzten Bedin-
gungen folgt: Aus der Gleichheit aller Ableitungen an nur einem Punkt sowie aus
der Gleichheit an geniigend vielen Punkten in U. Das ist grundlegend verschieden
vom reellen Fall. Fiir die Funktionen f(z) = 0 und g(z) = e 3% sind in z = 0
alle Ableitungen gleich, aber offenbar ist f # ¢g. Als wichtige Konsequenz ergibt
sich, daf§ holomorphe Funktionen f,g : U — C, die auf I C R (also als reelle
Funktionen) tibereinstimmen, bereits auf ganz U identisch sind.
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Beispiel 14.9 Fiir den komplexen Logarithmus gilt L(1 4+ 2) = Y 7o, %zk“

fur alle z € K(0), denn 1 4+ z € C~, und die Gleichheit gilt auf dem reellen
Intervall | — 1, 1]. q

Eine komplexe Funktion f, die iiberall auf C definiert und holomorph ist, heift
ganze Funktion. Nach Satz gibt es fiir eine ganze Funktion f die Darstellung
f(z) =30, a,z" mit Konvergenzradius oo.

Satz 14.10 (Liouville) Jede beschrinkte ganze Funktion ist konstant.

Beweis. Ist |f| < M auf C, dann erfiillen die Entwicklungskoeffizienten nach
Satz die Abschétzung |a,| < TMH fiir beliebiges r > 0. Also ist a,, = 0 fiir alle
n>1und f(z) = ao. O

Der Satz von Liouville hat kein Analogon in der reellen Differentialrechnung.
Z.B.ist f(x) = sinz beliebig oft differenzierbar auf R, beschrankt, und nichtkon-
stant.

Satz 14.11 (Fundamentalsatz der Algebra) Jedes Polynom vom Grad > 1
mit komplexen Koeffizienten besitzt in C eine Nullstelle.

Beweis. Angenommen, das Polynom P habe keine Nullstelle, dann ist % holo-
morph auf ganz C. Aulerdem ist % — 0 fur |z| — oo, d.h. % ist beschrankt.

Nach dem Satz von Liouville ist % dann konstant, also wére auch P konstant.
Widerspruch. O

Nach Abdividieren der Nullstellen ld8t sich somit jedes komplexe Polynom
P(z) = > p_,axz” vom Grad n, normiert auf a, = 1, faktorisieren in P(z) =

[Timi(z = bi).

15 Der Residuensatz

Wichtig fiir die Ausnutzung der Cauchyschen Integralformel zur Berechnung von
Integralen ist eine genauere Diskussion moglicher Singularitdten von komplexen
Funktionen.

Satz 15.1 (Riemannscher Hebbarkeitssatz) Es sei f eine auf U\ {a} holo-
morphe Funktion, und es existiere eine Umgebung V' C U von a € U, so dafl f
auf V\ {a} beschrinkt ist. Dann gibt es eine Fortsetzung f von f, die holomorph
auf ganz U ist.

Beweis. Wir definieren eine Funktion ¢ : U — C durch

6(2) = { (z—a)f(z) firz+a

0 fiir 2z =a
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Wegen der Beschrénktheit von f auf V' \ {a} ist ¢ holomorph auf V' \ {a} und
dann auf U \ {a}, und es gilt

e — tim 26) = 0(0)

zZ—a Z—Qa

=0.

Damit besitzt ¢ die Potenzreihenentwicklung ¢(z) = > 7, a,(z — )", und die
Fortsetzung von f kann definiert werden als

]E(Z) = Zan-i-Q(Z —a)". U

Definition 15.2 Ist f holomorph in einer Umgebung U \ {a} eines Punktes a € U,
so heiBt a eine isolierte Singularitit von f, und zwar:

i) Eine hebbare Singularitit, wenn f holomorph in den Punkt a fortgesetzt
werden kann.

ii) Ein Pol, wenn keine holomorphe Fortsetzung in a existiert, aber ein k € N*
derart, daB (z — a)*f holomorph in den Punkt a fortgesetzt werden kann.
Die kleinste derartige Zahl k heiBt die Vielfachheit des Pols. Der Punkt
a ist genau dann ein k-facher Pol von f, wenn es in U eine Darstellung
f(z) = 22 gibt, wobei g holomorph in U ist (insbesondere auch in a)

(z—a)k
und g(a) # 0 gilt.
iii) Eine wesentliche Singularitat, wenn sie weder hebbar noch Pol ist.
Eine Funktion f : U — C auf einer offenen Teilmenge U C C heit meromorph,

wenn sie bis auf Pole in U holomorph ist.

Jede rationale Funktion ist meromorph.
Ist f holomorph in U \ {a} und liegt in a ein Pol der Ordnung & vor, dann
hat die eindeutige Fortsetzung von f auf U die Laurent-Reihenentwicklung

[e.e]

f(z) = Z an(z—a)".

n=—*k

Die Laurent-Reihe ist konvergent in einem Kreisring

Kry(a)={z€U,0<r<|z—al <R}.

Dabei ist R der Konvergenzradius des Nebenteils der Laurent-Reihe Z an(z—a)".
n=0

-1 k
a_p

Der Hauptteil der Laurent-Reihe Z an(z —a)" = Z GC_ar
z

n=—k n=1
Summe beschrénkt in Kg,(a). Fir die Entwicklungskoeffizienten gilt:

ist als endliche
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Satz 15.3 Eine auf U\ {a} holomorphe Funktion habe in a einen k-fachen Pol.
Dann sind die Entwicklungskoeffizienten der Laurent-Reihe f(z) = Z ay(z—a)"

n=—k

gegeben durch

A B PR (5

27 Jor ) (C—a)H!

fir einen beliebigen Kreis K,(a) um a mit Radius r > 0, so daff K,.(a) C U.

Beweis. Die Funktion h(z) = (2 — a)¥ f(2) a8t sich holomorph auf U fortsetzen

und besitzt eine Potenzreihenentwicklung h(z) = (z — a)"f(2) = Z an(z —a)®

n=0

e [ MO g SQ
! 0Ky (a)

21 Jor ) o (C—a)™tt T 2mi (¢ —ayn=hrt "

mit

Also ist

[e.9]

1= g anlz =)t =D <2i7r1 /aKr(a) “ %) (z—a)""

n=0

Substitution n — k — n liefert die Behauptung. O

Offenbar hat eine auf U \ {a} holomorphe Funktion genau dann eine we-
sentliche Singularitdt in a, wenn der Hauptteil der Laurent-Entwicklung f(z) =

Z a,(z — @)™ nicht abbricht. Ein Beispiel einer wesentlichen Singularitét ist

n=—oo

er =32, &% in z = 0. Eine Funktion f ist in jeder Umgebung einer wesentli-

chen Singularitat stark oszillierend; ohne Beweis erwéhnen wir:

Satz 15.4 (Picard) Mit hichstens einer Ausnahme nimmt f in jeder Umgebung
einer wesentlichen Singularitat jede komplexe Zahl unendlich oft an.

Fiir e wird die Null nicht angenomimen.

Definition 15.5 Es sei f eine auf U \ {a} holomorphe Funktion mit Laurent-

Reihenentwicklung f(z) = Z a,(z —a)". Dann heiBt der Koeffizient a_; = res, f

das Residuum von f in a.

Offenbar ist res,f = 0, wenn f in a holomorph ist oder (wegen der Eindeutigkeit
der Laurent-Reihe) in a eine hebbare Singularitit besitzt. Nach Satz gilt:
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Satz 15.6 Es sei [ eine auf U \ {a} holomorphe Funktion. Dann gilt

1
res, [ = —/ f(2)dz
2mi 0K, (a) ( )

fir einen beliebigen Kreis K,.(a) um a mit Radius r > 0, so daff K,(a) CU. O

Wir geben Berechnungsvorschriften fiir das Residuum in einigen wichtigen
Spezialfillen an:

o Ist f(z) = %, und ist g holomorph in einer Umgebung von a, so folgt
aus der Cauchyschen Integralformel Res,f = g(a).

e Ist allgemeiner f = ¢ Quotient von in a holomorphen Funktionen g, h mit
h(a) = 0 und h'(a) # 0, dann ist wegen der stetigen Differenzierbarkeit
h(z) = (z —a)(h'(a) + ¢(z)) mit lim,_,, ¢(z) = 0. Es gibt also ein r > 0,
so dafl |¢(z)| < K'(a), so daB m holomorph auf K,(a) ist. Damit
gilt

s I 9@ gl
“h W(a)+ ¢(a) H(a)

e Hat f in a einen k-fachen Pol, d.h. die Laurent-Reihe ist f(z) =

Yo pan(z—a)", dann folgt

1 dED .
res,f =a_1 = WW((Z —a) f(Z))

zZ=a

Satz 15.7 (Residuensatz) FEs sei U C C offen, S C U eine Teilmenge ohne
Héiufungspunkt in U und f holomorph auf U\ S. Sei A C U eine Teilmenge mit
folgenden FEigenschaften:

i) A ist einfach zusammenhdngend in U,
ii) der Rand v := 0A liegt in U und ist stickweise stetig differenzierbar
iii) SN~y =9, d.h. der Rand OA trifft keinen Punkt aus S.

Dann gilt
/f(z)dz = 2mi Z res, f .
”

a€SNA

Beweis. Analog zur Cauchyschen Integralformel werden um jeden Punkt a € SNA
Kreise K., (a) gelegt, die im Inneren von A liegen und sich nicht schneiden (S
hat keinen Haufungspunkt). Dann ist f holomorph auf einer Umgebung von I" :=
A\U,esna Ke,(a). Durch Aufschneiden von I' zwischen vy und jedem Kreis K., (a)
entsteht ein einfach zusammenhéngendes Gebiet, so dafi das Integral von f iiber
dessen Rand verschwindet. Die Schnitte werden zweimal in umgekehrter Richtung
durchlaufen, so daf} sich die Integrale gegenseitig aufheben. Die Integrale iiber die
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0K, (a) ergeben bis auf einen Faktor —27i (Durchlauf in umgekehrter Richtung)
das jeweilige Residuum Res, f. U

Der Residuensatz ist ein méchtiges Werkzeug zur Berechnung von Integralen.

2m
dt
Beispiel 15.8 Gesucht ist I(a) := / — fiir @ > 1. Auf dem Einheits-
o a-+cost

kreis z(t) = e gilt cost = 3(2(t) + =

z(t))‘aKI(o)' Dann ist 2/(t) = iz(t), und wir

erhalten
2m 1 ‘t) 2 d 2
I(a) = dt 1 ] Z():_/ 2—227/ dz f(z)
0 a+ §(Z(t) + m) IZ(t) 1 0K1(0) 224+ 2az+ 1 1 K1 (0)
1
mit f(z) = . Nur die Polstelle bei

(: = (—a— V@ —D)(z - (~a+ Va2 1))

z =+a? — 1 — a liegt im Inneren des Einheitskreises, also folgt

/2“ dt A ; 27 §
———— =dqres s f = :
o a-+cost a*-1-a a?—1

Allgemein gilt fiir solche Art von Integralen:

Satz 15.9 Es sei R(x,y) eine rationale Funktion in zwei Variablen und
R(cost,sint) sei fir alle t € [0, 27] erkldrt. Dann gilt

/027r dt R(cost,sint) = 27 Z res, R R(z) == éR(% <z+%), %(2—%)) :

ac€K1(0)

Eine andere wichtige Klasse von reellen Integralen, die mit dem Residuensatz
berechnet werden konnen, ist die folgende:

Satz 15.10 Es sei R eine rationale Funktion (einer Variablen), die auf der re-
ellen Achse keinen Pol habe und in oo eine mindestens zweifache Nullstelle, d.h.
wenn R(x) = P(z)/Q(x) mit Polynomen P,Q, dann ist deg(Q)) — deg(P) > 2.

In diesem Fall gilt
/ dr R(z) = 27i Z res, R ,

o0 acH

wobei H ={z € C : Im(z) > 0} die obere Halbebene ist.

Beweis. Man integriert iiber den Halbkreis bestehend aus dem Durchmesser
[—r,r] auf der reellen Achse und dem halben Umfang z = re® mit ¢t € [0, 7).
Dabei wird r so grofl gewéhlt, dafl alle Pole in H von R(z) im Inneren des Halb-
kreises liegen. Nach Voraussetzung verschwindet dann fiir » — oo das Integral
iiber den Halbkreisbogen. 0
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* dx

Beispiel 15.11 Gesucht ist I, := / mit n € N*. Aufgefait als kom-

Coo LA
plexe Funktion sind die (einfachen) Pole 2?* = —1 der oberen Halbebene bei
im(2k+1) . . 1 1
ap=e 2o ,k=0,1,...,n— 1. Also gilt mit res,(7) = )
n—1 . . n—1 inn
< dx 2mi i in ik T irl—emn -
72 = P CTEENIe) D —_ ——€2n en — .—62n n = — i
n im n— im s
o L+ —one = n — n 1—en sin o~
q

Integrale der Form I = [° dz R(x), wobei R eine gerade Funktion ist, werden
iiber I = 5 [~ dx R(x) ausgerechnet.

Satz 15.12 FEs sei R eine rationale Funktion ohne Pol auf der reellen Achse und
mit mindestens einfacher Nullstelle in oco. Dann ist fiir jedes o > 0 das folgende
Integral existent und durch den Residuensatz berechenbar zu

/_Z dr R(r)e'** = 2mi Z res, <R(z)eiaz) '

acH

Beweis. Das zugehorige bestimmte Integral iiber [—r, r| wird durch ein Quadrat
in der oberen Halbebene geschlossen. Die zusétzlichen Kurvenstiicke sind ¢ (t) =
r+it mit t € [0,7], co(t) = t+1ir mit t € [—r,r] und c3(t) = —r +it mit t € [0, .
Unter Beachtung des Umlaufsinns liefert der Residuensatz

21y res, (R(2)e'**) = / dz R(z)e™ +i / dt R(r-+it)eio+

a€eH 0

_/ dt R(t+ir)eHn) — i / dt R(—r-+it)e 0

. 0
Da R eine mindestens einfache Nullstelle in oo hat, gilt |R(z)| < %M und damit
" , , M " M
) / dt R(fr+it)eleE | < / dte t< ——
0 L+7 Jo a(l+r)

M _
< —e - 2r.
1+r
Folglich verschwinden die Integrale iiber ¢; im Limes r — oo. Die Existenz des
Limes r — oo fiir das reelle Integral ergibt sich nach partieller Integration und

Verwendung von |R'(2)| < w75 -

’/ dt R(t+ir)eetin)

Nach Zerlegung in Real- und Imaginérteil konnen die reellen Integrale

/00 dx R(z)cos(ax) = Re (27Ti Z res, (R(z)eiaz)) ,

/_Z dr R(z)sin(az) = Im <27Ti Z res, (R(z)eio‘z))

berechnet werden.
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Beispiel 15.13 Gesucht ist / reme Im(/ e ) Die Voraussetzun-
oo L+ 22 oo L+ 22

gen von Satz[[H.T2sind erfiillt, es gibt einen Pol bei x = i in der oberen Halbebene,
so daf gilt

iz s o1

/°° re’ - < ze ) o1 i
— =2miresi( ——— | = 27— = — .
oo 1+ 22 (z+1)(z —1) 2i e

. ® rsinz 7
Somit gilt / — = —. <
o l+x2 e

Eine andere wichtige Anwendung des Residuensatzes ist die Lokalisierung von
Nullstellen und Polstellen.

Satz 15.14 (Nullstellen und Polstellen zdhlendes Integral) Es sei f eine
nichtkonstante meromorphe Funktion auf U C C, ferner S C U die Menge der
Nullstellen und Polstellen von f und A C U eine Teilmenge, deren Rand 0A die
Voraussetzungen des Residuensatzes erfillt. Dann gilt fir die Anzahl der Null-
stellen N von f in A und die Anzahl der Polstellen Ps von f in A, jeweils mait
Vielfachhheit gezdhlt, die Formel

1 f'(2)
Na=Fa= 2ri aAde(Z)

Beweis. Ist f meromorph, so ist fTI holomorph auflerhalb der Null- und Polstellen

von f.In der Umgebung V einer Null- oder Polstelle a gilt f(2) = (z—a)*g(2) fiir
ein k € Z und eine auf V' holomorphe nullstellenfreie Funktion g. Dabei ist k£ > 0
fiir eine k-fache Nullstelle und k£ < 0 fiir einen Pol der Ordnung |k|. Somit ist
fTI(Z) =35 gg,((;))

U

und dann resaf% = k. Der Residuensatz liefert die Behauptung.

Satz 15.15 (Rouché) FEs seien f, g holomorphe Funktione auf U C C und A C
U eine Teilmenge mit stiickweise stetig differenzierbarem Rand 0A C U. Es gelte
lg(2)| < |f(2)| fir alle z € A. Dann haben f und f + g die gleiche Anzahl von
Nullstellen in A.

Beweis. Es gibt eine Umgebung V' C U von 0A mit \%| < 1. Dannist h := 1+% auf

V holomorph mit Bild ~(V) C K;(1). Der komplexe Logarithmus L ist holomorph

auf K;(1), so dafl nach Kettenregel gilt (Loh)'(z) = }Ii((zz))' Somit verschwindet das

h/
Kurvenintegral / dz h((z)) = 0 fiir jede geschlossene Kurve ¢ mit hoc € K;(1),
. z

insbesondere fiir das Bild von A unter 0A > z — h(z) = 1 + ?8 Es gilt

%' = % — £ 6 daB nach Satz 14 die holomorphen Funktionen f und

(fo)z) f(z)°
f + g die gleiche %ahl von Nullstellen in A haben. 0
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Beispiel 15.16 Wieviele Nullstellen von h(z) = 2% —52% + 2z — 2 liegen in K;(0)?
Setze f(z) = —52% und g(z2) = 2® — 2 — 2. Dann gilt fiir 2 € 9K,(0), d.h. |2] =1
nach Dreiecksungleichung |g(2)| < 4 < |f(z)| = 5. Die Gleichung f(z) = —52% =
0 hat eine dreifache Nullstelle in 0 € K;(0). Somit hat nach dem Satz von Rouché
die Funktion h ebenfalls 3 Nullstellen in £ (0). <
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Teil IV
Das Lebesgue-Integral

16 Treppenfunktionen und Hiillreihen

Ein n-dimensionaler Quader ) C R” ist das direkte Produkt Q = I; x --- x I,
zusammenhéangender beschrankter nichtleerer Intervalle I7,...,1I, C R". Dabei
diirfen die Intervalle, offen, abgeschlossen, halboffen und zu einem Punkt entartet
sein. Die Lénge eines Intervalls [ ist definiert als

|I| := diam([) = sup |t; — tof .

t1,to€l

Dann definieren wir das Volumen eines Quaders zu
v(ly X - x Iy) = || -+ | 1] -

Diese Definition ist bereits nichttrivial, denn z.B. haben das offene Intervall ]a, b
und das abgeschlossene Intervall [a, b] das gleiche Volumen |a — b|. Wichtig ist,
daf} die Volumina sich additiv unter Zerlegungen verhalten. Sind I, I, I zusam-
menhéngende Intervalle mit [ = I} U Iy, dann ist |I| = |I1| + |I|. Damit gilt fiir
die Quader v(Q1UQ2) = v(Q1) +v(Q2). Ausgeartete Quader, fiir die mindestens
eine Kante aus einem zu einem Punkt entarteten Intervall I = {t}, ¢ € R, besteht,
haben das Volumen Null.

Definition 16.1 Eine Funktion ¢ : R® — C heiBt Treppenfunktion, falls es endlich
viele paarweise disjunkte Quader 1, ..., Q) gibt, so daB

i) Fiir jedes 1 < < k ist die Einschrankung ¢
Funktion.

i) ¢(x) =0 fiir alle 2 € R"\ (U™, Q).

Durch Teilungen der Quader kann man stets erreichen, dafl zwei beliebige Trep-
penfunktion ¢q, ¢ beziiglich des gleichen Satzes paarweise disjunkter Quader
{Q1, ..., Qx} definiert sind. Daraus folgt, daBl eine endliche Linearkombinationen
von Treppenfunktionen wieder eine Treppenfunktion ist. Somit bildet die Men-
ge aller Treppenfunktionen einen Vektorraum. Sind ¢1, ¢ Treppenfunktionen, so
auch |¢1| sowie max(¢1, ¢2) und min(¢py, ¢) Treppenfunktionen.

Es ist bequem, die charakteristische Funktion einer Teilmenge A C R™ ein-
zufiihren als

Q. von ¢ auf ); eine konstante

1 firze A,

Li:RT =R, 1A(x)::{0 firx ¢ A.

Dann kann jede Treppenfunktion ¢ als Linearkombination ¢ = Zle cilg, mit
¢; € C geschrieben werden. Wegen der Moglichkeit der Zerteilung von Quadern
ist eine solche Darstellung aber nicht eindeutig.
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Definition 16.2 Das Integral einer Treppenfunktion ¢ = Zle cilg, ' R" — Cist
definiert als

du ¢(x Zcz (Qi) -

R”

Satz 16.3 Das so definierte Integral einer Treppenfunktion ist unabhdngig von
der Darstellung der Treppenfunktion. Auflerdem gilt fir Treppenfunktionen ¢,

i) /}Rndx (oqu%—ﬁw)(x):a/wdxgzﬁ(x)—i-ﬁ Rndx¢(x), a,feC.

i) | [ doow)| < [ darlo].

iii) Sind ¢, reellwertig mit ¢ < 1, so gz’lt/ dzx ¢(z) < / dx Y(z) .
Rn

n

Beweis. Durch Zuriickfiihren auf eindimensionale Integrale fiir Treppenfunktionen
mittels des folgenden Satzes. Die Eigenschaften i)-iii) sind dann klar. O

Satz 16.4 (Fubini fiir Treppenfunktionen) Es sei ¢ = S ¢;1g, : R? x

R"? — R eine Treppenfunktion, geschrieben ¢(x,y) fir x € RP und y € R*7P.

Dann ist auch ® : R"? — R mit ®(y) := / dx ¢(x,y) eine Treppenfunktion,
RP

und es gilt

[ eyt = [ ay( [ aotew)= [ ([ o).

Beweis. Die entsprechende Zerlegung der Quader sei Q; = Q) x Q7 mit Q) C RP
und Q7 C R"P. Dann gilt v(Q;) = v(Q}) - v(QY). Fiir festes y € R"? definieren

wir

k
by () 1= Z (cilgr(y)) g ()
- k k
= (b(y) /R dx st Z CZ]-Q” Z 1Q” y) .

Also ist @ = Zle (civ(Q)))1gr : R*™ — R eine Treppenfunktion. Ihr Integral
1st

k k
d - i (@) = V(i) = d(z, )
[ et =3 eo@n)viel) > (@) | e oty

Durch Vertauschen der Rollen von z, y entsteht der andere Teil der Gleichung. [

Wir verallgemeinern Treppenfunktionen nun zu Hiillrethen durch folgende
Schritte:
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e Die Quader diirfen sich iiberlappen.

e Wir lassen abzéhlbare (unendliche) Linearkombinationen von 1, zu,
d = 3 . ncilg, (das sind dann im allgemeinen keine Treppenfunktio-
nen mehr).

e “Unendlich” wird als Funktionswert zugelassen. Dabei setzt man c+oo =
oo fiir alle ¢ € CU{oo0} und 0-00 = 0 sowie ¢- 0o = oo fiir ¢ € C* U{o0}.

Definition 16.5 Eine Reihe & = ", . ci1q, heiBt Hiillreihe einer Funktion f :
R" — CU {oo}, wenn gilt:

i) Die Quader @ € R" sind offen und die ¢, € R, sind nichtnegative reelle
Zahlen.

i) Esgilt [f(2)] < ®(x) = D ey chlo, () fiir alle z € R™.

Der Inhalt einer Hiillreihe & = >",  cx 1o, ist definiert als I(®) := 3", crv(Q) €
R* U {oo}, mit I(P) := oo, falls die Reihe nicht konvergiert.

Jede Funktion f : R" — C U {oo} besitzt eine Hiillreihe, z.B. ® = 72,1, ,
wobei Q) C R™ der offene Wiirfel mit Mittelpunkt 0 und Kantenléinge k ist.

Definition 16.6 Sei f : R* — C U {oo} eine beliebige Funktion. Dann ist die
L'-Halbnorm von f erklart als das Infimum der Inhalte von Hiillreihen zu f,

| fllx ;== inf{I(®) : ® ist Hillreihe zu f} .

Die L'-Halbnorm ist keine Norm! Nach dem folgenden Beispiel ist ||f|; =
0#A f=0.

Beispiel 16.7 Es sei f = 1¢ die charakteristische Funktion eines ausgearte-
ten Quaders @ (eine Kante I; = {a} hat die Linge Null). Sei Q%) ein offe-
ner Quader, der @ enthélt, wobei die j-te Kante von Q") gegeben ist durch

I](k) =]a — k_lH,a + k%rl[ Dann ist ®, = 1w eine Hiillreihe fiir jedes k € N.
Bleiben alle anderen Kanten festgehalten, dann gilt v(Q™)) = k%rlv(Q(o)). Nach
Definition des Infimums ist 0 < [[1o[l; < v(Q™W) = Z5v(Q®) fiir alle k € N,
also || 1gl[y = 0. q

Es gelten aber die anderen Normeigenschaften:

Satz 16.8 Fir f,g: R" — CU {oo} und ¢ € C gilt:
D) lefll = lelll fllx
i) [If + gl < Il + llglla
iii) Aus |f(z)| < |g(@)| fir alle x € R™ folgt || fllv < [lg]l1-

87

Preliminary version — 3. Februar 2011



iv) Fir nichtnegative reellwertige Funktionen f, : R — R, U {oo} gilt
|2 =05
k=0 k=0

Beweis. 1) und iii) sind klar, und ii) folgt wegen |f(z) + g(z)| < |f(x)| + |g(z)|
aus iii) und iv).

iv) Zu gegebenem e > 0 existiert nach Definition des Infimums zu f; eine
Hiillreihe @ = >, crilg,, mit I(Pr) = >, criv(Qri) < || fells + 7. Dann ist

=37 P =11, <ZZ Ckz']-Q,“) Hiillreihe zu Y7, fx, mit

10) =3 (D eww(@u)) < - (M +57) = D2 il +2¢.
k=0 % k=0 k=0

Somit gilt H S reo fellt <3002 Hfklln + 2€ fiir alle € > 0, und daraus folgt iv). O

Satz 16.9 Flir einen abgeschlossenen Quader A C R™ gilt

|14l =v(A) = /Rn dx 14(x).

Beweis. 1) Zu jedem € > 0 gibt es einen offenen Quader Q. D A mit v(Q,) <
v(A) + e. Damit ist ||14]]1 < v(Q.) < v(A) + € fiir alle € > 0, also [|14]]1 < v(A).

ii) Zu zeigen ist, dafl auch durch eine unendliche Zerteilung von A die entspre-
chende Hiillreihe & = Z;‘;o cklg, zu 14, mit @) offen, keinen kleineren Inhalt
haben kann. Wegen ®(x) > 1 fiir alle z € A gibt es zu gegebenem ¢ > 0 einen
Index N(z) mit Zg:(:é) cxlg,(x) > 1 — €. Da die @y offen sind und der Durch-
schnitt endlich vieler offener Mengen offen ist, gibt es eine Umgebung U(x) C A
von z, so dafl wegen der Konstantheit von 1¢, auf @ gilt

N(x)
Z lg(z) >1—€  firalexzeU(r).

k=0

Da A kompakt ist, wird A durch endlich viele U(x;),...,U(x,) tiberdeckt. Also
gibt es ein N = max(N(zy), ..., N(xp)), so daB Sn_ cxlg,(z) > 1 —¢ = (1 —
€)14(x) fiir alle x € A. Da Z]kV:O cxlg, (x) eine Treppenfunktion ist, folgt mit
Satz [6.3iii)
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Satz 16.10 Fir jede Treppenfunktion ¢ = Zle cilg, gilt

loll = [ da 0@l

Beweis. Da ||¢]|1 = |||#]]]1, konnen wir ¢(x) > 0 annehmen.

i) Wir zerlegen die beliebigen Quader ();, deren Kanten offen, abgeschlossen,
halboffen und entartet sein diirfen, in disjunkte offene Quader und disjunkte
Rénder, so dafl

k' l
6= dlge+> dilp,,  .d;>0.
i=1 j=1

Zu jedem der entarteten Quader R; mit Volumen 0 wihlen wir einen nichtent-
arteten offenen Quader R O R; mit v(R)) < e. Dann ist @, := Zio cilge +
Zi’—o d;1po eine Hiillreihe zu ¢ mit

- J

k/

ol < i 0 = nf (S @)+ 3 ) = [ droto).

i=1 "
ii) Sei A ein abgeschlossener Quader derart, dal ¢(x) = 0 fir alle z ¢ A,
und sei m = max,eq ¢(x). Dann ist 1) := ml,y — ¢ wieder eine nichtnegative

Treppenfunktion, so daf —/ dx Y(z) < —||¢||; und daraus
Rn

/ dz 6(x) :/ do (m1a(z) — (@) =m | dz 1a() —/ dz ()
n n Rn Rn
< [mlally = [[¥ll = ¢ + ¥l = [Pl < 6] - O

17 Das Lebesgue-Integral

Definition 17.1 Eine Funktion f : R — CU {oo} heiBt (Lebesgue-)integrierbar,
wenn es eine Folge von Treppenfunktionen (¢ )ken gibt mit limy_o || f — ¢x|[1 = 0.
In diesem Fall heiBt

/n dx f(z) = kh_)m dx ¢p(x)

R © JRrn
das Lebesgue-Integral von f.
Eine Funktion f : A — C U {oo} heiBt integrierbar iiber eine Teilmenge A C
R™, wenn die Funktion f4 := f - 1,4 integrierbar ist (iber R™), und man setzt

[ o @)= [ do fato)
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Zur Definition ist zu bemerken, daf§ die Folge der Integrale ( / dx ¢k(x)>k .
€

eine Cauchy-Folge in C ist: Wegen der L'-Konvergenz gegen f gibt es zu jedem
€>0ein k€N, soda | f— ¢l <5 fiiralle [ > k. Dann gilt fiir alle m,l > k

[ v~ [ s on@| =] [ ar@i-en@)| < [ drlei-ono
= ll60 = bl < llor = fll +[1f = dmlh <.

Wegen der Vollstindigkeit der komplexen Zahlen existiert der Grenzwert und
damit das Lebesgue-Integral von f, und das Integral ist endlich.

Offenbar ist jede Treppenfunktion integrierbar. Riemann-integrierbare Funk-
tionen auf kompakten Intervallen sind auch Lebesgue-integrierbar:

n

Satz 17.2 Es sei f : [a,b] — C eine dber [a,b] Riemann-integrierbare Funktion.
Dann ist [ iber |a,b] auch Lebesque-integrierbar, und Riemann- und Lebesgue-

dz f(z) = dx f(x).
| fla) = [ dr fia)

Integral stimmen diberein, /
la,b

Beweis. Wir konnen [ als reellwertig annehmen. Nach Satz BA7 aus dem 2.
Semester gibt es zu ¢ = - Treppenfunktionen ¢y, mit ¢, < f < 1, und

s
b
1
/ dzx (¢ — op)(z) < 1 Da fiir Treppenfunktionen Lebesgue- und Riemann-
Integral iibereinstimmen, gilt || —dx||1 < k%i—l nach Satz[[6.T10 Aus 0 < ¢, — f <

Y — ¢, folgt [ — fll1 < 1 — drlly < 75 nach Satz[[GE8 Somit ist f Lebesgue-
integrierbar, und

b b
/W)] dr f(z) = lim [ dx ¢p(2) :/a dz f(z),

k—oo [,
denn das Infimum der Folge der Integrale iiber v ist Oberintegral zu f. U

Wir geben zunéchst ohne Beweis die wichtigste Methode an, um stetige Funk-
tionen tiber kompakte Teilmengen zu integrieren.

Satz 17.3 (kleiner Satz von Fubini) Es sei A C RP x R"? eine kompak-
te Teilmenge und f : A — R stetig. Fir festes y € R"P sei A, = {x €
RP : (z,y) € A} C R? und fiir festes x € RP sei A, = {y € R"P? : (z,y) €
A} C R™P. Dann gilt:
i) Ist A, # @, dann ist die durch f,(x) = f(x,y) definierte Funktion
fy + Ay — R dber A, integrierbar, und die durch

Fly) = /Ay dz f(x,y) fir A, # @
0 fir Ay =@

definierte Funktion F : R"P — R ist iber R"™P integrierbar.
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i) Ist A, # @, dann ist die durch f.(y) = f(x,y) definierte Funktion
fo 1 Ay — R dber A, integrierbar, und die durch

dy fla,y)  fir A, £ @
0 fir A, =@

G(r) = Ag

definierte Funktion G : RP — R ist tiber RP integrierbar.
iii) Es gilt

/Ad(x,y) f(fc,y)z/w_pdy F(y)z/ndx G(z) .

Der Beweis, der auf Satz und geeigneten Approximationstechniken beruht,
wird spéter nachgeholt.

In Kombination mit Satz konnen wir das Lebesgue-Integral schrittweise
auf eindimensionale Riemann-Integrale zuriickfithren (p = 1). Fiir p = 1 und
A kompakt ist A, = Ur_, [z1x(y), 22x(y)] C R Vereinigung von Intervallen. Mit
B:={yeR"!: A, # o} CR"!gilt dann

it s = [ (3 [ o s
A B k=1 Y Z16(¥)

Insbesondere gilt fiir die Integration stetiger Funktionen iiber das Rechteck [a, b] x
[c,d] C R?

[ e e = g [Cao o) = [Cao [ s).

Definition 17.4 Das Volumen einer kompakte Menge A C R” ist gegeben durch

das Integral v, (A) = dr 14(x) = / dz. Ist : A — R die Dichte von A, so ist
Rn A

die (n-dimensionale) Masse von A erklart als m,,(A) = / dx p(z).
A
Der kleine Satz von Fubini erméglicht (da 14 stetig auf A) die schrittweise Berech-

nung von Volumina. Ist A C R? x R*? und A, :={z € R? : (z,y) € A} CR?
die in Satz eingefiihrte Schnittmenge, dann gilt

on(A) = /R (4.

Insbesondere folgt
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Satz 17.5 (Prinzip von Cavalieri) Seien A, B C RP x R"P zwei kompakte
Mengen, und es gelte v,(A,) = v,(By,) fir alle y € R"P. Dann gilt v,(A) =
v (B). O

Zum Beispiel haben ein Rechteck und ein Parallelogramm mit glei-
cher Grundlinge und gleicher Hohe das gleiche zweidimensionale Volumen
(Flacheninhalt):

Beispiel 17.6 Es sei A = {(z,y) € R* : z* + y? < r} der abgeschlossene
Vollkreis vom Radius . In obigen Bezeichnungen ist A, = [—+/72 — 42, /72 — 42
und B = [—r,r|. Somit gilt fiir eine stetige Funktion f: A — R

[ dw fa) = [ ay (/j:d fle.m)

—r 2 g2

Insbesondere ist das Volumen (also der Fldcheninhalt) von A gegeben durch

UQ(A):/Ad(x,y) :/_idy</mdx 1) :/_:dyzm

—\r2—y2
" =7 COS % 1
:4/ dy /12 —y2 V7= t47’2/ dy sin2t:4r2-§-g:7rr2
0 0

nach Beispiel BZ2 aus dem 2. Semster. <

Satz 17.7 (Volumen der n-dimensionalen Vollkugel)
Das Volumen v, (A) =: k,(r) der n-dimensionalen Vollkugel A = {(x1,...,x,) €
R™ : 23+ -+ 22 <r?} vom Radius r ist

n
2
n

n o T fiir n gerade
Kn(r) = T 2
' L(*2) ong 'ty il
2 " .n

r fiir n ungerade

n!

Beweis. Durch Induktion nach n. Die Aussage gilt offenbar fiir n = 1 mit k; = 2r
und n = 2 mit ke = 72
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i) Sei n gerade und die Behauptung bewiesen bis n — 1. Dann ist A, =
{(z1,...,2p1) €eR™ 2 zf 4o+ 22 | <r?— 22} und somit

:/ dajn/ dylz/ dxn/in_l(\/ﬂ—x%):Q/ dx,kn_1(\/1% — 22)
0

n—n 2| _—
/dxnr—a: 7
n—l

Tn=rCcost ur”/ dt sin™t
(n—1)! 0 ‘

Nach Beispiel aus dem 2. Semster ist

LA 2% —1)(2k—3)---1 ©  (2k—1)lx
dt sin®*t = ( - TRTr
/0 S o2k —2)---2 2 2k 1)

und 2k — n liefert die Behauptung.
ii) Sei n ungerade und die Behauptung bewisen bis n — 1. Dann ist

/dxn/ dyl—/ Az, kn_1(+/T? —x%)zQ/ dxpkn_1(\/1% — 22)
0
27TT

—1 gp=rcost 271' 7 g .
= =17 dxn (r? —22)% T r”/ dt sin"t .
0

T2+ JO 2

Nach Beispiel aus dem 2. Semster ist

jus

/ gt s g — 2k(2k —2)---2 2%k
0 S Rk+1D)@2k-1)---3-1 (2k+ 1)

und 2k + 1 — n liefert die Behauptung. O

Definition 17.8 Das Tragheitsmoment einer kompakten Menge A C R™ beziiglich
einer Achse L ist definiert als

O(A) == /A dr p(x) (d(x, L))

wobei 1 die Dichte und d(z, L) der Abstand eines Punktes x € A zur Drehachse L
Ist.

Beispiel 17.9 (Trigheitsmoment eines homogenen Kreiszylinders) Es
sei
A={(z,y,2) eR® : 2>+ 9> <r?, 0<z<h}
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ein homogener (konstante Diche p) gerader Kreiszylinder, die z-Achse sei
die Drehachse L. Dann gilt d((x,y,z2),L) = /2?2 +y?, so dafl wir fiir das
Trégheitsmoment nach Fubini erhalten

r2—y
/dz/ dy/ dz p - (2% + %)
r2—y
=ph | dy (=2 + >
17 /_ y 396 +yx)_ —
:“h/ ay (S =) + 22 P =)
=4uh/ dy (%(\/ﬂ —y2)3+y2\/m>
0

0
_ 1
=4 h/ dt (— rsint)<§r3sin3t+r3cosztsint>
2

= 4,uh7’4<§ '373'23°3 «— Beispiel (2. Semester)
1
= guhr4 = imrz ,
wobei m = puv3(A) = unr?h die Gesamtmasse des Zylinders ist. q

Definition 17.10 Der Schwerpunkt einer kompakten Menge A C R”™ der Dichte
ist der Vektor s = (s1,...,8,) C R" mit

/ (21, xn) z- e, )

/dxl,... (e, ... xy)

Beispiel 17.11 Es sei A = {(z,y,2) € R® | 22 + 9>+ 22 < 3 | 2 > 0 die

halbe homogene Vollkugel vom Radius r und Dichte p. Der Nenner ist die Masse

m = pvz(A) = 2%“7’3. Fiir den Schwerpunkt s = (s, sy, s.) gilt s, = s, = 0 aus

Symmetriegriinden. Es verbleibt
VrZ=z2 r2—z2—y
S, = dz dxr uz
HU3 K) / /— VrZ—z2 / r2—22—y a

Vr2—z2
=53 /0 dz/_ dy 2z+/1% — 22 — 32

Vr2=z2

r Vr2—z2
3 dZ 2 _ 22 _ y2
7TT 0
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0
y—mcost — dZ/ dt (_ mSin t)ZMSint
r 0

1
dz 2(r? = 2% = u «— Beispiel BZ.Z (2. Semester)
7rr3 22

<_.r2_r_>_§r <
AN 4/) 8

18 Eigenschaften des Lebesgue-Integrals

Die folgende Eigeschaft des Lebesgue-Integrals ist grundlegend verschieden vom
Riemann-Integral:

Satz 18.1 Ist f : R" — C U {oo} integrierbar, dann ist auch |f| integrierbar,

und es gilt
)/n da ()] < / dw | f(@)] =[£I

Beweis. Sei (¢ )ren eine Folge von Treppenfunktionen mit limy o || f — ¢k |1 = 0.

Wegen |(|f] = [ox])| < [f — x| gilt [[(If] = |@xD)llx < [If = éxl[ und insbesondere
limy oo ||(| f| = |@k])|l1 = 0. Also ist |f] integrierbar. Fiir die Integrale gilt die
Abschéatzung

’/ndxf(x

hm/RndIQbk( _hm)/ndwk )| < Jim [ de (o)

— [ @ ifi).

Wegen [[grlly < ll¢x = flls + 11l < 2llék = fll + [|@x]l1 gilt mit Satz [6.10

([ awlonl@) =low=fla < 150 < ([ delonli)) +lox =l

Fiir £ — oo erhalten wir || f]|; = dx | f(z)]. O
R

Bemerkung: Aus der Integrierbarkeit von |f| folgt nicht die Integrierbarkeit von
f, denn z.B. kénnte f in einem beschrénkten Intervall I unkontrolliert zwischen
+1 und —1 springen, wihrend |f| = 1 als Treppenfunktion tiber [ integrier-
bar ist. Dagegen folgt (Majorantenkriterium Satz aus dem 2. Semester) fiir
Regelfunktionen aus der uneigentlichen Riemann-Integrierbarkeit von |f| die un-
eigentliche Riemann-Integrierbarkeit von f.

Satz 18.2 Das Lebesgue-Integral erfillt die folgenden Rechenregeln fiir integrier-
bare Funktionen f,g: R" — CU {oco} und o, 3 € C:
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n

i) /ndw(aerﬁg)(w):a/ da fa)+5 [ dogla) .

i) Sind f,g reellwertig mit f(x) < g(z) fir alle x € R™, so folgt

[ ars@ < [ doglo. !

R
iii) Ist g beschrinkt, so ist f - g integrierbar.
Beweis. 1) ergibt sich durch approximierende Treppenfunktionen. ii) folgt aus

g—f=lg—f| und/ dw(g—f)z/ dz |g — f| = |lg — f|l1 > 0 nach Satz
R" Rn

IR

iii) Sei |g(x)] < M < oo und seien ¢y, Treppenfunktionen, die in der
L'-Halbnorm gegen f,g konvergieren. Fiir ¢ > 0 gibt es ein k¥ € N, so da8
|f — ¢rll1 < 557- Sei dann g := maxX,epn [¢(2)|. Dann gibt es ein [ € N, so daf

lg — tully < 5;- Es gilt

(fg = out) ()] = [(f = ¢x)(2)g(x) + dr(x)(g — 1) ()|
< M(f = o) (@)] + pl(g = tu)(2)]

und deshalb

Ifg — oxthillr < N(M|f = éw| +plg — i) < M| f — onllr + pllg — il < €.
O

Insbesondere gilt:

o f:R" — CU {oo} ist genau dann integrierbar, wenn Re(f) und Im(f)
integrierbar sind, und es gilt

dz f(x) = dx (Re f)(x) +1i | dx (Im f)(z)

R Rn R

e Sind f,g integrierbare reellwertige Funktionen, dann sind auch
max(f,g) = 5(f + g+ |f — g|) und min(f, g) = 5(f + g — |f — g|) inte-
grierbar sowie f* := max(f,0) und f~ := max(—f,0). Es gilt f* > 0,
f= > 0sowie f = f*— f~ und |f| = f* 4+ f~. Somit gilt auch:
f=®Ref)"=(Ref) +i(Im f)* —i(Im f)~ ist genau dann integrierbar,
wenn alle vier nichtnegativen Anteile (Re f)*, (Im f)* integrierbar sind.

Definition 18.3 Eine Menge A C R" heiBt (Lebesgue-) meBbar, wenn die Funktion
1 iiber A integrierbar ist. Das n-dimensionale Volumen v, (A) := /dx heiBt dann

A
auch das Lebesgue-MaB von A. Die leere Menge hat das Lebesgue-MaB Null.

Satz 18.4 Sind A, B C R" meftbar, so gilt
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i) AUB und AN B sind mefibar, und es gilt v,(AU B) = v,(A) + v, (B) —
v, (AN B).
ii) Aus A C B folgt v,(A) < v,(B).

Ist eine Funktion f iber A C R™ integrierbar und ist B C R™ mefbar, dann ist
f auch iber AN B integrierbar, und es gilt

\Adexf(x)\ S/Adx ()] .

Beweis. 1) folgt aus 14np = 14-1p und 140 = 14+ 15 — 14 - 15 und ii) aus
14 <1p.

Die letzte Behauptung folgt aus fanp = fa-1p. Da f4 und 1 integrierbar sind
und 1p beschrankt ist, ist fanp integrierbar nach Satz[82iii). Die Abschitzung

folgt aus |fang| < |fal- O

Wir zeigen nun, dafl Singularitdten, die nur auf einer Teilmenge vom Mafl
Null auftreten, im Lebesgue-Integral keine Rolle spielen.

Definition 18.5 Eine Menge N C R™ heiBt (Lebesgue-) Nullmenge, wenn sie eine
der folgenden dquivalenten Eigenschaften hat:

i) N ist meBbar mit v,(N) = 0.

ii) Die charakteristische Funktion von N hat die L'-Halbnorm Null: ||15]|; = 0.
Beweis: 1)=ii) 0 = v,(N) = [p. dz 1y(z) = [, dz [1x(x)] = ||1n]h
(<) Fir die Treppenfunktionen ¢ = 0 gilt |1y — ¢x||1 = 0 und damit v, (N) =
Jgn dz 1y (2) = limy—oe [, dz () = 0.
Satz 18.6 i) Jede Teilmenge einer Nullmenge ist eine Nullmenge.

ii) Die Vereinigung abzdhlbar vieler Nullmengen ist eine Nullmenge.
Beweis. 1) MCN = 1y<ly = H].MHlS ||1NH = 0.

ii) Ist N = J;—; Ng mit v,,(Ng) =0, dann ist 0 < Iy (z) <> 72, 1y, (z) und
somit [|[1y[ly < 3257, (1w, [l = 0. O

Zum Beispiel ist die Menge der rationalen Zahlen Q@ C R eine Nullmenge, so
daB8 1¢ iiber R integrierbar ist mit [, dz 1g(z) = 0.

Definition 18.7 Es sei E eine Eigenschaft, die einer Teilmenge A C R™ zukommt.
Wir sagen, die Eigenschaft E gilt fast iberall auf A, wenn die Menge der Punkte,
fiir die E nicht gilt, eine Nullmenge ist.

Satz 18.8 FEine Funktion f : R* — R U {oo} mit ||f|1 < oo ist fast dberall
endlich, d.h. N :={x € R* : f(x) = oo} ist eine Nullmenge. Insbesondere ist
jede integrierbare Funktion fast iberall endlich.
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Beweis. Fiir alle € > 0 gilt 15 < ¢|f], also [|1n]]1 < €|/ f]|1 und damit |[|1x]; =0,
da || f]lx < oo 0

Satz 18.9 (Modifikationssatz) Seien f,g : R* — R U {oo} Funktionen, die
fast diberall gleich sind, und f sei integrierbar. Dann ist auch g integrierbar, und

es gilt dx f(z) = dx g(z). Insbesondere gibt es zu jeder integrierbaren

Funktion f eine integrierbare Funktion g mit gleichem Lebesque-Integral, die fast
tberall mit f dibereinstimmt und nur Werte # oo annimmdt.

Beweis. Zu f gibt es eine Folge {¢y} von Treppenfunktionen mit klim | f— okl =
0. Essei N:={z € R" : f(x)# g(z)}. Dann gilt |g — f| <>, 1y und somit

0 < llg=enll < llg— Fll+ 1F = &l < (D Iwll) +1F = ells = 11 = 6l
j=1

Also gilt limy . ||g — @kli = 0, d.h. g ist integrierbar, mit dx g(x) =
R

lim dz ¢p(x) = dx f(z). O
Der Modifikationssatz ist auch hilfreich bei Zusammensetzungen von Gebie-

ten: Sei f iiber A und iiber B integrierbar und sei A N B eine Nullmenge, dann
ist f auch iiber AU B integrierbar, da faup fast iiberall mit der Funktion fa+ f5

tibereinstimmt. Also gilt / dr f(z) = / dr f(x) + / dx f(z). Insbesondere
A B

AUB
konnen wir (nach Fubini) stickweise stetige Funktionen iiber kompakte Teilmen-

gen integrieren.

Satz 18.10 Fir eine Funktion f : R" — R U {oo} gilt ||f]1 = 0 genau dann,
wenn f fast tberall gleich Null ist. Insbesondere verschwindet jede nichtnegative
integrierbare Funktion f mit [, dx f(x) =0 fast iberall.

Beweis. Die Richtung (<) ist klar. Sei also || f||; = 0. Wir betrachten N := {x €
R™ : f(z) # 0}. Dann gilt N = [J;2, Ny mit Ny, .= {z € R* : |f(z)] > £}.
Dann ist 1y, < k- |f] und somit 0 < ||1n, |1 < k|| f|l1 = 0. Also ist jedes NV} und
damit N eine Nullmenge. 0

19 Der Kleine Satz von Beppo Levi

Wir geben ein erstes Approximationsverfahren fiir das Lebesgue-Integral an:

Satz 19.1 (Kleiner Satz von Beppo Levi) Zu f : R" — R" U {oo} gebe es
eine monoton wachsende oder monoton fallende Folge (¢y)ren von Treppenfunk-
tionen, so daf gilt:
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i) (¢r) konvergiert punktweise gegen f,

n

ii) die Folge der Integrale / dx ¢y (x) ist beschrinkt.

Dann ist f integrierbar, und es gz’lt/ dx f(x) = klim dx ¢p(x).

n o0 JRn

Beweis. Sei (¢ )ren monoton wachsend. Wegen der punktweisen Konvergenz gilt
(f = o) (@) = > 1 (div1 — ¢4)(x). Nach Satz [GRiv) und Satz gilt

23 Mol =Y [ de (@i - 0)0).
i=k i=k Y R"

1f = onlli = H i(@ﬂ )
i=k

Da die Folge der Integrale ( / dx ¢Z(x)> monoton und beschréankt ist, kon-

1€EN

n

vergiert sie gegen einen Grenzwert F', d.h. es gilt || f — ¢x||1 < F —/ dx ¢p(x).
Rn

n

Damit ist f integrierbar mit / dx f(x)=F. O

Wir wenden dieses Approximationsverfahren auf uneigentliche Riemann-
Integrale von Regelfunktionen an. Das waren nach Definition aus dem 2.
Semester Funktionen, die sich gleichmdflig durch Treppenfunktionen approximie-
ren lassen, d.h. zu einer Regelfunktion f : [a,b] — R gibt es zu jedem € > 0
Treppenfunktionen ¢, v mit f(z) —e < ¢(z) < f(x) und f(z) < Y(x) < f(x)+e
Regelfunktionen sind Riemann-integrierbar, und fiir sie gilt der Hauptsatz der
Differential- und Integralrechnung. Jede stetige Funktion ist Regelfunktion.

Satz 19.2 Eine Regelfunktion f :]a,b] — R, wobei a = 0o und/oder b = oo zuge-
lassen ist, ist genau dann iber |a,b] Lebesque-integrierbar, wenn | f| uneigentlich
Riemann-integrierbar ist, d.h. fir Folgen [ay, bi] C |a, b] kompakter Intervalle mit

b
limy, o ar = a und limy,_ . by, = b gilt klim / dx |f(z)| < oo. In diesem Fall
—00 ak

b
gilt/]b[dx f(x):/ dz f(x).

Beweis. Wir wihlen kompakte Intervalle I, = [ax, bx] Cla,b] mit I C I41 und

U;O:O Iy, :]a’ b[
(=) Sei f iiber ]a,b| Lebesgue-integrierbar, dann sind auch f* und f~
Lebesgue-integrierbar, und wegen f[:(‘l:kybk] < f]ib} gilt mit Satz

b
dr f* = dr * do f* .
/ak v f5(2) /H a:f(x)SL’b[wf(x)
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b b
Damit existiert / de f*(z) := klim/ dr f*(z) und ist durch/ dx f*(z)

a *© Jay la,b[
beschrénkt.

(<) Sei |f| : ]a,b] — R uneigentlich Riemann-integrierbar. Nach dem Ma-
jorantenkriterium Satz B aus dem 2. Semester ist dann auch f : Ja,b[ — R
uneigentlich Riemann-integrierbar, und somit auch f* = 1(|f| £ f). Da auch
f* Regelfunktionen sind, gibt es eine monoton wachsende Folge von Treppen-
funktionen ¢ : Ja,b[ — R, die auf ]a, b] punktweise gegen f* konvergiert. Die
Folge der Integrale fab dx ¢f () ist nach dem Majorantenkriterium beschrinkt
durch fab dz f*(z). Nach dem kleinen Satz von Beppo Levi ist dann auch die
Grenzfunktion f]ib = limy_ ¢f Lebesgue-integrierbar mit

/defi hm/ dr ¢ (v /dxfi()

Zusammen mit der umgekehrten Abschitzung aus (=) folgt dann

L7b[dx fE(x) = /abdx fE(x). O

Die absolute Konvergenz des Riemann-Integrals kann nicht auf einfache
Konvergenz reduziert werden. Z.B. gilt fiir das uneigentliche Riemann-Integral

o sin .
/ dx = m, aber ** ist nicht Lebesgue-integrierbar iiber R. Denn mit
_ x

(e}
sinx

sinx

wére auch } ‘ Lebesgue-integrierbar, was nicht der Fall ist.

Wir untersuchen nun die Integrierbarkeit von stetigen Funktionen iiber offenen
und kompakten Teilmengen. Im eindimensionalen werden stetige Funktionen als
Regelfunktionen beliebig genau durch Treppenfunktionen approximiert. Das gilt
auch im R™:

Lemma 19.3 Sei U C R" offen und K C U kompakt. Sei f : K — R stetig mit
f >0. Dann gibt es zu jedem € > 0 Treppenfunktionen ¢,y > 0 mit

f(x) —e< o (x) < f(z) <te(x) < f(x)+€  firalexre K
und ¢(z) = Ye(x) =0 fir alle x € R\ U.

Beweis. Stetige Funktionen auf kompakten Mengen sind gleichméBig stetig
(Satz BZT4 aus dem 1. Semester), d.h. fiir jedes ¢ > 0 gibt es ein § > 0, so
daB fiir die Supremumsnorm gilt

| f(z) — f(2")]| <e  firallex,2’ € K mit ||z — 2| <.

Fiir jeden Punkt x € U werde ein abgeschlossener Wiirfel W, C U mit Mittel-
punkt z und Kantenldnge 0 < [ < § gewéhlt. Sei W2 := W; \ oW, das (offe-

2

ne) Innere eines solchen Wiirfels. Dann ist K C J,., W. Da K kompakt ist,
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gibt es endlich viele Wiirfel W7, ..., WY, die K iiberdecken, und insbesondere ist
KcWu---UW, C U. Nun ist auch W; N K kompakt, so daf8 f auf W; N K
ein Maximum M; und Minimum m; annimmt. Dann sind

Y = max(Milw,, ... Mply,) , ¢e :=min(m 1w, ...mylw,)

Treppenfunktionen mit den geforderten Eigenschaften. U

Lemma 19.4 Jede offene Teilmenge U C R™ ist Vereinigung abzdihlbar vieler
Wiirfel, die hochstens Randpunkte gemeinsam haben.

Beweis. Fir k € N sei W, die Menge aller Wiirfel W = I} x --- x [, so dafl

fiir jedes j eine ganze Zahl m; € Z existiert mit I; = [3£, mg,j L Dann ist Wi
abzahlbar durch die ganzen Zahlen mq, ..., m,. Nach Konstruktion schneiden sich

beliebige Wiirfel aus W;,, W, hochstens in Randpunkten. Dann ist U = Uiio W,
mit Wy := W, N U und dann rekursiv Wy, als jene Teilmenge von W, N U, deren
Inneres nicht in W, liegt fiir [ < k. g

Satz 19.5 i) Sei U C R™ eine beschrinkte offene Teilmenge. Dann ist jede
beschrdnkte stetige Funktion f : U — R tiber U integrierbar. Insbesondere
ist U mefbar.

ii) Sei K C R™ eine kompakte Teilmenge. Dann ist jede stetige Funktion
g : K — R tber K integrierbar. Insbesondere ist K mef$bar.

Beweis. Wegen [ = fT — f~ mit f*(z) := max(f(z),0) > 0 und f~(z) :=
max(—f(z),0) > 0 geniigt es, die Integrierbarkeit von nichtnegativen Funktion
f zu zeigen.

i) Nach Lemma [[34 ist U Vereinigung abzahlbar vieler kompakter Teilmen-
gen K; CU,dh. U= U;io K. Die Einschrénkung von f auf Ué’:o K; wird nach
Lemma von unten gleichméfig durch eine Treppenfunktion ¢; zu ¢ = %
approximiert. Dann ist (¢;);en eine monoton wachsende Folge von Treppenfunk-
tionen, die punktweise gegen f konvergiert. Da U beschrénkt ist, gibt es einen
abgeschlossenen Quader Q C R” mit U C (. Da f beschriankt ist, gibt es ein
M e R mit 0 < ¢;(z) < fu(r) < M1g(z) fiir alle x € R™. Also gilt

/ dz ¢i(z) < Mug < o0,

so daf} fy nach Satz [[91] von Beppo Levi integrierbar ist.

ii) Umgekehrt ist jede kompakte Menge K abzdhlbarer Durchschnitt von of-
fenen Teilmengen U; O K, d.h. K = (2, U;. Damit wird fx nach Lemma

von oben durch eine monoton fallende Folge v; von Treppenfunktionen zu ¢, = 2—11,

die auBlerhalb ﬂgzo U, verschschwinden, punktweise approximiert. Die Folge der

Integrale ( dx 1); (:E)) ist nach unten durch 0 beschréinkt, so dafl fx nach
R'n ]EN
Satz [[3.1 integrierbar ist. O
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20 Der Transformationssatz

Der Transformationssatz ist eine méchtige Methode zur Berechnung von Integra-
len.

Satz 20.1 Seien U,V C R" offene Teilmengen und sei T : U — V ein Diffeo-
morphismus. Eine Funktion f : V — RU{oo} ist genau dann iber V integrierbar,
wenn die Funktion |det(DT)|-(foT): U — RU{oo} diber U = T (V) inte-

grierbar ist. In diesem Fall gilt

/U dz | det(DT)(x)] f(T(z)) = / dy 1(y) -

Zur Erinnerung: Ein Diffeomorphismus 7' ist eine differenzierbare bijektive Ab-
bildung mit differenzierbarem Inversen. Das Differential DT ist dann eine lineare
Abbildung DT : R®” — R", so dafl die Determinante korrekt definiert ist. Fiir
geniigend kleine U sichert der Satz iiber die inverse Funktion Satz die In-
vertierbarkeit von DT'. Der Transformationssatz 143t sich aber auch verwenden,
wenn 7' nur auf einer Nullmenge N kein Diffeomorphismus ist, da Nullmengen
im Lebesgue-Integral keine Rolle spielen. In diesem Fall geniigt es, iber U \ N
bzw. T-1(U \ N) zu integrieren.

Der Beweis des Transformationssatzes erfordert Methoden, die wir erst spéter
bereitstellen. Dieser Abschnitt stellt typische Folgerungen und Anwendungen vor.

e Im R! reduziert sich der Transformationssatz auf die Substitutionsregel:
Sei T : [a,b] — [a, ] eine bijektive stetig differenzierbare Abbildung,
dom gite [ do|T')| FT @) = [ dy f0).

[a,b] [, 8]

e Im Spezialfall einer nichtausgearteten affinen Transformation y = T'(z) =
Az +b € R* mit det A # 0 ist f : K — R" U {00} genau dann iiber
K C R" integrierbar, wenn f o T iiber T~!(K) integrierbar ist, und es

gilt
1
de f(Az +b :7/0[ .
/T A A0 = e [y g

e Beschreibt A eine Rotation oder Spiegelung (dann ist | det A| = 1) und
wéahlen wir fiir f die konstante Funktion f = 1, so folgt, dal K ge-
nau dann mefbar ist, wenn T'(K) meBbar ist, und es gilt v,(K) =
vo(T7HK)). Volumina bleiben also bei Kombinationen aus Verschie-
bung, Drehung und Spiegelung erhalten.

20.1 Integrale iiber Kugelschalen

Sehr haufig treten Integrale {iber n-dimensionale Kugeln oder Kugelschalen auf.
Solche Integrale lassen sich durch eine Transformation 7" zu Polarkoordinaten
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vereinfachen (und mit dem Satz von Fubini oft auch l6sen). Polarkoordianten
im R" bestehen aus dem Radius r und n — 1 Winkeln ¢, 9,...,9, 5. Dann
ist T: (ryo, 01, ., 0-1) = (Y1, -, Yn) = Tu(r, 0,91, ..., 0, o) definiert durch
T5(r, ) = (r cos p, rsin ) und dann rekursiv y,, = rcos ¥,_o und (y1, ..., Yn_1) =
Toa(r,p,V1,...,9,3) sind,_o. Konkret heifit das

Y1 rcos@sind; ---sind, o
Yo rsin@sind; - - -sinv,_o
Y3 rcost; sinty - - -sind,,_o
Yn_1 r cos ,_3sint,,_o
Un rcosV,_o

Damit die Transformation T bijektiv wird, ist (z.B.) d1,...,9, 2 € ]0,7[ und
¢ €10, 27| zu wihlen.

Satz 20.2 Es gilt | det(DT)(r, 0,91, ..., 0p o) = r"L(sind)!--- (sind, )" 2.

Beweis. Das Differential der Transformation ist

Oy Oy O oy
or o 09, - 0Yp_2
Oy2  Oy2  Oya Oy
or O¢ 991 " 0Un_a
DT — Oys  Oys  Oys 9ys
= or Op 091 " 0Un_a
Oyn  Oyn Oyn Oyn
or e oY%, 0Yp_2

Fir n = 2 ist 0,y = (cos¢,siny) und 0,y = (—rsing, —rcosp), so daf die
Determinantenformel gilt. Im Schritt von n auf n + 1 fiir n > 2 haben wir mit
7= (y1,...,yn) € R" und y = (ysinv,_1,rcos?, ;) € R**

_ | Oy sintny [ O,y -sind,_4
Oy = < cos U1 ) Oy = < 0 7
Doy — < 09,9 - s(;nﬁn—l ) firl<i<n-—2, By Yy = ( yrcsisnﬁg_1 ) ‘
- n—1

Nach Induktionsannahme gelte die Determinatenformel fiir n > 2. Im Schritt von
n auf n+ 1 betrachten wir zunéchst sin,_; = 0. Dann ist gilt rang(d7") = 2 und
damit det dT" = 0. Sei also sin¥,,_; # 0. Dann addieren wir das (—r%)—fache
der ersten Spalte zur letzten. Wegen 19,y = y wird die neue letzte Spalte zu

—7’87«3] - cos W, g CcoSs 19”_1 0
cos? Vi1 + ind - —r :
_Tisinﬂnfl —7 Ss1in n—1 sin 1971—1
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Entwicklung nach der neuen letzten Spalte und Herausziehen des Faktors sin,,_;
aus jeder der ersten n Spalten der Unterdeterminante bestétigt die Determina-
tenformel. 0

Sei nun IT := ]0,27[x(]0,7[)"2 und I C ]0, 00 ein offenes Intervall. Dann
ist das Bild von I x II unter T die offene Teilmenge K (/) \ N C R", wobei
K[I]:={zx e R" : ||z| € I} die offene Kugelschale der Radien im Intervall I ist
und N eine Nullmenge, die durch Aufschneiden der Kugel bei yo = 0 entlang der
positiven y;-Achse erhalten wird. Da fiir das Lebesgue-Integral Nullmengen (N
und Rénder von I) keine Rolle spielen, erhalten wir

Satz 20.3 Sei I C [0,00[ ein beliebiges Intervall und K(I) = {x €
R™ : ||z||2 € I} die entsprechende Kugelschale. Fine auf K(I) definierte Funkti-
on f ist genau dann tiber die Kugelschale K(I) integrierbar, wenn die Funktion
F(T(ry o, 01, ..., 0n2)) - 1" LC (@, 01, ..., 0n_a) diber I x I integrierbar ist. In
diesem Fall gilt (unter Verwendung des spdter bewiesenen Satzes von Fubini)

/ dy f(y)
/ dr 1~ / / ddy sind, - / i, o S0, 5 F(T(r, 0,01, Pn )

O

Beispiel 20.4 Das Trigheitsmoment einer homogenen (dreidimensionalen) Voll-
kugel K vom Radius R mit Dichte p ist beziiglich einer durch den Mittelpunkt
gehenden Achse gegeben durch

Zu/dwwwﬂf+f)

2w
—,u/ drr/ dgp/ dv sind (r*sin? 1)

R®

—,u— / dv sin® 9 = p— - 27r/ dv (sin ) — sin 9 cos® )

5 0 5 0

5 1 us
:u%-2ﬂ<—cosﬁ+§cos319>)

R5 2 2R? 4w 2
— ooy =2, . R 2

pge2m(2-g) = e g B = o )

Wenn in Satz ([20.3) die Funktion f nicht von den Winkeln abhingt, also

rotationssymmetrisch ist, dann erhalten wir:
Satz 20.5 Es sei [ eine Funktion auf dem Intervall |a,b[. Die Funktion f auf

R mit f(x) = f(||z||) ist genau dann iber die Kugelschale K integrierbar, wenn
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die Funktion f(r)r"=! dber I integrierbar ist. In diesem Fall gilt mit i, := r,(1)

/ dz F(|z]) = nmn/dr = f(r) |
K(I) I

Beweis. Unter Verwendung von Satz B3 ist nur zu zeigen, dafl das Winkelintegral
21 T T
/ dcp/ d¥; sin?dy -- / dV,_o sin""2V,_o = nk, liefert. Das folgt aber sofort
0 0 0
fiir das Volumen der Einheitsvollkugel mit f =1 und I = [0, 1]:

27 ™ T
K, :/ dr 7’”_1/ dgo/ dd, sinﬁ1-~/ dd,,_» sin" 29, _,
[0,1] 0 0 0

1 2 g s
= — / dg@/ d’L91 sin ’(91 s / d’(9n_2 sin"_2 1911—2 . ]
nJo 0 0

20.2 Integration iiber Teilmengen von (R,)"

Héufig treten Integrationen auf, die auf das Standardsimplex
A" ={(zy,...,xp) €R" 1 ;, >0, x1+ -+, <1} CR"

zuriickgefiithrt werden koénnen, z.B. bei Funktionen auf (R,)", die entscheidend
von der Summe z; + --- + x, abhédngen. In diesem Fall ist eine auf Jacobi
zuriickgehende Transformation hilfreich. Dazu definiert man

( i; ) = Ja(un, up) = ( U1(i1;2%) )

und dann rekursiv fiir 7 = (21, ..., x,)"
T B o n(ur, o u) (1= Upy)
( Tt ) = n+1(u1, ceey Uy, un+1) = < Uty .

Wir zeigen, daf} J,, einen Diffeomorphismus implementiert zwischen
o Ry x (J0,1)""" und (Ry)",
e bzw. (]0,1[)" und (A")° := A"\ 0A™.

Zunachst zur Bijektivitédt. Klar ist, dafl das Bild Teilmenge von (R;)™ ist. Es
gilt x1 + -+ + x, = wuy zunéchst fiir n = 2 und dann rekursiv fiir alle n. Sei
also u; > 0. Damit gilt 0 < x, < wup, es gibt also eine bijektive Zuordnung
zwischen w, € ]0,1[ und x, = wju,. Sei dann zusitzlich wu, fixiert, dann ist
T14- -+ Tpo = up — o, = uy (1 —uy,). Insbesondere folgt 0 < x,—1 < uy (1 —uy,),
damit eine bijektive Zuordnung zwischen w,_; € 10,1 und =, = wyu,—1(1 — u,),
usw.
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Das Differential von J ist

D) = (1)

(Do) ity 1) = ( ﬂﬂ;:f@ih)(ﬁ) _{Z@) |

wobei e; = (1,0,...,0) € R" der erste Einheitsvektor ist. Also ist J differenzier-

bar. Es gilt det(DJy)(uy, u2) = uy. In der Rekursionsformel ist die erste Spalte
gegeben durch ((1 — unﬂ)%,un_l)t = (%J un_l)t, so dafl Addition der
-fachen ersten Spalte zur letzten ergibt:

det(D.Jp41) (T, Upsy) = det ( (1= ttny2)(DJ)(@) glw )

1_un+1

Up+1 " €1 ur +
= U1 (1 — Upyy)™ 'det ( (DJ,)(@) ) )

Somit gilt | det(DJ,)(ur, ..., u,)| = u (1 —uz)(1 —ug)?- - (1 —up,)""2 und J,
ist ein Diffeomorphismus. Damit haben wir den folgenden Satz bewiesen:

1U+1

Satz 20.6 Eine auf (Ry)™ bzw. auf (A™)° definierte Funktion f ist genau dann
iber (Ry)™ bzw. (A™)° integrierbar, wenn die Funktion |det(DJ,)|f o J, dber
Ry x Wt bzw. diber W™ integrierbar ist, wobei W* := (]0, 1[)* der offene Wiirfel
ist. In diesem Fall gilt

A f@)

bzw, AT

:/ duy u}~ /du2/du3 (1—us) /dun (1=u,)" 2 f(Jn(un, ... up)).
0,1 0,1 10,1]

bzw ]0 1[

1
n!*

Speziell erhalten wir v, (A") =

Beispiel 20.7 (Beta-Funktion) Wir integrieren die fiir p,q > 0 stetige und
beschrinkte Funktion f(z,y) = 2P 1y? te™*7¥ {iber (RT)? mit der Jacobi-Formel
und mit dem Satz von Fubini:

oo 1
/ d(x,y) 2" 1yt le Y = / duy u€+q_l/ duy (1 — ug)? g™
(R+)?2 0 0
1
= F(p + Q)/ d’lLQ (1 - u2)p—lug—l
0

Fubini :/ dx xp_le_x/ dy y" e ¥ =T(p)I'(q) .
0 0

Somit gilt fir die als Beta-Funktion bezeichnete Funktion B(p, q)

B(p,q) ::/0 dt (1 — )Pt % N
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Beispiel 20.8 Mit der Jacobi-Abbildung lassen sich z.B. zweidimensionale Inte-
grale des folgenden Typs 16sen (dabei ist p,q > 0):

/dwwﬁwwmwmz/ Muwlﬂw/(mu—ww%*
A2 10,1[

10,11

= B(p, Q)/ duy Uﬁﬂrq_l f(ul) .
10,1]

Die obige Gleichung gilt, wenn eines der Integrale existiert. Statt iiber A2 und
10, 1[ kann auch iiber (R;)? und R integriert werden. g

Beispiel 20.9 Das Trigheitsmoment des Standardsimplex A3 bei Rotation um
die z-Achse ist

O = d(fcy,)u(x + %)

/dul ul/ dug/ dug(1 —uz) g ((ur(1 —u2) (1 — uz))? + (wrua(l — uz))?)

= /dulul/ du2(1—2m+2u2/du31—u3
0 0 0

M( 2 2) H 3
_ My A
5.4\ 273) T30~ 5 m(A7) . <

Die Integration iiber das Standardsimplex ist deshalb so wichtig, weil sich
durch Potenzabbildungen viele Integrationsgebiete darauf zuriickfithren lassen.
Dazu wird fiir «;, a; > 0 folgende Transformation betrachtet:

1 1

Y1y yn) =T(x1,. ., 2p) = (@127, . apxs™) .

Die Transformation 7" bildet (R;)"™ diffeomorph auf sich selbst ab. Sie bildet
andererseits das Innere des Standardsimplex A™ diffeomorph auf das Innere des
verallgemeinerten Simplex

a1 n Qn
A=) €R >0, (L) (2) <)
e a (7%
ab. Das sind dann z.B. Viertelkreise (n = 2, a3 = as = 2, a3 = as = r) oder
Kugeloktanten, . ...
Die Determinante des Differentials ist offenbar

ap---ap 19 1 q
det(DT e Ty)| = ———x g
[det(DT) (o, )| = 2]
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Satz 20.10 FEine auf auf dem wverallgemeinerten Simplex (Agl: ) definierte

.....

Funktion f st genau dcmn tber dieses vemllgememerte Simplex integrierbar,
1 1 1

wenn die Funktion f(alml s QpTn™ )xl_ xnn " diber das Standardsimplex
integrierbar ist. In diesem Fall gilt

I 1 1 1

---a a o 1 a E
/ dyf(y)zin/ d(xy, ..., z,) xit ez flarx]t, . apTe™) .
N an [0S TN 8 7 n

Durch Kombmatlon mit der Jacobi-Transformation entsteht so ein Diffeomor-
phismus W™ nAn L ALt mit dem wir Integrationen iiber ein verallge-

meinertes Simplex auf Integratlonen iiber den Wiirfel zuriickfithren kénnen.

Beispiel 20.11 Wir berechnen das Volumen eines Ellipsoiden-Oktanten FO :=

2,22
Aa be iiber die Jacobi-Transformation:

= — d(xl, T, XT3) Ty 2T

abc

!
dulul/ duz/ dus(1 — ug) - uy u2 (1—u2) 2u3 (1—u3) !
o

b 1 ! 1
= % dul u? / duy Uy (1 —Uug) 2 / dug ug 2
0 0 0
_ e 2 B( 1.2 = 1 dabe® (T(3))?
§ '3 22 s 3 T()

Fir @ = b = ¢ = r entsteht das Volumen des Kugeloktanten KO = A?%?2?

r,r,r

mit v,(KO) = trs(r) = £ - 4’;7"3, so daff wir T'(3) = ﬁ erhalten Somit ist

v2(EO) = < und das Ellipsoid E = {(z,y,2) € R® : ag + 4 b2 + % < 1} hat
das Volumen v3(E) = Fabe. q

21 Vollstindigkeit des Lebesgue-Integrals

Definition 21.1 Eine Folge (fx)ren von Funktionen fi : R" — R U {co} heiBt
L'-konvergent gegen eine Funktion f : R" — RU{oo}, wenn limy_.. ||/ — fx]l1 =0
gilt. Die Funktion f heiBt dann der L'-Grenzwert von (fi)ren.

Die Folge (fx)ren heiBt L'-Cauchyfolge, wenn es zu jedem ¢ > 0 ein N € N gibt,
so daB || fx — fil|1 < € fiir alle k,1 > N.

Der L'-Grenzwert kann nicht eindeutig sein, denn aus limj_ .. ||f — filli =
limy oo ||g — frl[1 = 0 folgt ||f — g|li = 0, d.h. f und ¢ sind nur fast iiberall
gleich. Wie iiblich ist jede L!-konvergente Folge eine L!-Cauchyfolge. Fiir inte-
grierbare Funktionen gilt aber auch die Umkehrung:
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Satz 21.2 (Riesz-Fischer) Es sei L'(R™) der Vektorraum der diber R™ in-
tegrierbaren Funktion. Jede L'-Cauchyfolge (fi)ren integrierbarer Funktionen
fx € LY(R™) besitzt einen Grenzwert f € LY(R™), und es gilt

) [ do g = i [ o i)

i) Es gibt eine Teilfolge von (fi)ren, die fast dberall punktweise gegen f
konvergiert.

Beweis. Es werden Indizes k1 < ko < ... so gewdhlt, daB || fr — fr, |1 < 2% fiir
alle k > k,. Dann gilt > 7 | || fr, — fropo |1 < 1. Abkiirzend sei g, := fr, — fi,
und g = > °7 |g,|. Nach Satz ist wegen |||y < 1 die Menge N = {z €
R™ : g(zr) = oo} eine Nullmenge. Auflerdem gibt es eine Nullmenge N; mit

fr, () # oo fiir alle z ¢ N;. Dann setzen wir

lim fi, = fi, +Y g, firz eR"\ (NUN)
n=1

0 - firx € NUN;

fx) =

Damit ist f(x) # oo, und die Teilfolge ( f,) konvergiert fast iiberall gegen f, d.h.
ii) ist gezeigt.

Die Teilfolge ist so gewéhlt, dal es zu jedem ¢ > 0 ein p € N gibt, so daf
Ziozp lgulli < eund || fi — fi,|l1 <€ fiir alle k > k,. Da f;, integrierbar ist, gibt
es eine Treppenfunktion ¢ mit || fr, — ¢[| < e. Somit gilt fiir & > &,

+ e < 2€,
1

1F = 6l < IF = Fi i+ i, = 0l < || D
v=p

d.h. f ist integrierbar. Fiir & > k, gilt

1f = fellh <A = frlln + ([ fr, = frll < 2¢,

d.h. (f) ist L'-konvergent gegen f. SchlieBlich gilt

‘/ndxf(x)—/Rndxfk(x)‘S/Rndx‘f(x)—fk(g;)}:||f_ka1<2€‘

also die in i) behauptete Konvergenz der Integrale. 0

Eine integrierbare Funktion ist L!-Grenzwert einer Folge von Treppenfunk-
tionen. Nach dem Satz von Riesz-Fischer kann man erwarten, dafl fast iiberall
auch punktweise Konvergenz zu erreichen ist:

Satz 21.3 Jede integrierbare Funktion f € LY(R) ist L'-Grenzwert einer Folge
(qbk)keN von Treppenfunktionen mit
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D> llksr — gl < 00

k=0
ii) (¢r) konvergiert fast tiberall punktweise gegen f.

Beweis. Es gibt eine Folge (v;) von Treppenfunktionen mit lim;_ || f — |1 = 0.
Nach dem Satz von Riez-Fischer gibt es eine Teilfolge (¢x) mit Eigenschaft i),
die fast iiberall punktweise gegen eine integrierbare Funktion f konvergiert. Nach
Konstruktion sind beide L'-Grenzwerte f, f fast iiberall gleich. U

Wir wissen, da die L'-Halbnorm keine Norm auf dem Vektorraum £'(R")
aller iiber R™ integrierbaren Funktionen ist: aus || f||; = 0 folgt nach Satz
nur, daf3 f fast iiberall Null ist. Es bietet sich deshalb an, fast iiberall gleiche
Funktionen zu Aquivalenzklassen zusammenzufassen. Sei dazu N(R") = {f €
LYR™) : ||f|li = 0}. Offenbar ist AN'(R™) ein Untervektorraum von L£'(R").
Zwei Funktionen f, g € L*(R™) heiflen dquivalent (f ~ g), wenn f — g € N(R"™),
d.h. wenn f und g fast iiberall gleich sind. Die entsprechende Aquivalenzklasse
einer Funktion f € £1(R") wird mit [f] oder f+ N(R") bezeichnet. Dann ist die
Menge aller Aquivalenzklassen

L'R") == L'(R")/NR™) = {[f] : feL(R")}
ein Untervektorraum von £!(R™). Dabei ist die Linearkombination von Klassen
definiert als Klasse der Linearkombination: ¢; [f1] + el fo] i= [e1fi + cafa).
Durch die Aquivalenzklassenbildung wird das Problem mit der Normeigen-

schaft von || ||; behoben: Dazu definieren wir ||[f]||1 := ||f]|1. Diese Definition ist
sinnvoll, denn aus f ~ g, also [f] = [g], folgt

£l = 1llg+ (f =l < gl + [I.f —glls = llgll1,

die Norm ist also unabhéngig von der Wahl des Représentanten. Insbesondere gilt
die Dreiecksungleichung sowie ||¢[f]|l1 = |¢|||f]]1- SchlieBlich gilt nach Satz [8T10
[/l = 0 genau dann, wenn [f] = [0]. Damit ist (L*(R"™),|| [1) ein normierter
Raum, nach dem Satz von Riesz-Fischer sogar ein Banach-Raum.

22 Konvergenzsitze. Satz von Fubini

Wir verallgemeinern nun den Satz [9] der uns ein Integrierbarkeitskriterium
fiir monotone Folgen von Treppenfunktionen mit beschranktem Integral geliefert
hat, auf monotone Folgen integrierbarer Funktionen mit beschrianktem Integral.

Satz 22.1 (von der monotonen Konvergenz bzw. Satz von Beppo Levi)
Es sei (fx)ren eine monoton wachsende (oder monoton fallende) Folge integrier-
barer reellwertiger Funktionen f;, € LY(R™). Die punktweise gebildete Grenzfunk-
tion [ = limy_ o fr ist genau dann integrierbar, wenn die Folge der Integrale

/ dx fi.(x) beschrinkt ist. In diesem Fall gilt/ dx f(x) = klim / dz fi(x).
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Beweis. (<) Wegen f, < f ist /
schrénktheit der Integrale notwendig ist.

(=) Die Folge </
Also konvergiert sie gegen einen Grenzwert in R. Jede konvergente Folge ist eine
Cauchy-Folge, so dafl es zu jedem € > 0 ein N € N gibt, so daf} firallek > 1> N
gilt

o=t = [ de i) = o) = [ do (o) = fio)

:/ndxfk(x)—[Rndxfl(x):)/ndxfk(x)—/ndxfl(x)‘<e.

Folglich ist (fi)ren eine L'-Cauchyfolge, die nach dem Satz von Riesz-Fischer
einen L'-Grenzwert f hat, so daB eine Teilfolge (fy,) fast iiberall punktweise

gegen f konvergiert. Damit gilt f = lim,_.. fr, = f fast iiberall punktweise.
Nach dem Modifikationssatz ist dann auch f integrierbar mit

/n dx f(x) = /n dz f(z) = lim dx fy, (z) = kh_{n dz fr(x). O

v—00 Jpn © Jrn

dx fr(z) < / dx f(z), so dal die Be-

n n

dx fk(x)>k€N sei beschrankt (und monoton wachsend).

n

Wir benotigen ein weiteres Integrierbarkeitskriterium:

Satz 22.2 (von der majorisierten Konvergenz bzw. Satz von Lebesgue)

Es sei (fx)ren eine Folge integrierbarer Funktionen auf R™, die fast dberall

punktweise gegen eine Funktion f konvergiert. Es gebe eine integrierbare

Funktion F mit |fy| < F fir alle k € N. Dann ist f integrierbar, und es gilt
dz f(z) = klim / dx fi(x).

R

—oo Jgn
Beweis. Es geniigt, reellwertige Funktionen zu betrachten. Es gibt eine Nullmenge
N, so da F(z) < oo und limg_,o fr(z) — f(z) fiir alle z ¢ N. Fir x € N sei
F(x) = f(z) = fr(x) = 0 gesetzt, so daBl (fi) punktweise gegen f konvergiert. Sei
Gk = max(fi, fit1, .-, frrr). Dann ist fiir festes k die Folge (g, )ven monoton
wachsend, und die Folge der Integrale ist beschréankt durch das Integral von F'.
Nach dem Satz von Beppo Levi ist g, := lim, .o gr, = SUpP,>g f; integrierbar,

" )/ndxgk(x)‘g/]RndxF(x).

Andererseits konvergiert (gx)reny monoton fallend punktweise gegen f. Analog
zum Beweis des Satzes von Beppo Levi ist damit (g;) eine L'-Cauchy-Folge, die
eine L'-Grenzwert ¢ hat, gegen den eine Teilfolge gi, fast iiberall punktweise

konvergiert. Somit ist f = § = lim;_, gk, fast iiberall, und es gilt / dx f(z) =

n

lim dx gi(x).

k—oo R™
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Das Verfahren wird wiederholt fir hy, = min(fg, fet1,-- ., fr+r) mit Limes

und hy = limy_o by, = inf;>, f; und / dx f(z) = lim/ dx hy(zx). Aus
Rn

k—oo R™

he < fir. < gi folgt die Behauptung.

Der Satz von Lebesgue wird insbesondere beim Vertauschen von Integral und
Reihenentwicklung benutzt:

o] s—1

Beispiel 22.3 Wir beweisen / dw -~ e ['(s)((s) fiir s € C mit Re(s) > 1.
et —

Diese Formel wird beim Planckoschen Strahlungsgesetz bendtigt.

Der Integrand ist punktweiser Limes der Regelfunktionen f, =
Zﬁ:l 5l Rg gllt |.TS_1| _ ‘elnx(s—1)| _ ‘elnx(Re(s)—l)‘ _ xRe(s)—l‘ Damit ist
| fx| iber R, uneigentlich Riemann-integrierbar, folglich f;, Lebesgue-integrierbar.
Es gilt

xRe(s)—l

‘fk|<F ZxRes -1 e — T

n=1

und fiir Re(s) > 1 ist F' wieder Lebesgue-integrierbar. Somit gilt nach dem Satz
von Lebesgue

k—oo

1
/0 dx kh—{goz/ dr °'e™™ = lim ) EF(S) =((s)I'(s). O

Es geht nun um die Verallgemeinerung des Satzes von Fubini von steti-
gen Funktionen auf beliebige integrierbare Funktionen. Zur Vereinfachung der
Schreibweise sei X = R” und Y = R"P. Wie iiblich entsteht aus f(x,y) durch
Festhalten von y € Y die Funktion f, auf X und durch Festhalten von z € X
die Funktion f, auf Y.

Satz 22.4 (Fubini (allgemeinster Fall)) Es sei f : X x Y — RU{oo} eine
integrierbare Funktion. Dann gilt:

i) Abgesehen von einer maoglichen Nullmenge N C Y ist fir festesy € Y\ N
die Funktion f, tiber X integrierbar.

ii) Die durch F(y) := /de flz,y) firyeY\ N
0 fiiry e N
definierte Funktion F : Y — R ist iber Y integrierbar, und es gilt

| dtww t@a) = [ anpw = [ dy [ do s,
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Beweis. Zu f gibt es nach SatzPT 3 eine Folge (¢ )ren von Treppenfunktionen und
eine Nullmenge A C X x Y, so daB fur (z,y) ¢ A gilt limy_ ¢r(z,y) = f(z,y)
und auBerdem > 7, [|¢r+1 — ¢xlli < oo. Im folgenden bezeichnen || ||; x und
| |l1,y die L'-Halbnormen auf X und Y.

Wir beweisen zunéchst, daf es eine Nullmenge N’ C Y gibt, so daf fiir y € Y'\
N'gilt,daB A, ;= {x € X : (z,y) € A} C X eine Nullmenge ist. Wegen ||14]/; =
0 gibt es fiir jedes € > 0 zu 14 eine Hiillreihe ) ° 1o, mit Y 2 cv(Q;) < e
Die Quader zerlegen sich in Q; = @} x Q7 mit Q) € X und Q7 € Y. Fiir festes y
ist (ohne Ausschlufl einer Nullmenge) 14,(z) < 377 cilg(z)1gr(y) und damit

a(y) :== / drly, (z) < Z civ(Q;)1gr (y). Integration der so definierten Funktion

a iiber Y liefert ||all1y < e fiir alle € > 0, somit ||al/;y = 0. Damit existiert eine
Nullmenge N’ C Y, so daB 0 = a(y) = ||14,[1,x = O fiir y ¢ N. Das war zu
zeigen.

Folglich konvergiert fiir festes y € Y \ N’ die Folge (¢ )ren fast tiberall auf
X (namlich fiir x ¢ A,) gegen f,.

Sei Hi(y) = /dﬂ? [Prr1y(T) — Gry(®)] = |Pky1y — Pryllix. Nach
X

dem Satz von Fubini fiir Treppenfunktionen (Satz [E4) gilt / dy Hi(y) =
Y

/X Yd(iij) |Prr1(z,y) — dr(@,y)| = ||prt1 — drlls und damit

> [ dyiw) < . *)

Die Folge (Gs)sen der Funktionen G, = >, _, H, ist monoton wachsend. Nach
(*) gilt

I, /dyG Z/dka <Z/dka

d.h. die Folge (I;)sen der Integrale ist beschréankt. Nach dem Satz von Beppo
Levi ist damit die Grenzfunktion )", , Hy integrierbar. Nach Satz gibt es
hochstens eine Nullmenge N”| so dafi Hy(y) < oo fiir alle y € Y\ N”. Somit gilt
fir alley € Y\ N, mit N = N'UN”,

o0
D rriy = Sryllix < oo (**)
k=0

Nach dem Cauchy-Kriterium fiir Reihen gibt es zu ¢ > 0 ein N € N, so daf
22:1 | Prkt1y — Pryllix < €fiirallel’ > 1 > N. Insbesondere ist (¢, )ken eine L'-
Cauchyfolge auf X, die nach dem Satz von Riesz-Fischer fast iiberall punktweise
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gegen eine iiber X integrierbare Funktion fy konvergiert. Damit ist nach dem
Modifikationssatz auch f, integrierbar, und fir y € Y\ N gilt

lim [ dz ¢p(z,y) = /Xd:r flzy)=F(y) .

k—oo [ x
Somit ist 1) bewiesen.

Wir betrachten nun die Treppenfunktionen ®(y) := / dx ¢y (). Die Folge
X

(Pr)ren konvergiert fast iiberall punktweise gegen F'. Auflerdem ist

Z||(I)k+1—(1>k“1y—2/dy’/dx (Prr14(x) — Pry(x ))‘
<Z/dy/dx }¢k+ly — Opy( )‘:Z||¢k+1—¢k||1<oo.
k=0

Somit ist (@ )ren eine L'-Cauchyfolge, die nach dem Satz von Riesz-Fischer fast
iiberall punktweise gegen eine integrierbare Funktion F' konvergiert. Damit ist
auch F' integrierbar, und es gilt

/dyF(y):klim/dyq)k hm/dy/dxaﬁka:y)
Y —00

—tim [ d(e,y) delay) = /X Cdey) fay). O

k—oo Jxxy

Im Beweis konnen die Rollen von X,Y vertauscht werden, so dafl fiir eine
iiber X X Y integrierbare Funktion gilt

[ i s = [ [y e~ [ay [ s,

Die Voraussetzung der Integrierbarkeit iiber X x Y ist entscheidend. Es
gibt Beispiele fiir Funktionen, fiir die die Integrale / dx / dy f(x,y) und
b's Y

/ dy / dx f(x,y) existieren, ohne daf§ f(z,y) integrierbar ist. Die Umkehrung
Y

X
ist der Satz von Tonelli, den wir spéater angeben.

23 [P-Raume und Fourier-Transformation

Definition 23.1 Eine Teilmenge A C R”™ heiBt o-kompakt, falls sie Vereinigung
abzahlbar vieler kompakter Mengen ist.

Eine Funktion f : A — R U {oo} auf einer o-kompakten Menge A C R™ heiBt
lokal-integrierbar, wenn sie iiber jede kompakte Teilmenge K C A integrierbar ist.
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Jede kompakte und jede offene Menge ist o-kompakt.

Satz 23.2 (Tonelli) Eine lokal-integrierbare Funktion f : X xY — R ist genau
dann tber X XY integrierbar, wenn wenigstens eines der iterierten Integrale

/ dx/ dy | f(z,y)] oder/ dy/ dx | f(z,y)| existiert. Ist das der Fall, so gilt
X 1% Y X

/Xxyd<f”=y> f(%?/):/de/Ydy f($>y)=/ydy/xdx flz,y) .

(<) Mit f ist auch |f| iber X x Y integrierbar, und der Satz von Fubini liefert
die Existenz und Eigenschaften der iterierten Integrale.

(=) Sei X xY = Uj—, A, mit A; kompakt, sowie B; := Ufrg:o Ay und
fi :== f1p,. Die Folge {| fi|} konvergiert punktweise monoton wachsend gegen |f|.
Mit f; ist auch |f;| integrierbar, somit gilt fiir | f;| der Satz von Fubini,

[ i s = [ [ asiatei< [ ay [ sl

Nach Voraussetzung ist das Integral beschréankt, so dafl nach dem Satz von Beppo
Levi die Grenzfunktion | f| integierbar ist. Schliefflich folgt die Integrierbarkeit von
f aus dem Satz von Lebesgue. O

Satz 23.3 (Majorantenkriterium) Es sei A C R" eine o-kompakte Menge,
f:A— CU{oo} eine lokal-integrierbare Funktion, fir die es eine integrierbarer
Majorante F : A — R gibt mit |f| < F. Dann ist auch f integrierbar.

Beweis. Es sei A = |J, oy A = A mit Ay kompakt und B := Ui;:o Ai. Dann ist
fr = flp, integrierbar mit limy_.. fr = f und |fx| < |f| < F. Nach dem Satz
von Lebesgue ist f integrierbar. O

Satz 23.4 (LP-Raume) Es sei A C R™ eine o-kompakte Teilmenge. Fir 1 <
p < 00 sei

LP(A)={f:A—-CU{0} :

f ist lokal-integrierbar und |f|P ist dber A integrierbar}
LP(A) ={f:A—- CU{cx} :

f st lokal-integrierbar und fast iberall beschrdnkt} .

Dann ist LP fiir 1 < p < oo ein Vektorraum.

Beweis. Klar fir p = oo, ansonsten sind fiir f,g € LP(A) auch f+ ¢ und |f + g|?
lokal-integrierbar. Es gilt

[f +gl” < (1f1+ 1g])" < 27 max([ f[”, [9]") - O

Aus dem Majorantenkriterium folgt, dafl jede lokal-integrierbare Funktion, fiir
die |f| integrierbar ist, auch selbst integrierbar ist.
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1

Satz 23.5 Fir f € £7(A) mit 1 < p < oo sei |[f||, = </Adx @) Fir
feLe(A) sei

I flle = inf{M € R : auerhalb ciner Nullmenge gilt |f(z)] < M} .
Dann ist I(A) = L2(A)NP(A) mit N*(4) == {f € £2(4) = [|f], = 0}

ein Banach-Raum beziglich || ||,, d.h. ein vollstindiger normierter Vektorraum.
Insbesondere ist L?(A) ein Hilbert-Raum mit Skalarprodukt

(f.g) = / dr F@g(x),  f.ge IA(A) .

Offenbar ist || f||, = 0 genau dann, wenn f = 0 fast iiberall, d.h. LP(A) besteht
wieder aus den Aquivalenzklassen fast iiberall gleicher £P-Funktionen.

Beweis. Zu zeigen ist die Dreiecksungleichung in £P(A) und die Vollstandigkeit.
Wie im Fall der Folgenrdume ¢(N) benétigen wir zunéchst:

Satz 23.6 (Holdersche Ungleichung) FEs seien 1 < p,q < oo mit % + % =1
sowie f € LP(A) und g € LY(A). Dann ist fg € L' (A), und es gilt die Hildersche
Ungleichung

gl < I 1pllgllg -

Beweis. Fiir p = 1, ¢ = oo ist aulerhalb einer Nullmenge |g| < M. Dann ist auch
fg lokal-integrierbar, und M|f| ist integrierbare Majorante fiir fg.

Fir 1 < p,q < oo kénnen wir || f|,, ||9]l; # 0 annehmen; sonst wire f = 0
oder g = 0 fast iiberall, somit nichts zu zeigen. In Analogie zum Beweis der
Holderschen Ungleichung fiir Summen in Satz aus dem 1. Semester gilt
(auBerhalb moglicher Nullmengen N) in jedem Punkt z € A\ N

[f@)] )] _ L@ 1lg()]
7T, ol = 175 "4 Tl

Nach Integration iiber A folgt || fg|l1 = / dz|fgl(x) < ||fll,llgllq < oo. AuBerhalb

A
von Nullmengen sind f, g als lokal-integrierbare Funktionen beschréinkt, somit ist
auch fg lokal-integrierbar. Aus dem Majorantenkriterium folgt dann fg € £L1(A).
O

Der Beweis der Minkowskischen Ungleichung ||f+g|l, < || fll,+1gll, fir f,g € LP
ist dann analog zum Beweis von Satz aus dem 1. Semester.

(Vollstandigkeit fiir 1 < p < 0o) Es sei (fy,)nen eine Cauchy-Folge von Funk-
tionen f, € £2(A). Wegen [ fully— | fnllpl < [Lfo— forl ist dann ach (]| o )ner
eine Cauchy-Folge in R. Insbesondere ist || f,,||, < M beschrénkt fiir alle n, und
damit ist |f,(z)| < oo fast tiberall.
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Es sei (fn, )k=1,2,. eine Teilfolge mit ny < ny < ... und ||f, — fu,llp < 2% fiir

alle n > ny.. Dann gilt 3 7, [ fo, — frgpllp < 1. Sel gi(@) = fo, (2) = fo,,, ()
und G () :== Y 1_, |gr(2)] sowie G(z) := Y"1, |gk(2z)]. Da GE € L1(A), gilt

[ G =16 < (X halh) <1

Nach dem Satz von Beppo Levi ist die punktweise gebildete Grenzfunktion
H(z) := lim, oo(Gp(z))? integrierbar, d.h. ||[H|; = |G|} < oo. Insbesondere
ist G(z) fast iiberall endlich. Also existiert fast iiberall punktweise der Limes
g(z) := 312, gr(x) mit absoluter Konvergenz der Reihe.

p
Wir zeigen g € LP(A). Die Folge der Partialsummen s, := ‘Zzzl gk‘ kon-

vergiert fast iiberall punktweise gegen |g|” mit |s,| < |g|* fast iiberall. Wegen

o] S oo = (| Sa,) < (Xlaets) <1

sind die Integrale der Partialsummen s, beschrankt. Nach dem Satz von Lebesgue
ist dann |g|P integrierbar, also g € LP(A). Damit ist f := f,,, — ¢ = limy_oo fo, €
LP(A).

Die Folge | f — fn,|P konvergiert fiir & — oo fast iiberall gegen Null. Aulerdem
ist nach Abénderung auf einer moglichen Nullmenge |f — f,,, [P < |g|P fiir alle £,
und |g|? ist integrierbar. Nach dem Satz von Lebesgue gilt dann

tin [ dolf(a) = fu, @ = [ do( Jim |£) = o (@) =0,
—oo [ 4 A —00

d.h. (f,) konvergiert in der LP-Norm gegen die punktweise gebildete Grenzfunk-
tion f € LP(A).

(Vollstandigkeit fiir p = oco) Wie zuvor folgt || f.|lcc < M. Die abzihlbare
Vereinigung von Nullmengen ist Nullmenge, also gibt es eine gemeinsame Null-
menge N, so daB |f,(z)] < M fiir alle x € A\ N. Aus ||fn — felloo < € folgt
dann |f,(x) — fr(x)| < €, somit aus der Vollsténdigkeit von C die Existenz der
Grenzfunktion f = lim, ., f, € L®(A). O

Fiir k& € R" sei e, € L®(R") definiert durch ey(z) = e “¥* Es gilt
lexlloe = 1. Ist f € LYR"), dann gilt nach der Holderschen Ungleichung
I fexlls < | fllllexllco = [|f]]1 < oo. Also existiert das Integral

P 1

F0) 1= g [ e syt pe st

mit Supycgn |f (k)| < (273)% [ f]l1 < oo
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Satz 23.7 Fir f € LY(R") ist die Abbildung R™ 3 k — f(k) stetig.

Beweis. Sei (k;) konvergent gegen k. Dann konvergiert fi(z) := f(z)e %% punkt-
weise (beziiglich z) gegen f(x)e %) Da |f;(z)| < |f(x)| durch eine integrierbare
Funktion beschrankt ist, vertauschen nach dem Satz von Lebesgue Grenzwert und
Integral, d.h. das Integral ist stetig in k. 0

Definition 23.8 Die Abbildung F : L1(R") — C,(R™) mit (F(f))(k) := f(k)
heiBt die (kontinuierliche) Fourier- Transformation.

2
Beispiel 23.9 Fiir z € R sci f(z) = e~ =% mit A > 0. Dann gilt

A~

2 2 .
1 k 2 (o i 2

1 A2 o .
k - d —Tm—‘rlk‘f:——m d _2(
f(k) _27T/]R T e _27Te i T e

2
Das verbleibende Integral kann mit der Cauchyschen Integralformel fiir e~
2 i 2 N 2
berechnet werden zu /dx e~ r T8 = 1/)\—7; Somit ist f(k) = %6_2%. <
R

Im allgemeinen muf} eine Cp-Funktion nicht wieder integrierbar sein.

Satz 23.10 (Umkehrformel) Sei f € LY(R") derart, daf f € L'(R"). Dann
gilt
1

f(z) = @2n)} /n dk f(k)e!®o) fir fast alle x € R™ .

Zu beachten ist das andere Vorzeichen in e*?) gegeniiber der Fourier-
Transformation!

1 A - 2 p

Beweis. Fiir A > 0 sei F)\(x) := ok / dk f(k)e*= e~z ®F Da f beschriinkt
)2 Jrn

ist, existiert das Integral fiir A > 0. Dann gilt mit dem Transformationssatz

1 1 ‘ ‘ 2
F = o dk( _ d —1(k7y>) i(k,a) ,— A (k,k)
)\(x) (271-)5 /" (277')5 R™ 4 f(y)e € €
1 1 . \2
= n dk n d + _1<k’y> _7<k7k> X
(2m)2 Jrn  (27m)2 Jn y fly+ e €

) 2
Die Funktion f(y-+x)e ®¥e=% *#) ist nach Holder iiber R*" integrierbar, so daf
wir nach Fubini die Integrale vertauschen diirfen. Mit Beispiel (mit z — —k

2 : 2 3 v,y
und k£ — y) und Fubini gilt / d e~ 7 kR iluk) (;\T#e_g%;, also
1 1 _ ()
R = [y fyron), o) e
(2m)z Jgn A
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Wir werden zeigen, daff fir A — 0 die rechte Seite in der L'-Norm ge-

gen f(z) konvergiert. In diesem Sinn geht d,(y) fir A — 0 in die sogenannte

Diracsche 6-Distribution iiber. Andererseits konverglert f( Yeltkm) e= 5 (kk) - figr

A — 0 punktweise gegen f(k)e!®® und |f(k)ei®=)e"2 ®k)| ist beschrinkt
durch die integrierbare Funktion |f(k)|. Nach dem Satz von Lebesgue gilt dann

1
2n)? / dk f(k)e!®) = hm F\(z). Beides zusammen liefert die Behauptung,.
T)2
1
Ausgangspunkt ist = / dr e~ w¥)/@¥) = 1 Damit gilt
(271')\2)2 R
1 o~ W)/(232)
fl@) = F\(x) = ——= | dy (f(z) = fle+y)—F— (*)
(2m)2 Jgn A

Zunéchst sei f stetig mit kompaktem Tréger supp(f) C Kg(0). Dann ist f auch
gleichméﬁig stetig, d.h. zu e > 0 gibt esein 1 > ¢ > 0, so daB | f(z) — f(z+y)| <

TN EERIO)] fir alle z € R™ und y € K;(0). Das y-Integral wird zerlegt

e in ein Integral iiber K5(0): Dort ist supp,(f(z) — f(x +y)) C Kg:+1(0),
so daB das az-Integral durch |f(z) — f(z + y)| und das Volumen von
Kry1(0) abgeschitzt werden kann. Das y-Integral wird anschlieflend auf
R™ ausgedehnt und wird unabhéngig von .

e in ein Integral iiber R™ \ Kj(0). Dann ist 0 < e~ /23 <
2
o T o= W)/ (4N?)
Integration des Betrages von (*) iber x € R™ liefert dann || f — F)\||1 = [1 + I»
mit
o~ ) /(23)

D= fog™ oo = 14 0

e— Wy /(22%)

< on(Kpa(0))  sup  |f(x) = fle+y)l | dy——57 <
z,2+y€Kp+1(0) R™ (27T)\ ) :

b= / d / ay (@) — flx + g)l
X Y Tr+y 7
F e S (2mx2)E

52 e Wy /(42?)
Tz -
e / e [y (@) 1 D s

52

“Sa 2t

Y

N ™

IA

2
Wir kénnen nun A(J) so klein wéhlen, da8 6_4672||f]| 22 < £. Also gibt es zu
jedem € > 0 ein A(e) > 0, so daB || f — Fy|[1 < € fiir stetige Funktionen f mit
kompaktem Tréger, d.h. es gilt fast {iberall f () = limy_o F)\(z). Da integrierbare
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Funktionen beziiglich || |[; durch stetige Funktionen mit kompaktem Triger ap-
proximiert werden konnen, gilt die Aussage fiir alle f € £'(R") mit f € L}(R").
0

Satz 23.11 Sei k € N und f € LY(R") derart, daf fiir alle Multi-Indizes o mit
la| < k sogar x®f(x) integrierbar ist. Dann ezistieren die mehrfachen partiellen

iglal .
Beweis. Es geniigt, den Fall einer partiellen Ableitung in Richtung e; zu beweisen.
Sei ¢, = % Dann ist

Ableitungen 8af der Fourier-Transformierten, und es gilt W(k‘) =

ok + @) — fulk 1 ey (€7 — 1

f ( +€l€) f ( ) _ _ / dx f($)6_1<k’x> (6 )
€ (271')5 n €

Die Funktion 2711) ist nach dem Schrankensatz beschriankt durch |z;|, somit

vertauschen nach dem Satz von Lebesgue Integral und Grenzwert [ — oc. O

Aus der Umkehrformel ergibt sich:

Satz 23.12 Sei f € C*(R") derart, daﬁ f und 0*f fir alle Multi-Indizes mit
la| < k integrierbar sind. Dann gilt (8af)( ) = (ik)* f (k). O

Daraus gewinnt man eine oft niitzliche Losungsmethode fiir lineare (sogar parti-
elle) Differentialgleichungen:

Beispiel 23.13 Sei f € £'(R") mit fe ElgR"). Dann hat die Differentialglei-
chung (Ay)(z) — cy(z) = f(x), wobei A = 25 + - + a% der Laplace-Operator
1 n

1 k) .
ist und ¢ > 0, die Losung y(z) = ——/ dk L&e“k’”. Fiir ¢ < 0 ist
stattdessen die Laplace-Transformation zu wéhlen. <

Eine weitere Folgerung der Umkehrformel ist:

Satz 23.14 (Plancherel) Sei f € L*(R") N LY(R"), dann ist F(f) € L*(R"),
und es gilt || fll2 = |F(f)ll2- Insbesondere folgt (f,g)2 = (f, g)2.

Beweis. Sei f zunéchst so, dafl f integrierbar ist und bezeichne g := f . Dann gilt
mit der Umkehrformel und dem Satz von Fubini

lI? = g(k)f(k) = x L (k)eite z f(z)f(x
715 = [ avsf = [ i [ dr o smte @ = [ de s
= [I£15-

Nach Approximation folgt die Aussage fiir alle f. Die Identitét fiir das Skalar-
produkt folgt aus den Polarisationsformeln und der Linearitdt von F. 4

NE
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24 Beweis des Transformationssatzes

Wir unterteilen den Beweis des Transformationssatzes (Satz BTl in folgende
Schritte:

i) Diskussion der Nullmengen

i1) Volumen eines affin transformierten Wiirfels

)

iii) Volumen eines diffeomorph transformierten Wiirfels
)
)

iv) Beweis fiir Treppenfunktionen

v) Beweis im allgemeinen Fall

In den Beweisen ist es vorteilhaft, auf R"™ die Mazimumsnorm
|(z1,. .., %) |00 := max(zy,...,x,) einzufithren.

Lemma 24.1 FEs seien U,V C R" offen, T : U — V ein Diffeomorphismus und
N C U eine Nullmenge. Dann ist auch T(N) C V eine Nullmenge.

Beweis. Fur x,y € U und t € [0,1] sei g(t) := T'(z +t(y — z)). Dann gibt es nach
dem Mittelwertsatz ein 6 € [0, 1] mit

T(y) = T(x) = g(1) = g(0) = g'(0) = (DT)(x + O(y — x)) - (y — x) ,

wobei im letzten Schritt die Kettenregel benutzt ist. Damit gilt nach Definition
der Norm einer linearen Abbildung

IT(y) = T(2)lloe < Sup I(DT)(x +0(y — )| - ly — 2l -

Zu N gibt es fiir jedes € > 0 eine Uberdeckung durch abzihlbar viele kompakte
Wiirfel Wy, € U mit Y2 v,(Wy) < e. Entsprechend ist T(N) C (Upe, T(Wy).
Sei jetzt x,y € NNWy. Auf Wy ist |[(DT)(x+6(y —x))|| als stetige Funktion auf
einer kompakten Menge beschriankt, d.h. || T(y) — T(x)||co < L ||y — z|| fiir alle
x,y € Wy und somit auch fir alle z,y € NNWy. Also gilt v, (T'(Wy)) < L™, (Wy),
d.h. T(N N W) ist eine Nullmenge. Dann ist auch T'(/V) als Vereinigung von
abzéhlbar vielen Nullmengen eine Nullmenge. U

Lemma 24.2 FEs seien ay,...,a, € R" und P(ay,...,a,) :={z = tija1 + -+
than : t; € [0,1]} C R™ das durch diese Vektoren aufgespannte Parallelotop.
Dann gilt

vn(P(ay,...,a,)) = |det(ay,...,a,)],

wobei a; auf der rechten Seite die i-te Zeile einer (n X n)-Matriz ist.

Beweis. Aus der Definition und dem Beweis der Eindeutigkeit der Determinante
im letzten Semester folgt, dafl der Betrag der Determinante eindeutig definiert
ist durch
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(D1) |det(...,Aa;,...)| = ||| det(.. ., ai...)|
(D2) |det(...,a;,...,a;,...)| =|det(...,a; +a;,...,a;j,...)|
(D3) |det(eq,...,e,)| =1

Die Punkte in (D1), (D2) bedeuten, daf} die jeweiligen Zeilen der rechten und
linken Seite identisch sind.

Wir beweisen, daf§ auch das Volumen diese Eigenschaften hat. (D3) ist klar.

(D1) Sei P\ := P(ay,...,a;-1,Aa;,ait1,...,a,). Die Parallelotope P, und
P_; sind nur gegeneinander verschoben und haben nach Cavalieri das gleiche
Volumen. Wir kénnen uns also auf A > 0 beschrinken. Fiir natiirliche Zahlen A =
| € N* gilt offenbar v, (P,) = lv,(P;) nach Aneinandereihung von [ Parallelotopen
Py in i-ter Richtung. Sei \ = § eine rationale Zahl mit p,q € N\ {0}. Dann gilt
Un(Pyr) = qua(Py) = v,(P,) = puo(P1) = %vn(Pq). SchlieBlich finden wir fiir
A € R, zu jedem € > 0 rationale Zahlen 1 < A < 7y mit |1 — ry| < ﬁ. Das
ergibt v, (Pr,) < v, (Py) < v (Fy,) und damit |v,(Py) — v, (P1)| < e. Somit gilt
(D1) fiir alle A € R.

(D2) Nach dem Prinzip von Cavalieri geniigt es, die jeweiligen Flichen in der
{i, j}-Ebene zu vergleichen:

aj

Wieder nach Cavalieri haben die durch {a;,a;} bzw. {a; + a;, a;} aufgespannten
Parallelogramme die gleiche Flache. Das beendet den Beweis. 0

Sei nun W = P(ey,...,e,) C R" der Einheitswiirfel und 7' : R” — R" mit
T : x — A-x eine lineare Abbildung. Dann ist A-e; = a; die i-te Spalte von A bzw.
die i-te Zeile von A’. Aus der Linearitdt von T folgt somit T (W) = P(aq, .. ., ay).
Aus Lemma und det A* = det A ergibt sich schlielich v, (T(W)) = |det A| -
v (W).

Lemma 24.3 Fir jeden kompakten Wiirfel W C U gilt
0a(T(W)) < max | det (DT) ()] - v (W),

Beweis. Da jede kompakte Teilmenge mefibar ist und das Bild einer kompakten
Teilmenge im R™ unter einer stetigen Abbildung wieder kompakt ist, sind v, (W)
und v, (T'(W)) definiert. Wegen Lemma 24701 gentigt es, den Fall v, (W) > 0 zu
beweisen.

i) Wir setzen « := w Durch Halbierung sdmtlicher Kanten zerlegen wir
W in 2" achsenparallelengleich grofle Teilwiirfel. Dann gibt es einen Teilwiirfel

Wy mit v, (T(W1)) > av,(W;). Durch Wiederholung dieser Zerlegung gewinnt
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man eine Folge W, D Wy D ... von Wiirfeln mit v, (T'(W;)) > av,(W;). Nach
Intervallschachtelungsprinzip (z.B. Satz 2Z6) gibt es einen Punkt a € W, der in
allen W; liegt. Sei b := T'(a) der Bildpunkt. Wir kénnen das Koordinatensystem
so verschieben, dafl a = b = 0 gilt.

Ist my, der Mittelpunkt des k-ten Wiirfels und hat der Ausgangswiirfel W die
Kantenléinge 2L, dann ist Wy, = {z € U : ||z — my[|c < £}. Nach Definition
der Differenzierbarkeit von 7" im Nullpunkt gilt T'(x) = T/(0) 4+ (DT)(0) -  + ¢(x)
,Jim qux(ﬁo)o = 0. Wir setzen A := (DT)(0) € GL(n,R). Wegen T'(0) =0
gilt dann T'(x) = A - (x + ||z]|e - 7(2)), Wobei r(z) = |r A7t ¢(x) gegen 0
konvergiert fiir z # 0. Also gibt es zu jedem € > 0 ein 0 > 0, so daf} ||r(z)||- < §
fir alle x € R™ mit ||z]|ooc < d. Sei [ ein Index, so daf§ fiir alle x € W, gilt
z]o <24 < 4. Dann gilt

mit

L L ¢ L
Iz +lzllo -7 (2)) =mulloe < ll2—mulloc+[2lloo-Ir(@)lloo < 57 +2 555 = 5(1+¢€)
fur alle x € W;. Somit ist die Menge V} := {x + ||z]| - r(z) : x € W;} enthalten
im Wiirfel Wf:={z €R" : |z —myl| < & - (L +¢€)}.
Also gilt T(W;) = A- V C A- W[ und weiter

un(T(W))) < vn(A- W) = [ det A[(1 + €)"vn (W) -

ii) Angenommen, es gelte a > max,ew | det(DT)(x)| > |det A|. Dann finden wir
ein € > 0, fiir das auch a > (1 + €)"|det A| gilt. Das bedeutet v, (T (W;)) <
av, (W;) im Widerspruch zur Konstruktion von W;. O

Lemma 24.4 Sei K C U eine kompakte Teilmenge, so daf§ der Rand 0K eine
Nullmenge ist. Dann gilt

min | det(DT) (@) - va(K) < 0,(T(K)) < max| det(DT)(x)] - v, (K) .

Beweis. Die kompakte Menge K und damit ihr offenes Innere K \ 0K ist mefibar

mit v, (K) = v, (K \ 0K). Zu K \ 0K gibt es kompakte Mengen Ay C A; C

mit K\ 0K = (J,—, Ak, wobei die kompakten Teilmengen Aj = Uj*_ OVVi,c durch

Zusammenkleben von kompakten Wiirfeln W;, der Kantenldngen 1, 1 . 2% ent-

lang ihrer Rédnder gebildet werden. Dann ist vn(K \NOK) =3 720> g on(Wiy).

Wegen der Stetigkeit und Bijektivitdt von T gilt T'(K) \ 0T (K) = (K \0K) =
T(Urzo Ui—o Wi,) und dann mit Lemma und Lemma

Pk
vn(T(K)) = va(T(K\OK)) = > > on(T(
k=0 1,=0
oo Pk
< max | det(DT)( Z Z v, (W;,) = max | det(DT)(z)| - vn(K) .
ek k=0 i,=0 ek
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Andererseits folgt daraus durch Vertauschung der Rollen von K und T'(K)
vn(K) = 0p(T"H(T(K))) < max [det(DT)(y)| - va(T(K)) .
yeT(K)

Nach dem Satz iiber implizite Funktionen gilt (DT 1)(y) = ((DT)(x))"! mit
z = T (y), also |det(DT)(y)| = m. Nun ist |det(DT1)(y)| dort
maximal, wo |det(DT)(z)| minimal ist. Das bedeutet

v (T(K)) > ;Iél}I{l | det(DT)(z)| - v (K) . O

Satz 24.5 Der Transformationssatz gilt fiir jede Treppenfunktionen ¢ auf V', de-
ren Trager supp(¢) := {y € R* : ¢(y) # 0} Teilmenge von V' ist.

Beweis. Wegen der Linearitdt des Integrals geniigt es, den Transformationssatz
fiir die charakteristische Funktion eines Quaders zu beweisen. Weiter brauchen
wir nach Lemma nur kompakte Quader () € V' zu betrachten, da der Rand
eines Quaders eine Nullmenge ist. Die Integrierbarkeit von |det DT'|1g o T ist
klar, denn 1 o T verschwindet auferhalb der kompakten Menge T71(Q) C U,
und | det DT ist stetig auf T71(Q). Zu zeigen bleibt

/dy:vn(Q):/ dz | det(DT)(x)] .
Q T-1Q)

Da die stetige Funktion |det(DT1)|7!| auf der kompakten Menge Q
gleichméBig stetig ist (Satz BZI4l), gibt es zu jedem € > 0 eine Zerlegung
Q =Q1U---UQ, in kompakte Quader, die nur Randpunkte gemeinsam haben
und so klein sind, da max,eq, | det(DT 1) (y)| ' —minyeq, | det(DT 1) (y)| ! < e
Dann gilt im Urbild 771(Q;)

max | det(DT)(z)|v,(T~1(Q;)) — min | det(DT)(x)|v. (T (Q))

zeT—1(Q;) r€T~H(Qs)
< evn(T_l(Qi)) .

Sowohl / dz | det(DT)(x)| als auch v,(Q;) nach Lemma LA sind enthalten
T-1(Q4)

im Intervall

[ min | det(DT)(@)|on(T(Q1)), _max | det(DT)(w)|on(T~(Q1))

zeT—1(Q; z€T~H(Qs)

Also gilt
< evn(T7H(Q1)) -

) /T o dz | det(DT)(x)| — va(Q:)

Summation iiber alle Teilquader liefert
p

dz [det(DT)(z)] — va(Q)| < dz | det(DT) ()] — va(Q;
[ e on@l—n@| 3| [ a0y @)

< Evn(T_l(Q)> .
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Fiir ¢ — 0 ergibt sich die Behauptung. 0

Beweis des Transformationssatzes. i) Nach Definition der Integrierbarkeit gibt es
zu jeder iiber V' C R” integrierbaren Funktion f und jedem e > 0 eine auf einer
beschrankten Teilmenge des R" definierte Treppenfunktion ¢, mit || f — @[, < 5.
Wegen |fy — ¢ lv| < |fv — ¢ gilt dann auch || fy — ¢ dy [l < 5.

Sei B C R" eine beschriankte offene Teilmenge mit supp(¢.) C B und M =
MaXyesupp(ee) | fe(2)]. Dann gibt es zu der beschrankten offenen Teilmenge V' N B
eine Vereinigung A = Qo U -+ - U Qy C V' N B von endlich vielen kompakten
Quadern Q; mit |v, (VN B) —v,(A)| < 5. Damit ist @14 eine Treppenfunktion
mit supp(p.14) C V, fiir die gilt

€
191a = delv [ = [Pl = delvrpls < Mlva(A) — vV A B)| < 5.

Somit, gllt va — ¢61A||1 < va — ¢le||1 + H¢61V — ¢61A||1 < €, d.h. wir
kénnen annehmen, dafl die approximierenden Treppenfunktionen zu fy, ihren
Trager in V haben. Nach Auwahl einer Teilfolge geméf Satz gibt es also zu
fv eine Familie (¢ )reny von Treppenfunktionen mit Trager in V', die fast iiberall
punktweise gegen f konvergieren und auflerdem L!-konvergent gegen f sind.

ii) Wir betrachten die Folge der Funktionen b = | det(DT)|(¢ o T). Nach
Satz ist ¢y, iiber U integrierbar, und es gilt

||<5k—q5l||1,U=/dx 164(2) — dila |—/ 168() — a1()] = 6k — dilluy -

Damit ist (ék)keRn eine L!'-Cauchyfolge auf U, so daB eine Teilfolge fast
iiberall punktweise gegen eine iiber U integrierbare Funktion f konvergiert mit

/ de f (x) = klim / dx ng(x) Andererseits konvergiert ¢, auch fast {iberall
U —oo Ju

punktweise gegen die Funktion |det(DT)|(foT). Nach dem Modifikationssatz ist
dann auch | det(DT)|(f o T) iiber U integrierbar, und es gilt

[ de 1401 @] 5@) = finn [ dodute) = pim [y nt) = [ o ).
U ©Ju \%4

k—oo

Ist umgekehrt | det(DT)|(foT) iiber U integrierbar, dann folgt durch Vertauschen
der Rollen von T und 7!, daB | det(DT~)|(| det(DT)|(f o T)) o T~' = f iiber
V' integrierbar ist. Damit ist der Transformationssatz bewiesen. 0

25 Integration iiber Untermannigfaltigkeiten

Wir haben bisher die Methoden entwickelt, um Funktionen iiber Teilmengen
A C R” zu integrieren und z.B. Volumina solcher Teilmengen zu berechnen.
Wir kénnen damit aber noch nicht die Oberfléiche des Randes von A berechnen.
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Die dazu notwendigen Ideen sollen nun kurz vorgestellt werden, wobei wir aus
Zeitgriinden keine Beweise angeben kénnen. Wir erinnern an die folgende Cha-
rakterisierung von Untermannigfaltigkeiten, die wir in Satz fiir die Richtung
(=) bewiesen hatten:

Satz 25.1 Eine Teilmenge M C R™* ist genau dann eine n-dimensionale dif-
ferenzierbare Untermannigfaltigkeit, wenn es zu jedem Punkt a € M eine of-
fene Umgebung V- C M, eine offene Umgebung T C R™ und eine Immersion
¢ : T — R gibt, so daf T durch ¢ homdomorph auf V abgebildet wird.

Bemerkungen. Zur Erinnerung: Immersion bedeutet, daf3 ¢ differenzierbar ist mit
rang(Do¢)(t) = n fir alle t € T

Insbesondere gibt es eine Uberdeckung einer Untermannigfaltigkeit durch of-
fene Mengen V;. Dann heifit (V;, ¢;) mit ¢; : T; — V; eine lokale Karte von M. Fiir
Vij == ViNV; # & gibt es zwei Homéomorphismen ot Vij — ¢Z._1(V;j) cT,CR"
und ¢; ' 2 Vi; — ¢ (Vy) € T; € R™ Uber die Konstruktion von ¢ im Beweis
von Satz B8 zeigt man, daB 7;; := ¢; ' 0 ¢; : ¢; ' (Vi) — ¢;'(V;;) sogar ein Diffeo-

morphismus ist zwischen Teilmengen des R"™. Man sagt, die Kartenwechsel sind
Diffeomorphismen.

Die Integration einer Funktion f iiber die Teilmenge V' C M wird
nun iiber einen analogen Transformationssatz durch Integration der Funktion
“|det D@|”(f o ¢) iiber T erklért. Das Problem dabei ist, daf§ die Determinante

der rechteckigen Matrix D¢ so nicht existiert. Man zeigt, daf3

“[det Dg|” := +/det((D¢)" - (D))

die richtigen Eigenschaften hat. Dabei ist (D¢)'(D¢) punktweise eine n X n-
Matrix. Entsprechend definiert man das Integral einer Funktion f iiber eine Karte
(V,¢) von M mit ¢(T) =V zu

/ S f(x) := / du \/det((Do)!(u) - (Do)(u)) f((w)) . (*)
) T

Die Idee ist wieder zu beweisen, da8 das durch die n Vektoren a4, ..., a, C R***
aufgespannte Parallelotop das Volumen det(A” - A) hat, wobei a; die Spalten von
A € M((n+ k) x n,R) sind. Dann identifiziert man das Parallelotop mit dem
Bild des n-dimensionalen Einheitswiirfels im R"**, dessen letzte & Komponenten
identisch Null sind, unter einer affinen Transformation. Durch analoge Konver-
genzbetrachtungen wie im Transformationssatz beweist man, daf§ durch (*) das
Integral einer Funktion iiber V' C M sinnvoll definiert ist.

Beispiel 25.2 (Oberflache der dreidimensionalen Kugel) Es sei

M = {(1’1,332,1’3) - Rg : x% —}-x% _i_x?)) — R?}
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die Oberflidche der dreidimensionalen Kugel vom Radius R. Mittels Polarkoordi-
naten gewinnen wir die folgende Abbildung ¢ : ]0,27[ x 0,7 — V C M:

1 R cos psind
zo | = ¢(p, V) :=| Rsinpsind
x3 Rcos?

Das offene Rechteck T := ]0,27[ x ]0, 7] wird durch ¢ homéomorph auf die
Teilmenge V' := M \ HK abgebildet, d.h. aus der Kugeloberfliche wird der
Halbkreis HK = {(x1,22,23) € R® : @y =0, 2y > 0, 23 + 23 = R?*}
herausgeschnitten. Dann ist

—Rsinpsind R cos g cos v
(Do) (p, V) = Rcospsiny Rsingcos? |
0 —Rsin?
2 502
(D)o, (Do) = (T B

so dafl wir erhalten:

2 T
z) = R* in )
/(V’qb) ds f(z) =R /0 dcp/o dv sin® f(¢(p,0))

Der Halbkreis H K ist eine Nullmenge. Man kann wieder zeigen, dafl Nullmengen
fiir die Integrationstheorie ignoriert werden koénnen. Also stimmt das Integral
mit dem Integral iiber ganz M iiberein. Insbesondere erhalten wir fiir f = 1 die

Oberfléche der zweidimensionalen Sphére vom Radius R zu dS =4nR%. <
M

Eine wichige Konsequenz des Transformationssatzes ist, daf (*) unabhéngig
von der Wahl der Karte ist. Gibt es zu V' zwei Karten (V,¢;) und (V, ¢2) mit
Immersionen ¢; : T; — R"* so daBl ¢; : T, — V; Homdomorphismen sind, so
gilt / ds f(x) = / dS f(z). Zum Beweis verwendet man, daf ¢y o ¢ " :

(Vi1) (Vg2
T — T5 ein Diffeomorphismus ist und den entsprechenden Transformationssatz,
der | det D(¢ 0 ¢7 )| beinhaltet.

Das nutzt man aus, um Integrationen iiber Untermannigfaltigkeiten zu definie-
ren, die aus mehreren Karten zusammengesetzt werden miissen. Wir betrachten
nur den einfachsten Fall, daf es endlich viele Karten (V3, ¢1), ..., (V,, ¢p) gibt, die
M = ViU- - UV, iberdecken. Dann kann man immer eine Familie von Funktionen
fi + M — R konstruieren mit

e supp(a;) C V;

e > a;(x)=1firallex € M.
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Eine solche Familie heifit Zerlequng der Fins. Mittels Zerlegung der Eins erhalten
wir:

/Mde Z/de ) ( ):izi;/%dS(fai)(x)

_ Z /T dus /TR ((DO) () (Do) (Fou) (61(u))

Die Eigenschaften der Zerlegung der Eins garantieren, daf diese Definition un-
abhingig von der Wahl der Uberdeckung und der a; ist. Die Konstruktion ver-
allgemeinert sich sogar auf abzahlbar viele Karten, wenn sich jeweils nur endlich
viele schneiden und |fo;| integrierbar ist:

Definition 25.3 Essei M C R"** eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit, aus-
gestattet mit einem Atlas lokaler Karten (V;, ¢;) entsprechend Satz P51l so daB
M = UZ.OZO V; und jeder Punkt « € M nur in endlich vielen V; enthalten ist.

Eine auf M definierte Funktion f heiBt tber M integrierbar, wenn es eine dem
Atlas (V;, ¢;)ien untergeordnete Zerlegung der Eins («;);en gibt, so daB

i) Jede Funktion fay ist iiber V; (damit iiber M) integrierbar

Z/ dS |(fay)(x)| < co.

Dann ist das Integral von f liber M (unabhangig von der Zerlegung der Eins) definiert
durch

J asie Z || o /ASTDG) ) - D8)w) (o) 6w

Wir sehen uns noch einige interessante Integrale iiber Karten an:

Beispiel 25.4 (Integrale lings Kurven) Es sei I C R” ein offenes Intervall
und ¢ : I — R" eine differenzierbare Kurve. Unter der Annahme (Dc)(t) =
d(t) # 0 handelt es sich um eine Immersion, d.h. ¢ spielt die Rolle von ¢ in
Definition Sei f jetzt eine Funktion auf der Spur I' := ¢(I), dann ist das
Kurvenintegral gegeben durch

/F a5 f(x) = / at [l (8)] Felt))

Insbesondere ist L(c / ds = / dt ||'(t)]| die Bogenldnge. Q

Die Berechnung von Determinanten des Typs det(A’- A) mit A € M((n+k) x
n,R) kann fiir grofie n, k sehr umsténdlich werden. Hier hilft das Determinanten-
Multiplikationstheorem (Binet-Cauchy-Theorem) entscheidend weiter:
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Satz 25.5 (Binet-Cauchy) FEs seien A = (a1, ...,a,11) € M((n+k) x n,R)
und B = (by,...,bprx) € M((n+k) x n,R) zwei rechteckige Matrizen, gebildet
aus den Zeilenvektoren a;,b; € R™. Firl < m; < mg < --- < m, < n-+k
seien quadratische Matrizen A™2 = (A, Qmyy - -+, G, ) € M(n X n,R)
und B™™2Mn = (b by -, b, ) € M(n X n,R) definiert. Dann gilt

det(At . B) = Z (det Amlmz---mn) . (det Bm1m2...mn)

1<mi<mag---<mnp<n+k

Die Summe lduft iber die ("+k) = (Zf,j)! verschiedenen Mdglichkeiten, n der n+k
Zeilen der Matrizen auszuwdhlen.

Ein Beweis findet sich z.B. in G. Fischer: Lineare Algebra, Kapitel 3.3.

Beispiel 25.6 Es sei T C R” offen und die Hohenfunktion h : T' — R diffe-
renzierbar. Dann ist die Abbildung ¢ : T — R™™ mit ¢(u) := (u, h(u)) eine
Immersion. Zur Berechnung von Integralen iiber den Graphen I' := ¢(T') C R™*!
benétigen wir die Determinante der Matrix G(u) = (D¢)!(u) - (D¢)(u). Dabei ist

(Do) (u) = ( (graf;;) (u) ), wenn (grad h)(u) € R™ als Zeilenvektor betrachtet

wird. Dann gilt mit den Bezeichnungen aus Satz
det((D¢)1’2 ..... n) -1 7 det((Dng)l ..... i—1,4+1,..., n+1) — :tazh

und damit det(D¢)!(u) - (D¢)(u) = 1 + ||(grad h)(u)||*. Somit erhalten wir das
Integral einer Funktion f iiber den Graph I' := ¢(T') C R™*! (Hohenfiche) zu

/FdS () Z/Tdu V1+|[l(grad h)(w)]? f(u, h(u)) .

Wir berechnen auf diese Weise noch einmal die Oberfliche der Halbkugel H K.

Dazusei T := {(z,y) € R* : 2°4y? < R*} und h(z,y) := \/R? — 22 — 2. Dann
ist HK := (x,y, h(z,y)) C R und wir erhalten
2(HK) / dsS = /d x,y) i
HK — x2 - y

Das Integral 16sen wir in Polarkoordinaten xz = r cos ¢, y = rsin¢. Mit Satz
erhalten wir

R 2m Z
1 r=Rsin .
U2(HK>:/ drr/ dp ——u T t27TR2/2dt sint = 27rR*. <
0 0 /1 — 2 0
R2

Beispiel 25.7 (Rotationsflichen im R?) Sei I C R offen und die Radiusfunk-
tion r : I — R, differenzierbar. Sei M := {(x,y,2) € R® : 2 €[, 2 +y* =
(r(2))?} die Rotationsfliche. Dann ist die Abbildung

¢: Ix]0,2n[ — M\ N, o(p, 2) == (r(z) cos p, 1(2)sin g, z)
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eine Immersion, wobei der Nullmeridian N = {(z,y,2) e R® : 2 €1,y =
0, 2% = (r(z))?} herausgeschnitten ist. Wir erhalten

r'(z)cosp —r(z)sing
(D)(z,¢) = T'(Z)lsin @ T(Z)(()?OS @

und damit (det(Dg)" - (D¢))(z,¢) = 7(2)*(1 + (r'(2))?). Da N eine Nullmenge
ist, erhalten wir das Integral einer Funktion f {iber die Rotationsfliche zu

/MdS f(x) :/Idz/o%dgo r(2)V/ 1+ (r(2))2 f(r(z) cosp, r(2)sing, 2) .

Fiir I =]—R, R[ und r(z) = v R? — 22 erhalten wir die Oberfliche der dreidi-
mensionalen Kugel M = {(z,y,y) € R® : 22 +y*+ 22 = R?} zu

R 2 R
U2(M):/dS:27T/ dz \/R2—22\/1+< :27TR/ dz = 47 R?.
M -R -R

i)

N

26 Der Gaufische Integralsatz

Wir betrachten jetzt (differenzierbare) Hyperflichen im R"™, d.h. (n — 1)-
dimensionale Untermannigfaltigkeiten M C R"™. Lokal auf einer Teilmenge
U C M ist der Normalenvektorraum N,(U) ein eindimensionaler Untervektor-
raum des R", gegeben durch Vielfache des Gradienten der Funktion f : U — R",
die die Untermannigfaltigkeit beschreibt.

Definition 26.1 Ein Einheitsnormalenfeld auf einer Hyperflaiche M C R"™ ist ein
stetiges Vektorfeld v : M — R", so daB in jedem Punkt z € M gilt

i) v(x) steht senkrecht auf dem Tangentialraum 7, (M)

i) [lv(z)]] =1
Eine differenzierbare Hyperflache heiBt orientierbar, wenn es auf ihr ein Einheits-

normalenfeld gibt. Ein Paar (M,v) mit festgelegtem Einheitsnormalenfeld v heiBt
orientierte Hyperfliche.

Entweder es existieren zwei Einheitsnormalenfelder v und —v, oder gar keines.
Lokal in jeder Karte (V,¢) von M existiert immer ein Einheitsnormalenfeld
v = %. Beim Zusammensetzen der Karten zu einer Uberdeckung von M
kann es aber das Problem geben, daf§ auf dem Durchschnitt V; NV} sich die Ein-
heitsnormalenfelder der Karten um das Vorzeichen unterscheiden. Bekanntestes
Beispiel einer nichtorientierbaren Hyperflache ist das Mobiusband.
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Definition 26.2 Es sei (M, v) eine orientierte differenzierbare Hyperflache im R™.
Ein Vektorfeld F' : M — R™ heiBt integrierbar iiber M, wenn die Funktion (F v)
iber M integrierbar ist. In diesem Fall setzt man

/(M’V) dS F(z) ::/ dS (F(z), v(z)) .

M

Zur Formulierung des Gaufischen Integralsatzes benttigen wir den Begriff des
C'-Polyeders:

Definition 26.3 Essei G C R” eine kompakte Teilmenge und 0G der Rand von G.
Ein Randpunkt = € G heiBt regulirer Randpunkt, wenn es eine Umgebung U C R"
von z und eine stetig differenzierbare Funktion f : U — R gibt mit (grad f)(y) # 0
firalley € U,sodaB GNU ={y € U : f(u) < 0}. Jeder nicht regulare Randpunkt
von OG heiBt singular. Die Menge der reguldren Randpunkte heiBt reguldrer Rand
0.G. Die Menge der singuldren Randpunkte heiBt singuldrer Rand 0,G. Die Menge
G heiBt C'-Polyeder, wenn 9,G eine n — 1-dimensionale Nullmenge ist.

Die Definition besagt, dal der reguldre Rand eine (n—1)-dimensionale Unter-
mannigfaltigkeit (Hyperflache) ist. Singuldre Randpunkte sind z.B. die Ecken
und Kanten eines Quaders. Diese diirfen wir nicht ausschlieBen, da der Beweis
des Gauflschen Integralsatzes auf den Fall der Quader zuriickgefiihrt wird. Da es
fiir 0.G “innen” und “auflen” gibt, ist 0,G orientierbar. Das &uflere Einheitsnor-
malenfeld ist dann dadurch ausgezeichnet, dafl es fiir jeden Punkt x € 0G C R”
ein € > 0 gibt, so dafl x + tv(z) ¢ G fiir alle ¢ €]0, €|.

In Vorbereitung des Gaufischen Integralsatzes sei an die Divergenz eines Vek-
torfeldes F auf einer offenen Teilmenge U C R™ erinnert: Ist F' = (FY, ..., F,) mit
differenzierbaren Funktionen F; : U — R, dann ist die Divergenz des Vektorfeldes
die Funktion (divF) = 01 Fy + -+ + 0, F,.

Theorem 26.4 (GauB3) FEs sei G C R™ ein C'-Polyeder, und 0,G sei durch das
duflere Einheitsnormalenfeld orientiert. Sei F': U — R"™ ein stetig differenzierba-
res Vektorfeld auf einer offenen Teilmenge U C R™ mit G C U. Ist die Divergenz
des Vektorfeldes div F iiber G C U integrierbar und das Vektorfeld F tiber den
requldren Rand 0,G integrierbar, dann gilt

/ dy (div F)(y) = / d5 F(z) .
G 0,G

Der entscheidende Schritt im Beweis ist die Betrachtung der Situation fiir
einen kompakten achsenparallelen Quader, der offenbar ein C'-Polyeder ist.

Lemma 26.5 Es sei Q C R™ ein offener Quader und F = (Fy, ..., F,) ein stetig
differenzierbares Vektorfeld auf einer Umgebung U von Q). Dann gilt

/Q dy (div F)(y) = / i8 F(x)

oQ
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Beweis. Es sei v = (vq,...,v,) das duflere Einheitsnormalenfeld auf Q). Wegen
Linearitdt der Integrale geniigt es zu zeigen, daf fiir jede auf U stetig differen-
zierbare Funktion f und jede Komponente i = 1,...,n gilt

/Q )0 = [ @

Durch Umnumerierung der Richtungen kénnen wir ¢ = n annehmen. Dann ist
Q = Q' x ]a,b], wobei Q' C R"! wieder ein offener Quader ist. Entsprechend sei
y = (v, z) die Parametrisierung mit ¢’ € R"! und 2z € R. Der regulire Rand
von () ist

0,Q = ((Q)° x{a}) U ((Q)" x {b}) U (0,Q"x ]a,b[) ,

wobei (Q)')° das offene Innere von @ ist. Fiir die n-te Komponente v,, des dufleren
Einheitsnormalenfeldes auf dem reguldren Rand gilt dann

1 auf (Q)° x {b}
vp(z) =< —1 auf (Q)° x {a}
0 auf 0Q'x |a,b]

Also ist die Funktion fv,, nur iber die Randflichen (Q)° x {b} und (Q’)° x {a}
zu integrieren. Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung gilt

dx (v, f) () = / dy' F(y/.b) — / dy' 1y )

orQ ( (Q)°

Q")°
- /(Q,)D dy' / dz Onf)(Ys 2) = /Q Ay, ) (0. f) (W, 2) . O

Wir sehen uns einige Anwendungen des Gauflschen Integralsatzes an.

Beispiel 26.6 (Oberfliche der Einheitssphére)

Essei G = K, := {z € R* : ||z|| < 1} die n-dimensionale Einheitskugel und
S"1:= 090G = {x € R" : |jz|| = 1} die (n—1)-dimensionale Sphire. Wir betrach-
ten das Vektorfeld F' = x mit (div F')(z) = n. Das duBere Einheitsnormalenfeld
auf "1 ist v(z) = x. Dann gilt

/ dx(diVF)(a:):n/ dx :n/in:/ dS(x,m):/ ds =: w, .
n n Sn—1 Sn—1

Die Oberfliiche der S"~! ist also v,—1(S"™") =: w, = nk, = . <

(SR

NE
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Beispiel 26.7 Es sei G C R” ein C!-Polyeder, a € R" \ dG ein Punkt und

F(z) = 7% Wir beweisen
| —all
- 0 fira¢d «
LerSF(x)—{wn fir a € G ()
Zunéchst gilt fir x # a
(div F)(z) = (x — a, grad = a”n> + a”ndlv( —a)
= (&~ a, g fomap) + fomam = 0

Ist a ¢ G, dann liefert der Gauflsche Integralsatz sofort die Behauptung (*).

Ist andererseits a € G, dann gibt es wegen a ¢ 0G eine offene Kugel K, (a) C
G. Damn ist G, := G\ K,(a) wieder ein C'-Polyeder, und (div F)(y) = 0 fiir
alle y € G,. Es gilt 9,G, = 0,G U JK,(a). Das &uflere Einheitsnormalenfeld v
auf 0K, (a) aus Sicht von G, ist das innere Einheitsnormalenfeld aus Sicht von
K,(a), so daB gilt v(z) = —Ta—al = —3(z — a). Das ergibt (v(z), F(z)) = —=

fiir alle x € K,(r) und damit

/ df@F(x)z—/ i8 F(z) = 1_1/ ds = w,
Nel 0K (a) 7 oK, (a)

Die Gleichung (*) verallgemeinert sich auf Linearkombinationen von Vektor-
feldern F. Sei G C R? ein C!-Polyeder und seien ¢, . . ., ¢, die Punktladungen in
den Punkten ay,...,a; € R®*\ G, dann ist nach dem Coulombschen Gesetz die
elektrische Feldstérke in einem Punkt x # a; gegeben durch

T — a;
E = .
Z ir o — P

Der Fluf3 des elektrischen Feldstéirke durch die Oberfliche 0G ist dann gleich der
Gesamtladung in G:

dSE@) = Y q. <

oG {i: a;€G}

Satz 26.8 (Greensche Formeln) Sei G C R" ein C'-Polyeder und f,g 2wei-
mal stetig differenzierbare Funktionen auf einer offenen Umgebung von G. Dann
qgilt

/ dy (grad f, grad g)(y) = / 45 ( D,g)(x) — / dy (f Ag)(y)
G oG G
/G dy (f g —gANy) = [ dS (f Dug— g Duf)(x) .

oG

wobei D, f = (v, grad f) die Richtungsableitung in die dufere Normalenrichtung
15t.

133

Preliminary version — 3. Februar 2011



Beweis. Man wendet den Gauflschen Integralsatz auf das Vektorfeld F' = f grad g
an und benutzt die Leibnizregel. 0

Die Greenschen Formeln spielen eine wichtige Rolle bei der Losung wichtiger
partieller Differentialgleichungen.

Definition 26.9 Sei U C R" offen. Eine zweimal stetig differenzierbare Funktion f
auf U heiBt harmonisch, wenn (Af)(x) =0 fir alle x € U.

Die Newtonschen Potentiale N, : (R™\ {a}) — R mit

1 1
— firn > 2

M) e | =D, e —al?
—1In|jz —al| fiir n =2
2m

sind auf R™ \ {a} harmonisch.

Satz 26.10 (Mittelwertsatz harmonischer Funktionen) FEs sei h: U — R
eine harmonische Funktion auf einer offenen Menge U C R™. Dann gilt fiir jede
Kugel K.(a) CU

1

h(a)::(Unrn_l'ngNa)dS'h(x).

Beweis. (fir n > 2) Sei G := K, (a) \ K,(a) die Kugelschale mit innerem Radius
p und duBerem Radius r > p, und sei S, := 0K, (a) und S, := 0K ,(a). Dann sind
h, N, harmonisch auf G, so dal nach der 2. Greenschen Formel gilt

dS (hD,N, — N,D,h)(z) = | dS (hD,N, — N,D,h)(x) .
S. r SP

Dabei ist v jeweils das duflere Einheitsnormalenfeld auf den Sphéren. Die
1. Greensche Formel fir G = Kg(a) sowie f +— 1 und g +— h liefert
fSR dS (D,h)(z) = 0 fuir R = pund R = r. Da N, auf Sy konstant ist, folgt

/ dS (hD,N,)(z) = / dS (hD,N,)(z). Fir alle x € Sg gilt (D,N,)(z) =
T Sp
= }%,H und damit

1 1

wn [lz—a["~1

dS h(z) =

n—1 n—1
wnpT S, Wn P s,

ds h(z) .

Fiir p — 0 folgt aus der Stetigkeit von i die Behauptung. O

Mit den Greenschen Formeln beweist man auch den folgenden Satz iiber eine
Losung der Potentialgleichung;:
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Satz 26.11 Sei p: R" — R eine stetig differenzierbare Funktion mit kompaktem
Triger. Fir z € R" set

oa) = [y Nyfa) plo).

Dann ist ¢ : R" — R zweimal stetig differenzierbar, und es gilt A¢p = p.

Dabei kann man sich p als Ladungsdichte vorstellen und ¢ als elektrisches Potenti-
al. Auf diese Weise findet man das Coulombsche Gesetz als Losung der statischen
Maxwellschen Gleichungen.

Satz 26.12 (Sektorformel von Leibniz) Es seic: [a, 8] — R? eine differen-
zierbare regulire Kurve und S. := {s-c(t) : s € [0,1], t € [a, 5]} der von c
gebildete Sektor. Dann ist mit c(t) = (x(t),y(t)) der Flicheninhalt des Sektors
gegeben durch

1

B
vy(S,) = 5/( — ydz + zdy) = %/ dt (—y(t)2'(t) + z(t)y (1)) .

Beweis. Der Tangentialvektor an ¢ in ¢ ist (2'(t),/(t)). Damit ist v := <ﬁ -

”xcl((tt))”> mit [le(t)]| = /(y/(t))2 + (2/(t))? ein Einheitsnormalenvektor an den von

¢ gebildeten Rand von S.. Wird ¢ im positiven Sinn durchlaufen, dann ist v der
duBere Einheitsnormalenvektor. Betrachte das Vektorfeld F' = id : R? — R2, d.h.
F(x,y) = (z,y). Nach Beispiel 254 gilt

B B
[ asE = [aiconen.) = [a Eoro -voen).
c([a, B « a
Auf den Radien sc(a) und se(), mit s € [0,1] ist I tangential gerichtet, somit
(F,v) = 0. Andererseits ist div(F) = 2 und damit [, dy (div F)(y) = 2v2(G).
Der Gaufische Integralsatz liefert die Behauptung. O

Als Anwendung leiten wir die Keplerschen Gesetze aus dem Newtonschen

Gravitationsgesetz
Mzx(t)
[E”(t) _ Y
lz(6)]?
her. Dabei ist M fiir alle Planeten der gleiche Wert. Wir benétigen das Vektor-
produkt von Vektoren a = (ay, as,as) und b = (by, b, b3):

(CL X b)l = a2b3 — CL3b2 s (CL X b)g = a3b1 — CL1b3 s (CL X b)g = a1b2 — CLle .

Dann gilt a x b = —b X a, insbesondere a x a = 0. Weiter gilt die Gramann-
Identitét a x (b x ¢) = b(a, ¢) — c¢{a, b) sowie (a,b x ¢) = det(a,b,c) = (b,cx a) =
(¢,a x by (Spatprodukt).
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Der Drehimpuls J = x x 2’ ist eine Erhaltungsgrofie:

J=xx2'+2 xa = rxx=0.

l]®

Weiter sei A := ﬁj x z' + ﬁ der Lenz-Runge-Vektor. Er ist ebenfalls eine
Erhaltungsgrofle:

1 *  x(x,2’) 1
A= — Jxa _ L) <_ / / _ /)Z
ijx + B BE BE (xx2')xz+2(z,x) —x(x, 2" 0

wegen der Grafmann-Identitét. Die Gleichung (z, J) = 0 (Spatprodukt) besagt,
dafl der Bahnvektor x in einer Ebene E senkrecht zum konstanten Drehimpuls-
vektor J liegt. Dann ist auch A L J, d.h. Az liegen in E. Somit gilt

1 1 J|I?
(A, 2) = Azl cos 6 = - (It a) ] = - (axa, )] = —L2
Ist A=0,soist r:=||z| = JMQ = const, die Bahn also ein Kreis. Ansonsten folgt
ep 1712
= - pu— A p—

Das ist die Darstellung eines Kegelschnittes in Polarkoordinaten (r(¢), ¢) mit
Brennpunkt » = 0. Somit folgt

Die Bahnen der Planeten sind ebene Kegelschnitte, in deren einen Brennpunkt
die Sonne steht.

Sei J = ||J|les und = = z1e1 + 2269, dann ist ||J|| = z12h — x92). Nach der
Sektorformel von Leibniz gilt

to to
111Gt — 1) = / at |7 = / 0t (212 — 292}) = 205(S 1)
t1 t1

wobei Sy, 4, der Sektor unter der Bahnkurve zwischen ¢4, ¢, ist. Somit gilt:

Der Radiusvektor Sonne-Planet tiberstreicht in gleichen Zeiten gleiche Fldichen.

Ist T' die Umlaufzeit, dann ist F' = w

ist

die Fliache der Ellipse. Andererseits

2 () 2 ep 9 7sz€2
F = d dp p = do— — '
/0 ¢/o re /0 ¢2<1—ecos¢> (1—¢2)2
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Das Integral kann iiber den Residuensatz berechnet werden:

o 1 1 1
) -
/0 d(’b(l — €008 P)? T HEz0eK1(0) <z (1—5(z+ %))2)

= 27res

4z
o= 1mVi=e? <(22 —e(22 4 1))2)
- 2W<(2z4i(j(;2?)1))2>

z=z0

4z !
=2 ()
4 8ze
S P ey e e ey )
2m

i=ap
Die grofie Halbachse a der Ellipse ist definiert durch 2a := 7(0) + r(7) = {£& +

1—
ep _ 2ep
14+€2 — 1—€?°

2=20

Somit gilt:

Die Quadrate der Umlaufzeiten zweier Planeten verhalten sich zueinander wie
die dritten Potenzen der grofien Halbachsen ihrer Bahnen.
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